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INTRODUCAO

Entre a Anélise Real e a Andlise Complexa existe uma diferenca
fundamental que convém desde j4 salientar.

Quando se trata de uma funcdo real de varidvel real, isto €, de
uma funcio y = f(x), em que tanto a varidvel independente, x, como
a variavel dependente, y, tomam como valores nimeros reais, pode
acontecer que a fungcdo admita primeira derivada, f’(x), num dado
intervalo, sem admitir ai segunda derivada, ou que admita segunda
derivada, sem admitir terceira, etc. Pode também acontecer que f(x)
seja indefinidamente derivdvel num intervalo, isto é, que tenha ai
derivadas finitas de todas as ordens, mas que ndo seja representdvel
pela sua série de Taylor numa vizinhanca dum ponto x, do intervalo:

50+ (=) £ + 2 gy e S gy g

isto é, pode suceder que a soma desta série ndao coincida com f(x)
em todos os pontos x interiores ao intervalo de convergéncia ®.
De todos estes casos poderiamos dar inimeros exemplos.

(1) Pode mesmo suceder que o raio de convergéncia seja nulo.
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Pelo contrério, quando se trata de uma fungdo complexa da
varidvel complexa, ou seja, de uma fungdo w = f(z), em que tanto a
varidvel independente, z, como a varidvel dependente, w, tomam
como valores nimeros complexos, verifica-se, como veremos, 0
seguinte facto, deveras notavel:

Se a fungdo admite primeira derivada finita®V nos pontos inte-
riores de um dominio plano, admite necessariamente derivadas de
todas as ordens nesses pontos e é representdvel pela sua série de
Taylor, numa vizinhanga de cada ponto interior ao dominio.

Exprime-se este tltimo facto dizendo que a funcdo € analitica
no interior do dominio D considerado.

Assim, de uma hipétese tao simples, como € a da existéncia de
primeira derivada finita no interior de D, resulta para as funcdes de
varidvel complexa uma série de consequéncias importantes €, como
veremos, uma grande riqueza de propriedades, que tornam as fun-
coes analiticas extremamente regulares, comodas, manejiveis — ex-
tremamente bem comportadas®. Esse “bom comportamento” cessa
precisamente em certos pontos da fronteira do dominio em que ha
derivada — pontos singulares, cujo estudo tem, igualmente, uma
importancia fundamental na teoria das fun¢des analiticas, para um
perfeito conhecimento das mesmas.

Da grande riqueza de propriedades das func¢des analiticas resulta
ndo s6 a perfeicdo formal da sua teoria (que €, sem duvida, uma das
mais belas e harmoniosas de toda a Matematica), mas também uma

(1) Como veremos, a definicdo de derivada para fun¢des de varidvel complexa € idéntica a
que se d4 para fungdes de varidvel real (como limite da razdo incremental).

(2) Em linguagem intuitiva, ndo rigorosa, da Matemadtica, uma funcio diz-se tanto mais
regular quanto mais propriedades possui, a facilitar o seu estudo. Assim, uma func¢éo
derivével € mais regular do que uma fungdo continua, uma fun¢do com segunda derivada
continua € mais regular do que uma que tenha s6 primeira derivada, etc.
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excepcional importancia nas aplicacdes a Fisica e a Técnica, espe-
cialmente a Electrotecnia: todo o matematico aplicado precisa de ter
conhecimentos, ndo apenas superficiais, da teoria das funcdes ana-
liticas.

Notula historica. A teoria das fungdes analiticas de uma varidvel
complexa ficou praticamente concluida no século passado principal-
mente por obra de CAUCHY (que se apoiou sobre os conceitos de
derivada e de integral para tais funcdes) e de WEIERSTRASS (que
baseou a teoria, de preferéncia no estudo das séries de poténcias).

Mas ja o mesmo se nao pode dizer a respeito da teoria das fun-
cOes analiticas de mais de uma varidvel complexa; essa encontra-se
hoje em plena evolucdo. E provdvel que, em 1961, tenha lugar em
Lisboa um simpdsio sobre fun¢des de varidveis complexas, no qual
tomarao parte os principais especialistas mundiais sobre o assunto.

Como base do estudo das funcdes analiticas, convém comecar
por recordar as no¢des fundamentais sobre nimeros complexos
aprendidos em Matemadticas Gerais. Para isso, recomenda-se a lei-
tura de todo o Capitulo I do Curso de Algebra Superior, 2° volume,
do Prof. J. VICENTE GONCALVES. Entretanto, para facilitar essa
recapitulacdo, vamos aqui fazer uma breve resenha de tais nocoes,
chamando a aten¢do para alguns pontos essenciais.
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CAPITULO |
PRELIMINARES

1. Nimeros complexos

Como se sabe, todo o numero complexo se pode representar sob
a forma algébrica

a+bi,

sendo a e b nimeros reais € sendo i uma das raizes da equagao
x*=-1.

Dois nimeros complexos a +bi € c+di (com a, b, c, d reais) sdo
iguais, se,esése,a=ceb=d.

Em particular, pode acontecer que se tenha b=0 e entdo o nu-
mero complexo a + bi reduz-se ao nimero real a.

Se b#0, o nimero a+ bi ndo € real e diz-se entdo imagindrio
(imagindrio puro, se for a0 mesmo tempo a=0).

A parte real a e o coeficiente b da parte imagindria do nimero
complexo z=a + bi costumam ser designadas, respectivamente,
pelas notagdes Rez e Im z(:

Rez=a, Imz=0b.

(1) Também se usam as notagdes Rz e $z, com R e $ gbticos ou manuscritos.



118

Pelo que se viu, o conjunto dos nimeros reais (que se designa
por R) € uma parte do conjunto dos niimeros complexos (que se
designa por C), isto €, tem-se

RCC.

(O sinal C Ié-se “contido em’). Mas nao se tem R=C e os elemen-
tos de C ndo pertencentes a R sdo, precisamente, os nimeros cha-
mados imagindrios.

No conjunto C estdo definidas uma adi¢dao e uma multiplicagao.

Adicdo. A soma dos nimeros a + bi e ¢ + di é, como sabemos, 0
ndmero

(a+c)+ B +di.

Propriedades formais. A adi¢do em C é:
1. Sempre possivel e univoca;
2. Associativa: (00 +B)+y=a+ B +7Y);
3. Comutativa: o.+ B =B + o;

4. Reversivel: dados dois nimeros complexos o e B € sempre
possivel determinar um e um s6 complexo & tal que

B+E=a.

(Este nimero & é denominado diferenca entre o. e 3 e representa-se
por o.—f3; se ao=a+bi e b=c+di, tem-se u.—B=(a—c)+(b-d)i).

As propriedades enunciadas podem resumir-se, dizendo que o
conjunto C é um grupo comutativo relativamente a adicdo (rever a
no¢ao de grupo).

Multiplicagcdo. Recordemos que o produto de dois nimeros
complexos a + bi e ¢ + di € o nimero

(ac —bd) + (ad + bc)i.
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Propriedades formais. A multiplicacao em C é:
1! Sempre possivel e univoca;

2! Associativa: (0f)y = o(By);

3! Comutativa: off = Bot;

4! Reversivel: excluido o zero como divisor, isto €, dados dois
nimeros complexos o, = a + bi, B = ¢ + di, sendo P # 0, existe
sempre um e um sé nimero complexo & tal que

Ep=a,

tendo-se precisamente

£= (ac + bd) N (bc — ad) i
ct+d? c?+d?

(Este niimero & é chamado o guociente de o. por B e representa-se

por %, por /B ou por o : B).

Em resumo: o conjunto C € um semi-grupo comutativo em rela-
cdo a multiplicacdo e, se excluirmos de C o zero, serd mesmo um
grupo (comutativo) relativamente 2 mesma operacao.

Ha, finalmente, outra propriedade a considerar quando associa-
mos a adi¢do e a multiplicacao:

5. A multiplicacdo é distributiva a respeito da adicdo: isto é,
tem-se sempre

oaB+vy) =ap + ay.

Os factos anteriores resumem-se dizendo que C € um corpo
comutativo. Com efeito:

1) E grupo comutativo a respeito da adiggo;
2) Excluido o zero, é grupo comutativo a respeito da multipli-
cacao;

3) A multiplicacao € distributiva a respeito da adicdo.
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Também o conjunto R €, como sabemos, um corpo comutativo.
Como se tem R C C, e as operacdes de adi¢do e multiplicagdo defi-
nidas em C concordam com as mesmas operacOes anteriormente
definidas em R, podemos dizer que R é um sub-corpo de C ou que
C é uma extensdo (algébrica) de R.

Esta extensdo de R foi construida com o fim de tornar sempre
possivel a extrac¢do de raizes quadradas (que era impossivel em R
com radicando negativo). Podemos mesmo dizer que C é o mais
pequeno corpo que contém R e permite tornar sempre possivel a
extrac¢do de raizes quadradas (bem como extrac¢Oes de raizes de
qualquer outro indice).

Recordemos ainda que no conjunto R se encontram definidas
nao sO operacdes, mas também uma relacdo de ordem expressa pelo
sinal <. Chama-se relacdo de ordem toda a relagcdo bindria que seja
transitiva e tricotdmica®.

Com efeito, em R, a relacdo < é:

1) Transitiva:a<b/\b<c=a<c?,

2) Tricotomica: dados dois nimeros reais a, b, verifica-se sempre

uma, € uma so, das trés seguintes hipdteses:

a<b, b<a, a=b.

Além disso, a relacdo de ordem <, no corpo R, é compativel
com a adi¢ao, isto €, tem-se

a<b=a+c<b+c,

o que se exprime dizendo que a adicdo em R é mondtona. Quanto a
multiplicacdo em R, ha apenas monotonia parcial, isto é:

Se a<b, tem-se ac<bc, ac>bc ou ac = bc, conforme c >0,
c<0ouc=0.

(1) Segundo certos autores, o conceito de relagdo de ordem € diferente e mais geral.

(2) O simbolo l6gico = (de implicagdo) 1€-se “implica” ou “se ... entdo” (antepondo o “se”
ao primeiro membro). O simbolo /\ (de conjungdo ou produto légico) 1€-se “e”.
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Ora, no corpo C, ao contrério do que sucede em R, ja nédo é pos-
sivel definir uma relacdo de ordem que seja compativel com a adi-
cdo e que tenha, portanto, qualquer interesse. Pode, no entanto,
definir-se relagdo de ordem entre os médulos dos niimeros comple-
X0S, Visto esses serem numeros reais positivos.

2. Representacio geométrica

Recordemos que hd uma correspondéncia biunivoca entre os
pares ordenados de numeros reais (x, y) € os nimeros complexos
Z=Xx+1iy:

z=x+iye> (%, y).

Mais até: uma das maneiras usuais de introduzir os nimeros
complexos consiste, precisamente, em apresentd-los como pares
ordenados de nimeros reais: assim, 0 nimero complexo x +iy € pura
e simplesmente identificado ao par ordenado (x, y) escrevendo-se:

>, y=x(1,0)+y0,1)=x+yi.

Nao esquecamos, porém, que hé diversas interpretagdes do con-
junto C todas isomorfas entre si, e todas igualmente aceitdveis.

Recordemos ainda que, uma vez fixado um referencial cartesiano
no plano, se estabelece uma correspondéncia biunivoca (x, y) <> P
entre os pares ordenados (x, y) de nimeros reais € os pontos do
plano. Logo, ficard assim definida, por transitividade, uma corres-
pondéncia biunivoca,

z=x+iye P,
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entre os nimeros complexos z € os pontos P do plano (euclideano).
A parte real e o coeficiente de i do niimero z serdo, respectivamente,
a abcissa e a ordenada do ponto P que o representa (chamado ima-
gem geométrica ou, impropriamente, afixo de z).

Recordemos, finalmente, que os pontos P do plano correspondem
biunivocamente aos respectivos vectores de posi¢do # =P —0. Assim,
encontramos uma segunda representacdo geométrica dos numeros
complexos, que € muito comoda para diversos fins, como passamos
a rever.

Adicdo. A adi¢do dos nimeros complexos traduz-se pela adi¢io
dos vectores do plano que os representam.

=y

2, =X+ 1y, 3, =X,+ 10y,
2+ 2,=(x, +x,) +i(y, +,)
(xl, y1) + (xza yz) = (xl +X,,¥; +y2)-

Subtracgdo. A diferenca z, — z, € representada pela diferenca
entre o vector que representa z, € 0 vector que representa z, .
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22 -2

<1

Y

Chama-se mddulo dum nimero complexo z = x + iy a0 mddulo
p do vector que o representa. O mdédulo de z € designado pela
notacdo |z|. Assim, por defini¢o:

|z|=p=|x+iy|=Vx2+y2.

Chama-se argumento de z a medida (em radianos) do angulo
que o vector representativo de z forma com o semi-eixo positivo dos
xx, tomando para sentido positivo o contrario ao dos ponteiros dum
relégio (sentido anti-hordrio). Como sabemos, essa medida € ex-
pressa por uma infinidade de valores @, diferentes entre si por mul-
tiplos de 2w ; chamaremos argumento reduzido de z ao valor de @
que verifica a condi¢do

0=so¢p<2r.

Para calcular o argumento reduzido de z pode usar-se qualquer
das férmulas

tg(p:l
X

y X
, sen@=-—, cosP=—.
P p

Mas uma s6 destas formulas € insuficiente para determinar @,
no intervalo [0, 27[. Assim, a primeira d4 para ¢ dois valores que
diferem de w. Porém, a ambiguidade desaparece atendendo aos
sinais de x e y, que indicam o quadrante onde se encontra.
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O argumento de z designa-se pela nota¢do
arg z

e, salvo indicag@o expressa em contrario, subentende-se que se trata
do argumento reduzido.

3. Representacio trigonométrica dos niimeros complexos

Das férmulas anteriores, vem
X=pcos®, y=psenq@
e, portanto,
z=x+iy=p(cos @ +isen Q)

que € a representagdo trigonométrica do niimero complexo z.

Assim, a passagem da representacdo algébrica para a represen-
tacdo trigonométrica dos nimeros complexos corresponde a substi-
tuicdo das coordenadas cartesianas x, y pelas coordenadas polares
P> .

O critério de igualdade nesta forma ja ndo € tao simples como
na forma algébrica.

Tem-se:

p,(cos @, +isen @) =p,(cos @, +isen P,),
se e SO se
Pr=pP, © @ =0,+2km,

sendo k£ um numero inteiro relativo qualquer.

Quanto a adigdo, a representacdo trigonométrica ndo oferece
vantagem aprecidvel. H4, no entanto, que recordar a relacdo entre o
modulo da soma e os médulos das parcelas

|2, +2,| < |z,| +|2,]
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extensivel a mais de duas parcelas, em nimero finito e fundamental
para toda a Andlise Complexa. Esta relacdo, que se pode demons-
trar rigorosamente por via analitica, € traduzida geometricamente
por um teorema da geometria euclideana: “Em qualquer tridngulo,
um lado nfo pode exceder a soma dos outros dois”.

\/

Mas jé para a multiplicacdo a representacdo € particularmente
comoda. Efectuando o produto algébrico de

z, =p,(cos @, +isen @,) por z,=p,(cos @, +isen Q,),
facilmente se chega a relacdo
2,2, =P, P, o8 (¢, + @) +isen (¢, +9,).

Assim:
1) O médulo do produto é igual ao produto dos modulos dos
factores

12,2, =2,] - |z,

.
L}
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2) O argumento do produto é igual a soma dos argumentos dos
factores

arg (z,z,) = arg z, + arg T

Em resumo: a fun¢do “mdédulo” transforma o produto em produto
e a funcdo “argumento” transforma o produto em soma (a menos de

um multiplo de 2m).
Este resultado estende-se ao caso de mais de dois factores (em

ndmero finito) e, em particular, ao das poténcias:
Da regra da multiplicacdo deduz-se a da divisdo:

=-|_ZL|, argi:argzl_argzz(l)’

‘ 2 2y

2
)

supondo z, # 0.
Note-se que estas formulas relativas aos méodulos sdo igualmente

fundamentais para a Anélise Complexa.
Finalmente, da regra da poténcia (1* FORMULA DE MOIVRE)

deduz-se a importante 22 FORMULA DE MOIVRE que resolve o
problema da radiciagdo.
Dado z, procuremos w tal que
wht=z.
Pondo
z=p(cosp+isenp) w=r(cosw+isen®),

devera ser
rr=p € nm=0+2kmn

e, portanto,
r=\p (raiz>0),
w=2 +2km .
n

(1) Naturalmente, a igualdade expressa nesta férmula deve ser interpretada a menos de um
muiltiplo de 2.
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Como se sabe, apesar de k assumir uma infinidade de valores
inteiros, vém para ® apenas n valores distintos, no intervalo [0,2 7,
correspondentes aos valores 0, 1, 2, ..., n — 1 de k. Assim, todo o
niimero complexo z # 0 admite n raizes distintas de indice n (se
z = 0, héd apenas a raiz multipla z = 0). Fica deste modo provado
o que se disse logo de inicio: no corpo C a extrac¢do de raizes
de indice n, qualquer, é uma operacdo sempre possivel (mas nao
univoca).

4. Interpretacao geométrica da multiplicacdo

Consideremos a relacdo w = oz em que oL = 7 (COs ® + I sen M)
€ um nimero complexo fixo e z = p (cos ¢ + i sen ¢) um nimero
complexo varidvel. Esta relacdo faz corresponder a cada ponto z do
plano um determinado ponto w do plano; define, pois, uma trans-
formacao geométrica®.

1) Se ®=0, o0 ¢ um nimero real positivo. Temos apenas de mul-
tiplicar o médulo p de z por . A transformacdo geométrica €,
como se V€, uma homotetia directa de razao r e centro zero.

4) w=01z

Y

(1) Esta transformago do conjunto C sobre si mesmo serd biunivoca se (se s6) for o # 0. Das
consideracGes seguintes exclui-se a hipétese o = 0.
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2) Se w = w, o0 € um numero real negativo. A transformacao
geométrica € uma homotetia inversa de centro zero e razao r.

3) Se r = 1 e ® qualquer, entfio | z| fica inalterado e o argumento
passa de @ a w+ @. A transformacio geométrica €, portanto,
uma rotagdo em torno da origem.

4) No caso geral temos uma homotetia seguida de uma rotacao
(transformacdo de semelhanga que deixa fixa a origem).

Consideremos agora, mais geralmente, transformagdes do tipo
w=oz+f.

J& vimos como se traduz o produto por o. Por sua vez, a adi¢io
de B traduz-se numa translacdo, definida pelo vector representativo
de P. Portanto, a referida transformagio é uma homotetia seguida
de uma rotagdo e de uma translacdo, portanto, uma semelhanca
(que nao deixa geralmente fixa a origem).

Porém, estas semelhancas sdo directas, isto €, nd3o mudam a face
do plano. Pelo contrério, a transformacdo definida pela férmula

w=z
em que 7 = x — iy € o conjugado de z = x + iy, € uma simetria em
relacdo ao eixo dos xx, portanto, uma igualdade inversa.

5. Outro tipo de interpretaciao geométrica dos niimeros
complexos

J4 vimos que a transformac¢@o geométrica definida pela funcao
w=0z,

com o.=7 (cos @ +isen P), consiste na homotetia de centro 0 e razdo
r, seguida da rotacdo de amplitude @ em torno da origem. Vimos,
por outro lado, que o nimero z = x + iy pode ser representado pelo
vector # do plano, de componentes x, y. Daqui nasceu, natural-
mente, a seguinte
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DEFINICAO. Chama-se produto de um niimero complexo o. por um
vector i do plano, e representa-se por 0.il, o vector V' do plano que
se obtém multiplicando U pelo mimero real |0 e imprimindo a |o)|&
uma rotagdo de amplitude igual a arg o. (tomando para positivo o
sentido anti-hordrio).

Assim nos aparece uma nova interpretacdo geométrica dos
nimeros complexos, que muito interessa aos fisicos € aos técnicos,
nomeadamente aos electrotécnicos: os nimeros complexos podem,
deste modo, ser considerados como operadores sobre vectores do
plano.

Em particular, o vector i/ serd o que se obtém fazendo rodar i, de
7/2 radianos no sentido positivo; o nimero i serd, entdo, identificado
a essa operacao, isto €, a essa rotacd@o, € o seu quadrado ser4 tal que

.=

PU=i(u)=—u=(-1)id,

0 que fornece uma interpretacao intuitiva da relagdo i =—1.
Dum modo geral, sendo a=Rea e b=Ima, tem-se, como &
facil ver,

o =(a+biu =au +b(ii),

0 que indica um outro modo de obter o vector ois (fig. acima).
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6. Limites de sucessoes de niimeros complexos

Ja vimos que a diferenca z— o entre dois nimeros complexos é
dada geometricamente pela diferencga entre o vector que representa z
e o vector que representa o. Entdo |z—o| serd o médulo desse vector
diferenca, ou seja, a distdncia entre o ponto representativo de z € o
ponto representativo de o. Dai a

DEFINICAO. Chama-se distdncia entre os niimeros complexos 7 e
o, ao niimero |z—a)| = 0.

\J

Fig. 8

Posto isto, se for & um niimero qualquer > 0, € facil ver que o
lugar geométrico dos valores de z que verificam a condicéo

|z—0 <

serd o interior do circulo de centro em . (isto €, no ponto represen-
tativo de o) e de raio 8.

Este conjunto de pontos (ou de nimeros complexos) é denomi-
nado a vizinhanga (9) de a.

Posto isto:

DEFINICAO A. Diz-se que uma sucessdo de niimeros complexos

Zl,Zz, cee g Zﬂ’ oo

(1) Em virtude da correspondéncia biunivoca estabelecida entre os nimeros complexos e 0s
pontos do plano, é frequente identificar os primeiros aos segundos, como ja sucedia entre
niimeros reais e pontos da recta.
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tem por limite um niimero complexo o (ou tende para ou converge
para Q) e escreve-se

limz =a ou z,— Q,
quando a distdncia de z, a O. tende para zero, isto é, quando
lim |z, — o] = 0.

Esta definicdo é baseada na defini¢cdo de limite dada anterior-
mente no campo real, mas € equivalente a seguinte defini¢ao directa:

DEFINICAO B. Diz-se que z, tende para 0. quando, para todo o
niimero 0 > 0, existe um niimero natural p tal que se tem

|z,—0|<d paratodoo n>p.

Y

Fig. 9
Esta mesma defini¢do pode ser dada em termos de “vizinhancga™:

DEFINICAO C. Diz-se que z, tende para 0., quando para toda a
vizinhangca V de O, existe uma ordem p depois da qual todos os
termos da sucessdo se encontram em V.

Vejamos como se traduz o facto de z, tender para o, consideran-
do a parte real e o coeficiente da parte imaginédria. Vamos demons-
trar o seguinte
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TEOREMA. Condigdo necessdria e suficiente para que z, tenda para
o € que a parte real de z, tenda para a parte real de . e que o coefi-
ciente da parte imagindria de z, tenda para o coeficiente da parte
imagindria de o..

Podemos exprimir simbolicamente este enunciado escrevendo:

z, > o< Rez > ReaAlmz, — Imo®

a) Demonstremos, primeiro, que a condicdo € suficiente, isto €,
demonstremos que:

Rez, > ReaNImz — Imo =z, — o.
Pondo z, e o na forma algébrica:
z,=x,+iy, e a=a+ib,

vem, pela definicdo de médulo:

|z~ = V(x, - a) + (3, - b) .

Mas, por hipotese, x, = a /\'y, = b. Logo, passando ao limite,

lim|z,—a|= Vim (x,— ay + lim (y, - b) = 0.

n— oo n— oo

Mas isto significa (DEFINICAO A) que z,— 0. A condicfo &, pois,
suficiente.

b) Demonstremos que a condi¢do € necessdria, isto €, que:
z, >0 =Rez - ReaaANImz — Imal.

Por ser

(x,—a)} =< (x,—a)*+ (y,— b)*, tem-se:

(1) O simbolo l6gico < (de equivaléncia) 1€-se “se e s6 se” ou “equivalente a”.
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|x,—a| < V(x,—aP+(y,- by =|z,—0a,

e, analogamente,
|y,-b| < |z,~al.

(Geometricamente, isto corresponde ao facto de as componentes de
um vector ¥ nunca terem médulo superior ao médulo de «).
Mas, se z, =0, obtém-se destas relagdes

|x —a| -0 e |y,—b|—0,
ou seja,
x,—a e y—b.

A condicao €, pois, necessdria.

DEFINICAO D. Diz-se que uma sucessdo z, tem por limite infinito
ou tende para o e escreve-se

limz =c ou z,— o,
quando

|Zn| — Foo.

Isto significa que, dado o nimero positivo L, qualquer que ele
seja, existe sempre uma correspondente ordem p tal que

|z,|>L, para n>p.

Uma sucess@o de nimeros complexos diz-se convergente, quando
tende para um limite finito (isto €, para um nimero complexo). Diz-se
divergente no caso contrério, isto €, quando ndo tende para limite
algum ou tende para oo.

As sucessOes mais interessantes sao as convergentes.

Tal como para as sucessdes de nimeros reais, verificam-se as
proposicoes:

Se u e v, sdo termos gerais de sucessoes convergentes, entao
u+v eu v, também o sdo e tem-se:
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Llim(u,+v)=limu +1limv, ;
II im (u, - v,)) =limu_-limv,.

IIL. Se, além disso, for lim v # 0, tem-se

u, _limu,

lim

v, limvy,

n

As demonstragcdes destes teoremas sao decalcadas sobre as cor-
respondentes para o caso dos numeros reais, pois que nelas inter-
vém essencialmente as propriedades dos médulos duma soma, dum
produto, etc., que subsistem, como vimos, no corpo C.

Como exemplo, recordemos a demonstracdo da regra

lim (u,+v,)=limu, +limv,.
Seja

limu,=a e limv,=b com a, bEC.

Queremos provar que lim (u, + v, )=a+b.
Ora,

(u,+v)—-(a+b)=wm,—a)+ (v,-b)

e 0 moédulo da soma é inferior ou igual a soma dos modulos das
parcelas; logo, tem-se:

(1) |, +v,) —(@+b)| < |u,~al+]v,-b]
para todo o valor de n.

Seja agora 6 um nuimero positivo arbitrdrio. Visto que u, — a e
v_— b, existe um nimero p (dependente de 0) tal que

|un—a|<§, para n>p,

e um nimero g (dependente de J) tal que
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—b <§, ara n>gq.
.
2
Seja r o maior dos numeros g € p. Entdo, serd
|lu,—a|+|v,—b| <8, paratodo n>r,
0 que, dada a arbitrariedade de 0, significa precisamente que
u,+v,—>a+b.

Existem, contudo, teoremas validos no campo real que deixam
de o ser no campo complexo. Alguns deixam mesmo de ter sentido:
sdo aqueles que envolvem a relagdo de ordem (nio definida em C),
como, por exemplo, 0 seguinte:

“Toda a sucessdo que € crescente em sentido lato e limitada
superiormente € convergente”.

Continua, porém, a ser vélido o

CRITERIO DE CONVERGENCIA DE CAUCHY-BOLZANO.
Condig¢do necessdria e suficiente para que a sucessdo z, seja con-
vergente, é que a todo o niimero 0 > 0 corresponda um niimero natu-
ral p tal que se tenha

|zm_ Zn| < 8 ’
desde que seja ao mesmo tempom>p e n>p.

No conjunto R* (dos niimeros reais ndo negativos) € vélida a
regra:

lim Vu,=Viimu, .

No campo complexo surgem restricdes a sua aplicagcdo, pois que,
por existirem geralmente p raizes de indice p, a simbologia torna-se
ambigua e ndo sabemos se a raiz que tomamos no 1° membro € a
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correspondente a que tomamos no 2.> membro. H4, pois, que tomar
certas precaucdes que indicaremos oportunamente.

Sado ainda vélidas no campo complexo as seguintes regras que
foram demonstradas em R:

L uy5a#0/N\v, >c0o=u v, — oo,

u
II. un—>a¢0/\vn—->0:>v—"+oo;

n

u
III. un—>a¢°°/\vn—>°°=>v—"—>0§

n

etc., etc.

7. Séries de termos complexos

Série de termos complexos serd toda a expressao do tipo
2otz ¥+ +7,+ ..

ou, abreviadamente,
2 %
n=0

que se obtém ligando por notagdo aditiva os termos de uma suces-
sdo de numeros complexos z,, Z,..., Z,, ... . O estudo duma série
reduz-se ao da sucessao das suas somas parciais:

So=2,
S, =20+2
$,=2,+2,+2

S =20+, +2,+ - +2

n

oooooooooooooooooooooooooooooo

Diz-se que a série € convergente ou divergente, conforme a sucessao
S , das somas parciais € convergente ou divergente. No primeiro caso,
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chama-se soma da série ao limite (finito) de S, e, sendo S =1lim S,
escreve-se

S=z0+z1+zz+---+zn+---=zzn.
n=0

E f4cil relacionar a convergéncia de uma série de niimeros com-
plexos com a da série das partes reais € a da série dos coeficientes
de i. Aplicando o correspondente teorema para limites de sucessoes,
demonstra-se facilmente o seguinte

TEOREMA. Condicdo necessdria e suficiente para que a série

2 zZ, seja convergente, é que sejam convergentes a Série das partes
n=0
reais e a série dos coeficientes das partes imagindrias dos niimeros

zZ,, € tem-se nessa hipotese:

Este teorema reduz, pois, o estudo duma série de termos com-
plexos ao estudo de duas séries de termos reais. Continua a verifi-
car-se, para séries de termos complexos, o

CRITERIO DE CONVERGENCIA DE CAUCHY-BOLZANO. Con-
digcdo necessdria e suficiente para que a série 3.7, convirja, é que a
todo o niimero 8>0 corresponda um niimero natural v tal que se tenha

ISn+p_Sn|=l‘Zn+l+'”+Z ’<8

n+p

para todo o n >V e todo o niimero natural p.
Daqui se deduz a bem conhecida

CONDICAO NECESSARIA DE CONVERGENCIA. Se a série 2.2,
converge, o seu termo geral tende para zero: z,—0.

Por ndo estar definida uma relacdo de ordem no corpo C, os cri-
térios de comparac@o deixam de ter aqui sentido.
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Porém, subsiste no campo complexo o seguinte teorema funda-
mental, que permite reduzir o estudo de uma série de termos com-
plexos ao de uma série de termos reais ndo negativos, nos casos
mais correntes € mais importantes da pratica:

CONDICAO SUFICIENTE DE CONVERGENCIA. Uma série Y.u,
é convergente, desde que o seja a série Y. |u | dos médulos dos ter-
mos da primeira e, nesta hipdtese, tem-se:

2 un < 2 |un,’
n=0 n=0

isto ¢é, a propriedade do médulo da soma estende-se, entdo, ao caso
de uma infinidade numerdvel de parcelas:

g+, + -+ u, ] S |+ |+ |+

Uma série Y. u, diz-se absolutamente convergente quando é conver-
gente a série Y. |u|.

Também as propriedades comutativas e associativa generalizada
das séries absolutamente convergentes (ver Algebra Superior I do
Prof. VICENTE GONCALVES) se estendem ao caso das séries
absolutamente convergentes de termos complexos.

Mantém-se igualmente a importante

REGRA DE CAUCHY. Sendo L =1lim V|u |, a série Y u, serd ab-
solutamente convergente se L < 1 e serd divergente se L > 1.

Demonstragdo. a) Suponhamos que L < 1. Entdo, se for kK um nime-
ro tal que L < k < 1, todos os niimeros V| u,| serdo inferiores a k de-
pois de certa ordem p e, portanto:

lu, | <k para n>p.
Ora, k" é termo geral de uma série geométrica de razdo k < 1,

portanto convergente. Daqui se conclui que também a série . |u, |
sera convergente.



139

b) Seja L > 1. Entdo, hd uma infinidade de valores de n para os
quais se tem V|u, | >1, ou seja, |u | > 1. Sendo assim, o termo geral
da série Y. |u | ndo tende para O e, portanto, a série é divergente.

NOTA. Recordemos a definicao de “limite mdximo”: Dada uma
sucessdo x, de numeros reais, limitada superiormente, chama-se
limite mdximo da sucessdo, e representa-se por mxn, o0 ndmero L
definido pelas duas seguintes propriedades:

1) Qualquer que seja L' > L, todos os nimeros x, a partir de
certa ordem, sao inferiores a L’ ;

2) Qualquer que seja L” <L, existem sempre, depois de qualquer
ordem, termos da sucessdo, superiores a L” .

Se a sucessdo x, ndo € limitada superiormente, pde-se, por defi-
ni¢io, lim x, = + oo,

Analogamente, se define “limite minimo” de uma sucessdo de
numeros reais.

Se a sucessdo x, € convergente ou propriamente divergente tem-se

limx, =limx, =limx,.

Reciprocamente, se a primeira igualdade se verifica, a sucessao é
convergente ou propriamente divergente, e verifica-se também a
ultima igualdade. (Recordemos que uma sucessdo se diz propria-
mente divergente, quando tende para infinito com sinal determi-
nado, isto &, para + oo ou para —eo).

E 6bvio que estas nogdes deixam de ter sentido no campo com-
plexo.

8. Soma e produto de séries

DEFINICAO. Chama-se série soma de duas séries

oo (=]

U, c ¥,
=0 =0

n n

a série Z (w,+v,).
n=0
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TEOREMA. Se as séries X u, e X, v, sdo convergentes, também a
série soma é convergente e a sua soma é igual a soma das somas
das séries dadas, isto é, tem-se:

iun+ivn=i(un+vn).
n=0 n=0 n=0

Se, além disso, as séries dadas sdo absolutamente convergentes,
também a série soma é absolutamente convergente.

A segunda parte do teorema resulta da primeira e da relagao:

|, 49, < |u,| + v,

Analogo teorema se demonstra para a série diferenca

Z{)(un—vn).

Neste caso a segunda parte do teorema obtém-se a partir da relacao
Iun_vnl S |un| + |vn| *
NOTA. |a—b|=|a+(=b)| < |a|+]b|.

Tem-se ainda uma regra andloga para o produto de um niimero
complexo o pela série . u . Se esta for convergente, tem-se

OLZ u, = 2 (ou,)
n=0 n=0

e, se a primeira for absolutamente convergente, também a segunda o
sera.
Chama-se série produto das séries X u e X v, a série

2 (v, +uv,  + - +u,vy).
n=0
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Verifica-se o seguinte:

TEOREMA. Se as séries dadas sdo absolutamente convergentes, a
série produto é absolutamente convergente e tem por soma o produto
das somas das séries dadas, isto é:

(Z un>< Z vn> = Z (v, +uy,  + - +uyvy).
n=0 n=0 n=

Estes teoremas tém grande importancia tedrica e pratica. As
suas demonstra¢des sdo formalmente as mesmas que se costumam
dar para os teoremas correspondentes no campo real.

9. Séries de poténcias

D4é-se o nome de série de poténcias a toda a expressao da forma
a,+a,z+a,?+--+az"+ -

ou, abreviadamente,

2.4z
n=0

em que a,, a,,..., a,, ... , SA0 nimeros complexos quaisquer e z €
uma varidvel complexa.

O estudo da convergéncia das séries de poténcias € dominado
pelo seguinte teorema fundamental, que resulta da REGRA DE
CAUCHY atréas recordada:

TEOREMA. Sendo L = 1im V|a |, a série 3, a,z" é absolutamente

1 ;
convergente para todo o valor de z tal que |z| < 7’ e divergente
para todo o valor de z tal que |z| > 1/L.

Demonstragdo. Com efeito, dando a z como valor um numero com-

plexo z, qualquer, a série dada converte-se numa série numérica de
termo geral u, = a,z}. Ora,
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n' unl= n' an||Z0| =|ZO n' an|

e, portanto,
lim Vu,| = |z,| im V]a,| = |z,| L.

Logo, segundo a regra de Cauchy, a série X.a,z! serd absoluta-
mente convergente ou divergente, conforme for

|z,|L<1 ou |z|L>1,

isto é, conforme for
|2o] < LI |2o] > 1 (qed.).
L L

Pondo
R=%, com L=1lim V|a|,

da-se a R o nome de raio de convergéncia da série de poténcias
a,z"

Se R #0 e R # + o 0 lugar geométrico dos valores de z tais que
|z|<R €&, como sabemos, o interior do circulo de centro na origem e
raio R, chamado circulo de convergéncia da série. Esta €, pois,
absolutamente convergente no interior do circulo de convergéncia
e divergente no exterior do circulo; sobre a circunferéncia |z|=R,
o comportamento da série varia de caso para caso.

Se R = 0, a série € convergente s para z = 0: o circulo de con-
vergéncia degenera num ponto (a origem).

Se R = + oo, a série € convergente para todo o valor complexo de
z: o circulo de convergéncia € substituido por todo o plano da varié-
vel complexa.
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Mais geralmente, pode apresentar-se uma série de poténcias de
72—

i a,(z—o)",
n=0

sendo o um nuimero complexo qualquer. Entdo, o raio de conver-
géncia R da série € ainda dado pela formula anterior e, segundo o
teorema, a série serd absolutamente convergente ou divergente, con-
forme for

|z—a|<R ou |z-o|>R.
Se R #0 e R # + o, aimagem geométrica de
|lz—a|<R

€ o interior do circulo de centro o e raio R (circulo de convergéncia).
Se R=0, a série converge sO para z=0., s€ R = + oo, a série converge
em todo o plano.

DETERMINACAO DO RAIO DE CONVERGENCIA PELO CRI-
TERIO DE D’ALEMBERT: Em particular, pode acontecer que o
modulo da razdo a /a ., tenda para um limite, finito ou infinito, ao
tender n para o. Nesse caso (e sO nesse), o raio da convergéncia da
série Y.a,z" pode ser obtido aplicando 2 série X.|a,z"| o critério de
D’ Alembert. Tem-se, entdo, como é facil verificar,

a

n

R =1lim

a

n+l

10. Funcao exponencial

Consideremos a série de poténcias de z

2z z

z" — 7"
(1) l+z4+4—+"—+--- + +...=2 .
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O seu raio de convergéncia pode ser obtido pelo critério de
D’ Alembert:

n

R =1lim

=lim ————=1lim (¢ + 1) = +eo.
n+l

(n+1)!

A série (1) converge, pois, para todo o valor de z. Designemos,
entdo, por f(z) a soma desta série para cada valor de z:

oo

fo=Y%.

o n!

Se z é, em particular, um nimero real x, j4 sabemos que esta
série representa a funcdo exponencial e*, que também se designa
pela notacdo exp x.

Sabemos, por outro lado, que se tem
e*-e=e*,
ou seja,
exp(x+y)=expx-expy,

quaisquer que sejam os numeros reais x € y. (Mais até, demonstra-se
que, no campo real, e* € a unica funcio continua que tem esta pro-
priedade, tomando o valor e para x = 1).

Vamos agora ver que a fun¢io f(z) atrds definida possui também
esta propriedade e, como tal, pode ser considerada como a extensio
ao campo complexo da funcdo exponencial e*.

Com efeito, sendo z, e z, dois nimeros complexos quaisquer,
tem-se:

2y
n!’

2
n!

f@z) = 2‘6 f(z) = 20



145

Efectuando o produto destas duas séries (absolutamente conver-
gentes), vem, segundo um teorema anterior:

I
m-1! 1! (m-2)! 2!

.

@) e =3 (2

VAR £ 4 25
1 B S 1
(n—-p)! p! n!

. A 1
ou seja, passando para fora dos parénteses o factor —
n!

o 1
fz) - f(z)= z F (Zf + nz{"lzz + (Z)z;’"z z22 4 ann o
n=01rt.

n
+< )z{l'ng-*- vis e +z£’)
p

ini (2,+2)" = f(z,+2,).

Vemos, pois, que:

f(z1+zz) = f(z1) * f(zz),

quaisquer que sejam os nimeros complexos z,, Z,, 0 que nos induz a
representar, no caso geral, a soma da série (1) por e? ou por exp z,
em vez de f(2).

Deste resultado deduzem-se importantes consequéncias. Pondo
z na forma algébrica, z = x + iy, vira, segundo o estabelecido:

ez — ex+iy - ex . eiy .
Mas
2 ’v)3 4 N
¥ Ly y Ly

eV=1+iy—-——-——+"—+ — e,
2! 31 4! 5!
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ou seja, aplicando o teorema que relaciona a soma da série com a
das partes reais e a dos coeficientes de i:

2 4 2n
a1 LTy 2 )
21 41 (2n)!

3

5 2n+1
YV LS
31 5! 2n+1)!

Ora, j4 sabemos da Andlise Real que a soma da primeira série

do 22 membro € igual a cos y e que a soma da segunda série € sen y.
Entao, sera

e?=cosy+iseny
e, portanto,
(2) e’ =¢e*(cosy+iseny).

Por aqui se v€, desde j4, que a exponencial complexa e* é uma
fungdo periddica de periodo 2mi. De facto,

e¥tim = g*i+2m) = g* [cos (y + 2T) + i sen (y + 2m)].
Ora tem-se, qualquer que seja yER:
cos (y+2m)=cosy, sen(y+2m)=seny
e ndo hd nenhum éangulo y, compreendido entre y e y+ 27 tal que
se verifiquem simultaneamente as duas igualdades cos y, = cos y e
sen y, = sen y. Serd, pois, sempre:
et =¢e* (cosy+iseny)=e’

ou

exp (z+2mi)=exp z,
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e ndo existe nenhum nimero @ tal que exp (z + i) = exp z, com
0<@<2m.

Uma outra consequéncia importante que se deduz facilmente da
formula (2) € a seguinte:

A fungdo exp z ndo se anula para nenhum valor complexo de z.

Da mesma férmula deduzem-se ainda outros resultados nota-
veis. Assim:

a)Pondox=0 e y=¢, vem:

3) e?=cosQ+isenq.
Escrevamos z sob a forma trigonométrica:
z=p (cos®+isen Q).
Atendendo a (3), podemos agora escrever
z=pee,

que € a chamada forma exponencial do complexo z.

Deste modo, também a expressdo e¢’°x (onde u# é um vector
qualquer do plano) adquire significado. Com efeito, vemos por (3)
que e* € um complexo de mddulo unitério e argumento ¢. Entdo, e'®
representa um operador que aplicado a i lhe imprime uma rotacéo
de @ radianos, respeitando as convengdes estabelecidas quanto ao
sentido.

b) Sendo x um ndmero real qualquer, tem-se

e*=cosx+isenx e e*=cosx—1isenx.

Daqui se deduz, respectivamente, por adi¢do e subtraccdo orde-
nada, as chamadas FORMULAS DE EULER:

eix 4 e—ix eix _ e_ix
COSX=———, senx= _
2 2i

andlogas as expressoes de chx e shx.
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11. Logaritmacao no campo complexo

Dado um niimero complexo z procuramos um nimero complexo
w tal que

(1) z=e".

Reparemos, em primeiro lugar, que apenas podemos considerar
valores de z diferentes de zero, para que a equagdo anterior seja pos-
sivel, visto que a fun¢do e? ndo se anula nunca no conjunto C.

Seja

p=|z|, o=argz, x=Rew, y=Imw.
Entao, sera
z=pe°’, w=x+1iy,
e a equacdo (1) toma a forma
pe?=¢e*-e?=e*(cosy+iseny).

A igualdade (1) serd, pois, equivalente ao sistema das duas seguintes
equacoes:

p=e*=|z|, ouseja, x=logl|z|,
y=Q +2kn=argz + 2km.

(Note-se que, por supormos z # 0, serd |z| > O e existe, portanto,
log |z| no campo real). A igualdade (1) equivale, portanto, a:

w=x+iy=log|z| +i(argz + 2km),

em que k pode tomar qualquer valor inteiro relativo.

Vem assim para w uma infinidade de valores. Por extensdo, cos-
tuma-se ainda chamar a qualquer desses valores de w um logaritmo
de 7, e escreve-se

w=log z.
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Note-se, porém, que, a face de uma ldgica rigida, hd aqui um
abuso de escrita: o sinal “="" implica a existéncia de um tnico valor
de log z para cada valor de z, o que € falso, visto a expressdo log z
ser ambigua. Situag@o andloga se apresenta ao escrever

w=Vz quando w"=z.

No campo real nio se verificavam tais ambiguidades: expres-
sOes tais como

log 2, V3, -V5,

tém um unico valor em R, segundo as convengdes usuais. Mas ja
em C as expressoes log (1 —2i), V1 —1i, etc., sdo ambiguas.

Assim, no campo complexo, as expressoes V'z e log z represen-
tam funcoes em sentido lato ou fungoes pluriformes, de que nos
ocuparemos oportunamente.

12. Senos e cosenos de niimeros complexos

Consideremos as duas seguintes séries de poténcias de z:

2z ., 2
e e i e e (_ )
21 4l 2n)!
e
3 5 2n+l
PN A | U S,
3! 5! (2n+1)'

formalmente idénticas aquelas que nos dao, respectivamente, os de-
senvolvimentos em série das fungdes coseno € seno no campo real.
Investigando acerca da sua convergéncia, facilmente se conclui que
s30 ambas absolutamente convergentes em todo o conjunto C. Desig-
nemos, entdo, por C(z) a soma da primeira e por S(z) a soma da
segunda.

Utilizando os desenvolvimentos em série de e e de e~ facil-
mente se reconhece que
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eiz 4 e—iz eiz _ e—iz
C =, S(2) =
(2) 5 (2) 5

para todo o valor de z real ou imagindrio. Daqui se conclui, desde
logo, que

[S@F +[C@P=1
e que
S(z, +2,) =5(z,) C(zy) + S(z) C(z))
C(z, +2,) = C(z)) C(zy) — 5(2,) S(zy) -

Podemos verificar estas trés identidades por mera substituicdo
de valores aplicando as férmulas anteriores e as propriedades de
exp z.

Também e ainda, se pode verificar que S(z) e C(z) sdo funcdes
periddicas de periodo 27.

Vemos, assim, que S(z) e C(z) obedecem a relacdes formal-
mente idénticas aquelas a que se sujeitam sen x € cos x, sendo x a
varidvel real. Deste modo, por extensdo natural, passamos a desig-
nar S(z) e C(z), respectivamente, por sen z € COS Z.
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