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INTRODUCAO

Entre a Anélise Real e a Andlise Complexa existe uma diferenca
fundamental que convém desde j4 salientar.

Quando se trata de uma funcdo real de varidvel real, isto €, de
uma funcio y = f(x), em que tanto a varidvel independente, x, como
a variavel dependente, y, tomam como valores nimeros reais, pode
acontecer que a fungcdo admita primeira derivada, f’(x), num dado
intervalo, sem admitir ai segunda derivada, ou que admita segunda
derivada, sem admitir terceira, etc. Pode também acontecer que f(x)
seja indefinidamente derivdvel num intervalo, isto é, que tenha ai
derivadas finitas de todas as ordens, mas que ndo seja representdvel
pela sua série de Taylor numa vizinhanca dum ponto x, do intervalo:

50+ (=) £ + 2 gy e S gy g

isto é, pode suceder que a soma desta série ndao coincida com f(x)
em todos os pontos x interiores ao intervalo de convergéncia ®.
De todos estes casos poderiamos dar inimeros exemplos.

(1) Pode mesmo suceder que o raio de convergéncia seja nulo.
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Pelo contrério, quando se trata de uma fungdo complexa da
varidvel complexa, ou seja, de uma fungdo w = f(z), em que tanto a
varidvel independente, z, como a varidvel dependente, w, tomam
como valores nimeros complexos, verifica-se, como veremos, 0
seguinte facto, deveras notavel:

Se a fungdo admite primeira derivada finita®V nos pontos inte-
riores de um dominio plano, admite necessariamente derivadas de
todas as ordens nesses pontos e é representdvel pela sua série de
Taylor, numa vizinhanga de cada ponto interior ao dominio.

Exprime-se este tltimo facto dizendo que a funcdo € analitica
no interior do dominio D considerado.

Assim, de uma hipétese tao simples, como € a da existéncia de
primeira derivada finita no interior de D, resulta para as funcdes de
varidvel complexa uma série de consequéncias importantes €, como
veremos, uma grande riqueza de propriedades, que tornam as fun-
coes analiticas extremamente regulares, comodas, manejiveis — ex-
tremamente bem comportadas®. Esse “bom comportamento” cessa
precisamente em certos pontos da fronteira do dominio em que ha
derivada — pontos singulares, cujo estudo tem, igualmente, uma
importancia fundamental na teoria das fun¢des analiticas, para um
perfeito conhecimento das mesmas.

Da grande riqueza de propriedades das func¢des analiticas resulta
ndo s6 a perfeicdo formal da sua teoria (que €, sem duvida, uma das
mais belas e harmoniosas de toda a Matematica), mas também uma

(1) Como veremos, a definicdo de derivada para fun¢des de varidvel complexa € idéntica a
que se d4 para fungdes de varidvel real (como limite da razdo incremental).

(2) Em linguagem intuitiva, ndo rigorosa, da Matemadtica, uma funcio diz-se tanto mais
regular quanto mais propriedades possui, a facilitar o seu estudo. Assim, uma func¢éo
derivével € mais regular do que uma fungdo continua, uma fun¢do com segunda derivada
continua € mais regular do que uma que tenha s6 primeira derivada, etc.
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excepcional importancia nas aplicacdes a Fisica e a Técnica, espe-
cialmente a Electrotecnia: todo o matematico aplicado precisa de ter
conhecimentos, ndo apenas superficiais, da teoria das funcdes ana-
liticas.

Notula historica. A teoria das fungdes analiticas de uma varidvel
complexa ficou praticamente concluida no século passado principal-
mente por obra de CAUCHY (que se apoiou sobre os conceitos de
derivada e de integral para tais funcdes) e de WEIERSTRASS (que
baseou a teoria, de preferéncia no estudo das séries de poténcias).

Mas ja o mesmo se nao pode dizer a respeito da teoria das fun-
cOes analiticas de mais de uma varidvel complexa; essa encontra-se
hoje em plena evolucdo. E provdvel que, em 1961, tenha lugar em
Lisboa um simpdsio sobre fun¢des de varidveis complexas, no qual
tomarao parte os principais especialistas mundiais sobre o assunto.

Como base do estudo das funcdes analiticas, convém comecar
por recordar as no¢des fundamentais sobre nimeros complexos
aprendidos em Matemadticas Gerais. Para isso, recomenda-se a lei-
tura de todo o Capitulo I do Curso de Algebra Superior, 2° volume,
do Prof. J. VICENTE GONCALVES. Entretanto, para facilitar essa
recapitulacdo, vamos aqui fazer uma breve resenha de tais nocoes,
chamando a aten¢do para alguns pontos essenciais.
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CAPITULO VII

BREVES NOCOES SOBRE MEDIDA
E INTEGRAL DE LEBESGUE

Ja no final do n? 2 do Capitulo V, aludimos a vantagem de uma
generaliza¢@o do conceito de integral, que englobe, como casos par-
ticulares, o integral de Riemann, e, na medida do possivel, os inte-
grais que se exprimem como somas de um nimero finito ou nume-
ravel de integrais de Riemann e de integrais impréprios. Também
dissemos que o conceito de integral de Lebesgue satisfaz a esse
desiderato, se nos limitarmos ao caso dos integrais improprios ab-
solutamente convergentes, o que ja € muito importante.

O novo conceito de integral, introduzido por HENRI LEBESGUE
na sua tese de doutoramento, em 1902, veio revolucionar a Andlise.
Na verdade, a teoria do integral de Lebesgue e, mais geralmente, a
do integral de Lebesgue-Stieltjes, tem uma importancia vital em
Analise moderna e suas aplicagdes a Fisica Tedrica e ao Célculo das
Probabilidades. Todavia, para desenvolver de maneira conveniente
esta teoria, ser-nos-ia necessario, pelo menos, um semestre, destinado
exclusivamente a esse fim. Por isso nos limitaremos a indicar, aqui,
uma das maneiras mais simples de introduzir o conceito de integral
de Lebesgue. A orientacdo que vamos apresentar é devida ao mate-
matico hungaro F. RIESZ. Para as demonstragdes e outros com-
plementos, aconselhamos o tratado de F. RIESZ e B. SZ.-NAGY,
Lecons d’Analyse Fonctionnelle, 3? edi¢cdo, Gauthier-Villars, Paris,
1955.
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Como veremos, o integral de Lebesgue apresenta-se como limi-
te duma sucessdo de integrais de Riemann de funcOes em escada,
que tendem para a func¢do integranda “em quase todos os pontos”.
Para explicar o significado desta expressdo “em quase todos os pon-
tos”, convém introduzir, previamente, a no¢ao de medida dum con-
junto segundo Lebesgue. Na realidade, bastar-nos-ia comecar pela
no¢do de “medida exterior” e s6 definir “medida”, a partir da pro-
pria nocao de integral de Lebesgue — como fazem RIESZ e NAGY
na citada obra. Isso permite simplificar consideravelmente as de-
monstragdes, economizando muito tempo. Mas, como desde logo
renuncidmos a fazer aqui a maior parte das demonstragoes, preferi-
mos dar ja a definicao de medida segundo Lebesgue.

1. Medida de LEBESGUE sobre a recta

Dado um conjunto A de pontos da recta, consideremos uma
cobertura ¥ de A, formada por um niimero finito ou por uma infini-
dade numerdvel de intervalos ,, I, ..., I , ..., abertos ou ndo. Cha-
ma-se comprimento total da cobertura ¥ a soma dos comprimentos
|1, | destes intervalos:

Il’l

e L+ 1L+ + L]+ = X UL
n=1

soma que ndo depende da ordem das parcelas, visto estas serem

numeros ndo negativos. Em particular, se a série for divergente, o

comprimento total serd, por defini¢ao, + 0. Posto isto:

DEFINICAO 1.1. Chama-se medida exterior do conjunto A (se-
gundo Lebesgue), e designa-se por m(A), o extremo inferior dos
comprimentos totais de todas as coberturas ¥ de A formadas por
um nuimero finito ou numerdvel de intervalos.

DEFINICAO 1.2. Chama-se medida interior dum conjunto limitado
A, e representa-se por m,(A), ao mimero |I|—m(I-A), em que I
designa qualquer intervalo limitado que contenha A.

Ponhamos, agora, I =[—-n, n], paran=1,2, ....
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DEFINICAO 1.3. Chama-se medida interior dum conjunto A ilimi-
tado ao limite, finito ou infinito, da medida interior de AN 1, quan-
do n— oo,

Prova-se que €
(1) m,(A)=m,(A)=0, VACR.

DEFINICAO 1.4. Diz-se que um conjunto A é mensurdvel quando
m,(A)=m;(A). Chama-se, entdo, medida de A e representa-se por
m(A) o niimero m,(A)=m (A).

E bem fécil reconhecer que, segundo as defini¢des anteriores,
todo o intervalo limitado I € mensurdvel, tendo-se, precisamente,
m(I)=|I|=b-a (sendo a e b os extremos de I).

A medida dum conjunto ACR também pode chamar-se com-
primento de A e designar-se por |A|. Mas esta terminologia sé é
aplicdvel a conjuntos de pontos da recta, enquanto o termo “medi-
da*“ e a notacdo m(A) se estendem a subconjuntos A dum espaco R"
qualquer, como veremos.

De (1) resulta que, se for m,(A)=0, o conjunto A € mensuravel,
sendo m(A)=0. Aos conjuntos de medida nula chamaremos conjun-
tos menosprezdveis. Convém, desde j4, notar que:

PROPOSICAO 1.1. Todo o conjunto finito ou numerdvel é menos-
prezdvel.

Com efeito, se forema,, a,,...,a,,..., 0s pontos de um tal con-
junto, este € coberto pelos intervalos

I.=la,,al 1,=la,,a,l,...I =la,a,l,...,

e como se tem | I, | =0 para todo o n, serd

Também poderiamos cobrir 0 mesmo conjunto com a sucessao
de intervalos abertos I =]a, —€/2", a +€/2"[, sendo €>0; entdo, o
comprimento total da cobertura € 2€ e tende para zero com €.

Em particular: o conjunto dos niimeros racionais é menosprezdvel.



456

Demonstra-se, ainda, a seguinte propriedade fundamental da me-
dida segundo Lebesgue:

TEOREMA 1.1. A reunido de um nuimero finito ou numerdvel de
conjuntos mensurdaveis, A,, A,,..., A _,..., ainda é um conjunto
mensurdvel, e, se os conjuntos dados forem disjuntos dois a dois,
tem-se:

m(A,UAU ... )=mA)+m(A)+...

Exprime-se este facto dizendo que a medida m(A) € uma funcdo
numeravelmente aditiva (ou 6-aditiva) de conjunto, definida na clas-
se dos conjuntos A mensuraveis.

Relacdo entre a medida a Lebesgue e a medida a Jordan.

O conceito de medida estudado na Cadeira de Célculo Infinite-
simal é devido a C. JORDAN. Pois bem, dizem-se conjuntos men-
surdveis (J) os conjuntos mensurdveis segundo Jordan e chama-se
medida (J) a sua medida nesse sentido. Por outro lado, dizem-se
conjuntos mensurdveis (L) os conjuntos mensurdveis segundo Le-
besgue e chama-se medida (L) a sua medida a Lebesgue.

Demonstra-se, porém, que todo o conjunto mensurdvel (J) tam-
bém é mensurdvel (L) e a sua medida (J) coincide com a sua medi-
da (L). A reciproca € que ndo € verdadeira; por exemplo, o conjunto
dos nimeros racionais nao € mensuravel (J), mas € mensuravel (L),
com medida nula (visto ser numeravel). Alids, o TEOREMA 1.1 ndo
€ valido para a medida (J): esta apenas € uma funcio finitamente
aditiva de conjunto.

O conceito de conjunto mensurdvel (L) € extremamente geral.
Pode bem dizer-se que, praticamente, todos os conjuntos sdo men-
suraveis (L). Na verdade, os conjuntos ndo mensurdveis segundo
Lebesgue s3o de tal modo irregulares, que ndo se consegue definir
explicitamente um tal conjunto. Apenas se sabe demonstrar a exis-
téncia tedrica de conjuntos ndo mensurdveis (L), aplicando o axioma
de Zermelo. Equivale isto a dizer que todos os conjuntos que se nos
podem apresentar concretamente sdo, com certeza, mensuraveis (L).

Daqui por diante, diremos simplesmente mensurdvel em vez de
mensurdvel (L) e medida em vez de medida (L).
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2. Funcoes em escada. Funcoes fundamentais

Diz-se que uma funcao ¢, real ou complexa, é uma funcdo em
escada num intervalo I qualquer, quando todo o subintervalo limita-
do de I se decompde num nimero finito de intervalos em cada um
dos quais ¢ se reduz a uma constante.

Por exemplo, a funcdo C(x) (caracteristica de x ou parte inteira
de x) € tipicamente uma funcdo em escada.

\ 4

Imediatamente se reconhece que as fungdes em escada sdo sec-
cionalmente continuas (ver Capitulo V, n? 2).

Seja I um intervalo qualquer da recta, limitado ou ilimitado,
aberto ou nao, de extremos a, b. Chamaremos funcdo fundamental
em I toda a fung¢do ¢ em escada nesse intervalo que s6 € diferente
de zero num ndmero finito de intervalos limitados contidos em 1.
Deste modo, existe um ndmero finito de intervalos limitados e dis-
juntos I,,1,,..., 1, contidos em / tais que ¢ toma um valor constan-
te ¢, em cada intervalo /,(k=1, 2, ...), sendo nula nos restantes pon-
tos de I, se os houver. Entdo, de acordo com as convencdes usuais, a
soma

p
2. L]
k=1

serd chamada integral de @ em I e designada por

J;b(p(x)dx ou J;(p(x)dx.
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E 6bvio que toda a fungfio em escada num intervalo [ limitado é
uma funcdo fundamental em /. Mas 0 mesmo nao sucede, se I € ili-
mitado; por exemplo, a funcdo C(x) ndo € fundamental na recta.
Assim, a distin¢do entre os dois conceitos sO aparece quando o in-
tervalo / € ilimitado.

3. Funcoes mensuraveis

Daqui por diante, usaremos muitas vezes a expressao “‘em quase
todos os pontos”, tradugdo do francé€s “presque partout” e do inglés
“almost everywhere”. Diremos que uma dada propriedade se verifi-
ca em quase todos os pontos dum conjunto A, quando se verifica em
todos os pontos de A, excepto, quando muito, num sub-conjunto
menosprezavel de A. Assim:

— duas fungdes f e g sdo iguais em quase todos os pontos de A,
se for f(x)=g(x) em todos os pontos x de A, excepto, quando muito,
nos pontos dum sub-conjunto menosprezavel de A;

— uma sucessdo @, de funcdes converge em quase todos os pon-
tos de A para uma funcdo f, se

lim @, (x) = f(x)

em todos os pontos x de A, excepto, quando muito, num sub-con-
junto menosprezavel de A; etc., etc.
Posto isto:

DEFINICAO 3.1. Diz-se que uma funcdo f é mensurdvel num in-
tervalo I, quando existe, pelo menos, uma sucessdo ¢, de fungoes fun-
damentais em I, que converge para f em quase todos os pontos de I.

E claro que, segundo esta definicdo, uma funcio mensurével em
I pode nao ser definida em todos os pontos de I: basta que seja defi-
nida em quase todos os pontos de L.

Como exercicio, pode verificar-se que uma funcdo continua sobre
um intervalo I qualquer é mensurdvel em 1.

Alids, o que dissemos, atrds, acerca de conjuntos nido mensu-
raveis aplica-se, mutatis mutandis, as funcdes nao mensuriveis: s
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teoricamente, admitindo o axioma de Zermelo, se demonstra a exis-
téncia de tais funcgdes, o que redunda em dizer que, praticamente,
todas as fun¢des s30 mensuriveis.

Pode mesmo dizer-se que a classe das fun¢des mensuraveis ul-
trapassa, largamente, as necessidades da Andlise: poderiamos con-
tentar-nos com uma classe de fungdes bem mais restrita.

Designaremos por M, a classe das funcOes mensuréveis em 1.

NOTA. O termo “funcdo mensurdvel” provém da primitiva defini¢do
deste conceito, dada por LEBESGUE:

Diz-se que uma funcéo f € mensurdvel num intervalo I, quando,
qualquer que seja o numero real ¢, o conjunto dos pontos x de I tais
que f(x) <c € mensuravel.

Prova-se que esta defini¢do € equivalente a anterior.

4. Funcoes somaveis. Integral de LEBESGUE

A definicdo de integral de Lebesgue, dada por F. RIESZ para
funcdes reais, assenta nos dois seguintes lemas:

LEMA 1. Se uma sucessdao ¢, de funcbes fundamentais num inter-
valo I é decrescente em sentido lato e tende para zero em quase todos
os pontos de I, a sucessdo dos integrais

j; ¢, (x)dx

também tende para zero.

LEMA 2. Se uma sucessdo @, de funcoes fundamentais em I é cres-
cente em sentido lato, e se a sucessdo dos respectivos integrais

J; ¢, (x)dx

é limitada superiomente, a sucessdo @, converge em quase todos os
pontos x de I para um limite f(x) finito (podendo tender para infini-
to em pontos dum sub-conjunto menosprezdvel de I).

Para as demonstragdes, ver RIESZ e NAGY, obra cit., p. 30-31.
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DEFINICAO 4.1. Diz-se que uma funcdo real f=0 é somdvel (ou
integrdvel segundo Lebesgue) num intervalo I, quando é limite, em
quase todos os pontos de I, duma sucessdo @, de fungoes fundamen-
tais em I, que verificam a hipdtese do LEMA 2. Designaremos por
L7 a classe das fungbes reais ndo negativas somadveis em 1.

Como, na hipétese do LEMA 2, a sucessao dos valores dos integrais

J; ¢, (x)dx

€ limitada e crescente em sentido lato, esta sucessdo tende para um
limito finito, a que € natural chamar o integral de f em I e designar
pelas nota¢Ges usuais. Teremos, pois, neste caso, por definigdo:

J;f(x)dx=limj; ¢, (x)dx.

Para legitimar esta defini¢do, resta provar que o limite do segundo
membro ndo muda quando se substitui a sucessdo ¢, por uma outra
sucessdo , do mesmo tipo, que tenda para f em quase todos os pontos
de 1. Ora, isso consegue-se aplicando o LEMA 1 (obra cit. p. 31-32).
Fica assim provado que o integral de f em I tem um valor vinico.

Seja, agora, f uma funcgdo real qualquer definida em quase todos
os pontos de I. Chama-se parte positiva de f a funcio f* assim defi-
nida

f(x), quando f(x) =0,

;0= {O, quando f(x) <O.

Chama-se parte negativa de f, e designa-se por f-, a parte posi-
tiva de —f. E facil ver que

—f(x), quando f(x) <0,

f0= {O, quando f(x) >0,

f=f~f, eque |[fl=f+f.
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Pois bem:

DEFINICAO 4.2. Diz-se que f é somdvel (ou integrdvel segundo
Lebesgue) no intervalo I, quando a sua parte positiva e a sua parte
negativa pertencem ambas a classe L. Nesta hipdtese, chama-se
integral de f em I, e representa-se por qualquer das notagcoes usuais,
o nimero

J; fdx = J; fr(x)dx - J; f(x)dx.

Estas nocdes estendem-se imediatamente ao caso de funcdes
complexas f de varidvel real. Com efeito, pondo Ref=f,, Imf=f,,
a funcdo f diz-se somdvel em I, quando f, e f, o sdo, e pde-se, por
definicdo:

J; fx)dx = J; f,(x)dx + iJ; f,(x)dx.

A classe de todas as fungdes somdveis em I costuma ser desig-
nada por L (por ser L a inicial de “Lebesgue”). Muitas vezes, quan-
do estéd subentendido o intervalo I de que se trata, omite-se a indica-
cdo deste em indice; esta omissdo costuma fazer-se, principalmente,
quando 7 € toda a recta R, isto €, o intervalo ]—oo, +co[. Em cir-
cunstancias anidlogas omite-se a indicacdo do intervalo no integral,
escrevendo:

f f(x)dx emvez de f f(x)dx,
I

sendo entdo necessério ndo confundir o integral considerado com um
integral indefinido de f.

Também por vezes, a fim de aligeirar a escrita, se escreve, sim-
plesmente,

J; f emvez de J; fx)dx.

Usaremos com frequéncia a notagdo simplificada

s
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E 6bvio que as funcdes da classe L7, e, portanto, todas as fun¢des
somaveis em I, sio mensuraveis em I, isto é, tem-se:

L'CLCM .

Mas a reciproca ndo € verdadeira, como resulta do seguinte
exemplo:

EXERCICIO - Provar que a fungdo 1/x é mensurdvel na recta, mas
ndo é somdvel em nenhum intervalo que contenha a origem.

NOTA. A defini¢cao dada por LEBESGUE do integral que tem o seu
nome € diferente da anterior e pode apresentar-se nos seguintes ter-
mos:

Seja f uma funcdo mensurdvel no intervalo I e consideremos uma
decomposicdo do intervalo ]—oo, +oo[, por meio duma infinidade
numerdvel de pontos:

e <C_,<C_ <<€, <C,<

tais que ¢,—c,_, <0, Vn=0, 1, £2,..., sendo d um nimero >0. Do
facto de f ser mensuravel, resulta que cada conjunto A, dos pontos x
de [ tais que

¢, Sfx)<c,

€ mensurével, qualquer que seja n. Pois bem, a funcdo f diz-se somd-
vel em I, quando a série

S c,mia)

é convergente para algum d— 0. Nesta hip6tese, chama-se integral
de f em [ ao limite da soma da série quando 6 — 0. Ter-se-4, neste
caso, por definicao:

J; f= 151301 (2; cnm(An)) .
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Prova-se que esta defini¢do € equivalente a anterior (obra cit., p.
95-96). E, contudo, menos manejavel, exigindo demonstragées mais
dificeis.

5. Propriedades do integral de LEBESGUE

Das DEFINIC()ES 4.1. e 4.2. deduzem-se, facilmente, as seguin-
tes propriedades:

1) Se f e g sdo somdveis em I e O. é uma constante numérica,
também f+ g e o.f sdo somdveis em I e tem-se:

[tro=[s+[s [or=a]s.

2) Dados trés niimeros a<c<b, se f é somdvel em I,=[a, c] e
em I,=[c, b], também é somavel em I=|a, b] e tem-se

Je=fe)r

3) Sendo f e g somdveis em I, entdo

f<g em I=>J;f<£g.

4) f é somdvel em I, se e 56 se | f| o for, tendo-se, entdo,

|f1fl<£|f|-

5) Se | f| < g, sendo f mensurdvel e g somdvel em I, também f é
somdvel em 1.

As demonstra¢des destas propriedades sdo simples exercicios.
Dentre estas, sO a ultima nao se verifica para o integral de Riemann.

A propriedade 1) exprime-se dizendo que o integral € um funcio-
nal linear (mais tarde estudaremos o conceito de funcional).

A propriedade 3) exprime-se dizendo que o integral € um fun-
cional crescente (em sentido lato). Esta propriedade € uma conse-
quéncia imediata da DEFINICAO 4.1 e da propriedade 1). Analoga-
mente, a propriedade 4) € uma consequéncia de 1) e da DEFINI-
CAO 4.2.
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A propriedade 2) exprime-se dizendo que o integral € uma fungdo
aditiva de intervalo. Mas demonstra-se mais geralmente a seguinte
propriedade, que ndo se verifica para o integral de Riemann :

2") Se I é a reunido de uma infinidade numerdvel de intervalos
I disjuntos dois a dois (n=1, 2, ...) e se f é somdvel em I, tem-se

Je=Z )

Exprime-se este facto dizendo que o integral de Lebesgue € uma
fungdo numeravelmente aditiva de intervalo.

Uma outra propriedade elementar do integral de Lebesgue, que
resulta imediatamente da sua defini¢do, € a seguinte:

6) Se f é uma fungdo somdvel em I, qualquer outra fungdo g que
seja igual a f em quase todos os pontos de I também é somdvel neste

f f
I I

Em particular, se I for um intervalo aberto ]a, b[, o integral de f
em I=[a, b] é o mesmo, tendo-se

frfrels

Importa notar que o produto de duas fun¢des somdveis pode ndo
ser somdvel.

Por exemplo, a funcédo 1/ Vx é somavel em [0, 1] e, contudo, a
funcdo (1/Vx) (1/Vx) =1/x ndo o é. Porém, de 1), 4) e 5) deduz-se
que:

Se f é somdvel em I, sendo g limitada e mensurdvel, também fg
é somdvel em 1.

Com efeito, de | g| <M, resulta | fg|<M| f]|.

(Note-se que a soma e o produto de funcdes mensurdveis sao
sempre funcdes mensuraveis).
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Chama-se valor médio duma fungdo f num intervalo limitado I,
de extremos a, b, a0 numero:

~ [ 5 ) [ s |

Il b-a

Mais geralmente, sendo ¢ uma func¢io ndo negativa somével em
I tal que f@ também o seja, chama-se valor médio de f relativamente
a ¢ ao numero:

o

Estas no¢des de valor médio sdo muito usadas em Fisica e no
Célculo das Probabilidades (sendo ¢ a funcdo densidade de proba-
bilidade).

De 1) e de 3) resulta o

PRIMEIRO TEOREMA DA MEDIA. O valor médio duma fungéo f
num intervalo (relativamente a outra funcdo) estd sempre compreen-
dido entre os extremos inferior e superior de f nesse intervalo.

3 Por sua vez, de 3) e de 4), deduz-se a FORMULA DE MAJORA-
CAO DO INTEGRAL.:

sl=m=|[ 5] =<ms

Relagoes com o integral de Riemann e com os integrais improprios.

Demonstra-se facilmente o seguinte facto (obra cit., p. 33):

Se f é uma funcdo integrdavel a Riemann num intervalo I limita-
do, f é somdvel em I e o integral de Lebesgue de f em I coincide
com o integral de Riemann de f em I.

Porém, a reciproca nio € verdadeira, mesmo que a funcio f seja
limitada em 1. Por exemplo, a fungcdo de Dirichlet
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A0 = { 1, se x é irracional,

0, se x éracional,

nao € integrdvel a Riemann em nenhum intervalo limitado [a, b],
com a<b (o integral inferior € O € o superior € b—a), mas € somavel
em qualquer desses intervalos, visto que é igual a 1 em quase todos
os pontos (0 conjunto dos numeros racionais tem medida nula).

Aliés, da propriedade 5) resulta imediatamente que:

Toda a fungcdo mensurdvel limitada num intervalo I limitado é
somadvel em I.

Observemos, agora, que todo o integral impréprio num inter-
valo /, limitado ou ilimitado, se exprime como série de integrais de
Riemann, numa sucessdo de intervalos /, cuja reunido € I. Assim,
atendendo a 2’) e a 4), chegamos a seguinte conclusio muito impor-
tante, que ja se tinha anunciado:

Se a expressdo

J; f(x)dx

é um integral improprio, de tipo simples ou de tipo misto, como os

que foram considerados nos n* 1 e 2 do Capitulo V, a funcdo f é

somdvel em I, se e so se o integral é absolutamente convergente. O

valor deste coincide, entdo, com o integral de Lebesgue de f em 1.
Assim, se o integral

J; fx)dx

é simplesmente convergente ou divergente, a funcdo f ndo é somd-
vel em 1.

Portanto, neste caso € s6 neste, a teoria do integral de Lebesgue
nao consegue englobar a dos integrais improprios no sentido classico.

Critério de permutabilidade entre os simbolos de limite e de
integral.
No integral de Lebesgue, a passagem ao limite sob sinal de inte-
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gral pode fazer-se com uma extrema liberdade, que ndo exclui, toda-
via, certas precaugdes. Tem lugar o seguinte

TEOREMA DE LEBESGUE. Se uma sucessdo f, de fungdes somd-
veis em I converge em quase todos os pontos para uma funcdo g e
se, além disso, existe uma funcdo |\ somdvel em I tal que

.| <pk), VxEI, n=1,2,..,

entdo, g é também somdvel em I e tem-se

tim [ 5,= [ g= [ Gim 1.

Para a demonstracao, ver obra cit., p. 36-37.
Em particular:

COROLARIO. Se uma sucessdo f, de funcdes somdveis num inter-
valo limitado I é limitada em I, e converge para uma fungcdo g em
quase todos os pontos deste intervalo, entdo, g ¢ somdvel em I e

tem-se
lim f f.= f g.
1 1

Com efeito, dizer que a sucessdo f, é limitada em I equivale a
dizer que existe uma constante M tal que

|f.(0)|<M, VxEI, n=1,2,....

Ora, sendo I limitado, a fun¢do pu(x)=M € somavel em I. Mas note-
-se que 0 COROLARIO deixa de ser vdlido em intervalos ilimitados.

Do TEOREMA DE LEBESGUE deduzem-se critérios relativos
a integrais paramétricos bastante mais gerais do que os apresenta-
dos no Capitulo V, por meio da no¢do de convergéncia uniforme.
Por exemplo:
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I) CONTINUIDADE. Se, para quase todos os valores de x em 1,
a fungdo f(x, t) de t é continua num ponto t, e se existe uma fungdo
u(x) somdvel em I tal que

| f(e D] <p)

para todo x €1 e todo o t numa vizinhanga de t,, entdo,

lim | f(x, f)dx = f F(x, t,)dx,
I 1

=1

o que significa que a funcdo de t definida pelo 1? integral também é
continua em t,.

IT) DERIVACAO. Se, para quase todos os valores de x em I e
para um valor fixo de t, sdo verificadas as condigoes:

1) A derivada parcial D, f(x, t) existe;

2) Existe uma funcdo Mx) somdvel em I e um niimero 6>0 in-
dependente de x tais que

< Ax), para x€I, 0<|h|<3$,

' f(x, t+h) — f(x, ©) ‘
h

entdo,

DtJ; f(x, t)dx=J;th(x, Hdx.

6. Integrais indefinidos. Func¢oes absolutamente continuas

Seja I um intervalo qualquer da recta. Diz-se que uma funcéo f
€ localmente somdvel em I, quando € somdvel em todo o intervalo
compacto (limitado e fechado) contido em /. Em particular, se o
proprio intervalo I é compacto, dizer que f € localmente somavel
em [ equivale a dizer que f € somavel em 1.

Por exemplo, a funcdo 1/x € localmente somavel (mas nao
somavel) no intervalo ]0, +oo[; mas ndo é localmente somavel em
nenhum intervalo que contenha a origem.
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Também a fungdo log|x| é localmente somdvel (mas ndo soma-
vel) em toda a recta, apesar de ter um polo na origem.

DEFINICAO 6. 1. Chama-se integral indefinido duma funcdo f lo-
calmente somdvel em I, a toda a funcdo F da forma

FG) =k + f “f(0dt, Vxel,

sendo k uma constante arbitrdria e c um ponto arbitrdrio de L

Demonstra-se o seguinte teorema, que € a generalizacao do
TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO INTEGRAL ao
caso do integral de Lebesgue:

TEOREMA 6.1. Se F ¢é um integral indefinido da fungdo f local-
mente somdvel em I, F é continua em I e admite, em quase todos os
pontos x de I, derivada F’(x) = f(x) (obra cit. p. 47-48).

Por este facto, os integrais indefinidos da funcio f serdo chamados
também, funcoes primitivas de f ou, simplesmente, primitivas de f.

Mas note-se que nem todas as func¢des continuas sdo primitivas
de fun¢des localmente somdveis: basta lembrar que existem fungdes
continuas que ndo admitem derivada em nenhum ponto. Para carac-
terizar, entre as funcdes continuas, aquelas que sdo primitivas de
funcdes localmente somdveis, ha que recorrer ao conceito de varia-
cdo total duma funcdo num intervalo.

Dada uma func¢do f definida num intervalo limitado J=[a, b],
chama-se variagdo total de f em J, e designa-se por V,(J), o extremo
superior das somas

n

> fx) - fx, )

k=1

relativas a todas as possiveis decomposicdes de I por meio dum
nimero finito de pontos x tais que

a=x,<x,<---<x, <x,=b.

Se V,(J) € finita, diz-se que f € uma fungdo de variagdo limitada em J.
Posto isto:
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DEFINICAO 6.2. Sendo I um intervalo qualquer da recta, diz-se
que uma fungdo f é absolutamente continua num ponto x, de I,
quando a variagdo total de f num intervalo [x,, x], sendo x>x, ou
x<x,, tende para zero com x—Xx,; isto €, quando

lim V,([x,, x]) = 0.

X=X

Diz-se que f é absolutamente continua sobre I, quando a sua restri-
cdo a I é absolutamente continua em todos os pontos de 1.

E imediato que, se f € absolutamente continua em x,, f € conti-
nua em x,, € que, se f € absolutamente continua em /, f € de varia-
¢do limitada em todo o sub-intervalo compacto de I (funcoes de
variacdo localmente limitada em I).

Também ¢é evidente que, se f verifica a CONDICAO DE LIP-
SCHITZ:

£ - F()| < C) | x—x’

em todo o intervalo compacto JCI, f é absolutamente continua em I.
Pois bem, demonstra-se o seguinte

, (C, constante),

TEOREMA 6.2. Condicdo necessdria e suficiente para que uma
funcdo F seja primitiva duma funcdo localmente somdvel em I é
que F seja absolutamente continua em I (obra cit., p. 50-52).

Assim, ha identidade entre funcoes absolutamente continuas e
funcoes primitivas de fungoes localmente somdveis.

A

y yl\

Y

y=Ixl

o1 y=0(x)

\J
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Um exemplo muito simples de fun¢@o absolutamente continua é
a funcio | x|, que verifica, manifestamente, a CONDICAO DE LIP-
SCHITZ: | x|-|x’| <|x—x"|. Esta fun¢fio admite derivada em quase
todos os pontos da recta (na verdade, em todos, excepto a origem),
sendo essa derivada, em cada ponto x#0, igual a func¢do sinal de x:

G(x)=i=\[ 1, se x>0,

x| -1, se x<0O.

Por outro lado, é evidente que a fun¢@o G(x) € localmente somé-
vel, sendo | x| precisamente uma sua primitiva (integral entre 0 e x)®.

Do TEOREMA 6.1 e da propriedade 6) do integral (n? 5) resul-
ta, logo, que:

TEOREMA 6.3. Condicdo necessdria e suficiente para que duas
fungoes f, e f,, localmente somdveis em I, tenham uma mesma fun-
cdo primitiva neste intervalo é que seja f,(x)=f,(x) em quase todos
os pontos de I.

Que a condigdo é suficiente, mostra-o a propriedade 6) do inte-
gral de Lebesgue atras enunciada (n? 5).

Para reconhecer que a condicao € necessaria, basta lembrar que,
se F' € uma primitiva de f, e f,, entdo, segundo o TEOREMA 6.1,
existem dois sub-conjuntos M e N de I menospreziveis tais que

F'(x)=f,(x) em I\M e F'(x)=f,(x) em I\N
e, portanto, serd f (x)=f,(x) em todos os pontos de I, excepto,
quando muito, no conjunto menosprezavel M UN.
7. Integracao por partes e integracao por substituicao
A regra de integracdo por partes estende-se ao integral de Lebes-

gue com O seguinte aspecto:

TEOREMA 7.1. Se f e g sdo fungcbes somdveis em I, entdo, desig-
nando por F e G funcées primitivas das primeiras, também Fg e fG
sdo somaveis em I e tem-se

(1) A func@o sinal de x € designada, muitas vezes, pela notacdo sgnx.
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[ Fe=tr1 - [ 50

em que [FG] =F(b)G(b)-F(a)G(a), sendo a, b os extremos de |
(obra cit., p. 54-55).

Quanto a integracao por substituicdo (ou mudancga de varidvel no
integral), tem-se:

TEOREMA 7.2. Se @(t) é uma funcdo monotona em sentido lato e
absolutamente continua num intervalo J, e se, por outro lado, f(x) é
uma fungdo somdvel no intervalo 1, transformado de J por @, tam-
bém a funcdo f(@)|¢'(?)|, ou seja a funcdo (fo®)|@’|, é somdvel
em J, e tem-se

f fx)dx = f f@@)|¢'(®)|dt.
I 7

(Obra cit., p. 55-56).

Note-se que, se admitirmos, como no caso do integral de Rie-
mann, a defini¢ao

ij=—Laf, quando o> f3,

podemos escrever, na hipétese do teorema:

b B
[ sy = f Fo@) 9 0dr,

sendo a, b os extremos de I e av=¢'(a), B=¢'(b) os extremos de J.
E claro que, sendo a<b, serd o.< P ou a.> B, conforme for ¢’ =0 ou
¢ <0 em J (¢ crescente ou ¢ descrescente em sentido lato).

Em particular, o método de substitui¢do aplica-se aos integrais
impréprios, de tipo simples ou misto, atrds considerados, podendo
acontecer que um integral impréprio de 2? espécie se transforme
num de 1? espécie (ou vice-versa) ou mesmo que um inftegral im-
proprio se converta num integral proprio de Riemann — como vimos
no Capitulo V, n? 3.
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8. Integral duma func¢iao sobre um conjunto mensuravel

Temo-nos referido, até aqui, sistematicamente a integrais em
intervalos I da recta. Mas pode, mais geralmente, definir-se integral
duma fungdo f sobre um conjunto mensurdvel da recta. Seja A um
tal conjunto e consideremos a fungdo f*(x) que € igual a f(x) para
x €A e igual a 0 nos outros pontos da recta. Diz-se que f € somavel
em A quando f* € somdvel na recta, e tem-se, por definicao:

fA f(¥)dx = fR F*()dx.

E manifesto que, se f € somdvel em A, também o € em todo o
sub-conjunto mensurdvel de A. Tem-se, ainda, o seguinte teorema,
que generaliza a propriedade 2”) do n? 5:

TEOREMA 8.1. Se A ¢ a reunido de um niimero finito ou nume-
ravel de conjuntos A,, A,, ..., todos mensurdveis e disjuntos dois a
dois, sendo f somdvel em A, tem-se

[i=fref e

Deste modo, se f € definida e mensuravel em R, pondo
F(A)=f f ou F(A)=+o,
A

conforme f € somdavel ou ndo em A, o teorema mostra que F(A) é
uma funcio numeravelmente aditiva, definida na classe dos conjun-
tos A mensuraveis. Em particular, se f(x)=1 para todo o x real, €
6bvio que F(A)=m(A) (medida de A segundo Lebesgue).

9. Espaco das funcoes localmente somaveis num intervalo

Como vimos, duas fun¢des complexas f, g, localmente somé-
veis num intervalo 7 da recta, podem ser distintas e ter uma mesma
funcdo primitiva, isto €, pode acontecer que seja, para todo o xE1:
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Jﬁﬂgdr:]uguyh (com cET),

sendo f+#g. Basta, para isso, que f e g sejam iguais em quase todos
os pontos de I (TEOREMA 6.3). Por exemplo, as funcdes:

-1, se x<0,
1, se x>0,

-1, se x<O,

6&@={ 6&@={

1, se x=0,

sdo distintas, visto que 6,(0)=1 e 6,(0)=—1, mas t€ém ambas como
primitiva a funcdo |x|, que também, como vimos, é primitiva da
fungdo 6(x), atrds considerada (nfo definida na origem).

Dadas duas fungdes f, g distintas, com uma mesma funcao pri-
mitiva F, pergunta-se: Serd natural dizer que f e g sdo funcoes deri-
vadas de F e escrever

DF=f, DF=g?

Se assim convencionarmos, uma fung¢do absolutamente continua
F passa a ter uma infinidade de fun¢Oes derivadas, em vez de uma
Unica, e o operador D de derivacdo deixa de ser univoco. Ora, 1sso no
convém. Para estabelecer a univocidade do operador de derivagéo,
ha que introduzir as seguintes convengdes, geralmente adoptadas:

Dadas duas fun¢des f, g, localmente somdveis num intervalo /
da recta, diz-se que f e g sdo equivalentes (em I') e escreve-se f~g,
quando f(x)=g(x) em quase todos os pontos de 1.

A relacdo assim definida entre fun¢des localmente somaveis €,
de facto, uma relacdo de equivaléncia. Que a relagdo € reflexiva e
simétrica, € evidente. Para ver que € transitiva, consideremos trés
funcdes, f, g, h, tais que f(x)=g(x) em quase todos os pontos de I e
g(x)=h(x) em quase todos os pontos de I. Quer isto dizer que exis-
tem conjuntos menosprezaveis M e N tais que

fx)=gx), VxeI\M, gx)=h(x), VxEI\N.
Mas, entdo, sera

f(x)=g(x), VxEI\(MUN),
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e, como o conjunto M UN também é menosprezével, conclui-se que
f(x)=g(x) em quase todos os pontos de I.

Por exemplo, tem-se 6~0C, € 0,~0,.

Posto isto, sendo f uma funcio localmente somavel em 7 (defi-
nida em quase todos os pontos de I), designaremos por [ f] a classe
de todas as fungdes equivalentes a f, no sentido acima precisado.
Assim, serd, por definicdo:

[fl=[glef~g,

0 que ndo quer dizer que seja f=g.
Por exemplo:

[c]=[o,]1=[0,].

Designaremos por L , 0 conjunto de todas as classes de equiva-
1éncia [ f], de fun¢des complexas localmente somaveis em I. Em L ;
define-se naturalmente uma adi¢do do modo seguinte:

Dadas duas funcdes f, g, localmente soméveis em / (definidas
em quase todos os pontos de I), tem-se, por defini¢ao:

ey (f+8)x) = f(x) +8(x)

em todo o ponto x de I em que f e g sdo ambas definidas. Ora, € fcil
verificar o seguinte facto

frf*Ng~g*=>f+g~f*+g*.

Deste modo, a cada par de classes [f] e [ g], pertencentes al .
corresponde a classe [ f+ g, que ndo depende das funcées f e g re-
presentativas das primeiras, visto que, se for [ f]1=[f*] e [g]=[g*],
serd também [ f+g]=[f*+g*]. E natural, entdo, dizer que a classe
[f+g] é asoma das classes [ f] e [g], e escrever, por defini¢do:

2) [f1+[gl=[f+gl.

A adicdo assim definida em L, €, ndo s6 sempre possivel e univo-
ca (como acabamos de provar), mas também associativa, comutativa
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e reversivel, como facilmente se reconhece: o conjunto L , €, pois, um
grupo comutativo relativamente a adi¢do assim definida.

Analogamente, chama-se produto de um niimero complexo o por
uma classe [ f ]EL ;» € designa-se por o[ f], o elemento de L , assim
definido:

(3) alfl=[af],

e que ndo depende, manifestamente, da fun¢do f escolhida para re-
presentante da classe.
Nao € agora dificil reconhecer que:

TEOREMA 9.1. Relativamente as operagdes de adi¢do e de produto
por escalares definidas por (2) e (3), o conjuntoL , é um espago vec-
torial complexo.

Posto isto, € natural que chamemos derivada de uma funcdo
absolutamente continua F em I a classe de todas as fungdes f local-
mente somaveis de que F € primitiva e que, segundo o TEOREMA
6.3, sdo equivalentes entre si. Escreveremos, entao:

DF=[f].

Assim, fica restabelecida, como pretendiamos, a univocidade do
operador D, visto que a derivada de F' € um ente tinico (a classe [ f]),
em vez de uma infinidade de entes (as fungdes f, g, ...), muito em-
bora o primeiro ente seja formado pelos segundos.

Mas sdo as fungdes absolutamente continuas elementos de L,?
Na realidade, n3o o sdo, visto que os elementos deste espaco sio
classes de funcoes e ndo fungoes. Por exemplo, a funcdo de Dirichlet:

d(x)=1, se x irracional, d(x)=0 se x racional ,

€ equivalente a funcdo f(x)=1, pois que difere desta, apenas, no con-
junto dos numeros racionais, cuja medida € nula: ambas representam,
portanto, um mesmo elemento de L ;,» muito embora a segunda seja
absolutamente continua e a primeira descontinua em todos os pontos.
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Note-se, entretanto, que a fun¢do F(x)=x, primitiva comum das
duas fung¢des consideradas, admite como derivada 1 em todos os
pontos. Assim, a funcdo f(x)=1 € uma representante privilegiada
(continua) da classe a que pertence a funcdo de Dirichlet.

Dum modo geral, consideremos uma classe [ f], representada por
qualquer fungdo f localmente somdvel em /. Entfo, a funcio

F(x) = f “FOds, com el

€ uma primitiva de f, portanto uma fun¢@o absolutamente continua,
que admite derivada igual a f(x) em quase todos os pontos de 1.
Pois bem, chamaremos representante tipica da classe [ f] a funcao
¢ que verifica a seguinte condi¢do:

d d [*
0w =2 P =L f Fdt,

em todo o ponto x de I em que F admite derivada finita, ndo sendo
¢ definida nos restantes pontos. Diremos ainda, neste caso, que @ é
uma funcdo localmente somdvel tipica, ou, simplesmente, uma fun-
cdo tipica (em I).

Assim, uma fungao ¢ seré tipica em I, se e sé se for

d X
(P(x)_E{J; P (rdt

em todo o ponto x de I em que existe e € finita a derivada, ndo sendo
¢ definida nos restantes pontos.

Por exemplo, a representante tipica da classe [6,]=[0,] € a fun-
¢do G, pois que o (x) coincide com a derivada de | x| em todo o ponto
x#0 (em que esta funcdo admite derivada finita), ndo sendo definida
no ponto x=0 (em que a fungfo | x| ndo admite derivada).

Analogamente se reconhece que a funcdo igual a log|x| para
x#0, e ndo definida na origem, € uma funcdo localmente somavel
tipica (na recta).

Chamaremos pontos excepcionais duma funcao tipica aos pon-
tos em que essa funcdo nado € definida (compardveis aos pontos sin-
gulares duma funcdo analitica). Imediatamente se reconhece que:
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PROPOSICAO 9.1. Toda a fungdo definida e continua em I é uma
fungdo tipica sem pontos excepcionais.

E natural, agora, chamar soma de duas funcdes tipicas o, Y (em
I), e designar por @+, a representante tipica da classe [Q+y]. Mas
note-se que esta no¢do de soma nao € equivalente a definida por (1).
Por exemplo, a soma das fungdes 6(x) e 1-6(x), segundo (1), serd
a funcdo igual a 1 para x#0 e ndo definida na origem, enquanto a
soma tipica das duas primeiras é a funcdo igual a 1 em todos os
pontos.

Por outro lado, € 6bvio que, se for o0 um numero complexo e @
uma fungao tipica, também o @ serd uma funcao tipica, representan-
te da classe [a@] =a[@].

Destes factos resulta imediatamente que:

PROPOSICAO 9.2. As funcdes localmente somdveis tipicas em I
formam um espaco vectorial isomorfoa L,.

Daqui por diante designaremos o espaco das funcgdes tipicas em
I pela mesma notagdo L , € ao chamar-lhe o espaco das fungoes
localmente somdveis em I, subentende-se que se trata de funcgdes
tipicas.

Com esta convengdo jd podemos dizer que as fungdes continuas
em I formam um sub-espago vectorial delL ot

C,CL,

e que toda a funcdo absolutamente continua F admite, como deri-
vada, uma vnica fungdo localmente somdvel tipica @

DF=¢.

Assim, a univocidade do operador de derivagdo € restabelecida
de maneira mais natural: a derivada duma funcdo absolutamente
continua fica a ser uma determinada funcao (tipica), em vez de uma
classe de fungdes.
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10. Espacos L’. Espacos de HILBERT

Sendo p um numero real = 1, diz-se que uma funcao f é de po-
téncia p somdvel num intervalo I quando a fungdo | f(x)|? é soméavel
em /. Prova-se que:

Se f é de poténcia p somdvel em I, f é localmente somdvel em I.

Mas a reciproca ndo é verdadeira, mesmo quando / é compacto:
por exemplo, a funcdo 1/ Vx é somével no intervalo [0, 1] e, contu-
do, a fungao

2 1
%

1
v
ndo € somdvel nesse intervalo.

Por outro lado, pode uma func¢do ser de pot€ncia p somével num
intervalo I sem ser somdavel em /. Por exemplo, a funcdo 1/x tem
quadrado somével no intervalo [1, +oo[ €, contudo, ndo € somével
nesse intervalo.

Visto que toda a fungdo f de poténcia p somével € localmente
somdvel, podemos sempre substitui-la pela fun¢do tipica ¢ equiva-
lente: o integral de | f|? coincide, manifestamente, com o de |@|?.

Para cada niimero real p =1, designa-se por L? a classe de todas
as funcdes complexas de poténcia p somdvel em I (fungdes tipicas).
Demonstra-se, entdo, que:

O conjunto L7 é um sub-espago vectorial do espago L , das fun-
¢oes localmente somdveis em I.

Quando esteja subentendido o intervalo I de que se trata, omite-
-se, geralmente, a sua indica¢do em indice (especialmente quando
I=R).

Posto isto, prova-se que, pondo

., VfEL,

fica definida uma fungcdo norma em L*.
Além disso, demonstra-se que:
O espaco normado L? é completo, portanto um espaco de Banach.
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Mais, ainda, se prova que:

O espaco das funcées continuas em I é um sub-conjunto denso
de L.

Equivale isto a dizer que toda a fun¢do fEL? se pode obter como
limite em L” duma sucessdo @, de fun¢des continuas:

lim £ - ¢, =0.
o

Assim, L} é o completado do espaco C, para a norma |-|,.
(Note-se que, para os diferentes valores de p, as normas |||, ndo sdo
topologicamente equivalentes entre si).

A convergéncia relativa 2 norma ||-[|, é chamada convergéncia
em média de ordem p.

Os casos mais importantes na pratica sdo aqueles em que p=1 ¢
p=2.

O espaco L! € simplesmente o espagco L das funcoes somdveis
em I, e a convergéncia relativa a norma ||-||, é a convergéncia em
média simples (ou apenas convergéncia em média).

O espaco L? é o espaco das funcoes de quadrado somdvel e a
convergéncia relativa a sua norma € a convergéncia em média qua-
drdtica (também chamada, apenas, convergéncia em média, quando
nao se considera nenhum outro valor de p).

Espacos de Hilbert.

O espaco L? € particularmente importante pelas suas aplicacdes a
Fisica, sobretudo a Mecanica Quantica. Neste espaco, além da norma,
€ definido um produto interno < f, g> de dois vectores f, g&EL?, por
meio da férmula

<f, g>= f, 6y ads,

em que g(x) designa, para cada valor de x, o nimero complexo con-
jugado de g(x).
Desde logo se reconhece que

Ifll,=V<f >, VfeL.
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Sao evidentes as propriedades:

<f+g h>=<f,h>+<g, h>
<of,g>=oa<f,g>

<f,g>=<g,f>

quaisquer que sejam f, gEL*e o€ C.
Destas ainda se deduzem as seguintes:

<f,g+h>=<f,g>+<f,h>
<f,og>=0<f,g>.

Dum modo geral, dado um espacgo vectorial complexo E, cha-
ma-se fungdo de produto interno definida em E toda a funcdo com-
plexa H(u, v) de duas variaveis u, v, vectores de E, que para quais-
quer u,v, wEE, o €C verifique as condi¢des:

1) Hu+v,w)=H(u, w)+H(®, w)
2) H(olu, w)y=0H(u, w)

3) H(u, v)=H(v, u)

4) Hu, u)>0

5) Hu, uy=0=u=0.

Quando se adopta uma determinada nocdo de produto interno
H(u, v) num espago E, € costume designar esse produto interno por
qualquer das notacdes

<u, v>, <ulv>, ulv, (u,v), etc.

Evidentemente, também se podem definir no¢des de produto
interno em espacos vectoriais reais. Basta impor a funcdo H(u, v) a
condic¢do de ser real e substituir a condi¢ao 3) pela condigcdo

3") H(u, v)= H(v, u) (simetria ou comutatividade).

Note-se que, a partir da no¢do de produto interno, se definem as
no¢des de norma ou comprimento dum vector u e de dngulo de dois
vectores u, v, por meio das férmulas:
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|ul|=V<u, u>,
cos (u, v) =ﬂ .
][]

Em particular, os vectores u, v dizem-se ortogonais, quando
<u, v>=0.

Assim, um espacgo vectorial, munido de uma nogdo de produto
interno, é mais do que um espago normado: é um espago geométrico,
ao qual se generalizam numerosos teoremas da geometria euclideana,
tais como o teorema de Pitdgoras, o teorema relativo a soma dos an-
gulos internos dum tridngulo, etc., etc.

Em R”, costuma definir-se produto interno de dois vectores
x=xp..., %), y=(y,-..,y,), pela fomula:

n
<SKYS= D XY =X Y+ XY,
k=1
Por sua vez, em C" tem-se, por defin¢ao:

LW,
1

<z, w>=
k

n
sendo z=(z,,...,z,)ew=W,,..., w,).

Chama-se espaco vectorial euclideano com n dimensdes todo o
espaco vectorial E com n dimensdes munido duma nog¢do de produto
interno. Prova-se que, nessa hipotese, E é necessariamente isomorfo
a R" ou a C", conforme for real ou complexo.

Costuma chamar-se espaco hilbertiano numérico e designar-se
por €2, o conjunto de todas as sucessoes

A1 N S S,
de numeros complexos tais que a série

n=1

2

Zn
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€ convergente. Prova-se que €% é um espaco vectorial complexo®,
no qual se define uma nog¢do de produto interno, pondo

<z, w>=z W, .
n=1

Dum modo geral, chama-se espaco hilbertiano ou espago de Hil-
bert a todo o espago vectorial complexo E, munido duma nocao de
produto interno e que verifica as seguintes condi¢des suplementares:

I) tem um nimero infinito de dimensdes;
IT) como espago métrico, € completo;

III) como espago topoldgico, € separdvel.

Pelo que vimos no Capitulo III, n? 16, a ultima condicdo equivale
a dizer que existe em E um conjunto numerdvel B de vectores tal
que todo o vector u EE se exprime como limite de elementos de B.

Prova-se que fodo o espago hilbertiano E é isomorfo a €. Quer
isto dizer que se pode definir uma aplicac¢do biunivoca ¢ de E sobre
€2, que respeita as nogdes de soma, de produto por escalares e de
produto interno; isto €, tal que:

O(u +v) = 0u) + ¢(v)
o(ou) = oQ(u) Yu,veE,VoeC.
<o), o(v) >=<u, v>

Assim, todos os espacos de Hilbert sdo isomorfos entre si.
Em particular, prova-se que o espaco L?* das fungoes de quadra-
do somdvel num intervalo I é um espaco de Hilbert.

Espaco L~.

Costuma designar-se por L~ a classe das funcdes mensurdveis
limitadas num intervalo I (portanto, localmente somaveis em 7). O
conjunto L~ € um espago vectorial, no qual se define uma norma
pondo

(1) Também se pode considerar o espaco hilbertiano real contido neste.
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| £ll..= sup | fG)].

x€Il

O espacgo das fungdes continuas limitadas em / € um sub-espago
vectorial normado de L=, completo como este.

11. Medida e integral em R”

O que se disse nos nimeros anteriores sobre medida e integral
de Lebesgue estende-se com aspecto andlogo a conjuntos de pontos
dum espaco R” e a fun¢des complexas de n varidveis reais.

Intervalos n-dimensionais e medida.

No que diz respeito a medida dum conjunto, bastara utilizar, em
vez de intervalos de recta, intervalos n-dimensionais. Dados dois
pontos

X=(X,..05%x,) € Y=(Y5e00s ¥,)s
ambos de R”, escreveremos

X<y, quando x, <y,, Vk=1,...,n,

x<y, quando x,<y,, Vk=1,...,n.

Assim, dados a, bER", chamaremos intervalo [a, b] a0 conjunto
dos pontos x tais que a <x < b; intervalo [a, b[ ao conjunto dos
pontos x tais que a <x<b, etc. Por sua vez, chamaremos intervalo
[a, —[ ao conjunto dos pontos x tais que x = g, intervalo ]<—, a] ao
conjunto dos pontos x tais que x < g, intervalo ]<—, —[ ao proprio
espaco R, etc.

Teremos pois, tal como na recta, intervalos limitados e interva-
los ilimitados, intervalos abertos, intervalos fechados e intervalos
semi-abertos, etc. Serdo compactos os intervalos [a, b], limitados e
fechados.

Também € facil ver que todo o intervalo n-dimensional serd um
produto cartesiano de intervalos da recta. Assim:

[a, b[=[a,, b,[X[a,, b,[X---X][a,, b,[.
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Se n=2, os intervalos compactos serdo os rectangulos de lados
paralelos aos eixos coordenados, os intervalos [a, b[ serdo esses
mesmos rectangulos privados dos lados superior e direito, etc. Sendo
a=(a,,a,) eb=(b,, b,), a drea (ou medida) de qualquer intervalo de
extremos a, b serd (b,—a,) X (b,—a,).

Y

Se n=3, os intervalos compactos serdo os paralelipipedos de
arestas paralelas aos eixos, etc. Sendo a=(a,,a,,a,) € b=(b,,b,,b,),
o volume (ou medida) de qualquer intervalo de extremos a, b serd o
produto das suas dimensdes

b,-a,, b,—a,, b,—a,.

Dum modo geral, sendo a=(a,, ..., a,), b=(b,, ..., b,), a medida
de qualquer intervalo de extremos a, b sera, por definicdo:

f[(bk—ak)=(b1—a1)><(b2-a2)x... x (b —a,).
k=1

Um intervalo ilimitado terd por medida + oo.

Posto isto, as no¢des de medida exterior, m(A), e de medida
interior, m,(A), de um conjunto ACR" definem-se, exactamente,
como no caso n=1. Se m,(A)=m,(A), o conjunto A diz-se mensurd-
vel, com medida m(A)=m,(A)=m,(A). Se m(A)=0, o conjunto A
diz-se menosprezdvel (todo o conjunto numerdvel € ainda menos-
prezavel). Demonstra-se também que m(A) € uma funcdo numera-
velmente aditiva, definida na classe dos conjuntos A mensuréveis.

Sdo mensurdveis todos os conjuntos abertos e todos os conjuntos
fechados.
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Pode ainda dizer-se que, praticamente, todos os conjuntos de
pontos de R” sdo mensuréveis.

Funcoes fundamentais. Integrais multiplos.

Uma vez definida a nocao de intervalo n-dimensional, as no¢des
de funcdo em escada, de funcdo fundamental, para n varidveis,
bem como a de integral de uma func¢do fundamental, definem-se,
mutatis mutandis, como no caso n=1. Daqui resulta, de modo ani-
logo, a nocdo de funcdo mensuravel (a locugdo “quase em todos os
pontos” continua a usar-se com significado idéntico).

Finalmente, as defini¢Oes de funcdo ndo negativa somdvel num
intervalo I, de fungdo real ou complexa somdvel em I e de integral
de tais fungcoes em I sdo dadas de modo perfeitamente andlogo. O
integral duma func¢do f, num intervalo /=1 X --- X1 , serd designado

pela notacdo
J; J; ...J:rf(xl,xz,...,)cn)dxldx2 .. dx,

n

ou, abreviadamente, por

f f(x)dx ou mesmo por f f,
I 1

pondo x=(x,, ..., x,) € dx=dx, ... dx,. A indicacdo do intervalo em
indice poderd também ser omitida quando nio houver perigo de
confusao.

As propriedades do integral enunciadas no n’ 5 estendem-se ao
caso geral com uma pequena modificagdo evidente na propriedade
2) e na FORMULA DE MAJORACAO DO INTEGRAL, em que a
notacdo |I| (comprimento de I) devera ser substituida por m(I).

Alids, a nogdo de integral multiplo pode ser estendida ao caso
em que o campo de integracdo é, em vez dum intervalo I, um con-
junto mensurdvel A qualquer de pontos de R", como se fez no n° 8
para o cason=1.

As referidas propriedades, incluindo o TEOREMA DA MEDIA
e a FORMULA DE MAJORACAO DO INTEGRAL, generalizam-se
imediatamente a este caso.
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As principais diferencgas entre os integrais multiplos e os inte-
grais simples surgem quando se trata das relacdes entre a integracao
e a derivacdo, da mudanca de varidveis em integrais e da reducdao
dum integral multiplo a integrais simples.

Integracoes sucessivas. Teorema de Fubini.

Sejam I, e I, intervalos quaisquer da recta e I=1, X I, (intervalos
de R?, que pode, em particular, ser este espago). Posto isto, demons-
tra-se o seguinte teorema, devido a FUBINI:

TEOREMA 11.1. Se f(x, y) é uma fungdo somdvel em I, toda a fun-
cdo de y que se obtém atribuindo a x em f(x, y) um valor situado
em I, é somdvel em I,, excepto, quando muito, para os pontos x dum
sub-conjunto menosprezdvel de 1,. Portanto, se pusermos

D(x) = fl fx, y)dy,

fica assim definida uma fungcdo ® em quase todos os pontos de I,.
Esta fungdo é somdvel em I, e o seu integral neste intervalo coincide
com o integral duplo de f em I. Ter-se-d, pois,

fj; fx, y)dxdy =J;1 de;zf(x, y)dy =J;2dyj;1f(x, y)dx

(visto que o que se diz para uma varidvel se aplica, automaticamente,
a outra).

Ficam assim, consideravelmente generalizados, critérios estabe-
lecidos no Capitulo V, n? 7, como, por exemplo, o TEOREMA 7.7.

O TEOREMA DE FUBINI estende-se, de maneira evidente, ao
caso de fun¢Oes de n varidveis, com n qualquer, e dele se deduz este
outro teorema, que generaliza o TEOREMA 7.8 do Capitulo V:

TEOREMA 11.2. Se f(x,, ..., x,) é o produto de n funcgbes
fi(x)), £,(x,), ..., f,(x,), de uma varidvel, nenhuma das quais é nula
em quase todos os pontos, para que f seja somdvel em I=1 X---XI ,
é necessdrio e suficiente que f, seja somdvel em I, (k=1, ..., n).
Entdo, o integral de f em I é o produto dos integrais das fungoes f,
nos respectivos intervalos I, :
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fj‘ J; f1(x1)f2(x2) o f (xn)dxl dxn =

= J[lfl(xl)dxl ><J;2f2(x2)dx2 X e XJ;,,f (x)dx, .

Mudanca de varidveis em integrais multiplos.
Para maior clareza, comegaremos pelo caso dos integrais duplos:

TEOREMA 11.3. Seja T um conjunto mensurdvel de pontos de R?,
e seja x=@(t) uma aplicagdo biunivoca de T sobre um outro con-
junto XCR?, definida por duas fungoes reais

X =00, 8), X,=0,,1),

definidas e continuamente derivdveis num aberto € que contenha
T. Entdo o conjunto X também é mensurdvel e, para que uma fun-
cdo f(x)=f(x,, x,) seja somdvel em X, é necessdrio e suficiente que
seja somdvel em T a funcdo f(Q(1))J(¢) de t, em que

99, 09,
Jt, dt,
J@O)=J(,, 1) = J0, 0
dt, dt,

(jacobiano ou determinante funcional da aplicacdo ©). Nesta hipo-
tese, tem-se

ffx f(x,, x,)dx dx, =

- J;f[(Pl(tl’ tz)’ (pz(tl’ t2)]|‘](t1’ tZ)Idtldtz'

No caso geral, tratar-se-4 de um sub-conjunto 7' de R” e de uma
aplicacdo biunivoca ¢ de T sobre outro conjunto X, definida por n
funcdes

X =@, ....t), k=1,...,n,
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continuamente derivaveis num aberto 2D 7. O jacobiano da trans-
formagdo @ sera:

I, 99,
: , ot, ot,
Jt:Jt,_”,Z'nz .................... .
w= 5, 5,
o, ot
Entdo, para que f(x)=f(x,, ..., x,) seja somdvel em X, é necessdrio

e suficiente que a fungdo

FeJI@ = flot, .. x), .0 @ (2 .., 112, -0 1)

de t, ..., t, seja somdvel em T. Nesta hipotese, tem-se, em notagcdo
abreviada,

f fx)dx = f f(o)|J(0)|dt.
X T

Exemplos importantes — Seja X =R? e ponhamos:
x=rcosB, y=rsen9,

tomando para T o conjunto dos valores de r e O tais que r>0,
0=<0<2mr, acrescido do ponto r=0, 6=0, de modo que a aplicacio
(r, 8) > (x, y) de T sobre X seja biunivoca. Entdo,

OA
P | Tt
T
0 T
cos® —rsenb
J(}", 9) = =
sen® —rcosO

Logo, para que f(x, y) seja somével em R?, € necessério e sufi-
ciente que f(rcos 9, rsen0) r seja somavel em 7, e tem-se, entdo:
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oo [V +oo r
f_ f_ f(x, y)dxdy = fo(rcos 0, rsen0)rdrd6 =

r+oo 2T

= dr| f(rcos9, rsen0)rdo.
Jo 0

Note-se que rd0 € o comprimento ds do arco de circulo de raio r
e de amplitude igual a dO radianos. Entdo, designando por C. a cir-
cunferéncia de centro na origem e raio r, podemos escrever o ante-
rior integral sob a forma

0

f mdr fds,
C

em que o segundo integral simples € o integral (curvilineo) de f
sobre C .
Analogamente, considerando X=R? e pondo:

x=rcos@ sen0, y=sen® sen0, z=rcosO

0=0¢p<2rm, 0<O<m, r=0,
acha-se
J(p, ®,0)=r?>sen0O

e, na hipotese de f ser somével:
+ 00
fff f(x, y, 2)dxdydz = f F(rdr,
R? 0

em que

27 [*r

F(r) =f f(rcos@ senB, rsen@ sen 0, rcos0) r’sen0dpdo
o Jo

ou ainda, designando por E, a superficie esférica de centro na origem
e raio 1, € pondo dQ2=r?sen0d@d0 (elemento de area da superficie):
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F(r) = ferdQ

que &, por defini¢do, o integral de f sobre a superficie E. .
Em particular, se f se reduz a uma funcao s6 de 7,

fox, 3 2)=g(n),

tem-se

f f fR £y 2)drdydsz = 4 fo o,

visto ser 4mr? a dreade E, .
Estes resultados estendem-se a R”.
Por exemplo, se for f(x,, ..., x,) uma fungdo que s6 depende de

r=Vx2+ - +x2, f(x,....,x)=g(),

para que f seja somdvel em R*, é necessério e suficiente que ¢ seja
soméavel em [0, + oo €, entao:

fR f@dx =S5, fo e,

(174

em que S, designa a “drea” da hipersuperficie de equacgdo
2 2 2
XP+x;+ - +x2=1

(fronteira da bola unitéria de centro na origem).
No caso geral, supondo f somével, tem-se

fRn F()dx =f0+°°dr erdS,

em que Y, designa a hipersuperficie
2 2 2 — 42
X2 4xi4---+x2=r

e dS o “elemento de drea” de 2. .

Critérios de convergéncia para integrais miltiplos.
Dos resultados anteriores deduz-se que:
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PROPOSICAO 11.1. O integral

dx, --- dx,
| —=—2, com r=|x
r=1 I"a

é convergente se O.>n, divergente se o.<n . O integral

f J‘dxl---dxn
r<1 I"a

é convergente se 0. < n, divergente se 0L = n.

2

Com efeito, basta notar que estes integrais, sdo, respectivamente,

iguais a
+ o0 1
Snf rr-1-edr, S"f rr-i=edr.
1 0

Daqui resultam, por confronto, critérios de convergéncia, que
generalizam, ao caso de n varidveis, os critérios estabelecidos no
Capitulo V para integrais impréprios simples, de 17 e de 2% espécie.
Assim:

TEOREMA 11.4. Seja A um conjunto mensurdvel de R" e f uma
fungcdo mensurdvel em A:

I. Suponhamos que A é ilimitado e ndo contém a origem. Entdo,
se existem constantes M e . tais que, para XEA,

M
x|

| f(o)| <

, com o>n e M finito,
o integral L f € convergente. Se existem contantes M e Q. tais que,
para x€A,

M
x|

, com o=n e M>O0,

| f(x)| =

o integral [, f é divergente.
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II. Suponhamos A limitado e seja a€A. Entdo, se existem cons-
tantes M e O tais que, para todo o xEA,

|f(x)\<ﬁ, com o<n e M finito,

o integral fA f é convergente. Se existem constantes M e O, tais que,
para todo o xEA,

, com o=n e M>0,

o=

|x—al

o integral L f € divergente.

Nao esquecer que, neste enunciado, x € a designam pontos
(x,,...,x,)e(a,,...,a,) de R"e que

x| = Vx> + - +x2, |x—a|=V(x,—a)+ - +(x,—a).

Estes resultados podem aplicar-se, por exemplo, ao estudo do
potencial newtoniano criado por uma distribuicdo de matéria de
densidade p(x), em cada ponto x do espago ordinédrio. Num ponto a
qualquer do espaco o potencial € dado por:

U= | 9 4.
R |x —al

EXERCICIO - Calcular o potencial em a, supondo que a densidade
¢ igual a uma constante |\ numa bola de centro a e raio R, e nula fora
dessa bola.

Espacos de funcoes localmente somdveis.

Consideremos um conjunto A mensuravel de pontos de R”. Diz-se
que uma funcio complexa f(x)=f(x,, ..., x,) € localmente somdvel
em A, quando é somdvel em todo o compacto contido em A. Duas
funcdes f e g localmente soméveis em A dizem-se equivalentes, e
escreve-se f ~ g, quando sdo iguais em quase todos os pontos de A;
prova-se que a relacdo assim definida é, de facto, uma relagdo de
equivaléncia. Designemos por LA o conjunto de todas as classes de
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equivaléncia [f] de fungdes localmente somaveis em A; neste con-
junto, definem-se, de modo natural, operacdes de soma e de produto
por escalares, que o tornam um espago vectorial complexo. Também
€ possivel, neste caso, escolher representantes tipicos para cada
classe de equivaléncia, e, assim, chamaremos a L, o espago das fun-
coes localmente somdveis em A. Um sub-espacgo vectorial de L, € o
das funcdes continuas sobre A.

Para todo o numero real p =1, designa-se por L”, ou simples-
mente por L7, o espaco das funcgdes f de poténcia p somével em A,
isto é, tais que a fungdo

p

| fx,senr )

€ somével em A. Prova-se que Lf é um sub-espaco vectorial de L,.
Nele se define uma norma por meio da férmula

Em particular, L} =L, € o espaco das fungoes somdveis em A.
Por sua vez, L2 € o espago das fungoes de quadrado somdvel em
A. Neste podemos definir um produto interno, pondo

<f,g>=fA f(x) g(x)dx.

Desde logo se reconhece que || f||,= V<f, f> e prova-se que o
espaco vectorial L2, munido deste produto interno, € um espaco
de Hilbert, quaisquer que sejam o conjunto mensurdvel ACR"e
n=1,2,....

Os espacos funcionais deste tipo intervém, essencialmente, na
Mecanica Quantica.
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