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INTRODUCAO

Entre a Anélise Real e a Andlise Complexa existe uma diferenca
fundamental que convém desde j4 salientar.

Quando se trata de uma funcdo real de varidvel real, isto €, de
uma funcio y = f(x), em que tanto a varidvel independente, x, como
a variavel dependente, y, tomam como valores nimeros reais, pode
acontecer que a fungcdo admita primeira derivada, f’(x), num dado
intervalo, sem admitir ai segunda derivada, ou que admita segunda
derivada, sem admitir terceira, etc. Pode também acontecer que f(x)
seja indefinidamente derivdvel num intervalo, isto é, que tenha ai
derivadas finitas de todas as ordens, mas que ndo seja representdvel
pela sua série de Taylor numa vizinhanca dum ponto x, do intervalo:

50+ (=) £ + 2 gy e S gy g

isto é, pode suceder que a soma desta série ndao coincida com f(x)
em todos os pontos x interiores ao intervalo de convergéncia ®.
De todos estes casos poderiamos dar inimeros exemplos.

(1) Pode mesmo suceder que o raio de convergéncia seja nulo.
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Pelo contrério, quando se trata de uma fungdo complexa da
varidvel complexa, ou seja, de uma fungdo w = f(z), em que tanto a
varidvel independente, z, como a varidvel dependente, w, tomam
como valores nimeros complexos, verifica-se, como veremos, 0
seguinte facto, deveras notavel:

Se a fungdo admite primeira derivada finita®V nos pontos inte-
riores de um dominio plano, admite necessariamente derivadas de
todas as ordens nesses pontos e é representdvel pela sua série de
Taylor, numa vizinhanga de cada ponto interior ao dominio.

Exprime-se este tltimo facto dizendo que a funcdo € analitica
no interior do dominio D considerado.

Assim, de uma hipétese tao simples, como € a da existéncia de
primeira derivada finita no interior de D, resulta para as funcdes de
varidvel complexa uma série de consequéncias importantes €, como
veremos, uma grande riqueza de propriedades, que tornam as fun-
coes analiticas extremamente regulares, comodas, manejiveis — ex-
tremamente bem comportadas®. Esse “bom comportamento” cessa
precisamente em certos pontos da fronteira do dominio em que ha
derivada — pontos singulares, cujo estudo tem, igualmente, uma
importancia fundamental na teoria das fun¢des analiticas, para um
perfeito conhecimento das mesmas.

Da grande riqueza de propriedades das func¢des analiticas resulta
ndo s6 a perfeicdo formal da sua teoria (que €, sem duvida, uma das
mais belas e harmoniosas de toda a Matematica), mas também uma

(1) Como veremos, a definicdo de derivada para fun¢des de varidvel complexa € idéntica a
que se d4 para fungdes de varidvel real (como limite da razdo incremental).

(2) Em linguagem intuitiva, ndo rigorosa, da Matemadtica, uma funcio diz-se tanto mais
regular quanto mais propriedades possui, a facilitar o seu estudo. Assim, uma func¢éo
derivével € mais regular do que uma fungdo continua, uma fun¢do com segunda derivada
continua € mais regular do que uma que tenha s6 primeira derivada, etc.
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excepcional importancia nas aplicacdes a Fisica e a Técnica, espe-
cialmente a Electrotecnia: todo o matematico aplicado precisa de ter
conhecimentos, ndo apenas superficiais, da teoria das funcdes ana-
liticas.

Notula historica. A teoria das fungdes analiticas de uma varidvel
complexa ficou praticamente concluida no século passado principal-
mente por obra de CAUCHY (que se apoiou sobre os conceitos de
derivada e de integral para tais funcdes) e de WEIERSTRASS (que
baseou a teoria, de preferéncia no estudo das séries de poténcias).

Mas ja o mesmo se nao pode dizer a respeito da teoria das fun-
cOes analiticas de mais de uma varidvel complexa; essa encontra-se
hoje em plena evolucdo. E provdvel que, em 1961, tenha lugar em
Lisboa um simpdsio sobre fun¢des de varidveis complexas, no qual
tomarao parte os principais especialistas mundiais sobre o assunto.

Como base do estudo das funcdes analiticas, convém comecar
por recordar as no¢des fundamentais sobre nimeros complexos
aprendidos em Matemadticas Gerais. Para isso, recomenda-se a lei-
tura de todo o Capitulo I do Curso de Algebra Superior, 2° volume,
do Prof. J. VICENTE GONCALVES. Entretanto, para facilitar essa
recapitulacdo, vamos aqui fazer uma breve resenha de tais nocoes,
chamando a aten¢do para alguns pontos essenciais.
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CAPITULO VIII
TRANSFORMACAO DE FOURIER

1. Definicio e notacoes

Seja f uma fungdo complexa de varidvel real, definida em R, e
consideremos o integral

1) f " et f o) d,

—00

em que & € um pardmetro real. Se este integral for convergente, para
todo o valor real de &, fica, assim, definida um funcio de  em R:

@ FE) = f ot foode,

que se diz a imagem ou transformada de Fourier da funcado f dada.
Esta operacdo f — F, que faz passar da fun¢do f dada para a funcado
F obtida, é chamada transformacdo de Fourier e designada por %,
escrevendo-se, entao,

F=%[f] ou F=%f.

Trata-se, pois, duma transformacgdo que converte certas funcdes
de uma varidvel x em fungdes de outra varidvel . Mas ¢ claro que a
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escolha das letras a usar como varidveis, assim como para designar
as fungoes, é puramente arbitrdria: o que conta € a relacdo estabe-
lecida pela formula (2) entre f e F, e € essa relagdo constante, no
sentido de f para F, que se chama transformagdo de Fourier (para
fungdes) e se representa por F.

Para indicar que a funcdo F € a imagem de Fourier de f, também
S€ escreve, por Vezes,

F=% [f(x)] eainda F(&)=%F[f(x);E],

em que a colocagdo da varidvel x em indice tem por fim apontar que
a fun¢do F nao depende de x (varidvel numérica aparente), mas sim
de f, varidvel cujos valores sdo fungbes e ndo niimeros. Deste modo,
F [ f(x)] serd uma fungdo (ou funcional) de f e, de modo nenhum,
uma fun¢do composta de x, como poderia parecer, se x no estivesse
escrito em indice.

Exemplos — 1) Calcular a imagem de Fourier da fungio e-!*!.
Tem-se, por defini¢do:

+ oo
F [e*1;E] =f et e-lxldyx.

Mas, como e *l=¢* para x=0, e’I*l =¢* para x<0, o anterior
integral decompde-se na soma

0 +o0
f e exdx +f e’%* e~ *dx =
0

—00

—00

O 400
=f e~ +i%xdx +f ey =
0

1 1 2

+ = , VCEER.
1+i§ 1-i§ 1+8& :

Seré, pois,
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2
1+&

Qr*x[e—lxl] =

E claro que também podiamos dizer que a imagem de Fourier de
e~1*1 é a funcdo

2 - 2
, afuncao ,
1+ 12 1+ y?

etc.,

pois ndo interessa, propriamente, a letra escolhida para varidvel inde-
pendente.

2) Vimos no Capitulo VI, n?° 4, que se tem

400 eitx
f dx=me ', VtER.
—o 1+ X

Serd, pois, e *l a imagem de Fourier de
remos escrever:

1 1
%x[ ;t] =qell, ?IP,[ ;’c]=ne‘|1| ,
1+x? 1+ ¢?

e, assim, pode-
1+ x?

ete.

3) O método dos residuos permite estabelecer que

+00 T o
f e'ehdt = . e, VYoeER, h>0.
Serd, pois,
F e ;0] = r exp (— ﬁ) :
= h 4h

A transformagdo de Fourier tem enorme importdncia em Andlise
pura e aplicada. O seu uso é correntissimo em Electromagnetismo,
Electrotecnia, Mecanica Qudntica, Fisica Nuclear, Cdlculo das
Probabilidades, etc., etc.
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Os integrais do tipo (1) sdo chamados integrais de Fourier. O
seu estudo estd intimamente relacionado com o das séries de Fourier,
que € habito estudar antes dos integrais de Fourier. Mas ndo hé
inconveniente nenhum légico ou didéctico em proceder em ordem
inversa. Como veremos ao tratar da teoria das distribuicdes, as sé-
ries de Fourier podem mesmo apresentar-se como caso particular
dos integrais de Fourier.

O célculo das imagens de Fourier é efectuado por varios méto-
dos aplicdveis a integrais improprios, nomeadamente pelo método
dos residuos, exposto no Capitulo VI.

Mas convém desde ja salientar que, dada a grande importancia
desta transformacao, existem publicadas tabelas, mais ou menos ex-
tensas, de transformadas de Fourier (ver Bibliografia, no final deste
Capitulo).

2. Campo de existéncia. Primeiras propriedades

E claro que, segundo a definicdo anterior, o campo de existéncia
da transformacgio & nao é formado por fodas as fun¢des complexas
definidas em R, mas apenas pelas funcOes f que tornam convergente
o integral

oo
M) [ e s
para todo o valor real de &. Estas fungoes dizem-se F-transformdveis.
Nio é facil caracterizar a classe das fungdes F-transformaveis,
isto €, obter um critério geral (condi¢do necessdria e suficiente) que
permita, na prética, averiguar se uma dada funcdo f € ou ndo ZF-trans-
formével. Alids, o termo “convergente” atrds empregado € suscepti-
vel de vérias interpretacdes, sucessivamente mais gerais:

1) A funcdo f é continua na recta. Entdo, o integral de Fourier
(1) € apenas um integral impréprio de 22 espécie, do tipo estudado
no Capitulo V, n? 1, e serd convergente, se e sO se o integral
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f " it f(x)dx

bt /4

tender para um limite finito, quando u e v tendem para + oo, de modo
independente.

2) A funcdo f tem, quando muito, em cada intervalo limitado, um
numero finito de pontos de descontinuidade. Entdo, segundo o que
vimos no final do n’ 2 do Capitulo V, o integral de Fourier (1) de-
compde-se, quando muito, numa série

)) f " e

n=—oo

de integrais préprios ou impréprios de 1 espécie. O integral (1)
sera, entdo, convergente, quando e s6 quando estes integrais parciais
forem todos convergentes e a série dos mesmos for também conver-
gente.

3) A funcdo f é localmente somdvel na recta. Entdo, quaisquer
que sejam u, v, existe no sentido de Lebesgue o integral

2) fvu e'™ f(x)dx

e, o integral (1) serd convergente, se € sO se o integral (2) tender
para um limite finito, quando u e v tendam para + oo, de modo inde-
péndente.

Note-se que esta ultima hipétese, sendo muito mais geral do que
as anteriores, tem aspecto mais simples do que a segunda®. To-
davia, pressupde a teoria do integral de Lebesgue que, no Capitulo
anterior, nos limitdmos a expor, na sua maior parte, sem demonstra-
coes.

A referida dificuldade em caracterizar o dominio da transforma-
cdo & leva a fazer o estudo de & em classes particulares de fungdes,

(1) Na realidade, a hipdtese 2) s6 € um caso particular da hipétese 3), quando os integrais
parciais sdo absolutamente convergentes. Mas € este o caso que interessa na pratica.
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embora bastante gerais. Uma dessas classes €, precisamente, o espa-
¢co L' das fungoes somdveis na recta, isto €, integrdveis a Lebesgue
entre —oo € +oo (ver Capitulo VII, n? 10). Tem-se, desde logo, o
seguinte teorema:

TEOREMA 2.1. Se f é somdvel na recta, existe e ¢ limitada a ima-
gem de Fourier de f. Mais ainda: nesta hipotese, a imagem de
Fourier de f é uniformemente continua na recta.

Com efeito, por ser

e f)|=[f®)], Vx EER,

se f é somdvel, também a funcdo e’**f(x) de x € somavel para todo
o § real, e tem-se

< J::o|f(x)|dx, VEER.

f " et f)dx

—_00

Assim, a fungdo F(&) definida pelo primeiro integral é limitada
na recta. Para reconhecer que esta funcio € uniformemente continua
na recta, basta aplicar a doutrina do Capitulo VII, n’ 5 (teorema re-
lativo a continuidade).

Por outro lado, as propriedades elementares do integral permitem
afirmar que:

PROPOSICAO 2.1. Se f e g sdo F-transformdveis, o mesmo acon-
tece com f+g e com of, em que O. ¢ um niimero complexo qual-
quer, e tem-se

FIf+el=F[f1+F[g]l, Flofl=aZF[f].

Da 1? parte desta proposicao e do TEOREMA 2.1. resulta que:

O dominio de F é um espaco vectorial complexo, de que L' é um
sub-espaco vectorial.

A 2* parte da proposi¢cdo exprime-se dizendo que:

A transformacdo % é linear (aplicacdo linear do seu dominio no
seu contra-dominio).
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3. Efeito da transformacao de FOURIER sobre a derivacao e
sobre a multiplicacdo por x

A importancia, ja atrds assinalada, da transformagdo de Fourier,
resulta, em parte, das duas seguintes propriedades fundamentais:

TEOREMA 3.1. Se f é somdvel em R e admite derivada f’ também
somdvel em R, tem-se

FIDf1=-i F[f],
sendo & a varidvel independente das imagens de Fourier .

Com efeito, uma vez verificada a hipétese, tem-se
X X
f e’ f(x)dx = [e'* f(x)]*, — i§ f e’ f(x)dx
X -X

para todo o X real. Por outro lado, serd

X
£(X) = £(0) + fo f'(x)dx, VXER.

Como f' é somdvel em R (por hipétese), existem os limites de
f(X) quando X— +0c0 e X——oo, € estes limites s6 podem ser zero,
de contrario f nao podia ser somavel em R. Entlo, vird, por passa-
gem ao limite, lembrando que |e®*|=1:

f+°°e"§"f'(x)dx = i§f+ooe"§"f(x)dx

oo

0 que exprime a tese do teorema.
Podemos, pois, dizer que, na referida hipétese:

A transformacdo de Fourier transforma
a derivagdo em multiplicagdo por —i€,.

(1) Seria mais correcto, mas menos sugestivo, escrever F [f'(x);E] =—i& . F [f(x);&].
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Note-se que, neste teorema, ndo € preciso supor que existe a
derivada de f no sentido usual em todos os pontos, mas apenas que f
¢ primitiva de um funcio localmente somavel (que designamos por
f’) e que é, portanto, absolutamente continua, admitindo derivada
em quase todos os pontos x, igual a f’(x) (Capitulo VII, n? 6).

A segunda propriedade € andloga a anterior:

TEOREMA 3.2. Se as funcoes f(x) e xf(x) sdo ambas somdveis em
R, a imagem de Fourier de f admite derivada em todos os pontos
(no sentido usual), e tem-se

F [xf(0)] =—iDF[f].

A demonstracao deste facto € formalmente muito simples, desde
que se admita a permutabilidade da derivagdo com a integracgdo.
Com efeito, ter-se-4, entao:

D, f e f(0)dx = i f " e xf(x)dx,

—o0

ou seja, DF[f1=iF [xf(x)], donde a tese.

Tudo estd, portanto, em legitimar esta derivacdo sob o sinal de
integral. Na hip6tese particular em que f € continua (mas somavel,
ao mesmo tempo que o seu produto por x), a justificacdo pode efec-
tuar-se aplicando a doutrina do Capitulo V, n? 6®.

Na hipétese geral do teorema, a justificacdo pode fazer-se com a
doutrina do Capitulo VII, n? 5, lembrando que

ei(& +h)x _ ei&,)_c
h

fx) = e xf(x),

Vx,&,hER,com0<0<]1.

(1) Pode fazer-se, como exercicio, a justificacdo neste caso particular, aplicando a referida
doutrina.
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O médulo do 1° membro serd, pois, sempre igual ao da funcao
xf(x) que é independente de & e somdvel por hipétese. E pois, legi-
tima a referida derivagdo em ordem & sob o sinal de integral.

O TEOREMA 3.2 pode enunciar-se dizendo que, na referida
hipétese:

A transformacdo de Fourier transforma
a multiplicacdo por ix em derivagdo.

4. Inversao. Teorema de FOURIER

O problema central da transformacao de Fourier € o da inversdo,
que se pode pOr nos seguintes termos:

E dada uma funcdo complexa F definida em R. Procura-se uma
funcgdo f da qual F seja a imagem de Fourier, isto é, uma fungdo f
tal que

F=%[f]

ou, mais explicitamente, tal que

1) F(t) = f " et () dx.

O problema consiste, pois, em representar a funcdo F sob a for-
ma de integral de Fourier, ou, ainda, em resolver a equagdo integral
(1), sendo F funcdo dada e f funcdo incégnita. Como todos os pro-
blemas, comporta, desde logo, uma dupla questdo: a da existéncia e
a da unicidade da solu¢dao. Mais precisamente, pergunta-se:

L. E o problema possivel, isto é, admite, pelo menos, uma solugdo?

IL. E o problema determinado, isto é, ndo pode admitir mais de
uma solugdo?

(1) Para comodidade de escrita, passamos a usar a letra f, em vez de &, como varidvel das
imagens de Fourier.
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Evidentemente, o problema nem sempre serd possivel: isso
depende da funcdo F' dada. Mas nao se conhece uma condicdo ne-
cessdria e suficiente, de forma simples, a que deva obedecer F, para
que o problema seja possivel (do mesmo modo que nao se conhece
uma condicdo simples, necessdria e suficiente, para que uma dada
funcdo f tenha imagem de Fourier, como ja atrds assinaldmos).
Conhecem-se, apenas, condi¢des simples que sao s6 necessarias ou
sO suficientes, para que tal se verifique. Porém, como teremos oca-
sido de verificar, estas questoes recebem uma resposta formal, intei-
ramente satisfatoria, no dominio das distribuicoes, em que a teoria
da transformagdo de Fourier, bem como a da transformacdo de
Laplace, se simplifica consideravelmente.

Quanto a questdo II, prova-se o seguinte:

Se existe uma funcdo fEL' que verifique (1), essa fun-
cdo fica determinada por F, excepto, quando muito,
em pontos dum conjunto de medida nula.

Por conseguinte, se considerarmos, apenas, fun¢des localmente
somaveis na forma tipica, podemos afirmar que o problema, quan-
do possivel, € determinado. Por outras palavras: é determinado no
espaco L.

Para o estudo efectivo do problema da inversdo de &, limitar-
-nos-emos a considerar uma classe particular de fungdes, suficiente
para as aplicacdes e para a extensdo da teoria ao campo das distri-
buigdes.

DEFINICAO 4.1. Diz-se que uma funcdo f é seccionalmente regular
num intervalo compacto I, quando admite derivada continua nesse
intervalo, excluindo, quando muito, um niimero finito de pontos de
I, nos quais f tem limites laterais finitos e derivadas laterais tam-
bém finitas. Diz-se que f é seccionalmente regular na recta, quando
é seccionalmente regular em qualquer intervalo compacto da recta.

Segundo esta defini¢do, se uma funcdo f € seccionalmente regu-
lar na recta, a fungdo f e a sua derivada f’ tém, quando muito, um
numero finito de descontinuidades de primeira espécie (com saltos
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finitos), em cada intervalo limitado, e sdo, portanto, integrdveis se-
gundo Riemann, nesses intervalos (seccionalmente continuas).
Posto isto, tem lugar o seguinte importante teorema:

TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER. Seja f uma fungdo seccio-
nalmente regular e somdvel na recta. Entdo, se pusermos:

(1) Fo) =£je”"f(x)dx, ViER,

serd, necessariamente:

faxH+fx) 1 o
2) . =——V.p. f e F(b)dt,

oo

para todo o x real V.

S6 no nimero seguinte daremos a demonstracdo deste teorema.
Antes disso, convém fazer algumas observagdes essenciais:

a) O teorema € vélido sob hipdteses mais gerais: basta supor,
por exemplo, que, além de ser somdvel na recta, a funcdo f ¢é de
variagdo limitada em cada intervalo limitado (o caso de f ser sec-
cionalmente regular € apenas um caso particular desta hipétese).

Note-se ainda que, neste caso, como f € integrdvel a Riemann
em cada intervalo limitado, dizer que f € somavel na recta significa
que existe o integral de | f| entre —oo € + 0, como limite do integral

L | F@)dx

quando u ——o0 € v — + o, de modo independente.

b) Supondo F dada e f incégnita, o teorema ndo nos diz a que
condicdes deve obedecer F para que exista f; diz-nos, apenas, que, se
existe uma funcdo f que verifique (1) e a hipdtese do teorema, essa
funcdo é dada, necessariamente, pela formula (2). Com efeito, tem-se:

(1) Para comodidade de escrita, usamos aqui a letra ¢, em vez de &, como varidvel indepen-
dente das imagens de Fourier.
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fE)=f&x)=F(x)

em quase todos os pontos de R (os pontos em que f € continua) e,
portanto,

F&) + f(x)

5 =f(x)

nos referidos pontos.

Deste modo, a férmula (2) define uma transformacgao funcional
F — f que coincide com a inversa da transformacdo de Fourier, quan-
do esta se restringe a classe das funcoes f consideradas. Na verdade,
tem-se

F=%[f] e portanto, f=%1[F],

nas condicoes do teorema. Por isso, as férmulas (1) e (2) sdo cha-
madas FORMULAS DE RECIPROCIDADE DE FOURIER.

Porém, supondo que F € uma funcdo localmente somdavel, dada
arbitrariamente, de modo que exista o

+o0 X
V. p. f e *F(t)dt = lim e 'F(Hdt, Vx€€R,

) X—>+oo J_xX

nada nos garante que a fun¢@o de x assim definida, dividida por 27,
admita imagem de Fourier e essa seja precisamente F.

c) Estas consideracOes levam-nos, naturalmente, a adoptar uma
DEFINICAO MAIS GERAL DE TRANSFORMACAO DE FOURIER:

Chamaremos imagem de Fourier duma fungdo localmente somd-
vel f, e designaremos por F[ 1, a funcdo F definida pela formula

4 oo

(1) F(t) = . p.f e’ f(x)dx,
no caso em que o segundo membro exista para quase todos os valo-
res de t.

Por outro lado, supondo F dada, chamaremos imagem conjugada
de Fourier de F, e designaremos por %[F1], a funcdo f definida pela
férmula
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oo

(2) flx) = L V. p.f e ' F(t)dt,

21 —oco
supondo que o 2° membro existe para quase todos os valores de x.
Assim fica, portanto, definida uma transformacéo funcional F — f,
que designamos por % e a que chamaremos TRANSFORMACAO
CONJUGADA DE FOURIER. Do TEOREMA DE FOURIER
resulta, precisamente, o seguinte:

Quando se restringe F a classe das fungoes seccionalmente regu-
lares somdyveis sobre a recta (ou a outra classe mais extensa a que se
aplique, ainda, a tese do teorema), a transformacdo % dd-nos a in-
versa de F, isto é, pode escrever-se, entdo, & =%, visto que se tem

FF[fl1=F1,

para toda a funcdo f de tal classe.
Ora, € fécil ver que serd, analogamente,

ol

FFIfI=F,
para toda a funcdo f da mesma classe e que, portanto, F=%-!, quan-
do se restringe & a essa classe.

Com efeito, as transformacdes F e F tém, como se vé, forma
muito semelhante, e, portanto, propriedades andlogas.

Todavia, o TEOREMA DE FOURIER nao nos habilita (mesmo
com o citado alargamento da hipétese) a afirmar que se tem F = %!
no caso geral, isto é, aplicando & e % a classe de todas as funces
localmente somdveis para as quais existe o 2° membro de (1°) ou

de (2.

d) As questdes I e II atrds formuladas recebem uma resposta
completa, quando nos reportamos ao espago L* das funcdes de qua-
drado somével em R (Capitulo VII). Tem-se, com efeito, o seguinte
elegante

TEOREMA DE PLANCHEREL. A transformacdo % dada por (1)
define uma aplica¢do biunivoca do espaco L? sobre si mesmo, cuja.
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inversa é dada por (2). Esta aplicacdo é isométrica, relativamente
a norma quadrdtica definida em L2, isto é, tem-se

IFf =1 £l,, VfeL.

Este teorema, cuja demonstracdo se pode encontrar em qualquer
bom tratado sobre a transformacdo de Fourier, € de importancia
capital nos fundamentos matematicos da Mecanica Quéantica. Mas a
sua hipdtese € ainda demasiado restritiva.

Por exemplo, a funcao

e-lxl

Vx|

€, como facilmente se reconhece, seccionalmente regular e somdvel
sobre a recta, e, contudo, o seu quadrado ndo € somdvel em nenhum
intervalo que contenha a origem.

Alias, em Mecanica Quantica é frequente considerar, como exis-
tente, a imagem de Fourier de funcdes tais como senx, x, etc., para
as quais ndo existe ou nio é finito o segundo membro de (1°). As
imagens de Fourier de tais funcdes s6 podem interpretar-se como
distribui¢des; estas constituem, como jé atrds se observou, o domi-
nio mais adequado para o estudo da transformacdo de Fourier.

e) No espaco L! a situac@o ndo € tdo clara como em L% Todavia,
tem lugar o seguinte teorema, que se apresenta como variante nota-
vel do TEOREMA DE FOURIER:

Se fEL! e se também FEL', sendo F a imagem de Fourier de f,
entdo, tem-se necessariamente

1 e —ixt
f(X)—EJ: e"™F(1)dt,

(=]

em quase todos os pontos x da recta (mesmo que f ndo seja seccio-
nalmente regular ou de variacdo limitada em intervalos limitados).

f) Certos autores chamam transformagdo de Fourier, e designam
por %, a transformag@o definida por (2°); entdo, a conjugada F de F
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serd a transformac@o definida por (1”). H4, pois, assim, uma com-
pleta troca de terminologia e notacao.

Por vezes, a fim de pdr em evidéncia a analogia das duas trans-
formacgdes, € costume defini-las pelas duas seguintes formulas de
reciprocidade, ligeiras variantes de (1°) e (2°):

4 — 1 e itx
(1" F(t) =T V. p.J_w e'™ f(x)dx,
(2" fx) = LV. p. r+°Qe“"”F(t)a,’t.
V2n Joo

A unica diferenca consiste, como se V€, na troca de sinal efec-
tuada no expoente.
Note-se que, adoptando estas defini¢des, se tem (ver n” 1, Exem-

plo 3)
Gf[e_%z] = e_%z.

Assim, a fungdo exp (—x%2) tem por imagem de Fourier a mesma
funcdo (a parte as letras escolhidas para varidveis independentes).
Por outras palavras: esta funcdo é uma invariante da transformacdo
de Fourier definida por (1").

Este facto tem repercussdo importante, por exemplo, no Célculo
das Probabilidades: como se sabe, a funcao

x2
exp |——],
p( 2)

cujo grafico € a curva de Gauss, representa a densidade de probabi-
lidade da distribuicdo normal (de valor médio O e desvio-padrao 1).

Foérmula integral de Fourier. Forma complexa e forma real.

As formulas de reciprocidade (1) e (2) que figuram no enuncia-
do do TEOREMA DE FOURIER podem fundir-se numa tnica f6r-
mula, substituindo F(¢) em (2) pela sua expressdao dada por (1), com
uma outra letra (por exemplo &) no lugar da varidvel de integracdo
x. Vir4, entdo, atendendo a que e** ndo depende de &,
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fa) + fG) _ 1

3 V. .
(3) 5 . p

f_ :odt f :o e & F(EVIE .

Tal é a FORMULA INTEGRAL DE FOURIER (na forma com-
plexa) cuja importancia para fungdes de varidvel real € comparavel
a da FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY para funcdes analiti-
cas. Esta formula € vélida, evidentemente, quando f verifica a hipo-
tese do TEOREMA DE FOURIER.

Interessa, agora, examinar como esta formula fornece a parte
real e o coeficiente da parte imaginéria de f. Para comodidade de
escrita, convencionemos atribuir como valor a f(x), em cada ponto x
de descontinuidade de f, a semi-soma dos limites laterais de f em x;
isto €, ponhamos, por convencao,

F&) + fx)
2

fo) =

nos referidos pontos (nos restantes ja sabemos que assim €). Ent3o,
pondo u(x)=Ref(x), v(x)=Imf(x), VxER, a parte real da fungio
integranda em (3) sera

u(€)cos[t(€ — x)] —v(€)sen[#(§ — x)].

Ora, como a funcao de ¢

f " (® sen[t(& - 1)1 dE

—00

¢ impar (mudando # em —¢ a fun¢do integranda muda apenas de sinal),
segue-se que

fT dtf+wv(§)sen[t(§—x)]d§=O, VTEIO, +oo].
-T —oo

Logo, o limite quando 7 — + o também € nulo e, portanto,

) u(x) = % v.p. f :odt f ju(g) cos[#(E — x)]dE.
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Analogamente se reconhece que a funcdo v(x) € dada pela
mesma formula, com v no lugar de u. Tal €, pois, a forma real da
FORMULA INTEGRAL DE FOURIER, aplicével a funcdes u(x)
que verifiquem a hipétese do TEOREMA DE FOURIER. Atendendo
a definicdo de v. p. (valor principal de Cauchy) e ao facto de a fun-
¢do cost(§—x) ser par (ndo muda quando se muda ¢ em —¢), a f6r-
mula (4) pode ser escrita com o aspecto

Lo (T,
5) foo=— tim_["ar f " £®) cosli(t - 01t

TC T+

com
F) = % [FO) + £GO)]

em todo o ponto x de descontinuidade. Esta é a FORMULA INTE-
GRAL DE FOURIER, na forma real.

As consideragoes anteriores mostram que, para demonstrar (3)
(com f complexa e na hipotese do teorema), basta demonstrar (5) (com
f real, na mesma hipdtese). E isto o que faremos no niimero seguinte,
demonstrando, assim, 0o TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER.

Notemos, por tltimo, que a forma complexa (3) da FORMULA
DE FOURIER ¢ ainda aplicével, evidentemente, a fungdes f reais
que verifiquem a referida hipdtese, e que, por sua vez, a formula (5)
também € aplicavel a funcdes complexas.

5. Demonstraciao do teorema integral de FOURIER

A demonstragdo que vamos dar assenta no resultado anterior e
em dois lemas, dos quais o segundo € corolério do primeiro.

LEMA 1. Se ¢ é uma funcdo complexa seccionalmente continua num
intervalo limitado [a, b] qualquer, o integral

b
S=f @ (x) sen Axdx

tende para zero quando A— + oo,
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Basta demonstrar o Lema no caso em que ¢ € continua sobre
la, b], visto que, de contrério, [a, b] decompde-se num numero fini-
to de intervalos sobre os quais ¢ € continua (segundo a hipdtese).
Ora, feita a mudanca de varidvel

Y[
x=u+h, comh=x,

obtém-se

b—h

S=- ©(u + h)senAudu,
h

a—

visto que sen Ax=-senAu, VAER. Entdo, pondo x no lugar de u
(o0 que ndo muda o valor do integral) e somando as duas expressoes
de S, obtém-se

b—h

28 =— fa ©(x + h) sen Axdx +f [@(x) — @(x + h)] sen Axdx +
a-h

a

b
+ O (x) sen Axdx.

bh
Seja, agora, M=max|¢(x)| em [a, b]. Da anterior expressao vira:

b—h
(1) 2|S| < 2Mh +fa lo(x + h) — o(x)|dx.

Posto isto, seja 0 um nimero positivo arbitrario. Como 4 — 0
quando A— + oo, existe um p tal que 2Mh < d para A>p. Como, por
outro lado, @ € continua sobre [a, b], existe um g tal que

, paraA>gq.

|o(x +h) - o(x)| <
b-a

Entdo, se designarmos por r o maior dos nimeros p, g, vird de (1):
|S| <& para A>r,

o que significa, precisamente, que S — 0 quando A— + oo.



513

NOTA. A ideia intuitiva que deu origem a esta demonstracio € a
seguinte: Quando A >0, a funcdo sen Ax de x é alternadamente
positiva e negativa em sucessivos intervalos de comprimento T/A.
Entdo, para grandes valores de A, as contribui¢cdes para o integral
provenientes de intervalos adjacentes tendem a anular-se mutua-
mente, visto que, em virtude da continuidade, os valores de @(x) em
tais intervalos adjacentes tendem a ser iguais.

LEMA 2. Se f é uma funcdo complexa seccionalmente regular na
recta, tem-se, para todo o a>0 e todo o x real:

sen At

im | foe+ o)

}v—-)+°° —a

dt=— [f(x+) + f(x7)]

(FORMULA DO LIMITE DE DIRICHLET).

Com efeito, seja f uma funcdo nas condi¢des do enunciado e
consideremos, primeiramente, o intervalo [0, a]. Se pusermos

MPRCALES ()

vird, para todo o x real, em virtude da hipétese, @(0+) = f’(x*) (valor
finito). Entdo, facilmente se reconhece que a funcdo ¢ € seccional-
mente continua em [0, a]. Assim:

f o) SEBM f foen SN g f o(f) sen Atdt,
0

e, segundo o Lema 1, o ultimo integral tende para zero quando
A — + 0. Finalmente, efectuando no primeiro integral do 2° membro a
substitui¢do =u/A e atendendo a um resultado do Capitulo VI, n? 4,
obtém-se para limite do 1° membro, quando A— + oo

ak senu senu

f(x*) lim

A=+ JO

+ e _E +
du = f(x)f du—2f(x).

Analogamente se reconhece que
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lim f et ) sen At

Ao+ oJ_

T
dt=— f(x),
5 fF&x)
0 que, junto ao resultado anterior, conduz a FORMULA DE DIRICHLET.
Demonstracdo do Teorema de Fourier.

Seja f uma funcdo complexa, seccionalmente regular e somavel
sobre a recta. Ponhamos, entdo, para cada x real:

1) faf(x+t) Ser;“ dt=F(a, 1), Va>0,A>0.

Segundo a FORMULA DE DIRICHLET, tem-se

lim F(a, \) =g [fe*) + fG&)],  Va>0,

A—>+oo

e, como este limite ndo depende de a, serd ainda:

(2) lim lim F(a, A) =— [f(x*) + f(x)].

a—>+o A—+eo
Por outro lado, visto que

sen At
t

A

:f cos(tt)dt, Vit#0,A>0,
0

tem-se, atendendo a (1):

a A A a
Fla,\)=] f(x+ t)dtf cos(tt)dT =f d’cf f(x +1t)cos(tt)dt.
—a 0 0 —-a

Entao, se for permitido trocar a ordem dos limites na formula
(2), ter-se-a:

- [f(x*) + f(x)] = lim lim F(a, M)

A—>+oo a—+eo

+ oo
= lim d’cf f(x + f)cos(t1)dt,

A=+ J0

_ f "t f " fx + D cos (tT)dt,
0 -
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visto que o ultimo integral € uniformemente convergente, por ser
sempre

| fFOx+ D) cos ()| < | f(x +1)|

e a funcdo f ser somdvel sobre R, por hipétese.

Ora, a expressdo anterior dd-nos imediatamente a FORMULA
INTEGRAL DE FOURIER (5), escrita no niimero anterior, se puser-
mos t=&—x e mudarmos depois T em t. Resta-nos, pois, em tltima
anélise, demonstrar que € licita a referida troca dos simbolos de limite:

lim lim F(a,A) = lim lim F(a, \).

a—>+oo A—>+oo A—+oo a—>+oo

Para isso, podemos aplicar o TEOREMA DO DUPLO LIMITE
(Capitulo V, n? 6). Trata-se de provar que, quando a — +<, a funcéo
F(a, \) tende para o limite
sen (A7) dr

4

+ o0
L= f fx+1)
uniformemente sobre a semi-recta A>0. Ora, isso é um consequén-
cia imediata da relacdo

sen At
t

dt

L-F(a, >»>|<f+°°|f(x+r)| jsen ] dt+f_a|f(x+t)|

a t —o0

<lf CIf@|dr,  Va>1, A>0,
a J-=

a qual nos mostra que o supremo de |L—F(a, )|, para A >0, tende

para zero quando a — + oo.

6. Efeito da transformacido de FOURIER sobre a multiplicacio.
Convolucao

Sejam f, g duas quaisquer fungdes complexas somaveis sobre a
recta. Entdo (TEOREMA 2.1.), existem para todo o ¢ real os integrais

f " e f(u)du, f " eg(v)dv,

—00 —00
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que definem, respectivamente, F[f] e F[g]. Ora, o produto destes
integrais serd, segundo um critério conhecido (Capitulo V, TEOREMA
7.8 e Capitulo VII, TEOREMA 11.2), igual ao integral duplo

oo (Moo
f f e Vf(u)g(v)dudy.

Neste integral € licita a mudanca de varidveis

x=u+v, &=v

R
uv 01

Efectuando esta mudanca de varidveis, obtém-se:

cujo jacobiano é

_[r J::oe”"f(x ~8)g(©)dxdg =£:° edx [jf(x _&)g(E)dE.

Ora, se pusermos

0 ho=[ a-Be@d,  vreR,

o anterior integral serd igual a

f e h(x)dx,

—00

ou seja, F[h]. Assim, em conclusio,
(2) FLf1F[g] = F[h].

Pois bem, chama-se convolugdo das duas func¢des somaveis f, g a
funcdo & definida por (1), e escreve-se, entdo, para indicar este facto:

h=fxg.
Ter-se-4, pois, por DEFINICAO DE CONVOLUCAO:
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(P ) ) = f " foc-glodr,  WxeR.

A igualdade (2) pode, agora, escrever-se, trocando a ordem dos
membros:

3) FIf+gl=ZF[f]. Flg]

férmula muito importante, que traduz o seguinte teorema fundamen-
tal da teoria do integral de Fourier:

A transformacgdo de Fourier, quando aplicada a fungbes somd-
veis, transforma a convolug¢do na multiplica¢do usual.

Prova-se, alids, que a convolugdo de duas fungoes somdveis ainda
é uma fungdo somdvel.

A convolucdo, também chamada produto de composi¢cdo ou
produto integral (em alemao “faltung”) € uma operagado bindria, com
propriedades formais idénticas as da multiplicacdo, como resulta
imediatamente da féormula (3) e da unicidade das imagens inversas
de Fourier. Assim, a convolu¢ao (entre funcdes soméveis na recta)
é: comutativa, associativa e distributiva relativamente a adicdo.

Por exemplo, a primeira propriedade resulta de se ter

FIF1F(1=F[g]1F[f], Vf,g€EL,

e, analogamente, para as restantes propriedades.

O teorema anterior também se pode enunciar deste outro modo:

A transformacdo inversa de Fourier, quando aplicada a funcoes
que sdo imagens de Fourier de funcoes somdveis, transforma a mul-
tiplicacdo em convolugado.

Com efeito, se forem f e g duas fungOes soméveis e

F=%[f], G=%[gl,
tem-se, pelo teorema anterior:

FLf+gl=F[f1F[g]=FG,
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donde
FUFGl=fxg=F ' [F]=F'[G].

Em particular, se f, g verificam a hipotese do TEOREMA DE
FOURIER, %-! coincide com % e, assim, teremos

F[FG]=F[F]+ZF[G].

Na mesma hip6tese, adoptando a DEFINICAO GENERALIZA-
DA DE TRANSFORMACAO DE FOURIER (n?° 4, férmula (1)),
poderemos escrever

FIFG]=F[F]+ZF[G]

(supOe-se que F e G sdo imagens de Fourier de funcdes que verificam
o TEOREMA DE FOURIER).

E preciso nio esquecer que estamos, agora, a considerar os valores
principais de Cauchy dos integrais de Fourier, segundo a referida defi-
nicdo generalizada. Todavia, se F, G € FG s3o soméveis, esses inte-
grais sao convergentes no sentido usual e recaimos na defini¢ao usual.

Reencontramos, aqui, as dificuldades inerentes ao facto de ndo
serem bem conhecidos o dominio e o contradominio da transformacao
. Trabalhando com distribuicées, essas dificuldades desaparecem.

7. Efeito da transformacao de FOURIER sobre as translacoes

Dada uma funcao real f definida sobre a recta, e sendo ~ um nu-
mero real qualquer, € facil ver que o grafico da fun¢do f(x—h) de x

A

Jix) B

= -

Y
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se obtém do grafico de f(x) por uma translacdo de amplitude 4. Dai
o dizer-se que f(x—h) € a translatada (h) de f, a qual se representa
porT,f.

Suponhamos, agora, fE€L'. Entdo, também a sua translatada (h)
pertence a L!, e tem-se

T = ense— s

+ co

=f e+ f(y)du

— 00

+ oo
— eihtf e”“f(u)du,

— 00

ou seja,

) . e
Ffx=h)]=e"F [f(2)].

Aligs, este resultado estende-se, como € f4cil ver, a quaisquer
fungdes F-transformaveis. Assim:

A transformacgdo de Fourier transforma a translagcdo de ampli-
tude h em multiplicacdo por e™.

Da mesma férmula resulta, imediatamente:

F e F(1)] =1, F[F].

8. Aplicacoes as equacoes diferenciais

O facto de a transformacgdo de Fourier converter a derivacao
relativa a x em multiplicagdo por —i& (sendo & a nova varidvel inde-
pendente), torna-a um instrumento precioso para equagdes diferen-
ciais (ordinarias ou em derivadas parciais), que sejam lineares € com
coeficientes independentes de x. Desempenha, entdo, um papel ané-
logo ao dos logaritmos no célculo numérico elementar.
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Exemplo 1) — Consideremos a equacdo diferencial ordindria

(1) ¢"-o=f,

em que f € uma func@o dada e @ a fun¢do incognita. Varios sio os
tipos de problemas que se podem por relativamente a tal equacao.
O mais simples é o problema de Cauchy, que consiste em dar, além
de f, condi¢Ges iniciais: por exemplo, os valores de @(x) e ¢’(x) no
ponto x=0. Mais complicados s3o os problemas nos limites, um
dos quais consiste em dar os valores de @(x) em dois pontos a € b
distintos.

Pode ainda apresentar-se um problema do seguinte tipo:

Seja f somdvel na recta; procura-se uma solucdo ¢ de (1) que
seja também somdvel na recta™®.

Neste caso estd naturalmente indicada a transformagdo de Fou-
rier. Suponhamos que o problema admite uma soluc@o. Visto que
¢”=D(D@), tem-se:

Flo"1=—iEF[DQl=(-i&) > F[p]=—E*F[9] .

Por conseguinte, se aplicarmos & aos dois membros de (1), viré,
atendendo a que esta transformacao € linear:

-8 F[o]-Flol=F[f],

ou seja, pondo F[@]=D e F[f]=F:

~(E+D)PE)=F({),
0 que equivale a

__F®
Q) =- 1 %

(1) Este € ainda uma espécie de problema nos limites, pois que, para ser somével na recta, a
fungdo @ deve ter um certo comportamento quando x—+co € quando x—>—oo.
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Assim, o problema relativo a equagdo diferencial (1) é transfor-
mado num simples problema algébrico de divisdo por 1 +&2.

Resta, agora, voltar atrds, isto &, aplicar a transformagdo inversa
de Fourier. A solugdo procurada, se existe, deve ser dada pela for-
mula:

1+ &2
Mas podemos, aqui, aplicar a doutrina do n? 6. Tem-se

Tpp-1 1 — Op-1 1 s« T — O~ 1 %
z [1+§2F(§)]—J«> [ng] F1[F] = F [H&Z] ;.

Por outro lado:
+ 00 —ix§
g—l[ 1 ]= 1 f e d.
1+&] 2mde 1+8

e j4 sabemos (cf. n° 1) que este integral € igual a me~*l. Vir4, pois,
finalmente,

o(x) = % e £(x)

ou seja, mais explicitamente:

1 (=
__1 et
0w =7 f eI () dt.

—_00

Ora, pode verificar-se que esta €, de facto, uma solu¢do do pro-
blema proposto. Além disso, as consideracdes anteriores mostram
que tal soluc@o € a uinica existente.

NOTA IMPORTANTE. A justificacdo total do método empregado
s6 pode fazer-se, de maneira simples, recorrendo a teoria das dis-
tribuicoes. Deixa, entdo, de ser necessario verificar que a funcdo
obtida € uma solu¢do do problema.
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Mais ainda, a teoria das distribuicdes permite alargar, considera-
velmente, as condi¢des do problema: basta supor que existem cons-
tantes M e o, tais que | f(x)| < Mx* e exigir que @ verifique uma con-
dicdo andloga.

Exemplo 2) — Seja, agora, a equacdo em derivadas parciais

d 0’

5, o =f(x, 1), com h=0,
X

que € a equacdo de propagacdo do calor, ao longo de uma haste
homogénea indefinida. Aqui, f(x, f) € uma funcdo conhecida que re-
presenta a fonte externa de calor no ponto da haste de abcissa x € no
instante ¢; @(x, 7) € a funcdo incognita, representativa da tempera-
tura no ponto x e no instante . Um dos problemas que se podem
apresentar a respeito desta equacdo € o problema de Cauchy, que
consiste em dar, além da funcdo f, a temperatura @,(x) em cada
ponto x, num instante inicial #=0. Assim, a equacdo (2) € associada
a condigdo inicial:

3) O(x, 0)=@,(x), para —co<x<+oo.

Suponhamos que, para todo o =0, a funcdo f(x, ) de x € soma-
vel na recta, assim como @,(x), € que existe uma solugdo @(x, ) de
(2) que verifica (3) e € também somavel na recta em relacdo a x, para
todo o = 0. Entdo, podemos aplicar tanto a f como a @ a transfor-
magdo de Fourier, relativamente a varidvel x. Ponhamos

FE 0=%F[f(x 0], ®E, 0=F[ox 1].

Visto que

ter-se-a, entao,

gJclia (5] = (_lg)z 9Fx[(p] =- E.-Z(I)
0x
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Admitamos que F ¢ permutdvel com a derivacdo em ordem a t
(ndo nos € possivel, agora, demonstrar a validade desta hipétese).
Aplicando & aos dois membros de (2), vird, pois, finalmente, aten-
dendo a linearidade de %:

) D@ +hE®=F(E,1).

Por sua vez, aplicando & aos dois membros de (3), e pondo
D, =F[@,], vira:

3) D&, 0)=D,(E), para —co<E<+oo.

Assim, transformdmos a equacdo em derivadas parciais (2), com
a condigdo inicial (3), na equacdo diferencial ordindria (2") em ordem
at (§ ¢, agora, apenas um pardmetro) com a condicdo inicial (3").
Ora, a solugdo de (2) que verifica (3”) €, como se sabe,

DE, ) =D, (E)e "™ + f te-"‘iz“-’)F(F,, 7)dT.
0

Restava-nos agora, para obter a solucdo de (2) que verifica (3)
(somével em ordem a x para todo o #=0), aplicar a esta fungdo @ a
transformagcdo inversa de Fourier em ordem a .

Em particular, se f(x, £)=0 (equacdo do calor homogénea), vira,
para todo o t=0:

00 1) = F[e %] 5 F[D,] = exp (— x—) # Q)

1
\4mht 4ht

(ver n° 1, Exemplo 3 e FORMULA DE INVERSAO). Ter-se-4, pois,

mais explicitamente:
1 f Fes [ (x — u)z]
exp | — ©,(u)du .
Vanht J-= 4he |

Ora, ndo € dificil provar que esta funcio de x e ¢ é, de facto, uma
solucdo de (2) para =0, que verifica (3). E serd a tinica, se lhe im-
pusermos, por exemplo, a condi¢do suplementar de ser uma fungao
de x limitada sobre a recta, para todo o t=0.

O(x, 1) =
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NOTAS - 1. As observagoes feitas para o 1° exemplo, estendem-se,
mutatis mutandis, ao 2° exemplo.

2. S6 existe solucdo do problema, nas condi¢Oes indica-
das, para t>0. Este facto estd relacionado com a irreversibilidade
das transformagodes térmicas: a partir do estado inicial, pode-se pre-
ver o futuro, mas ndo reconstituir o passado.

3. O facto de, na solucdo do problema de Cauchy para a
equagdo do calor, figurar a funcdo de Gauss do Célculo das Proba-
bilidades, sugeriu aos fisicos a ideia de que a propagacdo do calor é
um fenémeno de natureza ndo dindmica, mas estatistica. Assim
nasceu a teoria cinética dos gases.

Alids, a mesma equacdo diferencial aplica-se, mais geralmente, a
outros fendmenos do mesmo tipo (fendmenos de difusdo) e por isso
recebe, também, o nome de equacdo da difusdo.

Exemplo 3) — Seja a equagdo das cordas vibrantes:

“4)

que caracteriza a propagagdo de vibragoes (ou perturbagoes), sob a
forma de ondas, ao longo de um fio homogéneo. Aqui, u(x, ) € a fun-
¢do incognita, representativa da ordenada do ponto da corda de ab-
cissa x, no instante t. O problema de Cauchy, para esta equacdo,
consiste em dar as fungdes u(x, £) e u/(x, ) no instante t=0:

&) u(x, 0)=u,(x), u/(x 0)=u,x).

Supondo verificadas certas condicOes, a transformagdo de Fourier
em ordem a x converte a equacao (4) em derivadas parciais, na equa-
¢éo diferencial ordindria com o pardmetro &:

@) _EUE, 1) —%DZU@., H=0,

ou ainda,
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DZU(ga t) o+ (aE.v)ZU(E.v t) = 0,

com U(E, 1)=F [u(x, 1)].
Por sua vez, as condic¢des iniciais (5) sao transformadas nas con-
di¢Ges iniciais relativas a (4"):

(59 UE, 0) = (8), UL, 0)=U(5),

com Uy=%F[u,] e U =%F[u,].
Ora, a solugdo de (4”) que verifica (5”) é, como se sabe:

sen (at&)

ag

eiat& + e—iat§ eiatE_, _ e—iatE_,
=T Ty+f=f "y,
2 2a€i

U(E, 1) = cos(at&)U, + U =

Mas, tendo em vista o estabelecido no n° 7, vem:
F'[e U] = uy(x — at), Fl e U,] = u(x + at)

e, portanto,

uy(x —at) + u,(x + ar)

F:'[cos (at&)U,] = 5

Analogamente se obtém:

?ﬁgl[M Ul] = ZL fx+atu1(r)dr.

aﬁ a Jx-at

Estes dois resultados permitem obter a forma explicita da solucio
do problema de Cauchy proposto. Mas neste caso particular ndo é
manifesta a vantagem do mértodo de Fourier: a solugao do problema
de Cauchy pode ser achada directamente, da maneira mais simples,
sem impor restricdes inuteis aos dados e a solugdo. Servimo-nos
deste exemplo, apenas, para melhor esclarecer o método de Fourier,
que, em outros casos, oferece nitida vantagem.
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9. A transformaciao de FOURIER para fun¢oes de mais de uma
variavel

Consideremos, por exemplo, uma fun¢do complexa f(x, y) das duas
variaveis reais x, y, definida no plano. Suponhamos que, para cada
valor de y, a funcdo f(x, y) de x tem imagem de Fourier, F[f(x, y)].
Esta ser4, entdo, a funcdo F(&, y) definida pela férmula

FE,y) = f_ :O e¥f(x, y)dx  VE yER,

e diremos que F(&, y) é a imagem de Fourier parcial em ordem a x,
da fungdo f(x,y). J& encontrdmos este conceito nos exemplos do
nimero anterior.

Suponhamos, agora, que, para cada valor de &, a fungio F(E, y)
de y também admite imagem de Fourier, F,[F(C, y]. Esta serd a fun-
¢do @(&, n) dada por

@ m=] emFE dy, Ve mER,

ou seja,

BE, 1) = f " g f " et f(x, y)dxdy.

Ora, para que estas duas integracdes sucessivas sejam permuta-
veis, basta que exista o integral duplo correspondente (Capitulo VII):

+oo (P00
f f e! &+ f(x, y)dxdy.

Nesta hipétese, a fungdo @(E, n) definida pelo anterior integral é
chamada a imagem de Fourier de f(x,y) em ordem a x e a y, ou, sim-
plesmente, a imagem de Fourier de f, e representada por &, [f(x, y)],
por &, f(x, y), ou, mais simplesmente ainda, por Ff. Ter-se-4, entdo,

F  f6y) =FF f(x,y)=FF f(xy).

Assim, fica definida a transformacdo dupla de Fourier.
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Dum modo geral, dada uma func¢ao f(x,, ..., x,) das n varidveis
reais x,, ..., x,, definida em R”, se pusermos, para abreviar:

X=Xy %), 628150005 6,), X-G=x,G,+ - +§,x,,

chama-se imagem de Fourier de f em ordem a x, ..., x, ou, simples-
mente, imagem de Fourier de f,a fungdo de &, ..., E definida pelo
integral multiplo

[ essrwax,

quando este € convergente para todos os sistemas de valores de
g, ..., & . Tal fungdo é, entdo, designada por qualquer das notagdes

oj;xl,...,xnf(xl’ e xn)’ ijf(x), 9;[f] etC.,

sendo, entdo, F o produto das n transformacoes de Fourier parciais
97;1, @xz, - 9';”, em ordem arbitrdria.

Assim, fica definida a transformacdo miiltipla de Fourier (para
fungdes de n varidveis).

As propriedades fundamentais da transformacdo miiltipla de
Fourier sdo extensOes, mais ou menos imediatas, das que foram es-
tabelecidas para a transformacao simples.

Assim, por exemplo, € facil ver que a transformacdo miiltipla
de Fourier é linear, que a imagem de Fourier de f existe e é limitada
(e uniformemente continua) quando f é somdvel sobre R", e que se

tem, sob condigbes andlogas as anteriores:
Ofe a 4 Of
Jex —f(x) =_lngF[f(x)]9 k=19-°°9n,
ox,

F [x, f(x)] =—iai§k FIf®], k=1,...,n,

1 —ixe
|| emreae,

2y

Fif=

etc.
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A convolugao de duas fungdes f e g de n varidveis reais define-
-se, ainda, de modo analogo:

(Feg)0 = fox- g,

supondo que este integral existe para todo o x ER". Tem-se ainda,
quando f e g sd0 somaveis:

FIfxgl=F[f1F[g],

donde se deduzem propriedades da convolugcdo andlogas as da mul-
tiplicacdo.

As propriedades expostas da transformacdo miiltipla de Fourier
sd0, ainda, o fundamento de importantes aplicacées desta transfor-
magdo a equagoes diferenciais, ordindrias ou em derivadas parciais.

Seja, por exemplo, a equacdo do calor no espaco:

0P (82(p R0 82(p>

1 _—. h = y VKo ’
() ot o ¥ 0y? ¥ 07’ J& 3
ou, abreviadamente,

oL

— —~hAop =1,

y o=f
com

az az 82

A=

+—+
ox> dy* 07
(laplaciano em ordem a x, y, 7).

Aqui f(x, y, z, ) € uma funcdo conhecida, que representa a fonte
de calor no ponto (x, y, z) € no instante ¢, enquanto Q(x, y, z, t) € a
funcdo incognita, representativa da temperatura no ponto (x, y, 7) €
no instante ¢. Consideremos o problema de Cauchy relativo a equa-
cdo (1), associando a esta, a condicdo inicial

2) 0, ¥ 2, 0) = Qyx, 3, 2).
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Suponhamos que, para todo o t=0, a funcdo f(P, t) do ponto
P=(x,y, 2) € somdvel no espaco, assim como a fun¢do @,(P)=
=,(x, ¥, 2), € que existe uma solucdo Q(P, ¢) de (1), que verifica (2)
e é também somavel no espaco, para cada ¢t = 0. Ponhamos:

%x,y,zf(x’ y7 Z’ t)=F(§7 n7 C, t)
%x,y,zq)(x’ y’ Z’ t)=(D(§9 na C’ t)
ofx,y,z(PO(x’ y’ Z)zq)o(g’ T], C) .

Entdo, aplicando & aos dois membros de (1) e (2), em ordem a
X, ¥, Z, a equacdo em derivadas parciais (1) sera transformada na
equacdo diferencial ordindria
(1%) DO +h(E2+M2+)D=F,
com a condi¢do inicial

(2" D&, N, ,00=2,(&, 1, ).

Ponhamos, para abreviar, Q=(§, n, {), p=VE>+n2+ (2. Entio,
a solug@o de (1”) que verifica (2”) serd, como é sabido:

t
Q. 0= 00 e+ [ IR, V.
0
Em particular, se f=0 (equacdo homogonea), vira

D(Q, 1) = D(Q)e ™™,

donde, aplicando ;' aos dois membros e pondo P=(x, y, z):

QO(P, 1) = F;'(e™) x py(P),

Mas tem-se com r = Vx*+y*+ 7%,

Fy' (€)=

1 P?
Ny T [_ (4ht)3]’
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o que conduz, finalmente, a forma explicita da solu¢do de (1) que
verifica (2).

Podemos, ainda, aplicar o mesmo método a equacdo geral das
ondas

u—;—a?_f(xl, s X,s t)
com
2 2 2
A= J +a_+...+a_,
ox? ox? ox?

de que sdo casos particulares a equagdo das cordas vibrantes (n=1),
a equagdo das ondas no plano (n=2) e a equacdo das ondas no es-
paco (n=3).

A transformacdo de Fourier € igualmente 1til neste caso.
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