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INTRODUÇÃO 

Entre a Análise Real e a Análise Complexa existe uma diferença 
fundamental que convém desde já salientar. 

Quando se trata de uma função real de variável real, isto é, de 
uma função y = f(x), em que tanto a variável independente, x, como 
a variável dependente, y, tomam como valores números reais, pode 
acontecer que a função admita primeira derivada, f'(x), num dado 
intervalo, sem admitir aí segunda derivada, ou que admita segunda 
derivada, sem admitir terceira, etc. Pode também acontecer que f(x) 
seja indefinidamente derivável num intervalo, isto é, que tenha aí 
derivadas finitas de todas as ordens, mas que não seja representável 
pela sua série de Taylor numa vizinhança dum ponto Xo do intervalo: 

f( ) ( ) f '() (x - XO)2 f" (x - xo)n () 
Xo + x - Xo Xo + 2 ! (xo) + ... + n ! f n (xo) + ... , 

isto é, pode suceder que a soma desta série não coincida com f(x) 
em todos os pontos x interiores ao intervalo de convergência (1). 

De todos estes casos poderíamos dar inúmeros exemplos. 

(1) Pode mesmo suceder que o raio de convergência seja nulo. 
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Pelo contrário, quando se trata de uma função complexa da 
variável complexa, ou seja, de uma função w = fez), em que tanto a 
variável independente, z, como a variável dependente, w, tomam 
como valores números complexos, verifica-se, como veremos, o 
seguinte facto, deveras notável: 

Se a função admite primeira derivada finita(l) nos pontos inte­
riores de um domínio plano, admite necessariamente derivadas de 
todas as ordens nesses pontos e é representável pela sua série de 
Taylor, numa vizinhança de cada ponto interior ao domínio. 

Exprime-se este último facto dizendo que a função é analítica 
no interior do domínio D considerado. 

Assim, de uma hipótese tão simples, como é a da existência de 
primeira derivada finita no interior de D, resulta para as funções de 
variável complexa uma série de consequências importantes e, como 
veremos, uma grande riqueza de propriedades, que tornam as fun­
ções analíticas extremamente regulares, cómodas, manejáveis - ex­
tremamente bem comportadas (2). Esse "bom comportamento" cessa 
precisamente em certos pontos da fronteira do domínio em que há 
derivada - pontos singulares, cujo estudo tem, igualmente, uma 
importância fundamental na teoria das funções analíticas, para um 
perfeito conhecimento das mesmas. 

Da grande riqueza de propriedades das funções analíticas resulta 
não só a perfeição formal da sua teoria (que é, sem dúvida, uma das 
mais belas e harmoniosas de toda a Matemática), mas também uma 

(1) Como veremos, a definição de derivada para funções de variável complexa é idêntica à 
que se dá para funções de variável real (como limite da razão incremental). 

(2) Em linguagem intuitiva, não rigorosa, da Matemática, uma função diz-se tanto mais 
regular quanto mais propriedades possui, a facilitar o seu estudo. Assim, uma função 
derivável é mais regular do que uma função contínua, uma função com segunda derivada 
contínua é mais regular do que uma que tenha só primeira derivada, etc. 
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excepcional importância nas aplicações à Física e à Técnica, espe­
cialmente à Electrotecnia: todo o matemático aplicado precisa de ter 
conhecimentos, não apenas superficiais, da teoria das funções ana­
líticas. 

Nótula histórica. A teoria das funções analíticas de uma variável 
complexa ficou praticamente concluída no século passado principal­
mente por obra de CAUCHY (que se apoiou sobre os conceitos de 
derivada e de integral para tais funções) e de WEIERSTRASS (que 
baseou a teoria, de preferência no estudo das séries de potências). 

Mas já o mesmo se não pode dizer a respeito da teoria das fun­
ções analíticas de mais de uma variável complexa; essa encontra-se 

" hoje em plena evolução. E provável que, em 1961, tenha lugar em 
Lisboa um simpósio sobre funções de variáveis complexas, no qual 
tomarão parte os principais especialistas mundiais sobre o assunto. 

Como base do estudo das funções analíticas, convém começar 
por recordar as noções fundamentais sobre números complexos 
aprendidos em Matemáticas Gerais. Para isso, recomenda-se a lei­
tura de todo o Capítulo I do Curso de Álgebra Superior, 2.° volume, 
do Prof. J. VICENTE GONÇALVES. Entretanto, para facilitar essa 
recapitulação, vamos aqui fazer uma breve resenha de tais noções, 
chamando a atenção para alguns pontos essenciais. 
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CAPíTULO VIII 

TRANSFORMAÇÃO DE FOURIER 

1. Definição e notações 

Seja f uma função complexa de variável real, definida em R, e 
consideremos o integral 

(1) 
f+oo 

J-oo é
çx 

f(x)dx, 

em que ç é um parâmetro real. Se este integral for convergente, para 
todo o valor real de ç, fica, assim, definida um função de ç em R: 

(2) F(ç) = .C-eiçx f(x)dx, 

que se diz a imagem ou transformada de Fourier da função f dada. 
Esta operação f --7 F, que faz passar da função f dada para a função 
F obtida, é chamada transformação de Fourier e designada por gjP, 
escrevendo-se, então, 

F= gjP [fJ ou F= gjPf. 

Trata-se, pois, duma transformação que converte certas funções 
de uma variável x em funções de outra variável ç. Mas é claro que a 
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escolha das letras a usar como variáveis, assim como para designar 
as funções, é puramente arbitrária: O que conta é a relação estabe­
lecida pela fórmula (2) entre f e F, e é essa relação constante, no 
sentido de f para F, que se chama transformação de Fourier (para 
funções) e se representa por ?]P. 

Para indicar que a função F é a imagem de Fourier de f, também 
se escreve, por vezes, 

F= ?]pJf(x)] e ainda F(ç) = ?]pJf(x) ;ç], 

em que a colocação da variável x em índice tem por fim apontar que 
a função F não depende de x (variável numérica aparente), mas sim 
de f, variável cujos valores são funções e não números. Deste modo, 
?]Px [f(x)] será uma função (ou funcional) de f e, de modo nenhum, 
uma função composta de x, como poderia parecer, se x não estivesse 
escrito em índice. 

Exemplos -1) Calcular a imagem de Fourier da função e- Ixl . 
Tem-se, por definição: 

Mas, como e-I x I = e-X para x ~ 0, e-I x I = eX para x < 0, o anterior 
integral decompõe-se na soma 

1 1 2 
- + ---

I + iç 1- iç 1 + ç2 ' \fçER. 

Será, pois, 
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2 
?:F [e- Ixl ] =--

x 1 + ç2 

É claro que também podíamos dizer que a imagem de Fourier de 
e- Ixl é a função 

2 f - 2 --, a unçao , etc., 
1 + t 2 1 + y2 

pois não interessa, propriamente, a letra escolhida para variável inde­
pendente. 

2) Vimos no Capítulo VI, n? 4, que se tem 

f
+oo eitx 
--- dx = n:e- Itl , 

-00 1 + x2 
\itERo 

Será, pois, n:e-Ixl a imagem de Fourier de 1 e, assim, pode-
remos escrever: 1 + x

2 

?:F [ 1 . t] = n:e-Itl 
x 1 2 ' , +x 

?; [ 1 . 1] = n:e-Itl 
t 1 2' , +t 

etc. 

3) O método dos resíduos permite estabelecer que 

\iroER, h> O. 

Será, pois, 

?:F [e-ht2 • ro] = r; exp (_ ro
2

). 

x ' ~h 4h 

A transformação de Fourier tem enorme importância em Análise 
pura e aplicada. O seu uso é correntíssimo em Electromagnetismo, 
Electrotecnia, Mecânica Quântica, Física Nuclear, Cálculo das 
Probabilidades, etc., etc. 
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Os integrais do tipo (1) são chamados integrais de Fourier. O 
seu estudo está intimamente relacionado com o das séries de Fourier, 
que é hábito estudar antes dos integrais de Fourier. Mas não há 
inconveniente nenhum lógico ou didáctico em proceder em ordem 
inversa. Como veremos ao tratar da teoria das distribuições, as sé­

ries de Fourier podem mesmo apresentar-se como caso particular 
dos integrais de Fourier. 

O cálculo das imagens de Fourier é efectuado por vários méto­
dos aplicáveis a integrais impróprios, nomeadamente pelo método 
dos resíduos, exposto no Capítulo VI. 

Mas convém desde já salientar que, dada a grande importância 
desta transformação, existem publicadas tabelas, mais ou menos ex­
tensas, de transformadas de Fourier (ver Bibliografia, no final deste 
Capítulo). 

2. Campo de existência. Primeiras propriedades 

É claro que, segundo a definição anterior, o campo de existência 
da transformação CZF não é formado por todas as funções complexas 
definidas em R, mas apenas pelas funções f que tomam convergente 

o integral 

(1) 
f+oo 

J-oo e
iÇx 

f(x)dx 

para todo o valor real de ç. Estas funções dizem-se CZF-transformáveis. 

Não é fácil caracterizar a classe das funções CZF-transformáveis, 
isto é, obter um critério geral (condição necessária e suficiente) que 
permita, na prática, averiguar se uma dada função f é ou não CZF-trans­
formável. Aliás, o termo "convergente" atrás empregado é susceptí­
vel de várias interpretações, sucessivamente mais gerais: 

1) A função f é contínua na recta. Então, o integral de Fourier 
(1) é apenas um integral impróprio de 2~ espécie, do tipo estudado 
no Capítulo V, n? 1, e será convergente, se e só se o integral 
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L: e içX f(x)dx 

tender para um limite finito, quando u e v tendem para +00, de modo 
independente. 

2) A função f tem, quando muito, em cada intervalo limitado, um 
número finito de pontos de descontinuidade. Então, segundo o que 
vimos no final do n? 2 do Capítulo V, o integral de Fourier (1) de­
compõe-se, quando muito, numa série 

de integrais próprios ou impróprios de 1 ~ espécie. O integral (1) 
será, então, convergente, quando e só quando estes integrais parciais 
forem todos convergentes e a série dos mesmos for também conver­
gente. 

3) A função f é localmente somável na recta. Então, quaisquer 
que sejam u, v, existe no sentido de Lebesgue o integral 

(2) L: e i
" f(x)dx 

e, o integral (1) será convergente, se e só se o integral (2) tender 
para um limite finito, quando u e v tendam para + 00, de modo inde­
pendente. 

Note-se que esta última hipótese, sendo muito mais geral do que 
as anteriores, tem aspecto mais simples do que a segunda (1). To­
davia, pressupõe a teoria do integral de Lebesgue que, no Capítulo 
anterior, nos limitámos a expor, na sua maior parte, sem demonstra­
ções. 

A referida dificuldade em caracterizar o domínio da transforma­
ção ?fi leva a fazer o estudo de ?fi em classes particulares de funções, 

(1) Na realidade, a hipótese 2) só é um caso particular da hipótese 3), quando os integrais 
parciais são absolutamente convergentes. Mas é este o caso que interessa na prática. 
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embora bastante gerais. Uma dessas classes é, precisamente, o espa­
ço LI das funções somáveis na recta, isto é, integráveis à Lebesgue 
entre -00 e +00 (ver Capítulo VII, n? 10). Tem-se, desde logo, o 
seguinte teorema: 

TEOREMA 2.1. Se f é somável na recta, existe e é limitada a ima­
gem de Fourier de f. Mais ainda: nesta hipótese, a imagem de 
Fourier de f é uniformemente contínua na recta. 

Com efeito, por ser 

se f é somável, também a função éÇXf(x) de x é somável para todo 
o ç real, e tem-se 

Assim, a função F(ç) definida pelo primeiro integral é limitada 
na recta. Para reconhecer que esta função é uniformemente contínua 
na recta, basta aplicar a doutrina do Capítulo VII, n? 5 (teorema re­
lativo à continuidade). 

Por outro lado, as propriedades elementares do integral permitem 
afirmar que: 

PROPOSIÇÃO 2.1. Se f e g são gf-transformáveis, o mesmo acon­
tece com f + g e com af, em que a é um número complexo qual­
quer, e tem-se 

gf[f + g] = gf[f] + gf[g] , gf[ af] = agf[f] . 

Da 1 ~ parte desta proposição e do TEOREMA 2.1. resulta que: 
O domínio de gf é um espaço vectorial complexo, de que LI é um 

sub-espaço vectorial. 
A 2a parte da proposição exprime-se dizendo que: 
A transformação gf é linear (aplicação linear do seu domínio no 

seu contra-domínio). 



3. Efeito da transformação de FOURIER sobre a derivação e 
sobre a multiplicação por x 
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A importância, já atrás assinalada, da transformação de Fourier, 
resulta, em parte, das duas seguintes propriedades fundamentais: 

TEOREMA 3.1. Se f é somável em R e admite derivada f' também 
somável em R, tem-se 

9F[Df] =-iç 9F[f] , 

sendo ç a variável independente das imagens de Fourier(l). 

Com efeito, uma vez verificada a hipótese, tem-se 

.e e i çx f'{x)dx = [e iÇX f(x) l:"x - i ç i: e i çx f(x)dx 

para todo o X real. Por outro lado, será 

f(X) = f(O) + r f'(x)dx, 'liXE R , 

Como f' é somável em R (por hipótese), existem os limites de 
f(X) quando X ~ + 00 e X ~ - 00, e estes limites só podem ser zero, 
de contrário f não podia ser somável em R. Então, virá, por passa­
gem ao limite, lembrando que leiçxl = 1: 

r+oo r+oo 
J-oo eiçx f'(x)dx = - iç J-oo eiçx f(x)dx 

o que exprime a tese do teorema. 
Podemos, pois, dizer que, na referida hipótese: 

A transformação de Fourier transforma 
a derivação em multiplicação por - i ç . 

(1) Seria mais correcto, mas menos sugestivo, escrever ~.Jf'(x) ;ç] = - iç . ~.Jf(x) ;ç]. 
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Note-se que, neste teorema, não é preciso supor que existe a 
derivada de f no sentido usual em todos os pontos, mas apenas que f 
é primitiva de um função localmente somável (que designamos por 
f') e que é, portanto, absolutamente contínua, admitindo derivada 
em quase todos os pontos x, igual a f'(x) (Capítulo VII, n? 6). 

A segunda propriedade é análoga à anterior: 

TEOREMA 3.2. Se as funções f(x) e xf(x) são ambas somáveis em 
R, a imagem de Fourier de f admite derivada em todos os pontos 
(no sentido usual) , e tem-se 

?JPx [xf(x)] = - iD?JP[f] . 

A demonstração deste facto é formalmente muito simples, desde 
que se admita a permutabilidade da derivação com a integração. 
Com efeito, ter-se-á, então: 

f+ oo f+ oo 
Df, J-oo éf,x f(x)dx = i J-oo é f,x xf(x)dx, 

ou seja, D?JP[f] = i?JPx [xf(x)] , donde a tese. 
Tudo está, portanto, em legitimar esta derivação sob o sinal de 

integral. Na hipótese particular em que f é contínua (mas somável, 
ao mesmo tempo que o seu produto por x), a justificação pode efec­
tuar-se aplicando a doutrina do Capítulo V, n? 6 (1) . 

Na hipótese geral do teorema, a justificação pode fazer-se com a 
doutrina do Capítulo VII, n? 5, lembrando que 

é (f, + h)x _ éf,x 
---- f(x) = é (x +9h)xxf(x) , 

h 

\;j x, ç, h E R, com O < e < 1. 

(1) Pode fazer-se, como exercício, a justificação neste caso particular, aplicando a referida 
doutrina. 
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o módulo do I? membro será, pois, sempre igual ao da função 
xf(x) que é independente de ç e somável por hipótese. É pois, legí­
tima a referida derivação em ordem ç sob o sinal de integral. 

O TEOREMA 3.2 pode enunciar-se dizendo que, na referida 
hipótese: 

A transformação de Fourier transforma 
a multiplicação por ix em derivação. 

4. Inversão. Teorema de FOURIER 

O problema central da transformação de Fourier é o da inversão, 
que se pode pôr nos seguintes termos: 

É dada umafunção complexa F definida em R. Procura-se uma 
função f da qual F seja a imagem de Fourier, isto é, uma função f 
tal que 

F=9F[f] 

ou, mais explicitamente, tal que 

(1) 
r+oo 

F(t) = J-oo ei tx f(x)dx. (1) 

O problema consiste, pois, em representar a função F sob a for­
ma de integral de Fourier, ou, ainda, em resolver a equação integral 
(1), sendo F função dada e f função incógnita. Como todos os pro­
blemas, comporta, desde logo, uma dupla questão: a da existência e 
a da unicidade da solução. Mais precisamente, pergunta-se: 

I. É o problema possível, isto é, admite, pelo menos, uma solução? 

II. É o problema determinado, isto é, não pode admitir mais de 
uma solução? 

(1) Para comodidade de escrita, passamos a usar a letra t, em vez de ç, como variável das 
imagens de Fourier. 
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Evidentemente, o problema nem sempre será possível: isso 
depende da função F dada. Mas não se conhece uma condição ne­
cessária e suficiente, de forma simples, a que deva obedecer F, para 
que o problema seja possível (do mesmo modo que não se conhece 
uma condição simples, necessária e suficiente, para que uma dada 
função f tenha imagem de Fourier, como já atrás assinalámos). 
Conhecem-se, apenas, condições simples que são só necessárias ou 
só suficientes, para que tal se verifique. Porém, como teremos oca­
sião de verificar, estas questões recebem uma resposta formal, intei­
ramente satisfatória, no domínio das distribuições, em que a teoria 
da transformação de Fourier, bem como a da transformação de 
Laplace, se simplifica consideravelmente. 

Quanto à questão II, prova-se o seguinte: 

Se existe uma função fEL! que verifique (1), essafun­
ção fica determinada por F, excepto, quando muito, 
em pontos dum conjunto de medida nula. 

Por conseguinte, se considerarmos, apenas, funções localmente 
somáveis na forma típica, podemos afirmar que o problema, quan­
do possível, é determinado. Por outras palavras: é determinado no 
espaço Li. 

Para o estudo efectivo do problema da inversão de ?JP, limitar­
-nos-emos a considerar uma classe particular de funções, suficiente 
para as aplicações e para a extensão da teoria ao campo das distri­
buições. 

DEFINIÇÃO 4.1. Diz-se que uma função f é seccionalmente regular 
num intervalo compacto /, quando admite derivada contínua nesse 
intervalo, excluindo, quando muito, um número finito de pontos de 
/, nos quais f tem limites laterais finitos e derivadas laterais tam­
bém finitas. Diz-se que f é seccionalmente regular na recta, quando 
é seccionalmente regular em qualquer intervalo compacto da recta. 

Segundo esta definição, se uma função f é seccionalmente regu­
lar na recta, a função f e a sua derivada f' têm, quando muito, um 
número finito de descontinuidades de primeira espécie (com saltos 
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finitos), em cada intervalo limitado, e são, portanto, integráveis se­
gundo Riemann, nesses intervalos (seccionalmente contínuas). 

Posto isto, tem lugar o seguinte importante teorema: 

TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER. Seja f umafunção seccio­
nalmente regular e somável na recta. Então, se pusermos: 

(1) F(t) = L~- e"x f(x)dx, VtER, 

será, necessariamente: 

(2) 
f(x+) + f(x-) 1 1+00 

-----= - v. p. e-ixtF(t)dt, 
2 2n -00 

para todo o x real (1). 

Só no número seguinte daremos a demonstração deste teorema. 
Antes disso, convém fazer algumas observações essenciais: 

a) O teorema é válido sob hipóteses mais gerais: basta supor, 
por exemplo, que, além de ser somável na recta, a função f é de 
variação limitada em cada intervalo limitado (o caso de f ser sec­
cionalmente regular é apenas um caso particular desta hipótese). 

Note-se ainda que, neste caso, como f é integrável à Riemann 
em cada intervalo limitado, dizer que f é somável na recta significa 
que existe o integral de I f I entre - 00 e + 00, como limite do integral 

flf(x)ldX 

quando u ~ - 00 e v ~ + 00, de modo independente. 

b) Supondo F dada e f incógnita, o teorema não nos diz a que 
condições deve obedecer F para que exista f; diz-nos, apenas, que, se 
existe uma função f que verifique (1) e a hipótese do teorema, essa 
função é dada, necessariamente, pela fórmula (2). Com efeito, tem-se: 

(1) Para comodidade de escrita, usamos aqui a letra t, em vez de 1;, como variável indepen­
dente das imagens de Fourier. 
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f(x+) = f(x-) = f(x) 

em quase todos os pontos de R (os pontos em que f é contínua) e, 
portanto, 

nos referidos pontos. 

f(x+) + f(x-) = f(x) 
2 

Deste modo, a fórmula (2) define uma transformação funcional 
F ~ f que coincide com a inversa da transformação de Fourier, quan­
do esta se restringe à classe das funções f consideradas. Na verdade, 
tem-se 

F= ;!fo[f] e, portanto, f = ;!fo-l [F] , 

nas condições do teorema. Por isso, as fórmulas (1) e (2) são cha­
madas FÓRMULAS DE RECIPROCIDADE DE FOURIER. 

Porém, supondo que F é uma função localmente somável, dada 
arbitrariamente, de modo que exista o 

1+
00 IX v. p. e-ixtF(t)dt = lim e-ixtF(t)dt, 

-00 x~+= -x 
'v'xER, 

nada nos garante que a função de x assim definida, dividida por 2n, 
admita imagem de Fourier e essa seja precisamente F. 

c) Estas considerações levam-nos, naturalmente, a adoptar uma 
DEFINIÇÃO MAIS GERAL DE lRANSFORMAÇÃO DE FOURIER: 

Chamaremos imagem de Fourier duma função localmente somá­
. vel f, e designaremos por ;!fo[f], afunção F definida pela fórmula 

(1') F(t) = v. p.I~- eitx f(x)dx , 

no caso em que o segundo membro exista para quase todos os valo­
res de t. 

Por outro lado, supondo F dada, chamaremos imagem conjugada 
de Fourier de F, e designaremos por ;!fo[F] , a função f definida pela 
fórmula 
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(2') 1 1+00 

f(x) = - v. p. e-ixtF(t)dt, 
2n -00 

supondo que o 2? membro existe para quase todos os valores de x. 
Assim fica, portanto, definida uma transformação funcional F ~ f, 
que designamos por ?fi e a que chamaremos TRANSFORMAÇÃO 
CONJUGADA DE FOURIER. Do TEOREMA DE FOURIER 
resulta, precisamente, o seguinte: 

Quando se restringe ?fi à classe das funções seccionalmente regu­
lares somáveis sobre a recta (ou a outra classe mais extensa a que se 
aplique, ainda, a tese do teorema), a transformação ?fi dá-nos a in­
versa de ?fi, isto é, pode escrever-se, então, ?fi = ?fi-I, visto que se tem 

?fi?fi[fJ = f , 

para toda a função f de tal classe. 
Ora, é fácil ver que será, analogamente, 

?fi?fi[fJ=f, 

para toda a função f da mesma classe e que, portanto, ?fi = ?fi-I, quan­
do se restringe ?fi a essa classe. 

Com efeito, as transformações ?fi e ?fi têm, como se vê, forma 
muito semelhante, e, portanto, propriedades análogas. 

Todavia, o TEOREMA DE FOURIER não nos habilita (mesmo 
com o citado alargamento da hipótese) a afirmar que se tem ?fi = ?fi-I 
no caso geral, isto é, aplicando ?fi e ?fi à classe de todas as funções 
localmente somáveis para as quais existe o 2? membro de (1') ou 
de (2'). 

d) As questões I e II atrás formuladas recebem uma resposta 
completa, quando nos reportamos ao espaço L2 das funções de qua­
drado somável em R (Capítulo VII). Tem-se, com efeito, o seguinte 
elegante 

TEOREMA DE PLANCHEREL. A transformação ?fi dada por (1') 
define uma aplicação biunívoca do espaço L2 sobre si mesmo, cuja. 
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inversa é dada por (2'). Esta aplicação é isométrica, relativamente 
à norma quadrática definida em L2, isto é, tem-se 

II ~f112 = II f112' 

Este teorema, cuja demonstração se pode encontrar em qualquer 
bom tratado sobre a transformação de Fourier, é de importância 
capital nos fundamentos matemáticos da Mecânica Quântica. Mas a 
sua hipótese é ainda demasiado restritiva. 

Por exemplo, a função 

vTx!' 
é, como facilmente se reconhece, seccionalmente regular e somável 
sobre a recta, e, contudo, o seu quadrado não é somável em nenhum 
intervalo que contenha a origem. 

Aliás, em Mecânica Quântica é frequente considerar, como exis­
tente, a imagem de Fourier de funções tais como senx, x, etc., para 
as quais não existe ou não é finito o segundo membro de (1'). As 
imagens de Fourier de tais funções só podem interpretar-se como 
distribuições; estas constituem, como já atrás se observou, o domí­
nio mais adequado para o estudo da transformação de Fourier. 

e) No espaço LI a situação não é tão clara como em L2. Todavia, 
tem lugar o seguinte teorema, que se apresenta como variante notá­
vel do TEOREMA DE FOURIER: 

Se fELI e se também FEL!, sendo F a imagem de Fourier de f, 
então, tem-se necessariamente 

1 1+00 

f(x) = - e-ixtF(t)dt, 
21t -00 

em quase todos os pontos x da recta (mesmo que f não seja seccio­
nalmente regular ou de variação limitada em intervalos limitados). 

t) Certos autores chamam transformação de Fourier, e designam 
por~, a transformação definida por (2'); então, a conjugada ~ de ~ 



509 

será a transformação definida por (l'). Há, pois, assim, uma com­
pleta troca de terminologia e notação. 

Por vezes, a fim de pôr em evidência a analogia das duas trans­
formações, é costume defini -las pelas duas seguintes fórmulas de 
reciprocidade, ligeiras variantes de (l') e (2'): 

(I") 1 1+00 

F(t) = v. p. eitx f(x)dx, 
v2n -00 

(2") 1 1+00 

f(x) = v. p. e-ixtF(t)dt. 
v2n -00 

A única diferença consiste, como se vê, na troca de sinal efec­
tuada no expoente. 

Note-se que, adoptando estas definições, se tem (ver n~ 1, Exem­
plo 3) 

Assim, a função exp (-x2/2) tem por imagem de Fourier a mesma 
função (à parte as letras escolhidas para variáveis independentes). 
Por outras palavras: esta função é uma invariante da transformação 
de Fourier definida por (I"). 

Este facto tem repercussão importante, por exemplo, no Cálculo 
das Probabilidades: como se sabe, a função 

cujo gráfico é a curva de Gauss, representa a densidade de probabi­
lidade da distribuição normal (de valor médio O e desvio-padrão 1). 

Fórmula integral de Fourier. Forma complexa e forma real. 
As fórmulas de reciprocidade (1) e (2) que figuram no enuncia­

do do TEOREMA DE FOURIER podem fundir-se numa única fór­
mula, substituindo F(t) em (2) pela sua expressão dada por (1), com 
uma outra letra (por exemplo ç) no lugar da variável de integração 
x. Virá, então, atendendo a que e-ixt não depende de ç, 
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(3) 
f(x+) + f(x-) 1 L+oo L+oo ----= - v. p. dt e-it(f,-X)f(ç)dç. 

2 2n -00 -00 

Tal é a FÓRMULA INTEGRAL DE FOURIER (na forma com­
plexa) cuja importância para funções de variável real é comparável 
à da FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY para funções analíti­
cas. Esta fórmula é válida, evidentemente, quando f verifica a hipó­
tese do TEOREMA DE FOURIER. 

Interessa, agora, examinar como esta fórmula fornece a parte 
real e o coeficiente da parte imaginária de f. Para comodidade de 
escrita, convencionemos atribuir como valor a f(x), em cada ponto x 
de descontinuidade de f, a semi-soma dos limites laterais de f em x; 
isto é, ponhamos, por convenção, 

f(x) = f(x+) + f(x-) 
2 

nos referidos pontos (nos restantes já sabemos que assim é). Então, 
pondo u(x)=Ref(x), v(x)=Imf(x), \fxER, a parte real da função 
integranda em (3) será 

u(ç) cos [t(ç - x)] - v(ç) sen [t(ç - x)] . 

Ora, como a função de t 

r:= v(ç) sen [t(ç -x)]dç 

é ímpar (mudando tem -t a função integranda muda apenas de sinal), 
segue-se que 

fT J+oo J-T dt -00 v(ç) sen [t(ç - x)]dç = 0, \fTE[O, +00[. 

Logo, o limite quando T ----7 + 00 também é nulo e, portanto, 

1 f+oo f+oo 
(4) u(x) = 2n v. p. J-oo dt J-oo u(ç)cos[t(ç -x)]dç. 
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Analogamente se reconhece que a função v(x) é dada pela 
mesma fórmula, com v no lugar de u. Tal é, pois, a forma real da 
FÓRMULA INTEGRAL DE FOURIER, aplicável a funções u(x) 
que verifiquem a hipótese do TEOREMA DE FOURIER. Atendendo 
à definição de v. p. (valor principal de Cauchy) e ao facto de a fun­
ção cos t(C;-x) ser par (não muda quando se muda t em -t), a fór­
mula (4) pode ser escrita com o aspecto 

1 fT i+ oo 

(5) f(x) = -; T~~OO Jo dt -00 f(c;) cos [t(C; - x)]dC;, 

com 

1 
f(x) = - [f(x+) + f(x-)] 

2 

em todo o ponto x de descontinuidade. Esta é a FÓRMULA INTE­
GRAL DE FOURIER, na forma real. 

As considerações anteriores mostram que, para demonstrar (3) 
(com f complexa e na hipótese do teorema), basta demonstrar (5) (com 
f real, na mesma hipótese). É isto o que faremos no número seguinte, 
demonstrando, assim, o TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER. 

Notemos, por último, que a forma complexa (3) da FÓRMULA 
DE FOURIER é ainda aplicável, evidentemente, a funções f reais 
que verifiquem a referida hipótese, e que, por sua vez, a fórmula (5) 
também é aplicável a funções complexas. 

5. Demonstração do teorema integral de FOURIER 

A demonstração que vamos dar assenta no resultado anterior e 
em dois lemas, dos quais o segundo é corolário do primeiro. 

LEMA 1. Se <p é uma função complexa seccionalmente contínua num 
intervalo limitado [a, b] qualquer, o integral 

s = f q>(x) sen À.xdx 

tende para zero quando À~+oo. 
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Basta demonstrar o Lema no caso em que <P é contínua sobre 
[a, b], visto que, de contrário, [a, b] decompõe-se num número fini­
to de intervalos sobre os quais <p é contínua (segundo a hipótese). 
Ora, feita a mudança de variável 

1t 
x = u + h, com h = -

A' 

obtém-se 

l b-h 
5 = - <p(u + h) senAudu, 

a-h 

visto que sen Ax=-senAu, \fAER. Então, pondo x no lugar de u 
(o que não muda o valor do integral) e somando as duas expressões 
de 5, obtém-se 

l
a lb-h 

25 = - a-h <p(X + h) sen Âxdx + a [<p(x) - <p(x + h)] sen Âxdx + 

(1) 

+ lb <p(x) senÂxdx. b-h 
Seja, agora, M=maxl<p(x)1 em [a, b]. Da anterior expressão virá: 

21 si "'" 2Mh + r-h I <p(x + h) - <p(x)idx. 

Posto isto, seja 8 um número positivo arbitrário. Como h ~ O 
quando A~+oo, existe ump tal que 2Mh<8 para A>p. Como, por 
outro lado, <p é contínua sobre [a, b], existe um q tal que 

8 I <p(x + h) - <p(x) I < , para A > q. 
b-a 

Então, se designarmos por r o maior dos números p, q, virá de (1): 

I 5 I < 8 para A> r , 

o que significa, precisamente, que 5 ~ O quando A~ + 00. 
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NOTA. A ideia intuitiva que deu origem a esta demonstração é a 
seguinte: Quando À> 0, a função sen Àx de x é alternadamente 
positiva e negativa em sucessivos intervalos de comprimento n/À. 
Então, para grandes valores de À, as contribuições para o integral 
provenientes de intervalos adjacentes tendem a anular-se mutua­
mente, visto que, em virtude da continuidade, os valores de <p(x) em 
tais intervalos adjacentes tendem a ser iguais. 

LEMA 2. Se f é uma função complexa seccionalmente regular na 
recta, tem-se, para todo o a> ° e todo o x real: 

. ia senÀt n ltm f(x + t) dt = - [f(x+) + f(x-)] 
À,-Hoo -a t 2 

(FÓRMULA DO LIMITE DE DIRICHLET). 

Com efeito, seja f uma função nas condições do enunciado e 
consideremos, primeiramente, o intervalo [0, a]. Se pusermos 

( ) 
f(x + t) - f(x+) 

<p t = , 
t 

virá, para todo o x real, em virtude da hipótese, <p(0+) = f'(x+) (valor 
finito). Então, facilmente se reconhece que a função <p é seccional­
mente contínua em [0, a]. Assim: 

La sen Àt ia sen Àt ia 
f(x + t) dt = f(x+) dt + <p(t) sen Àtdt, 

O t O t O 

e, segundo o Lema 1, o último integral tende para zero quando 
À---7 + 00. Finalmente, efectuando no primeiro integral do 2? membro a 
substituição t = u/À e atendendo a um resultado do Capítulo VI, n? 4, 
obtém-se para limite do I? membro, quando À---7 + 00 : 

L
aít senu L+oo senu n 

f(x+) lim du = f(x+) du = - f(x+) . 
À,~+oo o u o u 2 

Analogamente se reconhece que 



514 

. LO senÀt 1t 11m f(x + t) dt = - f(x-) , 
À-doo -a t 2 

o que, junto ao resultado anterior, conduz à FÓRMULA DE DIRICHLET. 

Demonstração do Teorema de Fourier. 
Seja f uma função complexa, seccionalmente regular e somável 

sobre a recta. Ponhamos, então, para cada x real: 

(1) La senÀt 
f(x + t) dt = F(a, À), 

-a t 
\7'a>O, À>O. 

Segundo a FÓRMULA DE DIRICHLET, tem-se 

lim F(a, À) = ~ [f(x+) + f(x-)] , \7' a> 0, 
À-H 00 2 

e, como este limite não depende de a, será ainda: 

(2) lim lim F(a, À) = ~ [f(x+) + f(x-)]. 
a---7+ OO À---7+ OO 2 

Por outro lado, visto que 

senÀt 1À 

--= cos (t't)d't, 
t ° 

\7't*o, À>O, 

tem-se, atendendo a (1): 

F(a, Â) = i: f(x + t)dt f cos(t't)d't = f d't L: f(x + t) cos(t't)dt. 

Então, se for permitido trocar a ordem dos limites na fórmula 
(2), ter-se-á: 

~ [f(x+) + f(x-)] = lim lim F(a, À) 
2 À---7+ oo a ---7+ OO 

fÀ f+ oo 
= ÀI~~oo Jo d't J-oo f(x + t) cos (t't)dt, 

= f- d't L:- f(x + t)cos(t't)dt, 
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visto que o último integral é uniformemente convergente, por ser 
sempre 

I f(x + t) cos (t1)1 ~ I f(x + t)1 

e a função f ser somável sobre R, por hipótese. 
Ora, a expressão anterior dá-nos imediatamente a FÓRMULA 

INTEGRAL DE FOURIER (5), escrita no número anterior, se puser­
mos t=~-x e mudarmos depois 1 em t. Resta-nos, pois, em última 
análise, demonstrar que é lícita a referida troca dos símbolos de limite: 

lim lim F(a, À) = lim lim F(a, À). 
a~+-~~+- ~~+-a~+-

Para isso, podemos aplicar o TEOREMA DO DUPLO LIMITE 
(Capítulo V, n? 6). Trata-se de provar que, quando a~+oo, a função 
F(a, À) tende para o limite 

L = I~= f(x + t) sen ;À.t) dt 

uniformemente sobre a semi-recta À>O. Ora, isso é um consequên­
cia imediata da relação 

f+oo I sen Àt I f-a sen Àt 
IL - F(a, À)I < Ja If(x + t)1 t dt + J-oo If(x + t)1 t dt 

1 f+oo 
<~ J-oo If(t)ldt, \ta>l, À>O, 

a qual nos mostra que o supremo de IL-F(a, À)I, para À>O, tende 
para zero quando a ~ + 00. 

6. Efeito da transformação de FOURIER sobre a multiplicação. 
Convolução 

Sejam f, g duas quaisquer funções complexas somáveis sobre a 
recta. Então (TEOREMA 2.1.), existem para todo o t real os integrais 

f+oo f+oo 
J-oo étuf(u)du, J-oo étVg(v)dv, 
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que definem, respectivamente, 9F[f] e 9F[g]. Ora, o produto destes 
integrais será, segundo um critério conhecido (Capítulo V, TEOREMA 
7.8 e Capítulo VII, TEOREMA 11.2), igual ao integral duplo 

i~-i~- e"(W)f(u)g(v)dudv. 

Neste integral é lícita a mudança de variáveis 

x=u+v, ç=v 
cujo jacobiano é 

J( x ç) = 1 1 = 1 . 
u v O 1 

Efectuando esta mudança de variáveis, obtém-se: 

Ora, se pusermos 

(1) h(x) = i~-f(x - ç) g(ç)dç, V x E R, 

o anterior integral será igual a 

i
+oo 

-00 eitx h (x)dx , 

ou seja, 9F[h]. Assim,_em conclusão, 

(2) 9F[f]9F[g] = 9F[h]. 

Pois bem, chama-se convolução das duas funções somáveis f, g à 
função h definida por (1), e escreve-se, então, para indicar este facto: 

h=f*g. 

Ter-se-á, pois, por DEFINIÇÃO DE CONVOLUÇÃO: 
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(f *g)(x) = 1~- f(x - t)g(t)dt, 'v'xER. 

A igualdade (2) pode, agora, escrever-se, trocando a ordem dos 
membros: 

(3) 

fórmula muito importante, que traduz o seguinte teorema fundamen­
tal da teoria do integral de Fourier: 

A transformação de Fourier, quando aplicada a funções somá­
veis, transforma a convolução na multiplicação usual. 

Prova-se, aliás, que a convolução de duas funções somáveis ainda 
é uma função somável. 

A convolução, também chamada produto de composição ou 
produto integral (em alemão ''faltung'') é uma operação binária, com 
propriedades formais idênticas às da multiplicação, como resulta 
imediatamente da fórmula (3) e da unicidade das imagens inversas 
de Fourier. Assim, a convolução (entre funções somáveis na recta) 
é: comutativa, associativa e distributiva relativamente à adição. 

Por exemplo, a primeira propriedade resulta de se ter 

?JP[f] ?JP[g] =?JP [g] ?JP[f], 'v' f, gEL!, 

e, analogamente, para as restantes propriedades. 
O teorema anterior também se pode enunciar deste outro modo: 
A transformação inversa de Fourier, quando aplicada a funções 

que são imagens de Fourier de funções somáveis, transforma a mul­
tiplicação em convolução. 

Com efeito, se forem f e g duas funções somáveis e 

F= ?JP[f], G=?JP[g], 

tem-se, pelo teorema anterior: 

?JP[f *g] = ?JP[f] ?JP[g] = FG, 
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donde 

?JP-I [FG] = f * g = ?JP-I [F] * ?JP-I [G] . 

Em particular, se f, g verificam a hipótese do TEOREMA DE 
FOURIER, ?JP-I coincide com ?JP e, assim, teremos 

?JP[FG] = ?JP[F] * ?JP[G]. 

Na mesma hipótese, adoptando a DEFINIÇÃO GENERALIZA­
DA DE TRANSFORMAÇÃO DE FOURIER (n? 4, fórmula (1')), 
poderemos escrever 

(supõe-se que F e G são imagens de Fourier de funções que verificam 
o TEOREMA DE FOURIER). 

É preciso não esquecer que estamos, agora, a considerar os valores 
principais de Cauchy dos integrais de Fourier, segundo a referida defi­
nição generalizada. Todavia, se F, G e FG são somáveis, esses inte­
grais são convergentes no sentido usual e recaímos na definição usual. 

Reencontramos, aqui, as dificuldades inerentes ao facto de não 
serem bem conhecidos o dOIlÚnio e o contradoIlÚnio da transformação 
?JP. Trabalhando com distribuições, essas dificuldades desaparecem. 

7. Efeito da transformação de FOURIER sobre as translações 

Dada uma função real f definida sobre a recta, e sendo h um nú­
mero real qualquer, é fácil ver que o gráfico da função f(x-h) de x 

f(x) 
~~~~ --------'f(x-h) 

--------- -- - ...... 

o h 

~ 

~ 
~ 

~ 
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se obtém do gráfico de f(x) por uma translação de amplitude h. Daí 
o dizer-se que f(x-h) é a translatada (h) de f, a qual se representa 
por 't hf. 

Suponhamos, agora, fELI. Então, também a sua translatada (h) 
pertence a L I, e tem-se 

gjiJ f(x - h); t 1 = .C-e"x f(x - h )dx 

1
+ 00 

= -00 eit(u+h)f(u)du 

1
+ 00 

= e iht 
- 00 eituf(u)du, 

(1) 
?lPx [f(x - h)] = e iht ?lPx [f(x)] . 

Aliás, este resultado estende-se, como é fácil ver, a quaisquer 
funções ?lP-transformáveis. Assim: 

A transformação de Fourier transforma a translação de ampli­

tude h em multiplicação por e iht . 
Da mesma fórmula resulta, imediatamente: 

8. Aplicações às equações diferenciais 

O facto de a transformação de Fourier converter a derivação 
relativa a x em multiplicação por -iç (sendo ç a nova variável inde­
pendente), torna-a um instrumento precioso para equações diferen­
ciais (ordinárias ou em derivadas parciais), que sejam lineares e com 
coeficientes independentes de x. Desempenha, então, um papel aná­
logo ao dos logaritmos no cálculo numérico elementar. 
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Exemplo 1) - Consideremos a equação diferencial ordinária 

(1) <p" -<p= f, 

em que f é uma função dada e <p a função incógnita. Vários são os 
tipos de problemas que se podem pôr relativamente a tal equação. 
O mais simples é o problema de Cauchy, que consiste em dar, além 
de f, condições iniciais: por exemplo, os valores de <p(x) e <p'(x) no 
ponto x=O. Mais complicados são os problemas nos limites, um 
dos quais consiste em dar os valores de <p(x) em dois pontos a e b 
distintos. 

Pode ainda apresentar-se um problema do seguinte tipo: 
Seja f somável na recta; procura-se uma solução <p de (1) que 

seja também somável na recta (1). 

Neste caso está naturalmente indicada a transformação de Fou­
rier. Suponhamos que o problema admite uma solução. Visto que 
<p" = D(D<p), tem-se: 

?fi [ <p"] = - iç?fi[D<p] = (- i ç)2?fi[ <p] = - ç2?fi[ <p] . 

Por conseguinte, se aplicarmos ?fi aos dois membros de (1), virá, 
atendendo a que esta transformação é linear: 

ou seja, pondo ?fi [<p] = cp e ?fi [f] = F: 

- (ç2 + 1) CP(ç) = F(ç) , 

o que equivale a 

(1) Este é ainda uma espécie de problema nos limites, pois que, para ser somável na recta, a 
função <p deve ter um certo comportamento quando X-7+ OO e quando X-7-00 , 
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Assim, o problema relativo à equação diferencial (1) é transfor­
mado num simples problema algébrico de divisão por 1 + ç 2• 

Resta, agora, voltar atrás, isto é, aplicar a transformação inversa 
de Fourier. A solução procurada, se existe, deve ser dada pela fór­
mula: 

<p = _ <;]F-l [ F(ç) ]. 
ç 1 + ç2 

Mas podemos, aqui, aplicar a doutrina do n:> 6. Tem-se 

Por outro lado: 

<;]F-l = - dç [ 
1 ] 1 l+oo e- ixÇ 

1 + ç2 21t -00 1 + ç2 ' 

e já sabemos (cf. n:> 1) que este integral é igual a 1te- lxl• Virá, pois, 
finalmente, 

1 
<p(x) = - - e- Ixl * f(x) 

2 

ou seja, mais explicitamente: 

1 l+oo <p(x) = - - e-Ix-tlf(t)dt. 
2 -00 

Ora, pode verificar-se que esta é, de facto, uma solução do pro­
blema proposto. Além disso, as considerações anteriores mostram 
que tal solução é a única existente. 

NOTA IMPORTANTE. A justificação total do método empregado 
só pode fazer-se, de maneira simples, recorrendo à teoria das dis­
tribuições. Deixa, então, de ser necessário verificar que a função 
obtida é uma solução do problema. 
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Mais ainda, a teoria das distribuições permite alargar, considera­
velmente, as condições do problema: basta supor que existem cons­
tantes M e a tais que I f(x) I ~ Mxo. e exigir que <p verifique uma con­
dição análoga. 

Exemplo 2) - Seja, agora, a equação em derivadas parciais 

(2) 
d<p d2 <p 
-- h - = f(x, t), com h ~ 0, 
dt dx2 

que é a equação de propagação do calor, ao longo de uma haste 
homogénea indefinida. Aqui, f(x, t) é uma função conhecida que re­
presenta afonte externa de calor no ponto da haste de abcissa x e no 
instante t; <p(x, t) é a função incógnita, representativa da tempera­
tura no ponto x e no instante t. Um dos problemas que se podem 
apresentar a respeito desta equação é o problema de Cauchy, que 
consiste em dar, além da função f, a temperatura <Po(x) em cada 
ponto x, num instante inicial t = O. Assim, à equação (2) é associada 
a condição inicial: 

(3) <p(x, O) = <Po(x), para - 00 <x < + 00 • 

Suponhamos que, para todo o t ~ 0, a função f(x, t) de x é somá­
vel na recta, assim como <Po(x), e que existe uma solução <p(x, t) de 
(2) que verifica (3) e é também somável na recta em relação a x, para 
todo o t ~ O. Então, podemos aplicar tanto a f como a <p a transfor­
mação de Fourier, relativamente à variável x. Ponhamos 

F(ç, t) = ?:Fx [f(x, t)], <I>(ç, t) = ?:Fx [<p(x, t)] . 

Visto que 

ter-se-á, então, 
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Admitamos que ?fi é permutável com a derivação em ordem a t 
(não nos é possível, agora, demonstrar a validade desta hipótese). 
Aplicando ?fi aos dois membros de (2), virá, pois, finalmente, aten­
dendo à linearidade de ?fi: 

(2/) 

Por sua vez, aplicando ?fi aos dois membros de (3), e pondo 
<I>o=?fi[<po], virá: 

(3/) 

Assim, transformámos a equação em derivadas parciais (2), com 
a condição inicial (3), na equação diferencial ordinária (2/) em ordem 
a t (ç é, agora, apenas um parâmetro) com a condição inicial (3/). 

Ora, a solução de (2/) que verifica (3/) é, como se sabe, 

Restava-nos agora, para obter a solução de (2) que verifica (3) 
(somável em ordem a x para todo o t ~ O), aplicar a esta função <I> a 
transformação inversa de Fourier em ordem a ç. 

Em particular, se f(x, t) = O (equação do calor homogénea), virá, 
para todo o t ~ O: 

<p(x, t) = ?fi-I [e-hç2t
] * ?fi-I [<I> ] = 1 exp (-~) * <p (x) 

ç o V 4rtht 4ht o 

(ver n? 1, Exemplo 3 e FÓRMULA DE INVERSÃO). Ter-se-á, pois, 
mais explicitamente: 

1 1+00 [(X U)2] <p(x, t) = exp - <Po(u)du. 
V 4rtht -00 4ht 

Ora, não é difícil provar que esta função de x e t é, de facto, uma 
solução de (2) para t ~ O, que verifica (3). E será a única, se lhe im­
pusermos, por exemplo, a condição suplementar de ser uma função 
de x limitada sobre a recta, para todo o t ~ O. 
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NOTAS - 1. As observações feitas para o I? exemplo, estendem-se, 
mutatis mutandis, ao 2? exemplo. 

2. Só existe solução do problema, nas condições indica­
das, para t> O. Este facto está relacionado com a irreversibilidade 
das transformações térmicas: a partir do estado inicial, pode-se pre­
ver o futuro, mas não reconstituir o passado. 

3. O facto de, na solução do problema de Cauchy para a 
equação do calor, figurar afunção de Gauss do Cálculo das Proba­
bilidades, sugeriu aos físicos a ideia de que a propagação do calor é 
um fenómeno de natureza não dinâmica, mas estatística. Assim 
nasceu a teoria cinética dos gases. 

Aliás, a mesma equação diferencial aplica-se, mais geralmente, a 
outros fenómenos do mesmo tipo (fenómenos de difusão) e por isso 
recebe, também, o nome de equação da difusão. 

Exemplo 3) - Seja a equação das cordas vibrantes: 

(4) 

que caracteriza a propagação de vibrações (ou perturbações), sob a 
forma de ondas, ao longo de um fio homogéneo. Aqui, u(x, t) é a fun­
ção incógnita, representativa da ordenada do ponto da corda de ab­
cissa x, no instante t. O problema de Cauchy, para esta equação, 
consiste em dar as funções u(x, t) e u;(x, t) no instante t= O: 

(5) u(x, O) = uo(x) , u;(x, O) = u1(x). 

Supondo verificadas certas condições, a transformação de Fourier 
em ordem a x converte a equação (4) em derivadas parciais, na equa­
ção diferencial ordinária com o parâmetro ç: 

(4') 

ou ainda, 
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com V(ç, t) = ~Ju(x, t)]. 
Por sua vez, as condições iniciais (5) são transformadas nas con­

dições iniciais relativas a (4'): 

(5') V(ç, O) = llo(ç) , V'(ç, O) = VI (ç), 

com Vo=~[uo] e VI =~[UI]' 
Ora, a solução de (4') que verifica (5') é, como se sabe: 

sen(atç) 
V(ç, t) = cos(atç)Vo + ~ = 

aç 

eiatç + e-iatç eiatç _ e-iatç 

-----Uo+ VI' 
2 2açi 

Mas, tendo em vista o estabelecido no n~ 7, vem: 

e, portanto, 

Wn-I [ (.l:) U ] _ uo(x - at) + uo(x + at) 
';!frç cos at~ o - . 

2 

Analogamente se obtém: 

Wn-I[ sen(atç) V] __ 1 Lx+at ()d 
';!frç I - UI r r. 

aç 2a x-at 

Estes dois resultados permitem obter a forma explícita da solução 
do problema de Cauchy proposto. Mas neste caso particular não é 
manifesta a vantagem do método de Fourier: a solução do problema 
de Cauchy pode ser achada directamente, da maneira mais simples, 
sem impor restrições inúteis aos dados e à solução. Servimo-nos 
deste exemplo, apenas, para melhor esclarecer o método de Fourier, 
que, em outros casos, oferece nítida vantagem. 
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9. A transformação de FOURIER para funções de mais de uma 
variável 

Consideremos, por exemplo, uma função complexa f(x, y) das duas 
variáveis reais x, y, definida no plano. Suponhamos que, para cada 
valor de y, a função f(x, y) de x tem imagem de Fourier, ~[f(x, y)]. 
Esta será, então, a função F(~, y) definida pela fórmula 

F(I;, y) = i:-e'Çxf(x, y)dx \fI;, yER, 

e diremos que F(~, y) é a imagem de Fourier parcial em ordem a x, 
da função f(x, y). Já encontrámos este conceito nos exemplos do 
número anterior. 

Suponhamos, agora, que, para cada valor de ~, a função F(~, y) 

de y também admite imagem de Fourier, ~y[F(~, y]. Esta será a fun­
ção <P(~, 11) dada por 

<1>(1;, Tl) = i:-e'"YF(I;, y)dy, \fI;, TlER, 

<1>(1;, Tl) = i:-e'"Y i:-e'<'f(x, y)dxdy. 

Ora, para que estas duas integrações sucessivas sejam permutá­
veis, basta que exista o integral duplo correspondente (Capítulo VII): 

f+oo f+oo 
J-oo J-oo eicÇx+11Y)f(x, y)dxdy. 

Nesta hipótese, a função <P(~, 11) definida pelo anterior integral é 
chamada a imagem de Fourier de f(x, y) em ordem a x e a y, ou, sim­
plesmente, a imagem de Fourier de f, e representada por ~x,y [f(x, y)], 
por ~x, yf(x, y), ou, mais simplesmente ainda, por ~f. Ter-se-á, então, 

Assim, fica definida a transformação dupla de Fourier. 
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Dum modo geral, dada uma função f(x I, ... , xn ) das n variáveis 
reais XI' ... , xn ' definida em Rn, se pusermos, para abreviar: 

chama-se imagem de Fourier de f em ordem a XI' ... , Xn ou, simples-
mente, imagem de Fourier de f, à função de ÇI' ... , Çn definida pelo 
integral múltiplo 

quando este é convergente para todos os sistemas de valores de 
ç I' ... , çn· Tal função é, então, designada por qualquer das notações 

sendo, então, ?Jf o produto das n transformações de Fourier parciais 
Q]; Q]; Q]; d b·" . 
.y x , v'x , ... , v'x , em o~ em ar ltrarza. 

I 2 n 

Assim, fica definida a transformação múltipla de Fourier (para 
funções de n variáveis). 

As propriedades fundamentais da transformação múltipla de 
Fourier são extensões, mais ou menos imediatas, das que foram es­
tabelecidas para a transformação simples. 

Assim, por exemplo, é fácil ver que a transformação múltipla 
de Fourier é linear, que a imagem de Fourier de f existe e é limitada 
(e uniformemente contínua) quando f é somável sobre Rn, e que se 
tem, sob condições análogas às anteriores: 

etc. 

?Jfx[~ f(X)] = - içk?Jf [f(x)], k = 1, ... , n, 
dXk 

?JfAxkf(x)] = - i ~ ?Jf [f(x)] , k = 1, ... , n, 
dÇk 

?Jf-If= 1 f e-ix·Çf(ç)dç, 
(21t)n JRn 
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A convolução de duas funções f e g de n variáveis reais define­
-se, ainda, de modo análogo: 

(f *g)(x) =5. f(x - u)g(u)du, 
RR 

supondo que este integral existe para todo o x E Rn. Tem-se ainda, 
quando f e g são somáveis: 

?F[f * g] = ?F[f] ?F[g] , 

donde se deduzem propriedades da convolução análogas às da mul­
tiplicação. 

As propriedades expostas da transformação múltipla de Fourier 
são, ainda, o fundamento de importantes aplicações desta transfor­
mação a equações diferenciais, ordinárias ou em derivadas parciais. 

Seja, por exemplo, a equação do calor no espaço: 

(1) 

ou, abreviadamente, 

com 

a<p 
--h!1<p = f, at 

(laplaciano em ordem a x, y, z). 

Aqui f(x, y, z, t) é uma função conhecida, que representa afonte 
de calor no ponto (x, y, z) e no instante t, enquanto <p(x, y, z, t) é a 
função incógnita, representativa da temperatura no ponto (x, y, z) e 
no instante t. Consideremos o problema de Cauchy relativo à equa­
ção (1), associando a esta, a condição inicial: 

(2) <p(x, y, z, O) = <Po(x, y, z) . 
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Suponhamos que, para todo o t;::: O, a função f(P, t) do ponto 
p = (x, y, z) é somável no espaço, assim como a função <Po(P) = 
= <Po(x, y, z), e que existe uma solução <pCP, t) de (1), que verifica (2) 
e é também somável no espaço, para cada t;::: O. Ponhamos: 

9Fx ,y,zf(x, y, z, t) =F(ç, 11, ç, t) 
9Fx ,y,z<P(x, y, z, t)=<P(ç, 11, ç, t) 
9Fx , y, z <Po(x, y, z) = <Po( ç, 11, Ç) . 

Então, aplicando 9F aos dois membros de (1) e (2), em ordem a 
x, y, z, a equação em derivadas parciais (1) será transformada na 
equação diferencial ordinária 

(1') 

com a condição inicial 

(2') 

Ponhamos, para abreviar, Q = (ç, 11, Ç), P = y ç2 +112 + Ç2. Então, 
a solução de (1') que verifica (2') será, como é sabido: 

Em particular, se f=O (equação homogónea), virá 

donde, aplicando 9FQ
1 aos dois membros e pondo P= (x, y, z): 

Mas tem-se com r = Yx2+y2+Z2, 
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o que conduz, finalmente, à forma explícita da solução de (1) que 
verifica (2). 

Podemos, ainda, aplicar o mesmo método à equação geral das 
ondas 

com 

ê)2 d2 d2 

~=-+-+ ... +-
dx 2 dx 2 dx2 

' 1 2 n 

de que são casos particulares a equação das cordas vibrantes (n = 1), 
a equação das ondas no plano (n=2) e a equação das ondas no es­
paço (n=3). 

A transformação de Fourier é igualmente útil neste caso. 
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