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INTRODUCAO

Entre a Anélise Real e a Andlise Complexa existe uma diferenca
fundamental que convém desde j4 salientar.

Quando se trata de uma funcdo real de varidvel real, isto €, de
uma funcio y = f(x), em que tanto a varidvel independente, x, como
a variavel dependente, y, tomam como valores nimeros reais, pode
acontecer que a fungcdo admita primeira derivada, f’(x), num dado
intervalo, sem admitir ai segunda derivada, ou que admita segunda
derivada, sem admitir terceira, etc. Pode também acontecer que f(x)
seja indefinidamente derivdvel num intervalo, isto é, que tenha ai
derivadas finitas de todas as ordens, mas que ndo seja representdvel
pela sua série de Taylor numa vizinhanca dum ponto x, do intervalo:

50+ (=) £ + 2 gy e S gy g

isto é, pode suceder que a soma desta série ndao coincida com f(x)
em todos os pontos x interiores ao intervalo de convergéncia ®.
De todos estes casos poderiamos dar inimeros exemplos.

(1) Pode mesmo suceder que o raio de convergéncia seja nulo.
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Pelo contrério, quando se trata de uma fungdo complexa da
varidvel complexa, ou seja, de uma fungdo w = f(z), em que tanto a
varidvel independente, z, como a varidvel dependente, w, tomam
como valores nimeros complexos, verifica-se, como veremos, 0
seguinte facto, deveras notavel:

Se a fungdo admite primeira derivada finita®V nos pontos inte-
riores de um dominio plano, admite necessariamente derivadas de
todas as ordens nesses pontos e é representdvel pela sua série de
Taylor, numa vizinhanga de cada ponto interior ao dominio.

Exprime-se este tltimo facto dizendo que a funcdo € analitica
no interior do dominio D considerado.

Assim, de uma hipétese tao simples, como € a da existéncia de
primeira derivada finita no interior de D, resulta para as funcdes de
varidvel complexa uma série de consequéncias importantes €, como
veremos, uma grande riqueza de propriedades, que tornam as fun-
coes analiticas extremamente regulares, comodas, manejiveis — ex-
tremamente bem comportadas®. Esse “bom comportamento” cessa
precisamente em certos pontos da fronteira do dominio em que ha
derivada — pontos singulares, cujo estudo tem, igualmente, uma
importancia fundamental na teoria das fun¢des analiticas, para um
perfeito conhecimento das mesmas.

Da grande riqueza de propriedades das func¢des analiticas resulta
ndo s6 a perfeicdo formal da sua teoria (que €, sem duvida, uma das
mais belas e harmoniosas de toda a Matematica), mas também uma

(1) Como veremos, a definicdo de derivada para fun¢des de varidvel complexa € idéntica a
que se d4 para fungdes de varidvel real (como limite da razdo incremental).

(2) Em linguagem intuitiva, ndo rigorosa, da Matemadtica, uma funcio diz-se tanto mais
regular quanto mais propriedades possui, a facilitar o seu estudo. Assim, uma func¢éo
derivével € mais regular do que uma fungdo continua, uma fun¢do com segunda derivada
continua € mais regular do que uma que tenha s6 primeira derivada, etc.
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excepcional importancia nas aplicacdes a Fisica e a Técnica, espe-
cialmente a Electrotecnia: todo o matematico aplicado precisa de ter
conhecimentos, ndo apenas superficiais, da teoria das funcdes ana-
liticas.

Notula historica. A teoria das fungdes analiticas de uma varidvel
complexa ficou praticamente concluida no século passado principal-
mente por obra de CAUCHY (que se apoiou sobre os conceitos de
derivada e de integral para tais funcdes) e de WEIERSTRASS (que
baseou a teoria, de preferéncia no estudo das séries de poténcias).

Mas ja o mesmo se nao pode dizer a respeito da teoria das fun-
cOes analiticas de mais de uma varidvel complexa; essa encontra-se
hoje em plena evolucdo. E provdvel que, em 1961, tenha lugar em
Lisboa um simpdsio sobre fun¢des de varidveis complexas, no qual
tomarao parte os principais especialistas mundiais sobre o assunto.

Como base do estudo das funcdes analiticas, convém comecar
por recordar as no¢des fundamentais sobre nimeros complexos
aprendidos em Matemadticas Gerais. Para isso, recomenda-se a lei-
tura de todo o Capitulo I do Curso de Algebra Superior, 2° volume,
do Prof. J. VICENTE GONCALVES. Entretanto, para facilitar essa
recapitulacdo, vamos aqui fazer uma breve resenha de tais nocoes,
chamando a aten¢do para alguns pontos essenciais.
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CAPITULO IX
TRANSFORMAGCAO DE LAPLACE

1. Definicio e notacoes

Seja f uma funcdo complexa de varidvel real, definida no inter-
valo [0, + o[, € consideremos o integral

(1) fo " et ydr,

em que s € uma parametro complexo, s=x+1y. Suponhamos que
existe, pelo menos, um valor de s, para o qual este integral é conver-
gente. Entdo, a férmula

@ F(s) = fo " espiyde

define uma funcdo complexa F de varidvel complexa, no conjunto
dos pontos s do plano para os quais aquele integral € convergente.
Pois bem, a funcdo F assim obtida é chamada imagem (ou transfor-
mada) de Laplace da funcdo f dada e, para indicar este facto, pode
escrever-se:

F(s)=2£,[f(0);s], F=2f(), F=XZ[f]

ou, simplesmente, F'=f.
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A 1% notacdo usa-se quando se pretende indicar quais s2o as va-
ridveis independentes da funcdo dada e da func¢ao obtida; a 27
quando se quer indicar sé a varidvel independente da funcdo dada.
E claro que, tal como no caso da transformacgdo de Fourier, é arbi-
traria a escolha das letras que representam estas varidveis, bem
como as que representam as func¢des dada e obtida®. O que interessa
€ a correspondéncia f — F assim estabecida entre certas funcdes f
de varidvel real e certas funcdes F de variavel complexa. E essa cor-
respondéncia que € chamada transformagdo de Laplace e designada
por &.

Exemplos — 1) Seja f(t)=e*, em que a designa um nimero com-
plexo qualquer. Ora,

T T (a=s)t | T (a-s)T 1
e e
f eS'evdt =f e 'dt = [ } = - ,
0 0 a-s]o a-s a-s

sendo T um numero qualquer. Como

|e(a—S)T| — eTRe(a—s) ,

a funcdo e“ 97, quando 7— +oo, tende para zero ou para infinito,
conforme Re(a—s)<0 ou Re(a—s)>0. Por conseguinte, o integral
considerado serd convergente, se € sO se for Re(a—s)<0, isto é&,
quando Res>Rea. Sera pois, segundo a definicao:

+ oo
§£,[e‘”;s]=f ele=sidt = para Res>Rea.
0

§S—a

Em particular, para a=0, tem-se e* =1 e, portanto,

SBt[l;s]=—1— ou ainda 58[1]=l, para Res>0.
s s

(1) Muitos autores empregam, sistematicamente, a letra p, em vez de s, para varidvel das
imagens de Laplace. Também € frequente usar a letra F para a fung@o dada e a letra f
para sua imagem de Laplace, ao contrario do que fazemos aqui. Na leitura dum livro
sobre o assunto, convém estar atento as convencgdes adoptadas neste sentido.
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2) Seja f(t)=1 para t>a e f(f)=0 para t<a, sendo a um nimero
positivo. Entdo, um célculo semelhante ao anterior, mostra que

eS—a

£lfl=

, para Res>0.
S

3) Seja f(¢) = sen ht, com h>0. Como

eiht _ e—iht
senht=———,
21

€ facil ver, aplicando o resultado do 1? exemplo, que para Re s >0

SBt[senht,s]zi( 1 )= h s
2i\s—ih s+ih s?+ h?

2. Campo de existéncia. Funcoes de tipo exponencial a direita

Segundo a defini¢do anterior, o campo de existéncia da transfor-
macdo &£ é formado por todas as fun¢des complexas f de varidvel
real, que tornam convergente o integral de Laplace (1), pelo menos
para um valor complexo de s. Dizem-se L-transformdveis essas fun-
coes f, que possuem imagem de Laplace.

Tal como no caso da transformacdo de Fourier, nao € fécil carac-
terizar a classe das fungdes L-transformdveis. O préprio termo ‘“‘con-
vergente” aqui empregado € susceptivel de diversas interpretacdes.

Por isso, limitaremos o estudo da transformacdo de Laplace a
uma classe particular de fungdes, que € largamente suficiente na
prética, sobretudo quando se introduzem distribuigoes.

Chamaremos funcdo de tipo exponencial a direita toda a funcao
f para a qual se possam determinar constantes reais M, @, , tais que

| f(6)|<Me*, Vt>t,.

Como exemplo trivial de fungdes de tipo exponencial a direita
temos as proprias fungdes do tipo e*. Mas € facil ver que também
sdo de tipo exponencial a direita as fun¢des racionais inteiras
e, mais geralmente, as fungdes algébricas localmente somaveis, em
[0, + o[, tais como V 1+ x?, 1/Vx , etc., etc.
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Para ver, por exemplo, que toda a poténcia t™de ¢ € de tipo ex-
ponencial a direita, basta lembrar que /e’ —0 quando t—+oo €
que, portanto, existe um numero ?, tal que " <e’ para t>1,.

CONVENCAO. Para comodidade de exposicdo, designaremos por
A a classe de todas as fun¢des localmente soméveis no intervalo
[0, + <[, que sdo do tipo exponencial a direita®.

A soma de duas funcoes pertencentes a A ainda pertence a A.
Com efeito, se for

|f()|< Me>, Vt>t,, |g(t)|<NeP, Vit>t,

vird, designando por Y o maior dos nimeros o, 3 e por T 0 maior
dos numeros ¢, t,:

|f(O) + g(O)|< (M + N)er, Vt>r.

Por outro lado, € imediato que o produto de uma funcao da classe
A por um numero complexo ainda pertence a classe A. Assim, em
resumo:

PROPOSICAO 2.1. A classe A é um sub-espaco vectorial do es-
paco das funcoes localmente somdveis em [0, +oo[.

Analogamente se verifica que o produto de duas fungoes de A
ainda pertence a A\, desde que seja localmente somdvel em [0, + oo|.
Em particular:

PROPOSICAO 2.2. O produto de uma funcdo fEA por qualquer
poténcia t™ de t, com m>0, ainda pertence a A.

Basta notar que ¢ € do tipo exponencial a direita e que, em vir-
tude da hipdtese, a funcdo ™ f(¢) € somdvel em todo o intervalo [0, a],
com a finito, por ser o produto de uma fung¢do limitada por uma fun-
cao somdvel nesse intervalo (Capitulo VII).

(D) E claro que uma funcg@o serd localmente somavel em [0, + o[, quando for somavel em todo
o intervalo [0, ] com a finito. Tal é, por exemplo, a fun¢io 1/Vx , mas ndo a fungéo 1/x.
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PROPOSICAO 2.3. Toda a primitiva de uma funcdo pertencente a
A ainda pertence a A.

Com efeito, da relagcao
|f(D| < Me>, Vt>t,,

deduz-se

J: : f(r)dr

M
< —e% Vit>t,
o

e, se adicionarmos uma constante arbitrdria a primitiva de f conside-
rada, nfio safmos de A (PROPOSICAO 2.1).

Resta-nos ver que toda a fun¢do da classe A é L-transformdvel.
Isso resulta do seguinte

TEOREMA FUNDAMENTAL. Se f é uma funcdo da classe A,
existe um nimero real O tal que o integral de Laplace

1) fo " ettt

é absolutamente convergente quando Res>o. A funcdo F(s) assim
definida (imagem de Laplace de f) ¢ holomorfa no semi-plano aberto
Res> o, e tem-se

F'(s)=—2,[tf(¢)], para Res>oq.

Ims

Y

Res

A351111111RRR1 RRRRERERAANNNN RARANY
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Demonstragdo. a) Suponhamos verificada a hipétese. Entao, existem
M, o e t, tais que

(2) |f(x)| < Me>, Vit>t,.

Além disso, como f € localmente somdavel, a funcao e=*'f(¢)
de ¢, para cada s€C, € somdavel em todo o intervalo [a, b], com
0<a<b<+oo, por ser ai o produto de f pela fun¢cido soméavel li-
mitada e~*.

Ora, como vimos no n’’ 1, Exemplo 1), o integral

+ oo
f e—st e(xtdt
0

¢ absolutamente convergente, quando Re s> . Entlo, aplicando o
CRITERIO DE CONFRONTO aos integrais

+oo too
f le='f(1)|dt, f |er@-9|dt,
Iy I

vé-se que o primeiro € convergente quando Re s> e que, portanto, o
integral de Laplace (1) é absolutamente convergente quando Re s> oL.

b) Seja s, um numero complexo qualquer tal que Res,>ot. Para
todo o s€C, tem-se:

S
g — g = f te°do.
So

Y

A311151 A58RERNRNRINANNN
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Seja, agora, 3 um nimero real tal que o.< 3 <Res,. Ento, tem-se

le©-P| <1, quando Re(c-B)>0,

ou seja, |e~%| < e-#, quando Reo>p (com ¢=0) e assim vird, por
majoracdo do anterior integral:

e f(t)} < te£(0)

0

3)

quando |s—s,| <8, sendo d=Re s,— .

Para provar que se pode derivar o integral de Laplace, no ponto
Sy, Sob o sinal de integral, basta, agora, demonstrar, segundo a dou-
trina do Capitulo VII, n? 5, que a fungdo do 2° membro de (3) é so-
mdvel em [0, +oo].

Ora, para isso, basta notar que se for Y um numero real tal que
o <Y<P, a fungdo e-"'f(t) € somdvel entre 0 e + oo, como se provou
em a), e que

tePf(r) ¢
tef(t)  e®

— 0, quando ¢ — +oo.

Podemos, pois, derivar sob o sinal de integral:

D,.. f et f(dt = - f ettt
0

0

ou seja, dum modo geral:
D Z[f(H] =-L[tf(®], quando Res>a, (q.e.d.).

A tltima férmula pode ainda escrever-se:

“4) L[-tf(®)] = D, L[f(0)]

isto €&:
A transformacgdo de Laplace converte a multiplicagdo por —t na
derivagdo em ordem a s.
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Exemplos importantes — J4 vimos no n° 1, que &£, e*=1/(s—a). Daqui
e da formula (4) deduz-se, desde logo, que

n!

z;tj;}aj_, 71=(L 1,2,....

ggt[tneat] —

Em particular:
!
L =""1 n=0,1,2, ....
Sn+1

Ora, esta formula pode ser estendida ao caso de um expoente
complexo a real ou imagindrio qualquer, com Rea>—1, recorrendo
a Fungdao Gama.

Para obter &£, [2¢], basta efectuar a substitui¢do x=s7 no integral
de Laplace, o que da

f e*'tdt = 11f x*e*dx (s>0).

0 Sa+ O

Ora, o integral do 2° membro €, precisamente, a funcdo gama de
a+1. Assim,

I'a+1)

Sa+

<L[te] = , para Rea>-1, s>0.

Por exemplo, tem-se

52[ 1 ]=1“(1/2),

Vi Vs
ou ainda, por ser ['(1/2)=VT :
1 T
]
V't s

Note-se que a fungio 1/V# se torna infinita na origem, mas & lo-
calmente somavel em [0, +oo[.

NOTA. Em vez do anterior TEOREMA FUNDAMENTAL, € cos-
tume demonstrar, na teoria de transformacdo de Laplace, um outro
teorema bastante mais geral:
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Se f € uma funcdo L-transformdvel, existe um niimero real G tal
que o integral de Laplace relativo a f é convergente para Res>G e
divergente para Re s <G, representando uma funcdo de s holomorfa
no semi-plano aberto Re s >G.

Este nimero ¢ (chamado abcissa de convergéncia do integral
de Laplace) desempenha, assim, um papel andlogo ao do raio de con-
vergéncia duma série de poténcias, € o semi-plano Re s >0 (chamado
semi-plano de convergéncia) um papel andlogo ao do circulo de
convergéncia. Porém, ao contrério do que sucede com as séries de
poténcias, o integral de Laplace pode ndo ser absolutamente conver-
gente no interior do semi-plano de convergéncia (conhecem-se exem-
plos simples desse facto).

N3ao necessitamos deste teorema geral, de interesse essencial-
mente tedrico. Mas convém regista-lo.

Pode acontecer, em particular, que seja G =—oo; entdo, a imagem
de Laplace de f é uma fungdo inteira. Quando tal ndo sucede, a
imagem de Laplace € apenas definida num semi-plano, mas ser4,
muitas vezes, prolongével analiticamente a outros dominios do plano,
gerando ai uma fung¢do analitica global. Por exemplo, ja vimos que o
integral

+ o0
f e .edt (coma€C)
0

€ convergente, se € sO se Res>Reaq, sendo, entdo, igual a 1/(s—a).
A abcissa de convergéncia deste integral €, pois, Rea; mas a fun¢do
de s por ele definida estende-se a todo o plano, excepto o ponto a,
gerando, assim, a fun¢do meromorfa 1/(s—a), com o pélo simples a.

Também pode acontecer que a funcdo analitica global gerada
pela imagem de Laplace F seja pluriforme; mas € claro que a imagem
de Laplace seré apenas um ramo dessa funcao.

3. Linearidade da transformacao de LAPLACE

Sejam f, g duas funcdes da classe A. Entdo, em virtude do TEO-
REMA FUNDAMENTAL, existird, pelo menos, um ndmero real p
tal que os integrais de Laplace correspondentes sejam convergente
para Re s>p. Deste modo, se forem a e b duas constantes comple-
Xas quaisquer, o integral
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f 0+°°e—st[af(t) + bg(0)]ds

serd também convergente para Re s > p, sendo, entdo, igual a

. f e f(Odt + b f " esig(d)dt.
0

0

Podemos, pois, escrever
Llaf +bgl =aLlf]+bLlgl,

se chamarmos soma de duas imagens de Laplace, @ e y, de fungdes
dadas, a imagem de Laplace que coincide com @(A)+y(A) em algum
semi-plano Re s > o.

Exprime-se este facto dizendo que a transformacdo de Laplace
€ uma aplicacdo linear do espaco vectorial A sobre o espaco L (N)
das respectivas imagens.

4. Efeito da transformacio de LAPLACE sobre a derivacio

O efeito da transformagdo de Laplace sobre a operacdo de deri-
vacdo € semelhante ao da transformagdo de Fourier, com ligeira
diferenca:

TEOREMA 4.1. Se f admite derivada f'EA, tem-se

(1) LIDf] =sL[f1- f(0).

Demonstragdo. Suponhamos verificada a hipétese. Entao, sera:

T

T
2) J; e~ f'(Odt=[ef(D]5+ s J; e~"f(Hadt,

para todo o nimero real 7>0 e todo o s€C.®

(1) Como ja sabemos (Capitulo VII, n?° 7), esta férmula é valida no s6 quando f’ é continua,
mas, muito mais geralmente, quando f’ é somdvel em [0, 7], como sucede no caso
presente, em virtude da hipétese.
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Além disso, como f'EA, também fEA (PROPOSICAO 2.3), e
existem, portanto, constantes M, o e ¢, tais que

|f(®O|<Me>, para t>1,.
Entdo serd, para t>1,:
le='f(2)| < | Me©@9"| = Me™®e©@-9,
e, como Re (0t—s) <0 quando Re s> o, tem-se

lim e~f(f)=0, quando Res>a.

t—+oo

Logo, passando ao limite em (2), quando 7 — + oo,

f eyt = s f e fodi- §(0),

0

para Re s> o, o que conduz imediatamente a tese (q.e.d.).

OBSERVACAO. E claro que a férmula (1) é apenas uma abrevia-
tura da seguinte proposicao:

Existe um niimero real o. tal que, no semi-plano Res> ., a ima-
gem de Laplace de f’ coincide com o produto de s pela imagem de
Laplace de f, menos f(0).

Em simbolos da Légica Matematica:

d Res>a= Lf(0);s] =sL[£(2);s] - £0).

oER

Em particular, se f(0)=0, tem-se
LIDf]=s&[f],

e podemos dizer que, neste caso, a transformagdo de Laplace trans-
forma a derivacdo em multiplicacdo por s.
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Sendo assim, € f4cil ver que se tem:

PIf]= s.SB,U:f('c)d'c], VfEA.

Esta formula pode ainda escrever-se:

¢, [ f tf(r)dr} - Loy,
0 S

isto é:
A transformagdo de Laplace converte a integracdo entre 0 e t na
divisdo por s.
Efeito sobre as derivagoes de ordem superior a primeira.
Suponhamos que f admite derivada f®& A. Entdo, admite igual-

mente derivadas fO®EA, para k=1, ..., n—1 (PROPOSICAO 2.3), e
vir4, segundo o TEOREMA 4.1:

E1f1=sELf]1-f(0)
ELf"1=sL1f'1-f'(0)

donde
LIf"1=s*2L[f]-sf(0) - f(0).

Mais geralmente, pode estabelecer-se, por indu¢do matemaética,
que

Lf¥)=s"L[f] - 5" (0) = 5"2f'(0) = --- = f*(0).

Se f e todas as suas derivadas forem nulas no ponto zero, ser4,
simplesmente,

L[D"f1=s"2LIf].
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5. Efeito da transformaciao de LAPLACE sobre as
translacoes

Na transformacdo de Laplace, dada pela férmula

1) F(s) = fo e f(ydr

supOe-se a funcdo f definida apenas no intervalo [0, +co[. Mas nada
impede que a funcdo f seja definida em toda a recta, embora seja
apenas a sua restricdo aquele intervalo que intervém no integral.
Ora, a transformacao de Laplace pode ser definida, mais geralmente,
pela formula

@ F(s) = f e,

tomando, entdo, o nome de transformacdo bilateral de Laplace. Mas
note-se que esta coincide com a transformacdo unilateral de Laplace,
definida por (1), quando a funcdo f é nula a esquerda da origem,
isto é, quando

f(®)=0, para t<0.

Ora, muitas vezes, na transformacdo de Laplace usual, definida
por (1), € comodo supor a fun¢do f prolongada para a esquerda da
origem, sempre com o valor zero. Convém fazé-lo, por exemplo, ao
estudar o efeito da transformacdo de Laplace sobre as translacdes.

Como vimos, a proposito da transformacdo de Fourier, sendo f
uma funcdo de varidvel real e 4~ um ndmero real qualquer, a transla-
tada (h) de f, que se designa por T, f, € a funcdo f(¢t—h) de z. Se a
funcdo f € real, o grafico de T, f resulta do gréfico de f por uma
translacdo de amplitude A.

Entdo, se f ndo é definida a esquerda da origem, T, f ndo serd
definida a esquerda do ponto h. Se f for definida e nula a esquerda
da origem, T, f é definida e nula a esquerda do ponto h.
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—~ -

Suponhamos, pois, f definida e nula a esquerda da origem e
h=0. Entao, serd

5~ y3s1= [ e yar

=f Me—s(u+h)f'(u)clu - e—shf ooe—stf(t)dt,
—-h 0

ou seja:

Lft—h);sl=e™ L [f(®);s],

ou ainda, abreviadamente:
3 Lt fl=e™L[f] com h=0.

Assim, em conclusdo:

Supondo o niimero real h=0 e a fungdo f definida e nula a es-
querda da origem, a transformagdo de Laplace transforma T, na mul-
tiplicacdo por e™.

Note-se que este resultado pode ser estendido ao caso h<0, se
adoptarmos, mais geralmente, a transformagdo bilateral de Laplace,
definida por (2).

Alias, com a transformagdo de Laplace usual tem-se, reciproca-
mente, qualquer que seja o niimero real h, como é facil verificar:

Lle"f(]=F(s—h), sendoF=ZL[f],
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ou, ainda, designando por T, F a funcdo F(s—h) de s (translatada (h)
de F):

Lle"fO]=1,LIf].

Assim, a transformacdo de Laplace em ordem a t transforma a
multiplicagcdo por e™ na translagdo T,, qualquer que seja o niimero
real h.

6. Inversao

O problema da inversao para a transformagdo de Laplace pde-se
em termos andlogos aos do problema correspondente para a trans-
formacdo de Fourier, e pode mesmo reduzir-se a este dltimo, como
vamos Ver.

Dada uma func¢do f €A, ponhamos

f(H=Ff() para t=0, F(1)=0 para t<0W.

Entdo, o integral de Laplace pode escrever-se:

) f " e F(i)dt = Fs).

—00

Ora, sabemos que existe um nimero real o tal que este integral é
absolutamente convergente para Res>o.. Tomemos arbitrariamente
um outro nimero real ¢>o. € ponhamos (ver figura mais adiante,
com y=-—v):

s=c—iv, g(H=ef(1), GW)=F(c—iv).

Entdo, o integral de Laplace acaba por assumir a forma de inte-
gral de Fourier. Na verdade, tem-se:

GW) = f “evg(f)dt, VVER,

(1) E claro que, se f é j4 definida e nula a esquerda da origem, esta operagdo de prolonga-
mento € iniitil, tendo-se f =f.
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0 que mostra ser G a imagem de Fourier de g. Entdo, se g verifica
certas condi¢des (se €, por exemplo, seccionalmente regular ou, mais

geralmente, de variacdo limitada em todo o intervalo limitado), po-
demos aplicar a FORMULA DE INVERSAO DE FOURIER, que d4

oo
2) g(t) = —1— V. p. f e"G(v)dv,
2T oo
em todo o ponto ¢ de continuidade de g, devendo substituir-se g()
pela semi-soma dos limites laterais nos pontos de descontinuidade.
Multiplicando ambos os membros de (2) por e e substituindo v
por —y, vem, manifestamente,

4 o0

f( = —1— V. p.f e'“*MF(c + iy)dy,
2T —co
para ¢ =0, sendo o integral nulo para #<0.

Mas a func¢do integranda coincide, agora, com e”F(s) sobre a
recta Re s =c. Notando que o integral desta func¢do sobre 0 segmento
orientado de origem 7z =c—iy e extremidade z=c+1iy, com y>0, é

Z y
f e“F(s)ds = if e'“*NF(c + iy)dy,
Z

z -y

a anterior férmula pode escrever-se, mais simplesmente,

3) f=—Lv.p. f e5F(s)ds,
2mi c—oof
“+co
t t
g N 2
- s=c+iy
0 o c
-y s s pmens s ey - 2
N |
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em que o 2° membro, a parte o coeficiente 1/(2mi), designa o limite
do anterior integral, quando y— +oo. (E claro que os simbolos
¢ +ooi, c—oof N0 t€m, aqui, significado préprio: estdo, apenas, a in-
dicar, abrevidamente, que se trata de um integral sobre recta Res=c,
orientada de baixo para cima).

A férmula (3) é a chamada FORMULA DE INVERSAO DE
RIEMANN, aplicavel, por exemplo, na hipétese em que f € seccio-
nalmente regular. Fornece, entdo, o valor f(¢) da func@o em todo o
ponto =0 em que f € continua, devendo f(¢) substituir-se pela se-
mi-soma dos limites laterais nos restantes pontos =0 (para 1<0 o
valor dado pela férmula é zero)."

Aplica-se, também, na hipétese em que F ¢ somdvel sobre a recta
Re s=c (isto é, em que F(c+iy) € uma funcdo de y somével sobre o
eixo real), fornecendo, entdo, o valor de f em quase todos 0s pontos
t=0. (ver Capitulo VIII, n’ 4, e)). Mas neste caso dispensa-se a in-
dicacdo “v. p.” antes do integral, visto este ser, entdo, convergente
(quer dizer, € convergente o integral de F(c+iy) em ordem a y entre
—00 € + 00,

Além da FORMULA DE RIEMANN, tém sido estabelecidas ou-
tras formulas de inversdo da transformacdo de Laplace, especial-
mente para fins prdticos de cdlculo.

O METODO DE INVERSAO DE RIEMANN, também chamado
METODO DE INVERSAO A FOURIER, comporta, geralmente, 0
cdlculo de residuos, segundo a doutrina exposta no Capitulo VI.

A FORMULA DE RIEMANN pode ser generalizada e justifi-
cada directamente por meio da teoria das distribuicdes, como fare-
mos oportunamente. Entdo, o estudo da transformacdo de Laplace
torna-se ndo s6 mais geral, mas também mais simples e preciso.

No caso das fungdes, verifica-se a UNICIDADE DAS IMAGENS
INVERSAS DE LAPLACE, com o seguinte aspecto:

Se duas fungoes localmente somdveis f, e f, tém uma mesma ima-
gem de Laplace F, isto é, se L[f 1=2L[f,1=F entdo f, e f, diferem,
quando muito, em pontos de um conjunto de medida nula (represen-
tando, portanto, um mesmo elemento do espagco L).

(1) Com efeito, € facil ver que as anteriores condi¢des sobre a funcdo g(f) se traduzem por
condi¢Ges andlogas sobre f(f).
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Podemos, assim, falar da transformacdo inversa de Laplace,
&-1, que na pratica é dada por (3), e, automaticamente, deduzir das
propriedades de &, propriedades correspondentes de £-!, como, por
exemplo, a seguinte

4) Pl F(s)] = T, % [F],

isto €, a transformacdo inversa de Laplace (em ordem a s) transforma
a mutiplicagdo por e™ na translagdo T, (cf. n? anterior, formula (3)).

7. Convolu¢ao no intervalo [0, + oo

Dadas duas fun¢des f, g localmente soméveis no intervalo [0, + o[,
chama-se convolugdo (ou produto de composigdo) de f por g sobre
este intervalo a fun¢do h definida pelo integral

h(x) =J;xf(x -Hgtdt, VxER"*.

Escreve-se, entdo, h=f x g.

O conceito de convolugdo no intervalo [0, + o[ pode apresentar-
-se como caso particular do _conceito de convolugdo sobre a recta.
Assim, se designarmos por f e por g as fung¢des nulas a esquerda da
origem, que coincidem com f e com g, respectivamente, a direita da
origem, tem-se:

fo xf(x —-ngdt = f :of(x —1)g(tdt.

Basta notar que, no 2? integral, a func¢do integranda € nula para <0,
e para x—t<0, ou seja, para t>x.

A operacdo assim definida tem propriedades andlogas as da
multiplicagdo usual: é comutativa, associativa e distributiva relativa-
mente a adigdo.

Por exemplo, tem-se, pondo x—¢=v e, portanto, t=x—v:

X 0 X
f Fe— Dglyde = - f F(0)g(x - v)dv = f ot =) F()dv,
0 X 0
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isto é: f * g=g * f (comutatividade). E, analogamente, para as outras
propridades.

PROPOSICAO 7.1. A convolugdo de duas funcdes pertencentes a A
ainda pertence a A.

Com efeito, sejam f, g&A. Entdo, podemos fixar constantes p,
M, N e 7 tais que

|f(®)| < Me®, |g(x)| < Ne*', Vt>r.

Se 1=0, tem-se:

f flx— t)g(t)dt‘ < MN f ePe-Deridt < MNxef*.
0 0

donde se conclui a tese, atendendo a PROPOSICAO 2.2,

Se >0, decompde-se o integral em trés, entre 0 € T, entre T e
x—T e entre x—T e x (para x suficientemente elevado), e efectuam-
-se majoracdes desses integrais andlogas as anteriores.

TEOREMA 7.1. Quaisquer que sejam f, gEA, tem-se

Llf«gl=2Lf1<Llsl,

isto é: a transformagdo de Laplace converte a convolucdo em mullti-
plicacado.

(Chama-se produto FG de duas imagens de Laplace F e G, natu-
ralmente, a imagem de Laplace H tal que H(s)=F(s)G(s), em algum
semi-plano Re s > ).

A demonstracdo pode fazer-se exactamente nos mesmos moldes
da correspondente para a transformacdo de Fourier, substituindo os
integrais entre 0 e + oo, que dao as imagens de Laplace de f e de g:

f °oe‘”‘f(z,t)dz,t, f eg(v)dv,
0 0

pelos integrais entre —oo € +oo:
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+oo - +oo
f e‘s"‘f(u)du,f e'g(v)dv,

—00 —0Q

em que fe g sdo as fungdes nulas a esquerda da origem, que coinci-
dem com f e g a direita da origem. Para a demonstracdo, convém
adoptar letras diferentes (u e v, por exemplo) para varidveis de inte-
gracdo, nos dois integrais.

Pondo F=%[f]e G=%[g], donde f=F-![F], g=<£'[G] a f6r-
mula anterior pode ainda apresentar-se com o seguinte aspecto:

(1) LUFG]=ZF[F] « £'[G]

isto €: a transformacdo inversa de Laplace transforma a multiplica-
cdo usual em convolugado.

8. Aplicacoes as equacoes diferenciais

A transformacdo de Laplace €, tal como a transformagdo de
Fourier, sua congénere, um instrumento essencial em Fisica Mate-
matica, com inumeras aplica¢des a problemas que se traduzem por
equacoes diferenciais, equacOes integrais, equacdes integro-diferen-
ciais, equacdes em diferencas finitas, etc., etc.

Quando se trata de equacdes diferenciais ordindrias (lineares de
coeficientes constantes) ou de sistemas de tais equacoes, a transfor-
magdo de Laplace aplica-se no caso em que s3o dadas condigcoes
iniciais. No entanto, para esse fim, a transformagdo de Laplace
pode ser inteiramente dispensada, € com vantagem, recorrendo ao
método directo, baseado na teoria das distribuicoes.

Quando se trata de equacdes em derivadas parciais, a transfor-
macdo de Laplace estd indicada nos problemas mistos, isto €, nos
casos em que sdo dadas, a0 mesmo tempo, condicoes iniciais, rela-
tivas a uma das varidveis e condigdes nos limites, relativas a outra
ou as outras varidveis. A transformacdo serd, entdo, aplicada em
ordem a varidvel a que se referem as condigoes iniciais (a qual, nos
casos concretos, é em regra a varidvel tempo) e sé pode ser utili-
zada quando a equacdo é linear e de coeficientes independentes
dessa varidvel, podendo, no entanto, depender das outras.
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Para dar uma primeira ideia destas importantes aplicacdes, limi-
tar-nos-emos a quatro exemplos simples.

Exemplo — 1) Seja a equacao diferencial
¢©”+k*@=f(t) (kreal constante),
com as condic¢des iniciais:
?0)=c,, 9(0)=c,.
Suponhamos que a funcdo f dada pertence a A e procuremos
uma solucdo ¢© da mesma classe®. Aplicando a transformagdo de

Laplace a ambos os membros desta equacao, vird, atendendo as pro-
priedades estabelecidas (n?” 4):

s’L[0] - s@(0) — ¢'(0) + K*£L[] = L[ f],
ou seja, pondo L[@]=D e L[f]=F, e introduzindo os dados iniciais:
(2 +k*)D(s)=F(s)+c,+c,s,

ou ainda,

e Gy
1 D(s) = F(s) + ——+ ——.
o " s2+k? 2 sP+k> sP+k?
Assim, a transformacdo de Laplace converteu o problema pro-
posto num problema algébrico de divisdo.
Resta agora, para obter @, aplicar a transformagdo inversa de
Laplace. Ora, tem-se (n’’ 1, Exemplo 3)):

ENP;I[ ! ] -1 senkt,
s?+k*] k

(1) Restri¢do incémoda e, alids, supérflua, quando se recorrer ao método operacional directo,
atrds mencionado (com o emprego das distribuicdes).
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donde (TEOREMA 4.1):

58;1[ > ] = Dt<—1— senkt) = cos kt
s+ k? k

Portanto, vira de (1), atendendo ao estabelecido no n’ 7,

o(f) = % (senkt) * f(£) + c,cos kt + % senkt,

que constitui, de facto, a solu¢do tnica do problema, mesmo que a
funcdo f ndo pertenca a A: basta que seja localmente somavel.

Exemplo — 2) Pretende-se determinar uma solugdo u(x, ) da equa-
cdo das ondas:

2) azAu—a—u=O, com x=(x;,...,X,),

ot?

solucdo essa definida para ¢ = 0 e para x situado num dominio aberto
D de R*, de modo que verifique as condi¢oes iniciais:

(3) u(x, 0) = uy(x), u/(x,0)=u(x), VxED,

€, a0 mesmo tempo, uma condicdo nos limites, que pode ser, por
exemplo, a de u(x, t) tomar valores previamente dados, sobre a fron-
teira I’ de D: ®

“4) u(x,)=0( 1 Vxel, t=0.

Trata-se, pois, dum problema misto, relativo a equacdo das ondas.

(1) O dominio D deve também verificar certas condi¢des para que o problema seja possivel.
Se D for ilimitado, deve-se dar uma outra condi¢@o nos limites para que o problema seja
determinado: por exemplo, a de u(x, ¢) ser um infinitésimo de certa ordem, quando |x|—>co.
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Admitamos que, para todo o x€D, a solucao u(x, ) € uma fun-
cdo de ¢ pertencente a A, e que, para todo xE1I', também 6(x, 7) per-
tence a A. Entdo, aplicando a (2) a transformacdo de Laplace em
ordem a ¢, vird, admitindo que £, é permutdvel com A:

a’AZ [u] — s*°L [u] + su(x, 0) + u/(x,0)=0,

ou seja, pondo &£ [u(x, £)] = U(x, s), para todo o xED, e introduzindo
as condig¢des iniciais (3):

2" a*AU — s*U = — s — uy(x) — u,(x).

Por sua vez, pondo &£,[0(x, 1)]=O(x, s) para todo o xEI', vem
de (4):

4) Ux, s)=0O(x,s), para x€I.

Assim, a equacdo em derivadas parciais (2), em ordem a
X, .--» X, , t, com as condigoes iniciais (3) e as condigoes nos limites
(4), foi convertida na equagdo (2"), em ordem sé a x,, ..., x,, com a
condicdo nos limites (4).

Por outras palavras: o problema misto foi convertido pela trans-
formacdo de Laplace num problema sé com dados na fronteira.
Uma vez resolvido este problema relativo a (2’), bastard aplicar a
transformacéo &' a expressdo de U(x, s) para obter a solucéo u(x, t)
do problema proposto.

Este método de resolucio pode ser resumido no seguinte esquema:

PROBLEMA MISTO )
(CONDICOES INICIAISE ~ ~<—— Plfgggghﬁg 5&’8{3 o%(")r o
CONDICOES NOS LIMITES)
<, g

s

SOLUCAO U(x, s)
DO PROBLEMA
TRANSFORMADO

PROBLEMA SO NOS »
LIMITES
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E este um método deveras elegante e eficaz, para a resolucgio de
problemas mistos, relativos ndo s6 a equacdo das ondas, mas ainda
a equacOes de varios outros outros tipos, € que se apresentam em
numerosas questdes de Fisica e de Engenharia. Porém, a sua perfeita
justificac@o s6 pode ser feita com o auxilio da teoria das distribui-
¢oes, que permite evitar as incomodas hipdteses relativas a natureza
das func¢des dadas e das fungdes incégnitas, bem como a permutabi-
lidade da transformacdo de Laplace com A ou com outros operado-
res que intervenham na equacio (em ordem as variaveis x,, ..., X,).
Podem, entdo, ser estabelecidas, “a priori”, a existéncia e a unici-
dade da solugdo do problema misto, sob condi¢bes muito largas.

Para concretizar, consideremos o caso n=1:

2 2
(&) a’ Q—bi - -@—bi =0 (equacdo das cordas vibrantes).

ox? of

Seja o dominio D, neste caso, o intervalo ]0, +<o[, € sejam as
condigoes iniciais simplesmente as seguintes

(6) u(x,0)=u/(x,00=0, para x€]0, +oof,

0 que significa que a corda se encontra em repouso no instante t=0.
A fronteira I' de D reduz-se, agora, ao ponto 0, na recta euclidiana,
ou aos pontos 0 e + o, na recta acabada.

As condigdes iniciais (6) juntaremos as condi¢des de fronteira:

@) u(0,9) = f(®, liIP ulx,)=0, V=0,
oyt
sendo f uma funcdo dada. Assim, se nos apresenta um problema
misto, tradu¢ao matematica do seguinte problema fisico:
Um fio eldstico estendido, semi-indefinido e homogéneo, é sujeito
no extremo (ponto de abcissa zero) a uma forca que obriga esse ponto
a mover-se segundo a equag¢do

y=f(

que dd a ordenada y do referido ponto como fungdo conhecida do
tempo para t = 0. O fio estd em repouso no instante zero e nenhuma
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forca externa actua ao longo do mesmo. Determinar a configuragdo
y=u(x, t) do fio em cada instante t = 0, admitindo que y — 0 quando
X—>+o0. M

y
S —
A0 u(x,t)
) 0 v >

Aplicando a transformacdo &, , a equagao (5) € transformada na
equacdo diferencial ordindria:

d*U

2

(5") a? -s2U=0 (a>0),

dx

com as condi¢des nos limites

(7 U(0,s) = F(s), lim U(x,s)=0,

X—>+oo

em que F designa a imagem de Laplace de f (usamos aqui o sim-
bolo de derivacdo ordindria, em vez de derivacdo parcial, em ordem
a x, visto s ser apenas um parametro na equacao).

Ora, ¢é facil ver que a equagdo (7”) tem por integral geral

Ulx,s)=Ce="* + C, e,

em que C, e C, sdo constantes arbitrarias em relacio a x, que podem,
no entanto, depender do pardmetro s

Ci=v(0s), C=vs).

(1) Prova-se com o método operacional directo (baseado na teoria das distribuigbes) que esta
tltima condig¢io € implicada pelas anteriores. Deste modo, a segunda das condi¢des (7) de
fronteira é supérflua.

Note-se ainda que, fisicamente, uma “corda semi-indefinida” é realizada por uma
corda finita (como sdo todos os fios materiais, na realidade), em que um dos extremos se
encontra a uma distancia bastante grande, para que se possa considerar praticamente
infinito o comprimento do fio.



558

Como as imagens de Laplace existem sempre em determinados
semi-planos direitos, Re s >, podemos supor, sem quebra de gene-
ralidade, Re s> 0. Deste modo, € f4cil ver que, quando x— +oo:

e—sx/a - O esx/a —> oo
, .
Entdo, a segunda das condicdes (7”) s6 podera ser verificada se
C,=0, e, portanto, a primeira serd verificada se e s6 se C,=Y,(s)=F(s).
A solucdo (uinica) do problema transformado serd, pois:

Ux, s)=e “9sF(s).

Daqui se deduz, finalmente, atendendo ao efeito da transforma-
cdo de Laplace sobre a translacdo (n’’ 5 e final do n?’ 6):

2

f(t—i), parat =
(8) =4 =

0 , parat<

Q% Q%

\

Pode-se verificar que esta €, de facto, a solu¢do (tnica) do pro-
blema proposto, desde que a funcdo f dada verifique a condigcdo
adicional de admitir derivadas f’ e f” continuas.

Porém, recorrendo ao método operacional directo, baseado na
teoria das distribuicoes, esta condigdo pode ser dispensada (basta
que f seja, por exemplo, uma funcdo continua). Além disso, torna-se,
entdo, supérflua a verificacdo do facto de a férmula (8) fornecer a
solugdo unica do problema.

Fisicamente, o resultado (8) € facilmente interpretavel:

Cada ponto da corda fica em repouso até ao instante x/a (sendo
x a abcissa desse ponto). Dai por diante, o ponto passa a mover-se

segundo a equagdo
b
a

isto €, exactamente cOmo a origem Se move, mas com um atraso de
x/a unidades de tempo.
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Por outros termos:

O movimento da origem transmite-se inalterado, ao ponto da
abcissa x, ao fim do tempo x/a, ou seja, com a velocidade a, visto ser
X 0 espago percorrido nessa transmissdo.

Exprime-se este facto dizendo que o movimento do extremo do
fio dd lugar a uma onda, que se propaga com a velocidade a ao
longo do fio. Chama-se perfil da onda num dado instante t precisa-
mente a linha de equacgdo

r

b
f(t——), para x < at,
a

<
I

0 , parax = at,

\

que, no plano cartesiano xy, d4 a configuracdo da corda nesse ins-
tante t.

Virios outros tipos de condi¢Oes nos limites se podem apresen-
tar, a respeito da equagdo das cordas vibrantes: por exemplo, o caso
da corda finita com extremos fixos (sendo os dados iniciais ndo nu-
los), o caso da corda finita com um extremo fixo e o outro livre ou
sujeito a um peso, etc., etc. A todos se pode aplicar, com éxito, o
método da transformacdo de Laplace.

Exemplo — 3) Consideremos um s6lido homogéneo semi-indefi-
nido, situado a direita do plano de equacdo x=0 (num referencial
cartesiano conveniente). E este o caso idealizado de um sélido de
dimensdes bastante grandes relativamente a zona em estudo, junto
de uma superficie plana. Suponhamos que o sélido se encontra,

) —
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inicialmente, a temperatura zero e que a fronteira x=0 € mantida a
uma temperatura f(z), igual em todos os pontos desse plano, mas
funcdo do tempo, conhecida para t=0. Supde-se, além disso, que
ndo existe nenhuma fonte de calor no interior do sélido.

Nestas condigdes, € claro que o calor se difunde, de igual modo,
ao longo das semi-rectas perpendiculares ao plano e que, portanto,
o fendmeno € regido pela equacdo do calor numa dimensdo, ja atras
condiderada:

9) u(x, t)—kii_(x,1)=0,

em que k € a difusividade térmica do material e a func¢do incégnita
u(x, t) representa a temperatura nos pontos de abcissa x>0 e no ins-
tante >0 (para habituar o leitor aos diversos tipos de notacdo que
se podem apresentar, designamos, agora, por i, a primeira derivada
parcial em ordem a ¢ e por i a segunda derivada d%u/dx?; alguns
autores chegam a omitir, mesmo, os pontos ou plicas indicativos das
derivagdes).
A equagio (9) associa-se a condicdo inicial:

u(x,0)=0, Vx=0,
e a condigdo de fronteira (a esquerda):
u,H)=f(~), Vt=0.

Como o sélido se encontra, inicialmente, a temperatura zero, é
natural fixar a condi¢do de fronteira a direita:

Iim u(x,)=0, Vi=0.

x—>+oo

Ora, a transformacéo £, converte o problema misto, assim apre-
sentado, no seguinte problema, relativo a uma equacdo diferencial
ordindria:

kU(x, s)—sU(x, s)=0
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U@, s) = F(s), lim U(x, s)=0.

xX—>+oo

A solucdo deste problema nos limites €, como facilmente se reco-
nhece (por considera¢cdes andlogas as do exemplo anterior):

U(x, s) = F(s)e™V .
Seré, portanto (n” 7):
u(x, £) = f@) * L1 [e™V"*].

Ora, consultando uma tabela de transformadas de Laplace,
acha-se

g—l [e—x\/ﬁ] - X e—xz/(4kt)

’ 2V rkt

Tem-se, pois, finalmente, para x>0 e > 0:

(t _T) e~k o

X ft f
a'\ /Tck 0 T3/2

u(x, t) =

Quando a temperatura f(#) € constante,

fO=1,,

a temperatura no interior do sé6lido serd, entdo, dada pela férmula

xfo (' -an [ X’ }
ux,)=——=—1 1% exp |- dr,
() 2N 1tk Jo P 4kt

que, pela mudanca de varidvel

se converte em
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2 e X
u(x, t) = fo f e com X=
T vX

V1 Wit

Ora, recordemos que a funcao dos erros, ©, do Calculo das Pro-
babilidades, € dada pela férmula

2 X
Okx)=—— f e"dt,
Vr Jo

e que, por ser O(+ o) =1, se tem

2 f oo
_— e’dt =1- 0O(x)
VT Jx

(funcdo complementar dos erros). Portanto, o resultado anterior pode
apresentar-se com 0 aspecto

© [l of)
e 2Vkt

cuja vantagem reside no facto de se encontrar jd tabelada a fun-
cdo ©.

Note-se que os autores anglo-americanos costumam designar
por erf(x) a funcdo dos erros (error function) e por erfc(x) a fungao
complementar dos erros (complementary error function).

A formula obtida mostra-nos que, em qualquer instante ¢>0,
a temperatura em todos os pontos do sdlido é diferente de zero
(supondo f,#0), embora tenda para zero quando x— +oo. Quer isto
dizer que o calor se transmite instantaneamente (ou seja, com velo-
cidade infinita) a todos os pontos do sdlido, ao contrdrio do que
sucede com os fenomenos ondulatorios, em que a propagacdo se
efectua com uma velocidade finita. E esta uma caracteristica dos
fenoémenos de difusdo, que exclui a sua interpretacdo dindmica, em
favor de uma interpretacdo estatistica, como jd atrds se observou.

Assim, o calor ndo se propaga a maneira das ondas: difunde-se,
espalha-se, a semelhanca de uma gota de tinta que se deita na dgua.
E de notar, porém, que a referida transmisséo instantdnea do calor
tem apenas carécter tedrico. Para melhor compreensao do que acaba
de dizer-se, consideremos sucessivos graficos da temperatura como
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funcdo de x, y=u(x, t) em varios instantes 0<¢, <t,<t,<... supondo
f,>0.

%

E f4cil, entdo, reconhecer que:

Enquanto, no instante, t=0, a temperatura passa bruscamente
do valor f, (a superficie), para o valor zero (no interior), em qual-
quer instante t>0 (por menor que seja t) a temperatura é superior
a zero em todos os pontos do sélido, passando com continuidade do
valor f, (a superficie) para valores cada vez menores (no interior).
A diminuicdo de temperatura, ao passar da superficie para o interior,
ndo é, portanto, brusca, como sucede no instante zero, mas continua.
Simplesmente, a temperatura tende muito rapidamente para zero,
quando x — + oo, de modo que, embora teoricamente seja sempre
maior que zero, é praticamente nula para além de certo valor de x,
que vai, porém, aumentando com o tempo.

Assim pois, praticamente, a difusdo do calor ndo € instantanea
mas progressiva. Se, em vez do calor, se tratasse da difusdao duma
substancia, podiamos dizer, usando a linguagem probabilista:

Em qualquer instante t>0, a probabilidade de se encontrarem
moléculas da substdncia num ponto da abcissa x é praticamente nula
quando x excede um certo limite (que aumenta, porém, com o tempo).

Alias, da formula (10) deduz-se imediatamente que dois pontos
X, € x, estdo a mesma temperatura em instantes #, e z,, desde que seja

X _xz

Vi, Vi
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isto €, desde que

o que, de certo modo, nos indica que o calor progride cada vez mais
lentamente, ou seja, na razdo directa de V't (LEI DA CONDUCAO
DO CALOR EM SOLIDOS SEMI-INDEFINIDOS).

Exemplo — 4) A transmissdao de perturbacdes eléctricas ao longo
de um extenso fio ou cabo, como os dos telégrafos ou dos telefones,
¢ regida por um sistema de equagdes em derivadas parciais do se-
guinte tipo:

]
Lﬂ+RI=—§X
ot 0x
(11) *
CQZ+SV=—£
L ot 0x

em que I(x, t) e V(x, t) designam, respectivamente, a intensidade da
corrente e a tensdo a distdncia x do posto emissor, no instante ¢,
sendo L, R, C, S constantes que designam, respectivamente, a indu-
tdncia, a resisténcia, a capacidade e a condutdncia de dispersdo, por
unidade de comprimento do fio.

Entre as duas equacdes (11) podemos eliminar uma das fungdes
incégnitas I ou V. Por exemplo, da segunda podemos tirar I e I ,, o
que, por substitui¢do na primeira apds derivacdo em ordem a x, con-
duz a equacgido de 2? ordem:

0%V 0%V A%
12 ———=CL——-(CR+SL)——-RSV=0,
(12) ox? or? (CR+3L) ot

chamada equacdo dos telegrafistas.

Quando R e S sdo tdo pequenos que o seu efeito possa ser des-
prezado, a equacdo dos telegrafistas reduz-se a forma da equagdo
das cordas vibrantes, com a=1/N/CL . Entdo, os sinais sio transmi-
tidos sob a forma de onda com a velocidade a. E este um dos casos
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que mais interessa para os fins dos telégrafos e telefones, pois ha,
entdo, garantia de que os sinais ou sons cheguem indeformados.

Quando L é desprezivel (cabos ndo indutivos), a equacdo dos
telegrafistas assume forma semelhante a da equacdo do calor: os
sinais difundem-se ao longo do cabo, em vez de se propagarem on-
dulatoriamente sem dispersdo.

No caso geral, o estudo da equacdo dos telegrafistas € mais
complexo que o das equacdes do calor e das ondas, mas pode ainda
ser feito com pleno €xito, mediante a transformacdo de Laplace. Isto
justifica, em parte, o grande interesse que o estudo da transforma-
cdo de Laplace apresenta para os engenheiros electrotécnicos.

Para maior desenvolvimento da teoria e das aplicacdes da trans-
formacgdo de Laplace, podem consultar-se as obras adiante indicadas,
entre as quais recomendamos, particularmente, a de CHURCHILL.
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