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ALLOCUTION DU PROFESSEUR JOSÉ SARMENTO, 

VICE-RECTEUR DE L'UNIVERSITÉ DE LISBONNE 

Minhas senhoras e meus senhores : 

Foi com o maior agrado e simpatia que a Universidade de Lisboa deu o 
seu patrocínio a este curso de alto nível científico que hoje se inicia. Cedeu estas 
instalações, onde aqui nos encontramos, pois considera seu dever acarinhar e 
fomentar todas as oportunidades que proporcionem o aperfeiçoamento e expansão 
de novos ramos do saber. 

N o caso presente a Teoria das Distribuições é um dos tais ramos que bem 
merecem ser desenvolvidos, aperfeiçoados e divulgados. Acresce ainda o particular 
interesse da Universidade de Lisboa, por este curso internacional, o facto de 
um dos seus mais notáveis cultores ser um Professor desta Universidade. 

Os expositores que vão figurar neste curso são figuras mundialmente conhe· 
cidas no campo da Matemática. Posso afirmar até que, pràticamente, todos os 
cientistas que criaram e desenvolveram a Teoria das Distribuições se encontram 
hoje aqui reunidos. 

Aos Srs. Professores e ilustres Expositores deste curso, Laurent Schwartz 
da Universidade de Paris, J .  B .  Diaz, da Universidade de Maryland, J .  L. Lions 
da Universidade de Paris, A. Martineau da Universidade de Montpellier, 
E. T. Poulsen da Universidade de Aarhus, desejo apresentar as mais sentidas 
homenagens da Universidade de Lisboa, desejando-lhes as maiores facilidades 
no desempenho da missão que aqui os trouxe. Tenho a certeza que deste curso 
e dos contactos que ele porporcionará, resultará uma nova expansão e aperfei­
çoamento da Teoria das Distribuições. 

Ao Sr. Professor Doutor Sebastião e Silva, director do curso e meu muito 
ilustre colega na Faculdade de Ciências, desejo exprimir-lhe a satisfação da 
Universidade de Lisboa pelos seus trabalhos sobre a Teoria das Distribuições 
e pela posição de alto relevo internacional que ocupa neste domínio. Recordo que, 
a pedido da Universidade de Maryland, o Sr. Professor Doutor Sebastião e Silva 
efectuou nessa Universidade, durante o segundo semestre do corrente ano, um 
curso sobre a sua tão querida Teoria das Distribuições. 

À Comissão Coordenadora da Investigação para a OTAN, aqui represen­
tada pelo seu ilustre Presidente, Professor Doutor H erculano Amorim Ferreira, 
a quem apresento as minhas saudações, desejo exprimir o reconhecimento da 
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Universidade de Lisboa pelas facilidades concedidas para a realização deste 
14.0 Curso de Verão. 

À Fundação Calouste Gulbenkian, aqui representada por um dos seus mais 
insignes membros o Sr. Embaixador Pedro Teotónio Pereira, a quem rendo as 
minhas mais profundas homenagens, desejo patentear mais uma vez a gratidão 
desta Universidade pelos auxílios que tantas vezes nos tem dispensado, e muito 
particularmente por hoj e ter permitido que o Centro de Cálculo Científico do 
Instituto Gulbenkian de Ciência assegurasse e organizasse este Curso. 

Finalmente as minhas últimas palavras são para o Sr. Professor Doutor Carlos 
Alves Martins na sua dupla qualidade de representante de Portugal no Comité 
Científico da OTAN e de Director do Centro de Cálculo Científico, do Instituto 
Gulbenkian de Ciência. Apresentando-lhe as minhas saudações desejo expri­
mir-lhe, em primeiro lugar, a satisfação da Universidade de Lisboa por em mãos 
tão competentes se encontrar a representação de Portugal no Comité Científico 
da OTAN, em segundo lugar o agrado por V. Ex.a se encontrar à testa da orga­
nização deste Curso de Verão, o que de antemão faz prever o seu pleno êxito. 



ALLOCUTION DU PROFESSEUR AMO RIM FERREIRA, 
PRÉSIDENT DU COMITÉ NATIONAL PORTUGAIS DE LA 

RECHERCHE SCIENTIFIQUE POUR L'OTAN 

Monsieur le Président : 

Au nom du Comité National Portugais de la Recherche Scientifiqlle pour 
I'OTAN, j'ai I'honneur de vous saluer, en vous remerciant d'avoir bien voulu 
présider à cette séance d'ouverture du Cours d'été SUl' la Théorie des Distributions. 
J e vous prie aussi de transmettre à Monsieur le Recteur de I'Université de Lisbonne 
nos respectueuses salutations et nos vifs remerciements pour la cession de cette 
magnifique saBe et des locaux de la Cité Universitaire pour les travaux et les 
services auxiliaires du cours. 

Des remerciements également vifs sont dus à la Fondation Calouste 
Gulbenkian pour le généreux appui financier qu'elle a donné au Comité Scienti­
fique de l'OTAN pour la réalisation du cours d'été et pour l'assistance substantielle 
qu'elle a donnée et qu'elle donne pour le fonctionnement du cours. Il est pour 
moi un privilege - en adoptant la façon anglaise de dire - de les adresser, au 
nom du Comité National Portugais,  au représentant de la Fondation ici présent, 
l' Ambassadeur Teotónio Pereira. J e n'insisterai pas - iI ne serait pas opportun 
de le faire en cette occasion - sur l' reuvre magnifique de la Fondation en ce 
pays et dans le monde, en faveur de la culture dans tous les domaines. 

Une salutation spéciale va au directeur du cours d'été, M. Sebastião e Silva, 
membre de l' Académie des Sciences et professeur à la Faculté de Lisbonne, avec 
les meilleurs vreux pour le bon succes des travaux du cours. 

Mesdames, Messieurs : 

Je pourrais - et peut-être je devrais -- faire terminer ici mon allocution, 
forcément courte pour ne pas vous fatiguer. Mais iI y a des renseignements que 
je considere approprié de donner en cette occasion, sur le Comité Scientifique 
de l' OTAN, son but et ses programmes, spécialement en ce qui concerne ce pays 
comme membre de la Communauté Atlantique. 

Le Comité Scientifique a été créé en Décembre 1957 par le Conseil Minis­
tériel de I'OT AN. Chaque pays membre de l'Organisation y est représenté par 
un scientiste qualifié. Son but principal est de prendre et proposer les mesures 
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necéssaires pour activer le développement scientifique et technologique des pays 
membres, «base essentielle de la culture, de l' économie et de la force politique 
et militaire de la Communauté Atlantique». 

Pour atteindre ce but, le Comité Scientifique de I'OTAN maintient 
actuellement un certain nombre de programmes dont j'indiquerai ici les plus 
importants.  

Le programme des bourses d' études scientifiques est destiné à la formation 
et spécialisation de personnel scientifique. Deux millions et demi de dollars 
ont été attribués en 1963 à ce programme, duquel ont bénéficié jusqu'à 
présent 197 diplomés universitaires portugais.  

Des proj ets internationaux de recherches sont subventionnés, totale ou 
partiellement, par le programme de subventions pour la recherche .scientifique. 
Le montant actueI du budget de ce programme est 735 000 dollars par ano Les 
chercheurs portugais ont reçu jusqu' à présent des subventions dont le total 
atteint 140 000 dollars. 

Le but du programme d'études supérieures avancées est de permettre 
qu'un certain nombre de diplomés universitaires puissent acquérir des connais­
sances sur quelques disciplines scientifiques plus necéssaires pour la recherche, 
ou encore peu connues parce que récentes. Le montant actueI du budget de ce 
programme est 650 000 dollars. 

Quelques secteurs spécialisés de la recherche scientifique, tels que océano­
graphie, recherche opérationnelle, radioastronomie, radiométéorologie, etc. sont 
aussi subventionnés par le Comité Scientifique de I'OTAN. 

Pour ce qu'il s'agit du programme des cours d'été, la commission consul­
tative du Comité Scientifique a choisi, sur un total de 70 demandes, 40 activités 
qui feront l'obj et de cours d'été en 1964. Celui qui va commencer à Lisbonne, 
sur la théorie des distributions, est le 14eme de la list.e et le troisieme qui se réalise 
au Portugal. Le premier a été sur l'utilisation des calculateurs électroniques 
dans le domaine du génie civil. Le deuxieme a bénéficié, comme le troisieme, 
non seulement d'une subvention de l' OTAN, mais de l' appui financier de la 
Fondation Calouste Gulbenkian. 

* 

Le Comité N ational Portugais de la Recherche Scientifique pour I'OT AN 
est d'avance sur du bon succes des travaux de ce cours d'été, dans lequel parti­
ciperont six professeurs distingués et quelques dizaines d' étudiants de plusieurs 
nationalités. 

En travaillant ensemble, les participants du cours d'été viendront à mieux 
se connaitre les uns les autres. Par cette voie ils arriveront facilement à se 
comprendre et à s'apprécier, condition éssentielle pour que les homInes puissent 
vivre heureux sur la Terre, en paix. 



ALLOCUTION DU PROFESSEUR J .  SEBASTIÃO E SILVA 

D I RECTEUR DU COURS 

Monsieur le Vice-Recteur de l'Université de Lisbonne 

Monsieur le Président de la Commission Portugaise de Coordination de la 
Recherche Scientifique de l'OT AN 

Monsieur le Représentant du Président de la Fondation Gulbenkian 

Monsieur le Représentant du Portugal au Comité Scientifique de l'OT AN 

Mesdames, Messieurs : 

II y a deux ans, un de mes amis m'a suggéré d'organiser au Portugal un 
cours international sur la théorie des distributions. À ce moment-Ià, cette idée 
m'a paru un rêve. Aujourd'hui, je tiens à remercier vivement le Comité Scienti­
fique de l'OTAN et la Fondation Gulbenkian, d'avoir permis, avec leur géné­
reuse contribution, de transformer ce rêve en réalité. J'adresse aussi mes vifs 
remerciements au Rectorat de l'Université de Lisbonne, pour avoir mis à notre 
disposition ses excellentes installations, pour toutes les séances du Cours. Enfin, 
je dois souligner la contribution essentielle du Professeur Alves Martins, dans 
l' organisation de ce Cours. Des le premier moment, depuis deux ans, iI a soutenu 
ce projet avec tout l'enthousiasme et tout le dynamisme qui le caractérisent, 
et iI a mis à notre disposition la magnifique machine administrative du Centre 
de Calcul Scientifique. Au nom de nous tous, qui sommes venus ici pour mieux 
connaitre les progres et les nouveaux prob18mes de la théorie des distributions, 
je lui adresse l'expression de toute notre reconnaissance. 

Aux mathématiciens distingués de tant de pays qui sont accourus ici je 
souhaite cordialement la bienvenue, et j e  remercie vivement les professeurs qui 
ont bien voulu prêter leur précieuse collaboration à ce cours. Les conférences 
qui seront tenues ici seront publiées en un volume spécial par le Centre de Calcul 
Scientifique. Elles donneront, je l'espere, une idée assez juste des progres de la 
théorie des distributions et de ses applications, accomplis pendant les trois dernieres 
années, apres le Cours International sur cette théorie, tenu en Italie au mois 
de Septembre 1961. 

J e n'ai nullement l'intention de faire ici l'histoire de la théorie des distri­
butions. Je veux en tout cas rappeler que cette théorie est née en 1945. Evidem­
ment, elle a eu des ancêtres : les procédés heuristiques des electrotechniciens de 
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I' école de Heaviside et des physiciens comme Dirac, par exemple. On peut dire 
que les physiciens utilisaient les distributions, comme M. J ourdan faisait de la 
prose. Mais on sait que ces méthodes manquaient complêtement de fondements 
rationnels. Quelques mathématiciens ont fait des tentatives pour condtruire une 
théorie rendant compte de ces méthodes hétérodoxes. J e dois aussi rappeler que 
Bochner, dails l 'étude de la transfol'mation de Fourier, et Sobolev, rlans l'étude 
des équations aux dérivées partielles, avaient introduit des concepts précurseurs 
de la théorie des distributions. Mais cette théorie, qui est venue mettre définiti­
vement de l'ordre partout, est née en 1945 , comme je I'ai déjà  rappelé. Depuis 
lors, elle s' est développée rapidement, par I' reuvre de son fondateur et d' autres 
chercheurs. Nombre de mathématiciens, dans plusieurs pays, se sont jetés 
sur ce nouveau filon. II est aujourd'hui difficile, dans plusieures question,s concer­
nant les équations aux dérivées partielles ou la physique théorique, d 'ignorer les 
distributions, sans devenir obsolête. C' est comme si l' on prétendait ignorer les 
nombres complexes dans la théorie des équations algébriques à coefficients numé­
rIques. 

Moi-même je  me suis intéressé aux distributions depuis dix ans. Quel­
ques amis me disent que, depuis dix ans, je ne fais que parler de distributions, 
en suggérant qu'il s'agit là d'une sorte d'idée fixe. Alors je  leur observe que,  depuis 
des siêcles, les mathématiciens parlent de fonctions : voilà aussi une idée fixe. 
Et, désormais, les mathématiciens devront aussi parler de distributions, en 
employant ce terme ou un autre équivalent. 

Pour terminer, j e  dois parler de la belle surprise qui nous a été offerte 
au commencement de ce Cours. Le Professeur Laurent Schwartz n'était pas sur 
de pouvoir venir : c'est pourquoi sa conférence n'avait pas été annoncée. Mais, 
en même temps, iI m'avait promis de faire l'impossible pour être présent, fut-ce 
seulement à l'inauguration. n y a exactement une semaine M. Schwartz m' a 
communiqué par télégramme sa décision finale. Donc, l' impossible s' est réalisé : 
le créateur de la théorie des distributions est parmi nous, iI ya nous parler. Et 
je  vais finir, parce que, comnH" tous les antres auditeurs, je suis impatient de 
l'écouter. 
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MESURES DE RADON SUR DES ESPACES 

NON LOCALEMENT COMPACTS 

par 
L. SCHWARTZ 

§ 1. Introduction 

Sur un espace localement compact X, une mesure de Radon est une forme 
linéaire continue sur l' espace topologique C( X) des fonctions continues à support 
compacto Par rapport à cette mesure, si elle est � O, on peut définir les mesures 
des ensembles, les fonctions intég!ables à valeurs dans des espaces de Banach 
et les intégrales de ces fonctions, les applications mesurables, au sens de Lusin, 
de X dans des espaces topologiques Y ( 1 ). 

I I  y a une autre théorie, tres différente, celle des mesure� abstraites. Une 
tribu de parties sur un ensemble X est un ensemble de parties, contenant 0 et X, 
et stable par complémentation et par réunions et intersections dénombrables. 
Une mesure abstraite � O, sur la tribu 'L, est une fonction m sur 'L, à valeurs � O  
finies ou non, dénombrablement additive, c .  à d .  telle que,  pour toute suite 
(An)nEIN d'ensembles disjoints de la tribu 'L, on ait m( U ATi) = � m(An). nEIN nEIN 

. Par rapport à une mesure abstraite, on peut encore définir les ensembles 
mesurables et leurs mesures, les fonctions intégrables à valeurs dans des espaces 
de Banach et leurs intégrales ; et les applications mesurables dans les espaces 
topologiques Y (2). 

Toute mesure de Radon � O sur un espace localement compact X définit 
une mesure abstraite sur la tribu borélienne 'L de X. Les ensembles mesurables 
et leurs mesures, les fonctions intégrables à valeurs dans les Banach et leurs 
intégrales, sont alors les mêmes pour la mesure de Radon et la mesure abstraite 
qu' elle définit ; par contre les applications mesurables dans les espaces topolo-

(1) On trouvera un exposé de la théorie des mesures de Radon dans BOURBAKI [1], [2], [3]. 
(2) On trouvera un exposé de la théorie des mesures abstraites dans un grand nombre 

d'ouvrages; voir par exemple HALMOS [1]. 
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glques Y, si elles sont les mêmes pour les espaces métrisables séparables Y, mais 
ne sont pas en général les mêmes pour Y arbitraire. Redonnons donc les deux 
définitions : 

A) Soit X un espace localement compact, [1. une mesure de Radon;;;;:: O sur X. 
Une application H de X dans Y est !L - mesurable au sens de Lusin, si, quel que 
soit le compact K de X et quel que soit �>O, il existe un compact KacK, tel que 
[1.(K-Kõ):::;;;�, et que la restriction de H à K soit continue. 

B) Soient X un ensemble, 'C une tribu sur X, m une mesure;;;;:: O abstraite 
sur 'C. L'application H de X dans Y est m-mesurable, si, pour tout borélien B de Y, 
H-I (B) est m-mesurable. 

La mesurabilité-Lusin de H, pour une mesure de Radon [1., entraine sa 
mesurabilité pour la mesure abstraíte définie par [1.; mais non l'inverse, comme 
le montrent des contre-exemples connus. 

Pourquoi beaucoup d'analystes se sont-ils entêtés à considérer surtout 
des mesures de Radon, ce qui exige l 'hypothese de locale compacité de X? Les 
probabilistes ont cependant besoin, de toute évidence, de mettre des lois de proba­
bilité sur des espaces de Banach' de dimension infinie.  D'ou un état de tension 
et 

. 
de guerre froide entre les divers partisans de diverses théories de la mesure. 

II y a à celà une raison assez impérieuse. Les mesures de Radon ont des propriétés 
tres fortes, d'un usage constant en analyse, que n' ont pas les mesures abstraites : 

1) En utilisant la partition de l'unité, on montre que la mesure exté­
rieure d'une réunion filtrante (même non dénombrable) d' ouverts est la borne 
supérieure de leurs mesures extérieures. En particulier, toute mesure de Radon qui 
induit O sur une famille (même non dénombrable) d'ouverts· induit O sur leur réunion. 

Rien de tel ne subsiste pour. les mesures abstraites, qui ne permettent 
jamais de sortir des réunions dénombrables. On étend d'ailleurs ce résultat aux 
limites filtrantes croissantes de fonctions semi -continues inférieurement ; et d' autre 
part on démontre un théoreme de recollement des morceaux de mesures, qui 
n'a pas d'équivalent en théorie des mesures abstraites. De même la mesure d'une 
intersection filtrante (même non dénombrable) de fermés· de mesures finies' est 
la borne inférieure de leurs mesures. 

2) Soit m une mesure abstrai te;;;;:: O sur une tribu L d'un ensemble X, 
et soit H une application m-mesurable de X dans Y. On peut alors définir une 
mesure image H(m) sur la tribu borélienne de Y ;  pour B borélien dans Y, on 
pose (H(m)) (B)=m(H-l(B)) . Si alors B est une partie quelconque H(m)-mesu­
rable de Y, on montre que H-'(B) est m-mesurable, et que l'on a encore 
m(H-l(B) ) = (H(m)) (B). Mais la réciproque est inexacte. 

EXEMPLE ( 1.1) Soit Y l 'intervalle [0, 1] de fR ;  et soit X une partie de  Y, 
non mesurable pour la mesure de Lebesgue v=dx, de mesure extérieure 1. Tout 
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borélien A de X est l'intersection de X avec un borélien A' de Y; posons 
m(A) =v(A'). La valeur trouvée est indépendante du choix de A', car, si A" est un 
autre choix, la différence entre A' et A" (c. à d. l' ensemble des points qui appar­
tiennent à un seul des deux) est un borélien de Y - X, donc sa mesure pour v 
est nulle puisque la v-mesure intérieure de Y - X est supposée nulle.' Alors 
A-+m(A) est une mesure abstraite sur la tribu borélienne de X. La mesure image 
de m par l'injection naturelle H de X dans Y est la mesure de Lebesgue v sur Y, 
puisque, pour tout borélien B de Y, on a justement v(B) = m(H-l(B) ) = m(X n B). 
Si alors on prend l'ensemble non borélien B= Y -X, son intersection avec X 
est vide donc m-mesurable, et cependant lui-même n'est pas v =H(m)-mesurable , 
par hypothese ; iI donne le contre-exemple souhaité. 

On peut naturellement retourner la situation de diverses manieres, on 
ne supprime pas cet inconvénient. Au contraire, si fL est une mesure de Radon � 0, 
H une application fL-mesurable-Lusin de X dans un espace topologique Y 
(condition plus forte que la mesurabilité abstraite en général),  et moyennant 
certaines conditions supplémentaires (par exemple si fL est bornée), on a une 
mesure de Radon image H(fL) sur Y ;  mais, cette fois, Bc Y est H(fL)-mesurable, 
si et seulement si H-l(B) est fL-mesurable, et les mesures sont égales (1 ) . Le but de 
cet article est de donner une théorie des mesures de Radon ",alable sur des espaces 
non localement compacts, avec les mêmes propriétés que les mesures de Radon 
sur des espaces localement compacts ; et de provoquer ainsi la fin de la guerre 
froide et la réconciliatjon générale. Que lesprobabilistes aient ou non besoin 
du caractere Radon de la mesure, les mesures qu'ils considerent sont en fait de Radon, 
à cause de notre proposition (8.3.). 

Bien que la théorie soit ",alable pour des mesures quelconques, nous ne la 
donnerons, pour simplifier, que pour des mesures bornées � O, de masse totale 1, 
c. a. d. pour des lois de probabilité; mesure ",oudra dire, partout, mesure � O de 
masse 1 .  

§ 2 .  Définition. Principales propriétés. Prolongement de Lebesgue 

Soit B(X) l'espace de Banach des fonctions continues bornées sur l'espace 
topologique X, muni de la norme II cp II = Sup I cp(x) I· 

XEX 

DÉFINITION (2. 1 ) .  On appelle mesure de Radon sur X une forme linéaire 
continue fL sur B(X), ",érifiant fL(CP) �O pour cP�O, fL(1) = 1 ,  et en outre la condition 
que nous appellerons (e,K) : 

(e,K) : Quel que soit e >  O ,  il existe un compact K de X teZ que rpEB(X), 

(, ) BOURBAKI [2], § 6, n.O 2, corollaire de la prop. 3. 
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I qJ I �1 ,qJ=O sur K, entraino I (.L(qJ) I � e(1) . Cette définition cOIncide bien avec la défi­
nition habituelle des mesures si X est compact (iI suffit de prendre K=X); et on 
démontre sans peine qu'elle redonne les mesures habituelles (�O de mas se 1 )  si X 
est localement compacto 

Dans la suite, nous supposerons toujours, même si ce n' est pas explicitement 
répété, que les espaces considérés sont complétement réguliers (c. à d .  uniformisables 
ou plongeables dans des compacts); c'est dans ce cas seulement que les mesures 
auront de bonnes propriétés. Rappelons que tout espace vectoriel topologique 
séparé est complêtement régulier. Nous appellerons 7n(X) l'espace des mesures 
de Radon sur X. 

DÉFINITION (2.2) .  Soit (J. une mesure de Radon sur X. Si f est une fonction 
semi-continue inférieurement sur X, � O, à Ç)aleurs finies ou non, on ap pelle intégrale 
supérieure de f par rapport à (J., et on note J* f(x)d(J.(x) ou Jfd(J., la borne supérieure 

x x 
des (J.(qJ) pour les qJ de B(X) Ç)érifiant O�q>�f. Si maintenant f est une fonction�O 
quelconque sur X, à (Jaleurs finies ou non, on appelle intégrale supérieure de f et on 
note de la même maniere, la borne inférieure des J* gd(J., pour les "fonctions g semi-

x 
-continues inférieurement, (Jérifiant f � g � + 00 • 

En somme, les définitions sont exactement les mêmes que pour X loca­
lement compacto En outre, on démontre que toutes les propriétés sont les mêmes ; 
en particulier l 'inégalité de convexité dénombrable: 

pour des fn � O quelconques, et la formule 

�up f* fid(J. = J*(�up fi)d(J. 
�EI x x �EI 

si les fi forment un ordonné filtrant croissant (non nécessairement à base dénom­
brable) de fonctions semi-continues inférieurement � O. La mesure extérieure 
d'un ensemble étant l'intégrale supérieure de sa fonction caractéristique, la 
mesure extérieure d'une réunion dénombrable de parties est majorée par la 

(1) Ce sont ces mesures que LECAM a introduites dans [1] sous le nom de «(tight measures». 
Cette définition est aussi équivalente à une autre donnée par CHOQUET dans [1]. II Y a d'ailleurs 
eu tellement de travaux sur la théorie de la mesure qu'il est probable que ces définitions figu­
rent aussi chez d'autres auteurs. II semble cependant que pers.onne n'ait encore eu l'idée ou 
la patience de vérifier que, parmi les diverses définitions possibles de classes particuliêres de 
mesures abstraites, celle-Ià et celle-Ià seule possédait exactement toutes les propriétés désirées, 
notamment celles qui sont données dans BOURBAKI [2]. 
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somme des mesures, et la mesure extérieure d'une réunion filtrante croissante 
(non nécessairement dénombrable) d'ouverts est la borne supérieure des mesures 
extérieures de ces ouverts. 

Soit maintenant F un espace de Banach, et soit 1(X,fL;F) l 'espace vecto-

riel des fonctions f sur X, à valeurs dans F, telles que N(f) = f* Ilf" dfL soit fini ; x 
munissons-Ie de la semi-norme N. C'est un espace vectoriel semi-normé non 
séparé completo La forme linéaire fL: B( X) --+ C, se prolonge en une application 
linéaire B(X)@F--+F appelée intégrale, et notée f--+ f f(x)dfL(x) ou f fdfL. Alors : x x 

DÉFINITION (2.3). On appelle espace des fonctions fL-intégrables sur X à 
fJaleurs dans F, et on note C (X,fL;F), l'adhérence de B(X)@F dans 1(X,fL;F). 
L'intégrale B(X)@F--:;..F se prolonge par continuité en une apphcation linéàire 
continue de norme � 1 de C(X,fL;F) dans F, encore appelée intégrale et notée de la 
même maniere. On appelle mesure d'une partie A de X l' intégrale de sa fonction 
caractéristique; elle se note aussi fL( A). 

Cette intégrale a toutes les propriétés habituelles, en particulier le théoreme 
de confJergence majorée de Lebesgae. 

§ 3. Mesure image 

DÉFINITION (3.1 )  Soient H:X--+Y une application d'un espace comple­
tement régulier X dans un espace topologique Y, fL une mesure sur X. On dit que H 
est fL-mesurable si elle fJérifie la propriété de Lusin: 

Quel que soit a>o, il existe un compact Ka de X tel que fL(X-Ka)�a et que 
la...restriction de H à Ka soit continue. 

Une partie A de X est dite fL-mesurable si sa fonction caractéristique est 
fL-mesurable. Les parties mesurables sont exactement les parties intégrables. Les 
parties boréliennes .sont mesurables, et fL définit donc une mesure abstraite sur la 
tribu borélienne de X (Voir à ce sujet le §8). 

PROPOSITION (;3.1). Si X et Y sont completement reguliers, si fL est une 
mesure sur X, si H est une application fL-mesurable de X dans Y, alors, pour toute 
cpEB(Y), l' image réciproque cpoH est fL-intégrable ·sur X. En posant (H(fL) ) (CP) = 
= f(cpoH)dfL, on definit H(fL) comme mesure de Radon sur Y. On l'appelle la mesure x 
image de fL par H .  

En outre, on conserve toutes les propriétés qui font les avantages des 
mesures de Radon sur les mesures abstraites : 

PROPOSITION (3.2)  Une partie B de Y est H(fL)-mesurable, si et seulement 
s� H-1(B) est fL-mesurable, et leurs mesures sont les mêmes. Plus généralement, 
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si F est un espace de Banach et f une application de Y dans F, f est H(fL)- intégrable, 
si et seulement si fo H est fL-intégrable, et les intégrales sont les mêmes; si Z est un 
espace topologique, f une application de Y dans Z, f est H(fL)-mesurable, si et seule­
ment si foH est fL-mesurable, et alors (fo H) (fL)=f(H(fL) ) (transitiçité des mesures 
images ) . 

Si F est un Banach, f une fonction sur X à çaleurs dans F, f est fL-intégrable 
si et seulement si f est fL-mesurable et II fll d' intégrale supérieure finie ( 1 ) . 

PROPOSITION (3.3) . Soit H une application continue injectiçe de X dans Y. 
Alors' fL�H(fL) est injectiçe de 7n(X) dans 7n( Y). Pour qu'une mesure v sur Y soit 
l' image par H d'une mesure sur X, il faut et il suffit que v soit concentrée sur H(X) , 
et que l'application réciproque H-I : H(X)�X,  définie v-presque partou.t sur Y, soit 
v-mesurable ; et alors l' unique mesure fL sur X telle que v=H(fL) est H-1 (v) . 

II en résulte en particulier que, si TI et T2 sont deux topologies complé­
tement régulieres sur le même ensemble X, TI plus fine que T2, toute mesure de 
Radon fLl sur (X, TI ) définit une mesure de Radon fL2 sur (X, T2) ,  et que l'appli­
cation ainsi définie fLl�fL2 est injective : on peut considérer l'ensemble 7n(X, T1 ) 
des mesures de Radon sur (X, TI ) comme un sous-ensemble de l'ensemble 7n(X, T2) 
des mesures de Radon sur ( X, T2) .  

D É FI NITION (3.2) . Soient X e t  Y deux espaces topologiques, X comple­
tement régulier, et soit H une application de X dans Y. On dit que H est uniçer­
sellement mesurable, si elle est mesurable par rapport à toute mesure de Radon 
sur X .  

On dit que deux topologies completement régulieres TI et T2 sur un ensemble X 
sont Radon-équiçalentes, si l' ap plication identique de TI dans T 2 et l' ap plication 
identique de T 2 dans TI sont toutes deux uniçersellement mesurables. Alors il existe 
une correspondance bijectiçe entre les espaces 7n(X, TI ) et 7n(X, T2) de mesures de 
Radon sur ( X, TI ) et (X, T2) .  

En particulier, s i  TI est plus fine que T2, TI et T2 sont Radon-équivalentes, 
si et seulement si l'application identique de T2 dans TI est universellement 
mesurable; ou encore si l'injection fLl�fL2 de 7n(X, TI ) dans 7n(X, T2) définie 
ci-dessus est une bij ection. Alors : 

PROPOSITION (3.4). Si  X est un espace çectoriel topologique localement 
conçexe métrisable, toutes les topologies intermédia ires entre sa topologie initiale 
et sa topologie affaiblie sont Radon-équiçalentes, et elles ont les mêmes mesures de 
Radon (2) .  

(1) Voir BOURBAKI [2] , § 6. 

(2) Ceci n'est que la traduction, dans 1e langage des mesures de Radon sur des espaces 
topologiques non localement compacts, d'un théorême dü essentiellement à PHILIPPS. Voir 
à ce sujet GROTHENDIECK [1] , § 4, n.O 1 ,  théoreme 4, page 104. 



MESURES DE RADON 1 1  

PROPOSITION (3. 5) Soit H :  X -* Y une application continne de X dans Y. 
Soit v nne mesure de Radon sur Y. Pour que v soit l' image par H d'une mesure 
de Radon sur X, il raut et il surfit que, pour tout E>Ü, il existe un compact K de X 

teZ que v(H(K)) � i-E. 
Si H est un homéomorphisme de X dans Y, alors il raut et il surfit qne v 

soit concentrée sur H(X); l'application !-L-+-H(!-L) est alors une bijection de l'ensemble 
m(X) des mesures sur X, sur l'ensemble mHCX)( Y) des mesures sur Y concentrées 
sur H(X) . 

Prenons le cas particulier· ou X est simplement un sous-espace 
topologique de Y, H étant l'inj ection canonique. Alors on peut canoni­
qnement idéntifier les mesures sur X, et les mesures sur Y qui sont concentrées 
snr X .  

Ceci permet de donner une nourelle définition des mesnres de Radon snr un 
espace topologique X completement régul�er. Soit en effect X son compactifié '" 
universel de Cech ; dire que X est completement régulier revient à dire que X v 
peut être identifié à un sous-espace topologique dense de X. On connait alors v 
les mesures de Radon sur X, qui est compacto On pourra donc définir une mesure v de Radon sur X comme une mesure de Radon sur X, concentrée sur X. Cette 
définition est nécessairement identique à la définition antérieure (en outre on v 
pourrait remplacer X par n'importe quel autre eompact Y dont X soit un 
sous-espace topologique). 

On dispose done en fait de deux méthodes completement différentes pour 
faire cette théorie des mesures de Radon sur des espaces non localement compacts. 
Ou bien on donne la définition du § 2 ;  on regarde alors pas à pas tous les théoremes 
démontrés dans les espaces loealement eompacts, en lisant Bourbaki page apres 
page, et on vérifie que l'on peut partout éliminer la locale compacité. Ou bien 
au contraire, on adopte la définition donnée ici, utilisant la théorie des mesures v 
supposée déjà faite sur le compact X. Par exemple, si l'on veut démontrer le théo-
reme de convergence majorée de Lebesgue, on considerera une suite de fonctions rn 
sur X à valeurs dans un Banaeh, convergeant !-L-presque partout vers une limite r, 
!-L-intégrables, et majorées en norme par une fonction g�Ü, !-L-intégrable. On peut 
alors identifier !-L à une mesure � sur X, coneentrée sur X. Les rn' r, g, sont alors 
�-presque partout définies sur X. On peut leur appliquer le théoreme de Lebes­
gue, demontré pour les mesures sur le eompaet X. Donc r est �-intégrable, et 

lim frnd� =frd�; done r est !-L-intégrable, et lim f rnd!-L =f rd!-L, cqrd. De n-*oo n-*oo X X X x 
toute façon, bien entendu, on doit montrer que les deux définitions données 
sont équivalentes, pour toutes les notions introduites. 

II est bien évident que la premere méthode est la seule qui soit justifiable, 
au point de vue logique ; ear pourquoi introduire d' abord une théorie de la mesure 
sur les espaces localement eompacts pour démontrer ensuite que l'hypothese de 
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locale compacité ne servait à rien? N éanmoins, tout en gardant pour 1e présent 
exposé cette méthode pure, c' est la deuxieme méthode, plus courte et plus 
paresseuse, que j 'ai, en fait, utilisée, pour toutes les démonstrations. 

§ 4. Produít par une fonction. Mesure induíte. Produít tensoríel de deux 
mesures 

PROPOSITION (4. 1 ) .  Soit [J. une mesure de Radon sur X, et soit p une 
fonction � 0, [J.-intégrable, d'intégrale 1. Alors la forme linéaire sur B(X) définie 
par cp --+- f pcpd[J. est une mesure de Radon sur X; on l' appelle prod1JÍt de [J. par p x 
et on l' écrit p [J. .  

S i  f est une fonction sur X à çaleurs dans un Banach F, f est p[J.-intégrable 
si et seulement si pf est [J.-intégrable, et l' on a toujours f fd(p[J.) = f (pf)d[J. . x x 

Soient [J. et v deux mesures sur X. Pour que v soit de base [J., c. à d. de la 
forme p[J.,p [J.-intégrable, p�O, f pd[J.=1,  il faut et il suffit que toute partie [J.-négli­
geable de X soit aussi v-négligeable (Lebesgue-Nikodym) (I ) . 

PROPOSITION (4.2) .  Soit [J. une mesure sur X, et soit Z une partie [J.-mesu­
rable de X. La forme linéaire sur B(Z) définie par cp--+- f cpd[J. (ou l'intégrale sur Z 

z 
d'une fonction est l'intégrale sur X de sa prolongée par O sur X-Z) est une mesure 
de Radon sur Z; on l'appelle la mesure induite par [J. sur Z, et on la note [J.z. L'image 
de [J.z par l'injection de Z dans X est le produit de [J. par la fonction caractéristique 
Xz de Z; on peut donc aussi définir [J.z en utilisant la définition du § 3, en l'identifiant 
à la mesure Xz[J. sur X concentrée sur Z. On a les propriétés habituelles, en parti­
culier la transitiçité des mesures induites; et, si f est une fonction sur Z à çaleurs 
dans un Banach F, elle est [J.z-intégrable si et seulement si elle est [J.-intégrable sur Z, 
et l' on a f fd[J.z = f fd[J. (2) .  

z z 

PROPOSITION (4.3) .  Soient X et Y deux espaces completement réguliers, 
[J. et v des mesures sur X et Y respectirement. Il existe une mesure À et une seule 
sur Xx Y qui rérifie, pour cpEB(X) et �EB( Y), la formule À(cp®�) = [J.(CP}v( 'f). 
Cette mesure s' appelle produit tensoriel de [J. et v et se note [J.®v. Elle rérifie les 
propriétés habituelles, en particulier le théoreme de Fubini (3) . 

(1) Voir BOURBAKI [2] , § 5. 
(2) Voir BOURBAKI [2] , §§ 1 et 7. 
(3) BOURBAKI [1], chapitre I I I ,  § 5 ,  et BOURBAKI [2] , § 8. 
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§ 5 .  Limites projectives de mesures 

13 

Les théoremes de la théorie de la mesure sur les espaces localement compucts 
s' étendent aux mesures sur des espaces completement réguliers. II n'y a que deux 
exceptions : les théoremes relatifs aux limites proj ectives non dénombrables, et 
les théoremes relatifs aux intégrales de mesures. Pour ceux-là, certaines hypo­
theses suppléméntaires sont nécessaires. Nous regarderons dans ce paragraphe 
le cas des limites proj ectives non dénombrables. 

Soit I un ensemble ordonné filtrant d'indices. Pour tout i, soit Xi un 
espace topologique completement régulier. On suppose en outre donné, pour 
tout couple ( i, j) , i  �j, une application continue 1ti,j de Xj dans Xi, de maniere 
que, pour i�j�k, on ait -7ti,j o 7tj,k = 7ti,k, et que 1ti,i soit l'identité pour tout i. 
II existe alors une limite projective du systeme considéré; elle est définie par 
un certain espace topologique Z et des applications continues 7ti de Z dans les Xi, 
telles que, pouri�j, on ait 7ti=1ti,j o 1tj' II peut arriver que Z soit vide; mais, 
si les Xi sont compacts, Z est non vide et compacto 

Supposons données des mesures fLi sur les Xi' telles que, pour i �j, on ait 
fLi=7ti,j(fLj)' Existe-t-il sur Z une mesure fL telle que, pour tout i, fLi=7ti(fL)? 
C'est vrai si les Xi sont compacts ou si I est dénombrable (ou si Xi est compact 
sauf pour une infinité dénombrable de valeurs de iEI), mais ce n'est en général 
pas vrai si les Xi sont seulement des espaces completement réguliers (même 
localement compacts) , et I non dénombrable. 

Posons-nous un probleme plus général. Soient un systeme proj ectif du type 
précédent, et en outre un espace topologique completement régulier X et des 
applications continues Hi de X dans les Xi, telles que, pour i�j on ait Hi=1ti,joHj' 
Celà revient exactement à se donner une application continue H de X dans la 
limite proj ective Z, avec Hi=1ti o H. Les mesures fLi sur les X étant données, 
existe-t-il une mesure fL sur X telle que, pour tout i, fLi=Hi(fL)? Le systeme de X, 
des Xi' des 1ti,j ' des Hi ' des fLi, s'appellera un systeme projectif d'espaces topo­
logiques munis de mesures de Radon. 

PROPOSITION (5. 1 ) .  Soit X, (XihEI, (7ti,j)iEI,jEI,i�j ,(Hi)iEl,(fLi)iEI, un 
systeme projectif d'espaces topologiques munis de mesures de Radon. Pour qu'il 
existe une mesure fL sur X, telle que fLi=Hi(fL) pour tout i, il faut et il suftit 
que, pour tout e > 0, il existe un compact K de X tel que, pour tout i, 
fLi(Hi(K)) � 1-e. 

La démonstration se fait en utilisant la proposition (3.5) et le fait que, 
puisqu'il s'agit de mesures de Radon, la mesure d'un ordonné filtrant décroissant 
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(même non dénombrable) de fermés est la borne inférieure des mesures. 
Aucun théorême aussi général ne peut donc exister en théorie des mesures 
abstraites ( 1) . 

§ 6. Mesures cylindriques sur un espace vectoriel localement convexe (2) -- - -

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé sur 
le corps IR (pour simplifier). Soit I l'ensemble de sous-espaces vectoriels fermés 
de codimension finie de E, ordonné en sens inverse de l'inclusion. Pour iEl, 
nous désignerons aussi par Ei l'élément i de I. Appelons Hi l'application cano­
nique de E sur son quotient de dimension finie EfEi; pour i�j, c. à d. Ei=>Ej, 
appelons 7ti,j l'application canonique de E(Ej sur E(Ei' Alors les espaces EfEi, 
munis des 7ti,j, ont une limite projective Z, qui est, comme on le voit aisément, 
le complété faible de E, oU dual algébrique E'* du dual topologique E' avec la 

topologie cr(E'* ,E'). Les Hi déterminent une application linéaire continue H de 

X=E dans Z, qui n'est autre que l'injection canonique de E dans E'*. 

DÉFINITION (6. 1 ) .  On appelle mesure cylindrique fl. sur E un systeme 
projectif de mesures au sens du § 5, relatif aux E( Ei' 7ti,j, Hi; c. à d. la donnée, 
pour chaque i, d'une mesure fl.i' sur E/EiJ de maniere que, pour i �j, on ait 
fl.i = 7t i,j{ fl.j) . 

II en résulte qu' une mesure cylindrique n' est pas en général une mesure 
(sauf évidemment si E est de dimension finie) ; pour qu'elle soit une mesure, iI 
faut et iI suffit que, pour tout E> 0, iI existe un compact K de E tel que, pour 
tout i, fl.i(Hi(K) );;:: l-E (proposition (5 . 1 ) ) .  

On peut cependant faire avec les mesures cylindriques des opérations remar­
quables. Si fl. et v sont deux mesures cylindriques, on peut les convoler, et définir 
une nouvelle mesure cylindrique fl.*V sur E. Si u est une application linéaire 
continue de E dans un espace localement convexe séparé F, et si fL est une mesure 
cylindrique sur E, on peut définir une image u(fl. ), mesure cylindrique sur F; 
et u(fl.*v ) = u(fl. )*u(v ) . Enfin on peut définir l'image de Fourier 1fl.=cp de fl. ;  
c'est une fonction à valeurs complexes de type positif sur le dual E', égale à 1 

(1) II existe précisément un théoréme analogue démontré par PROKHOROV, [1], mais ou 
les Xi sont supposés être des espaces vectoriels de dimension finie, X un espace de Fréchet 
séparable, les 7tij' et les Hj linéaires continues. II s'agit certes là d' hypothéses excessives, mais 
de toute façon, en théorie des mesures abstraites, on ne peut jamais sortir des réunions et inter­
sections dénombrables, et des restrictions sévéres sont inévitables. En outre, la démonstration 
est plus compliquée. 

(2) Voir GELFAND-VILENKIN [1], chapo IV. 
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à I' origine, dont la restriction à tout sous-espace vectorieI de dimension finie est 
continue i et inversement, toute fonction cp sur E' ayant ces propriétés est l'image 
de Fourier d'une mesure cylindrique uni que sur E. Si u est linéaire continue 
de E dans F, si !.L est une mesure cylindrique sur E, d'image de Fourier cp sur E', 
alors l'image de Fourier de u(!.L) est I'image réciproque tu*(cp )=cp o tu, par tu, de cp .  

DÉFINITION (6.2) . On dit qu'une mesure de Radon !.L sur E est concentrée 
à a pres sur une partie A de E, si !.L(A) � 1 -a . 

On dit qu'une mesure cylindrique !.L sur E est cylindriquement concentrée 
à a pres sur une partie A de E, si, pour tout i, !.Li(Hi(A)) � 1 - a i  on dit qu'elle est 
scalairement concentrée à a pres sur A, si l'on a l'inégalité précédente toutes les fois 
que Ei est de codimension 1 dans E (c'est donc une condition plus faible) . 

Soit e un ensemble de parties de E i on dira que !.L est e-concentrée 'ou 
cylindriquement ou scalairement e-concentrée, si, pour tout a > 0, iI existe 
AEe telle que !.L soit concentrée ou cylindriquement ou scalairement concentrée 
à a pres sur A. On peut alors dire que !.L est une mesure de Radon si et seulement 
si elle est cylindriquement c-concentrée, c étant l'ensemble des parties compactes 
de E, et elle est alors c concentrée. 

PROPOSITION (6 . 1 ) . Supposons l'ensemble e filtrant et inçariant par les 
homothéties. Alors les 3 propriétés suiçantes sont équiçalentes : 

1 )  La mesure cylindrique !.L est scalairement e-concentrée; 
2) La fonction de type positif cp =1!.L est continue sur E' s (E' muni de 

la topologie de la e-conçergence);  
3) L'application � -+ �(!.L) est continue de E'I:!; dans ' l'espace m(lR ) deS 

mesures sur IR muni de la topologie çague ( 1 ) . 
On peut aussi raisonner en termes de variables et fonctions aléatoires. 

Si (O,m) est l'espace des épreuves (nous supposerons ° completement régulier 
et m de Radon), une variable aléatoire à valeurs dans un espace topologique X 

est une classe d'équivalence d'applications m-mesurables de ° dans X (deux 
applications étant équivalentes si elles sont m-presque partout égales). 

L' espace de ces variables aléatoires sera noté M es(O,m i X) .  Si X est un 
espace uniforme, Mes(O,m iX) peut être muni de la structure uniforme de la 
convergence en probabilité : 

Si U est un entourage de la structure uniforme de X, et si e> O, l'ensemble 
des éléments (x, y) de Mes(O,m i X) X Mes(O,m i X) tels que Pr{(x,y) Ef: U}= 

( 1 )  Si � E E',� est une application linéaire continue de E dans IR, donc il existe une 
image �(!.L) E m(IR) de la mesure cylindrique !.L sur E. 
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=m({wEO;(X(W) , y(W) ) ctU}) ::::;;: € est un entourage de cette structure ; et on obtient 
ainsi un systeme fondamental d'  entourages. 

La topologie correspondante est dite topologie de la convergence en 
probabilité. On appelle maintenant fonction aléatoire f sur un ensemble T à 
valeurs dans l'espace topologique X, une application de T dans Mes(O,m ;X) i 
pour tout tET,f(t) EMes(O,m iX) est donc une variable aléatoire sur X. Deux varia­
bles aléatoires xEMes(O,m; X) ,x'EMes(O' ,m' i X) (correspondant éventuellement 
à des (O,m) et (O',m') distincts, mais au même X supposé completement régulier), 
sont dites isonomes (ou de même loi de probabilité) , si les mesures images x(m) ,x'(m), 
sur X, co'incident. Deux fonctions aléatoires f, f', (correspondant à des (O,m), 
(O',m') éventuellement distincts, mais aux mêmes T,X) sont dites isonomes, si , 
pour tout systeme fini de valeurs t" t2, • • •  , tn, de T, les variables aléatoires 
(f(t, } ,f(t2) , • • •  ,f(tn) ) , (f'(t, ) ,{' (t2) , • • •  ,('(tn ) ) ' à valeurs dans Xn, sont isonomes. La y 
fonction aléatoire f sera dite canonique, s'il existe une variable aléatoire f à 
valeurs dans le produit XT (X compactifié de Cech de  X) , telle que, pour tout t . y y 
de T ,  f(t} =prtO f, ou encore (f(t) ) (w}�pr/(w) m-presque surement i nous abré-y 
gerons par f= pr ° f ·  

Les propriétés des limites projectives de mesures sur des espaces compacts, 
montrent alors que toute fonctiol1 aléatoire est isonome à une fonction aléatoire 
canonique (pOUI laquelle 0= XT,f = identité) . En outre, si deux fonctions aléa-v v v v  
toires canoniques f= pr ° f et f ' = pr ° f' , sont isonomes, les variables aléatoires f,r, v ' y v 
à valeurs dans XT, sont isonomes i si en outre f' = f, alors f = f' presque sure-
ment. Noter qu'en général, f est à valeurs dans XT et non XT. 

Si T est topologique et X muni d'une structure uniforme, la fonction aléatoire 
f sur T à valeurs dans X est dite continue en probabilité, si elle est une applica­
tion continue de T dans I' espace topologique M es(O,m i X) i c. à d. si , lorsque t 
tend vers to dans T, la variable aléatoire f(t} sur X converge en probabilité vers 
la variable aléatoire f(to} . y 

Pour T et X topologiques, une fonction aléatoire canonique f=pr o f est 
dite presque surement continue (sous-entendu à CJaleurs dans X lui-même et non 
seulement dans X) si, pour m-presque tout w de O, l' élément f(w) de XT, qui est y 
donc une application de T dans X ,  est une application continue de· T dans X. 
Plus généralement, si A 8st un sous-ensemble de XT, on dira que f est presque y 
surement dans A, si, pour m-presque tout w,f'(w) appartient à A . 

PROPOSI'l'ION (6.2) .  Soit E un espace CJectoriel topologique sur IR ,  locale­
lement conCJexe séparé. Il existe une correspondance bijectiCJe entre les mesures 
cylindriques !l. sur E et les classes d' isonomie de fonctions aléatoires f réelles linéaires 
SUl' E'. La mesure cylindrique !l. est scala i, ement 6-concentrée, si et seulement 
si la fonction aléato ire f est continue en probabilité sur E'@'í . Si !l. est cylindrique­
ment 6-concentrée, et f cano nique, alors f est presque sureme1it continue sur E'@'í i 
la réciproque est CJraie si E est semi-réflexif et quasi complet et si 6 est l' ensemble 
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de toutes les parties confJexes équilibrées faiblement compactes. Enfin, si f est cano­
nique, fL est une mesure de Radon sur E faible, si et seulement si f est presque súrement 
à fJaleurs dans E, et une mesure de Radon sur E, si et seulement si f est presque 
súrement à çaleurs dans une réunion dénombrable de comparts de E. 

En changeant les rôles de E et E' : 

PROPOSITION (6.3). Soit F un espace fJectoriel topologique localement 
confJexe séparé. Il y a une correspondance bijectifJe entre les mesures *-cylindriques [.L 
sur son dual F' muni de la topologie a(F',F) ( 1 ) ,  et les classes d' isonomie de fonctions 
aléatoires f linéaires sur F. 

La mesure *-cylindrique fL sur F' est *-scalairement €-concentrée (€ désignant 
l' ensemble des parties COlwexes équilibrées équicontinues faiblement fermées), si et 
seulement si f est continue en probabilité sur F. Si f est cano nique et si [.L est * 
cyZindriquement €-concentrée, alors f est presque súrement continue ; la réciproque est 
çraie si F est tonnelé. Enfin, si f est canonique, fL est une mesure de Radon 
sur F' muni de la topologie a(F',F) ,  si et seulement si f est presque súrement 
continue. 

§ 7. Les théoremes de Minlos 

Cette théorie des mesures de Radon permet de généraliser les théorêmes, 
démontrés (et énoncés sous une autre forme) par Minlos dans le cas particulier 
d'espaces de Fréchet séparables ; la raison fondamentale est qu'on peut utiliser 
la proposition (5 .1) ,  qui ne fait pas d'hypothêses de dénombrabilité. 

DÉFINITION (7. 1 ) .  Soient E et F deux espaces de Banach, u une application 
linéaire continue de E dans F. On dit que u est radonifiante, si, pour toute mesure 
cylindrique fL sur E, scalairement concentrée sur l' ensemble des bouZes, l'image 
U(fL) est une mesure de Radon sur F. 

PROPOSITION (7. 1 ) .  ( MINLOS) Si E et F sont hilbertiens, u est radoni­
fiante si et seulement si elle est de Hilbert-Schmidt (2) . 

J 'ignore si un opérateur nucléaire d'un Banach E dans un autre F est 
radonifiant. 

(1) Le symbole * exprime que F' est considéré comme dual de F, muni de la topo­
logie a(F',F) . Par exemple, «*-scalairement . . .  » veut dire : «pour tout fEF, . . .  » ,  alors que : «scalai­
rement . .  .» voudrait dire ou pourrait vouloir dire : «pour tout f" du dual F" de F' fort, . . .  » .  

(2) Voir GELFAND-VILENKIN [1] , chapo IV, et  MINLOS, [1]. 

2 
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DÉFINITION (7.2) .  Rappelons qu'un espace rectoriel topologique localement 
conrexe séparé E est dit nucléaire, si, pour tout roisinage conrexe équilibré ourert 
U de O dans E, il en existe un autre V c U  tel que l'application naturelle Êv---'i>-Êu 
soit nucléaire. Si 6 est un ensemble de parties conÇlexes équilibrées fermées complé­
tantes ( 1) de E, E est dit 6-conucléaire, si, pour toute A E 6, il en existe une autre 
B=:>A, telle que l' injection canonique E A ---'i>- E B soit nucléaire. 

Alors E est nucléaire si et seulement si E' est e:-conucléaire, e: étant la 
famille des parties convexes équilibrées équicontinues faiblement fermées ; si c 
est l'ensemble des parties convexes équilibrées compactes de E, E� est nucléaire 
si et seulement si E est c-conucléaire. 

On a alors : 

PROPOSITION (7.2) (THÉOREME D E  MINLOS GÉNÉRALISÉ) (2) . Si E est 
6-conucléaire, toute mesure cylindrique sur E, scalairement 6-concentrée, est une 
mesure de Radon sur E, 6-concentrée; toute fonction continue de type positif sur 
E' <5 est l'image de Fourier d'une mesure de Radon sur E, 6-concentrée. 

Si 6 a un systeme fondamental de parties A hilbertiennes (c. à d. telles que 
E A soit hilbertien) , la réciproque est rraie : si toute mesure cylindrique sur E, scalai­
rement 6-concentrée, est une mesure de Radon 6-concentrée, ou  encore si toute 
fonction continue de type positif sur E' <5 est l'image de Fourier d'une mesure de 
Radon 6-concentrée sur E, alors E est 6-conucléaire. 

Si E est quasi-complet et admet un systeme fondamental de parties conrexes 
équilibrées compactes hilbertiennes, alors E� est nucléaire ou  E est c-conucléaire, 
s i  et seulement si toute mesure cylindrique sur E, scalairement c-concentrée, est une 
mesure de Radon, ou encore si et seulement si toute fonction continue de type positif 
sur E� est l'image de Fourier d'une mesure de Radon sur E. 

COROLLAIRE. Soit E l'un des espaces V, V', E ,  E' , S , S', 0M ' O� , de la 
théorie des distributions ; toute mesure cylindrique sur E, scalairement concen­
trée sur la famille des parties bornées, est une mesure de Radon; toute fonction 
continue de type positif sur E' est l' image de Fourier d'une mesure de Radon 
sur E .  

Le théoreme de Minlos ne donnait de résultat que pour E=S',V'. 

(1 ) Une partie A de E, eonvexe équilibrée fermée, est dite complétante, si l'espace 
normé EA est un Banach. Si A est complete, done si E est quasi-complet et A fermée, elle est 
complétante. Voir SCHWARTZ [1] ,  page 198. 

(2) Ce même théorerne, sans hypothese de dénombrabilité, a été trouvé indépen­
damment par d'autres auteurs, (Yasuo UMEMURA, BADRIKIAN ; à paraitre prochainement) . 



MESURES DE  RADON 

§ 8. Espaces radoniens, polonais, lusiniens, sousliniens 

19 

DÉFINITION (8. 1). Une mesure abstraite m (comme to ujours, ;:?: O  et de 
masse m(X) = 1 )  sur la tribu borélienne d'un espace topologique X est dite intérieu­
rement réguliere si, pour tout borélien B,m(B) est la borne supérieure des mesures 
des compacts de X contenus dans B. 

PROPOSITION (8. 1). Toute mesure de Radon fL sur un espace completement 
régulier X définit, par B --+ fL(B) ,  une mesure abstraite sur la tribu borélienne, 
intérieurement réguliere. I nfJersement, toute mesure abstraite sur la tribu borélienne 
de X, intérieurement réguliere, prOfJient d'une mesure de Radon unique. 

En d'autres termes, on peut identifier l'ensemble m(X) des mesures de 
Radon sur X, au sous-ensemble de l' ensemble des mesures abstraite,s sur la tribu 
borélienne, formé des mesures abstraites intérieurement régulieres. 

On aurait pu prendre cela comme définition des mesures de Radon sur 
X, à la place de celle du § 2. Elle est, en tant que définition, plus simple que 
celle du § 2 ;  mais certaines complications s'introduisent dans les démonstrations, 
ce qui la rend sans doute équivalente en difficulté. 

Reprenons l'exemple ( 1 . 1 ) .  La mesure m sur X est une mesure abstraite 
sur la tribu borélienne de X, qui n'est pas intérieurement réguliere ; en effet, 
si elle l' était, cela reviendrait à dire que X a la mesure intérieure 1 pour v, et 
comme iI a la mesure extérieure 1 ,  iI serait mesurable, contrairement à I'hypo­
these. Comme d 'ailleurs l'injection X -+ Y est continue, si m était une mesure 
de Radon sur X, on n'aurait plus trouvé là le contre-exemple cherché au § 1 ,  
en vertu des propriétés des mesures de Radon lmages. Donc m n'est pas de 
Radon, mais son image v est de Radon. 

DÉFINITION (8.2). Un espace topologique completement régulier X est 
dit radonien, si toute mesure abstraite sur la tribu borélienne de X est intérieurement 
réguliere, en d' autres termes, est une mesure de Radon sur X. 

PROPOSITION (8.2). Si X est radonien, il est unifJersellement mesurable, 
au sens suifJant : pour tout espace completement régulier Y ayant X comme sous­
-espace topologique, et toute mesure de Radon fL sur Y, X est fL-mesurable. Soit X 
un espace radonien, et soit Z un sous-espace de X,. alors Z est radonien si  et seulement 
s'il est mesurable pour toute mesure de Radon sur X. 

C'est là le secret de la construction du contre-exemple ( 1 . 1 ) .  On verra 
que Y =[0,1]  est radonien (proposition (8.3)) ; alors, X étant non-mesurable pour 
la  mesure de Lebesgue v sur Y, iI n'est surement pas radonien. 
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DÉFINITION (8.3) .  Un espace topologique X est polonais s' il peut être 
défini par une métrique pour laquelle il est complet, et s' il est séparable (c. à d. 
admet une partie dénombrable dense) . 

Par exemple, un espace de Fréchet séparable est polonais. 
Un espace topologique X est dit lusinien s'il est séparé et s'il existe une topo­

logie plus fine pour Iaquelle iI est polonais (autrement dit s'il existe une bijection 
continue d'un espace polonais sur X). 

Un espace topologique X est dit souslinien s' il est séparé et s'il existe une 
surjection continue d'un espace polonais sur X ( 1 ) .  

Vn espace lusinien ou  souslinien l e  reste si l'on affaiblit sa  topologie, 
pourvu qu'elle reste séparée. Vn sous-espace lusinien d'un espace séparé est 
borélien dans cet espace ; un sous-espace d'un lusinien est lusinien si et s.eulement 
s'il est horélien ; tout borélien d'un souslinien est souslinien. 

PROPOSITION (8.3).  Un espace topologique completement régulier souslinien 
est radonien, et le reste pour toute topologie completement réguliere plus faible. Sa 
topologie est Radon-équiçalente à toutes les topologies completement régulieres plus 
fa�bles (2) .  

PROPOSITION (8.4). Soieni E, F, deux espaces çectoriels topologiques, 
limites inductiçes strictes d' espaces de Fréchet séparables. Alors CAE ;F) est lusi­
nien ; en particulier F et E� sont lusiniens (3) . 

COROLLAIRE. Les espaces V ,  V', E ,  E' , S ,  S' , 0M ' O� , de la théorie des 
distributions, sont lusiniens,. ils sont donc boréliens dans tout espace topologíque 
dont ils sont sous-espaces,. ils sont radoniens et le restent pour toute topologie comple­
tement réguliere plus faible ,. et leur topologie est Radon-équiçalente à toute topologie 
completement réguliere plus faible. 

Depuis la premiere impression de cet article, quelques perfectionnements ont 
été apportés. André Meyer a donné une définition différente, rendant inutile l'hypo-

(1 ) On trouvera ces définitions dans BO URBAKI [5] , § 6 .  Cependant, dans cet ouvrage, 
les espaces lusiniens ou sousliniens sont, avec beaucoup de précaution, supposés métrisables. 
Le lecteur se convaincra que c'est completement inutile, et que cela a pour unique résultat d'intro­
duire des complications, car on est alors obligé de montrer ou de supposer qu'un espace est 
métrisable, pour démontrer qu'il est lusinien ou souslinien ! 

C'est à cause de cette hypothêse de métrisabilité que P. CARTIER avait introduit dans [1] 
les espaces standards ; il a remarqué ultérieurement que l'hypothêse de métrisabilité de Bourbaki 
était superflue, de sorte que désormais les lusiniens ne sont plus nécessairement métrisables , 
et la notion d'espace standard disparait. 

(2) Conséquence facile du théoreme de Choquet ; voir BOURBAKI [4], théoreme 5 du 
§ 6, n.O 9.  

(3) Le résultat relatif à E� et F est dú à P. CARTIER, voir [1]. 
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these de complete régularité des espaces topologiques. D'autre part, j 'ai donné 
en Aout-Septembre 1965 des conférences au Tata Institute of Fundamental 
Research de Bombay, ou les mesures de Radon sont introduites, comme iI est 
dit à la proposition 8. 1 ,  sans aucune théorie supposée connue antérieurement 
pour les espaces localement compacts, et sans hypothese de complete régularité ; 
les mesures ne sont pas nécessairement finies ni ;.>- O. Ces conférences, ainsi que 
d 'autres que j 'ai données à Paris, paraitront ultérieurement, avec toutes les 
démonstrations. 

[1] 
[2] 
[3] 
[4] 

B I B L I O GRAP H I E  

BOURBAKI, N. - Intégration. Paris. Hermann. 1952.  
- I ntégration. Paris. Hermann. 1956. 
- I ntégration. Paris. Hermann. 1959. 
- Topologie Générale. Paris. Hermann. 

Chapitres 1 ,  2,  3 ,  4. 
Chapitre 5. 
Chapitre 6. 
1958. Chapitre 9.  

[1] LE CAM, L. - ConfJergence in Distribution of stochastic Processes. University of California 
Publications in Statistics. 2 ( 11 ) : 207-236. 

[1] CARTIER, P. - Processus aléatoires généralisés. ln : Séminaire Bourbaki, n.O 272. Paris. 
Institut Henri Poincaré. 1964. 

[1] CHOQUET, G. - Theory of Capacities. Annales de I' lnstitut Fourier. 5: 131-295. 1953-1954. 
(Voir page 207 ) .  

[1] GEL'FAND , I .  M. et VILENKIN,  N. I .  - Fonctions génél'alisées. Tome IV. 

[1] GROTHEND IECK, A. - Pl'oduits tensoriels topologiques et espaces nucléaires. Memoirs of 
the American Mathematical Society. ( 16 ) .  1955.  

[1] HALMOS, P. R. - Measure Theory. Princeton. D. Van Nostrand. 1950. 

[1] MINLOS, R. A. - Generalised random processes and their extension to a measure. Trudy 
Moscov Math. Obsc . 8 :  497-518. 1956. 

[1] PROKHOROV, J. V. - COnCJergence of random processes and limit theorems in probability 
theory. ln : Theory of Probability and applications. 1956. Vol. I :  p. 1 57-214. (Tra­
duction de l'article original en russe dans Teor. Verojatn.i Primo 1 :  1 7 7-238. 1956) . 

[1] SCHWARTZ, L. - Théorie des Distributions à fJaleul's fJectorielles. Annales de l' lnstitut 
Fourier. 8 (Chapitre I I ) : 1-209. 1959. 



R É S U M É  

Les mesures de Radon sont habituellement définies seulement sur des 
espaces topologiques localement compacts ; elles sont un cas particulier des mesures 
abstraites, qui peuvent se définir sur des ensembles arbitraires. Mais les mesures 
abstraites n'oilt pas toutes les propriétés des mesures de Radon. 

Le présent article définit des mesures de Radon sur des espaces topologiques 
séparés arbitraires. Elles ont toutes les propriétés des mesures de Radon classi­
ques sur les espaces localement compacts. Pour qu'une mesure abstraite � O finie, 
définie sur la tribu borélienne d'un espace topologique, soit une mesure de Radon, 
iI faut et iI suffit qu' elle soit « intérieurement réguliere) . 

Sur certains espaces, dits radoniens, toutes les mesures abstraites sur la 
tribu borélienne sont des mesures de Radon. Les bons espaces topologiques de 
l' analyse sont des espaces radoniens. 

Sur les espaces vectoriels localement convexes, on peut introduire la 
notion de mesure cylindrique, plus gériérale que celle de mesure de Radon. 

Le théoreme de Minlos permet de reconnaitre, sur les espaces nucléaires, 
à quelles conditions une mesure cylindrique est une mesure de Radon. Le 
théoreme de Minlos nécessitait des conditions assez particulieres de dénombra­
bilité. Le présent article étend les résultats aux cas plus généraux, et des appli­
cations aux fonctions aléatoires sont esquissées. 
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Introduction 

QUELQUES APPLICATIONS AUX PROBLEMES 

AUX LIMITES DES D ISTRIBUTIONS 
ET DES FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 

par 
J. L. LIONS 

1. Soit Q un ouvert d 'un espace euclidien fRm et P un opérateur différentiel 
donné dans Q ;  soit p* l'adjoint formeI de P. 

On suppose qu'on a pu attacher à p* un probleme aux limites bien posé 
dans Q ;  plus précisément, on suppose connus deux espaces E(Q) et F(Q) de 
fonctions (de distributions, {M k} - distributions . . . . . . ) sur Q tels que p* soit 
un isomorphisme de E(Q) sur F(Q). 

Evidemment, de tres nombreuses situations de ce genre sont connues ; 
en outre, lorsque 1'on est dans une situation ou l'on connait un couple 
{E(Q) , F(Q)} tel que p* soit un isomorphisme de E(Q) sur F(Q), alors, en général, 
on connait une infinité de couples {E(Q) , F(Q)} donnant li eu à la même propriété. 
Par transposition, (et X' désignant l'anti-dual de 1'espace X),  on en déduit que 
P est un isomorphisme de F'(Q) sur E'(Q) . 

L'interprétation de cet isomorphisme conduit à la théorie des problemes 
aux limites non homogenes, selon E. Magenes et l' A. 

2. Le chapitre 1 développe 1'idée précédente, dans le cas le plus sim pIe 
ou P est l'opérateur Laplacien, le probleme aux limites étant celui de Dirichlet. 
C'est un cas ou le choix du couple {E(Q) , F(Q)} est particulierement large. 
Nous prenons ici un cas (développé  dans un article de E. Magenes et l'A., 
Annali di Mat., 1963) conduisant naturellement à l'utilisation de fonctionnelles 
analytiq ues. 

Les démonstrations, dans ce Chapitre, ne sont pas en général détaillées, 
pmsque déjà (dans un cas plus général) dans le travail cité de Magenes 
et l'A. 

2* 
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3 .  Comme on pourra s'en rendre compte, la difficulté principale dans 
le Chapitre 1 est dans le théoreme de traces du n.O 6; par ex. le n.O 6 contient; 
comme cas particulier, le résultat suivant (dü à Cimmino) : si u est une fonction 
(indéfiniment différentiable) harmonique dans un ouvert O de !Rn, à frontiere r 
analytique réelle, on peut définir, dans un sens raisonnable, la trace de u sur r 
soit u/r et u/r est fonctionnelle analytique sur r. 

II est alors naturel de voir dans quelle mesure on peut étendre ce genre 
de résultat au cas général du 1 .  

C'est ce que nous avons fait, toujours en collaboration avec E .  Magenes, 
pour les opérateurs paraboliques (voir bibliographie placée dans les Commen­
taires aux Chapitres 2, 3) .  

Mais i I  est alors indiqué de se placer dans un cadre «abstrait» plus général. 
C'est l'objet des Chapitres 2 et 3. 

4. . Le Chapitre 2 étudie les équations d' évolution (ou diíférentielles opéra­
tionnelles) abstraites dans les espaces hilbertiens, de la forme 

( 1 )  
du 

A(t)u + - = f .  
dt 

On y étudie les propriétés de régularité de la solution du probleme ( 1 ) ; 
par transposition, selon le programme de 1 ,  on en déduit l'existence de solutions 
distributions de ( 1 ) .  

A partir de là ,  repassant au cas concret des opérateurs paraboliqúes, on 
peut étudier la situation selon 1 ;  c'est l'objet d'un tx:avail de E. Magenes et l' A. , 
Annali Scuola Norm. Sup. Pisa, 1964 - travail qui n'est pas analysé ici. 

Les résultats du Chapo 2 sont, pour l'essentiel, contenus dans notre livre, 
Springer, Collection Jaune, t. I I I  (1961) .  La méthode du n.O 3 (régularisation 
elliptique) a été donnée dans notre cours au C. I. M. E. , Varenna, Mai 1963; 
nous reproduisons cela, avec quelques compléments. 

5. On étudie ensuite (Chap. 3) le probleme de l'ultra-régularité de la 
solution de ( 1 ) ; moyennant des hypotheses supplémentaires sur f et sur A(t) 
-par ex. 

(dans une norme convenable) - on en déduit (sous certaines hypotheses sur la 
suite {Mk}) des propriétés analogues pour U. 

Par transposition, on en déduit l'existence de solutions { Mk} - distri­
butions. 

On peut ensuite retourner au cas concret des opérateurs paraboliques j 
cela est fait dans un travail à paraitre de E. Magenes et l' A. 



QUELQUES APPLICATIONS AUX PROBLEMES AUX LIMITES . . .  27 

6. D'autres cas (opérateurs de Schroedinger, opérateurs «bien posés» au 
sens de Petrousley, opérateurs hypo-elliptiques) sont ou seront étudiés dans des 
articles ultérieurs de E. Magenes et I' A. ( 1 ) ; des problemes de même type sont 
étudiés dans des travaux de Baiocchi, Geymonat, Pulvirenti. 

Nous espérons possible d'arriver à une classification des opérateurs diffé­
rentiels P selon les propriétés des traces des distributions u - ou {Mk} - distri­
butions - solutions de Pu = O . 

7 .  Chaque chapitre est suivi de commentaires, contenant, en particulier, 
l'essentiel de la bibliographie. 

8. Plan 

Chapitre 1. Fonctionnelles analytiques et problemes aux limites elliptiques. 

1 .  
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 

Le probleme de Dirichlet pour - Ll 
Transpositi0I)t 
Espace == (.o, . 
Fonctionnelles analytiques sur r. 
Choix de la forme L. 
Théoreme de traces. 
Interprétation de résultats. 

Chapitre 2. Régularisation elliptique et équations d'évolution. 

1 .  Equations d'évolution du ler ordre. 
2. Démonstration de l'unicité dans le théoreme 1 .2. 
3. Le probleme «régularisé elliptique» . 
4. Un résultat de régularité. 
5. Résultats (<!ocaux» . 
6. Transposition. 

Chapitre 3. Ultra-régularisation et solutions {Mk } - distributions d'équa­
tions d'évolution. 

1 .  Espaces EMk(X) ,  D+ , Mk(X) ,  . . . 

2. Espace D: , Mk(X) . 
3. Résultat d'ultra-régularité pour les équations d'évolution du ler ordre. 
4. Solutions {Mk } - distributions des équations d 'évolution. 
5. Exemples. 

( , )  Cf. aussi Lions, J. L. ; Magenes, E . ,  Ann. Mat. Pura et Appl. ,  68 : 341 -41 8, 1 965 ; 
69, 1 966 ; et Livre à paraitre. t. 1 ,  1 967 ; t. 2 ,  1968.  



CHAPITRE 1 - FONCTIONNELLES ANALYTIQUES ET PROBLEMES 
AUX LIMITES ELLIPTIQUES 

1 .  Le probleme de Dirichlet pour � 

1 . 1  Soit Q un ouvert borné de !R n, de frontiêre r que 1'on suppose variété 
indéfiniment différentiable, Q étant d'un seul coté de r. 

Considérons le probzeme de Dirichlet : 

(1 . 1 )  - �u = f , 

(1 .2) u lr = O , 

02/ 02/ 
� =  + . . . . . . + ox 2 OX 2 , 

1 n 

ou f est donnée dans Q. 
Sous diverses hypothêses sur f, le problême ( 1 . 1 ) ,  (1 .2) admet une solu­

tion unique. 
Si f parcourt un espace F(Q) de fonctions ou de distributions sur O, alors 

u parcourt un espace E(O) de fonctions ou distributions sur O e). II est clair 
- et, en outre, démontré - que l'on peut choisir F(O) d'une infinité de façons 
différentes.  

N ous allons prendre ici : 

(1 .3) F(O)=V(O) = espace des fonctions indéfiniment différentiables sur O à 
support compact dans O (muni de la topologie de L. Schwartz). 

1 .2 On sait (c'est la régularité au bord du problême de Dirichlet) que 
lorsque fE D(Q) , la fonction u est indéfiniment différentiable dans O (en abrégé : 
U E  V(O)). 

Supposons en outre que 

(1 .4) la frontiêre r de O est analytique réelle. 
Alors, iI est connu que u est analytique dans n en dehors du support de f. 

(1) Naturellement, on précisera ces espaces dans la suite I 
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Résumons : 

(1 .5 )  Si F(o.) = V(o.) alors toute fonction u de E(o.) a les propriétés sui"antes : 

(i) U E  V(o.) ; 
(ii) u est analytique réelle dans un "o�smage ("ariable) de r. 

(iii) u Ir = O . 

Munissant E(o.) de la topologie lmage réciproque de celle de V(o.) par 
(_�-1) ,  on a évidemment : 

( 1 .6) -L1 est un isomorphisme de E(o.) sur V(o.). 

2. Transposition 

2.1 Transposons (1 .6) .  

Désignons par V'(o.) le dual de V(o.), espace des distributions sur o. - et 
par E'(o.) le dual de E(o.) . 

(2. 1 )  

Alors 6. désignant l e  transposé de  l'application 7t') : 
t(-L1) est un isomorphisme de V'(o.) sur E'(o.) . 

Autrement dit : { si L E E'(o.) , iI existe u E V' (O.) unique, telle que 
< u,-L1" > = L(,,) V " E  E(o.) . 

2.2 Raisonnons maintenant formellement, le reste du chapitre consistant 
précisément à justifier ce qui suit. 

Prenons 

(2.2) " E  E(o.) , 

f, g donnés dans des espaces convenables pour que les intégrales (généralisées) 
écrites aient un sens, et dcr désignant l 'élément d'aire de r. Mais (toujours 
formellement I) : 

< u, -Llr> = f u(-L1,,)dx = -f u :: da + f :: rdo-f (Llu)rdx , 

n r r n 
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et comme 
Ç !r = o  si '-' E E(O) , on a :  

et (2. 1 )  et (2.2) donnent alors : 

(2 .3) -flu =  { , 

(2.4) u lr = g · 

Ceci est le probleme de Dirichlet non homogene (g =1= O) avec les caracté­
ristiques suivantes : 

(i) la solution est une distribution dans O, telle que -flu={ ; 

(ii) les deuxiemes membres ( , g doivent être pris tels que (2.2) définisse 
une forme linéaire continue sur E(O). 

Les problemes à résoudre sont alors les suivants : 

(j ) trouver les ( «les plus générales» (2) telles qúe 

ç -+ f fçdx 
n 

définisse une forme linéaire continue sur E(O) 

(jj ) trouver les g les plus générales telles que 

'-' --+  + fg�d(j an 
r 

définisse une forme linéaire continue sur E(O) ; 

(jj j )  si u est une distribution sur O telle que -flu=f,  définir sa trace 
sur r ,  u/r . 

Nous allons résoudre successivement ces problemes, pUIS interpréter les 
résultats. 

(2) II n'y a probablement pas de soIution optimale à ce probleme. 
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3. Espace == (O) 

3 .1  Soit = (O) un espace de  fonctions sur O tel que 

(3. 1 )  V(O) est dense dans = (O) 

(3.2) E(O) c = (O) . 

Alors, d'apres (3. 1 ) ,  le dual ='(0) de = (O) est un sous-espace de V'(O) , 
donc un espace de distributions sur O, et, d'apres (3.2), si fE ='(0), la forme 

ç �  < f, ç > 

(le crochet désignant la duaIité entre ='(0) et = (O) ) est continue sur E(O) .  

Donc : 

(3.3) on peut prendre fE -'(O) pour satisfaire (j ) ,  point 2.2. 

3.2 Reste maintenant à choisir == (O) de pIus petit possible» . 
C'est ici qu'il n'existe probablement pas de solution optimale. Voici 

l' espace que nous choisirons. 
Soit p une fonction continue dans Q, telle que 

p(X) = (distance de X à r) = d(x,r) si X E O et d(X, r) � po . 

p (X) = Po si d(X, r r �:  Po . 

On pose alors : 

(3.4) =--= (0) = {u 1  plrxIDrxu E L2(0) V- oc = {oc1 , • • • , OCn}} 
(! oc 1 = OC, + . . . + Cln , Drx = D�' . . .  D�n , Di = 

o/OX) . 
L' espace = (O) est un espace de Fréchet pour la famille de normes : 

II est clair que (3.2) a lieu ; la vérification de (3. 1 )  est laissée en exercice 
- (cf. [1] ,  Lemme 5 .1 ,  dans la bibliographie placée dans les conunentaires) .  
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3.3 Structure du dual 

PROPOSITION 3 . 1 . L'espace ='(0) est formé des distributions f pouçant 
se représenter (de façon non unique) sous la forme 

(3.5) f = .2 Da:(p !a:1 fa:) , fa: E L2(0) . 
finie 

Cela résulte du Théoreme de Hahn-Banach. 

4. Fonctionnelles analytiques sur r 

4. 1 On désigne par ':U( r) l' espace des fonctions analytiques réelles sur r. 
Voici une définition, commode pour notre objet ,  de ':U(P). 
Soit dr l'opérateur de Laplace-Beltrani sur r. 
On montre (en utilisant un théoreme de Kotake-Narsimhann, Fractionnal 

powers of a linear elliptic operator, BulI. Soc. Math. France, t. 90 (1962) ,  
p p .  449-471 )  que 1l(P) coincide avec I'espace des fonctions f indéfiniment déri­
vables sur r telles que I' on puil;se trouver des constantes c et L telles que 

(4. 1 )  v k � O , · k  entier ; 

et ceci avec p fixé quelconque, 1 � p � oo (Lp(r) est l'espace de (classes de) 
fonctions Lp sur r pour la mesure de surface da) . 

Désignons par ':UW(r) l'espace des f telles que (4. 1 )  ait Iieu avec L donné ; 
c'est un espace de Banach pour la norme 

(4.2) 

(on prend p =2 dans (4. 1 ) ,  pour fixer Ies idées) .  
Alors 

(4.3) ':U(r) = U ':UCLn)(r) , 
Ln 

Ln suite tendant vers + 00, et on munit ':U(r) de la topologie (.c 1) (limite 
inductive de Fréchet - et même de Banach) correspondante. 

4.2 On peut alors définir ':U'(r), dual de ':U(r) ; c'est l'espace des 
fonctionnelles analytiques sur r. 

(3) Une démonstration immédiate de ce résultat se fait en «(aj outant une variablel) ; 
ef. Lions ; Magenes, Annali di Mat. Pura ed Appl. 1965 . 
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On montre [1] la 

PROPOSITION 4. 1 .  Soit g E ll'(r) ; il existe alors des fonctions gk E L2(r) , 
rérifiant 

00 
(4.4) .2 Lk(2k) ! Il glr IIL2(r) < 00 V- L , 

h=o 
telles que 

(4.5) 

5. Choix de la forme L 

Si r E E(Q) , on sait ( (1 .5 ) ,  (ii ) )  que r est analytique réelle au voisinage 
de r, donc 

(5. 1 )  

êJ ÇJ I 
et l'application ÇJ --+ - I  est linéaire continue de E(Q) -? ll(r). 

êJn r 
Par conséquent 

si g E ll' (r) ,  la forme 

(5.2) r --+ <g , -;: Ir > (dualité entre ll'(r) et ll(r)) 

est linéaire et continue sur E(Q) 

Noter que, utilisant (4.5), on peut écrire 

On peut donc énoncer : 

PROPOSITION 5 . 1  Si fE ='(Q) et g E ll'(r) ,  la forme 

(5.3) 

est continue sur E(Q) . 
3 
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6. Théoreme de traces 

6 .1  Revenons mantenant à (2. 1 ) ,  L étant choisie par (5.3) : 
Il existe U EV'(O) unique telle que 

(6. 1 )  

Prenant en particulier Çl EV(O), on  déduit de  (6. 1 )  que 

(6.2) -�u = f 

Définissons alors 

(6.3) D;:l = { u l U EV'(O) , �UE-'(O)} , 

espace muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continuees 
les applications u--+ u  et u--+�u de D;:l dans V'(O) et

· 
'(0) respectivement. 

Alors (on a fait ce qu'il fallait pour ça I) la solution u de (6. 1 )  appartient 
à D;:l - et, conformément à ce qu'on a vu en 2.2,  le probleme est maintenant 
d' essayer de définir la trace u\r de UE D;:l . 

6.2 On montre d'abord [1] : 

LEMME 6.1 .  L'espace V(O) est dense dans D;:l . 
Le résultat de traces est alors [1] : 

THÉOREME 6 . 1  L'application 

u --+ ujr 
de V(O) dans v(r) (fonctions indéfiniment différentiables sur r) se prolonge par 
continuité, en une application linéaire continue, encare notée u --+ ulr ' de D;:l--+ ':Jl'(r). 

La fonctionnelle analytique ujr será encore appelée trace de u. 
Cette fonctionnelle donne lieu à la formule de Green : 

(6.4) <�U, ÇI) - <u , �ÇI) =-. ( u lr ,  :: ) ,  UED;:l , Çl EE(O) ; 

dans (6.4) le premier crochet désigne la dualité entre = '(0) et = (O), le deuxieme 
entre V'(O) et V(O) , le troisieme entre ':Jl'(r) et ':Jl(r).  La démonstration du 
théoreme 6.1  utilise, entre autres, le théoreme de Cauchy - Kovalewska - Cf. [1]. 
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7. Interprétation des résultats 

II est maintenant immédiat d'interpréter (6. 1 ) .  On obtient : 

THÉOREME 7 .1  On suppose que O est un ourert borné de frontiere r analy­
tique réelle. Pour f donné dans = ' (0) et g donné dans ll'(r) ,  il existe u E D'(O) 
umque, rérifiant 

(7 .1 )  -l1u = f ,  

(7.2) u lr = g
· 

En outre l'application {f, g} ---+ u est continue de = ' (0) x ll'(r) ---+ D'(O). 
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CHAPITRE 2 - RÉGULARISATION ELLIPTIQUE 
ET ÉQUATIONS D'ÉVOLUTION 

1 .  Equations d'évolution du ler ordre 

1 . 1  N otations 

On désigne par V, H deux espaces de Hilbert, de produits scalaires respectifs 
( (u , 9) ) , (f, g) . Les normes correspondantes sont désignées par I l u l l et I f i .  On 
suppose que 

1 )  V c H,  l 'inj ection de V dans H étant continue, 
2) V est dense dans H. 

De façon générale, X' désignera l' anti-dual C) d'un espace vectoriel topo­
logique X ;  on identifiera H à son anti-dual ; alors 

V c H c  V' . 

Si 9' E V' , 9 E V, ( 9' ,9) désigne le produit scalaire entre V' et V (iI est donc anti-­
-linéaire en 9) ; si 9' E H , ( 9' ,9) coincide avec le produit scalaire dans H. 

1.2 Opérateurs A (t) . 

Dans la suite t désigne un parametre réel, (le temps) ,  de signe quelconque. 
Pour chaque t E  fR ,  on se donne une forme sur V X V :  

U ,  9 � a (  t ;  U ,  9) 

qu'on suppose continue, linéaire en u, anti-linéaire en (J. 

(1) i .  e. l'espace des formes anti-linéaires continues sur X. 
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Ou supposera pour commencer (2) 

( 1 . 1 ) pour tout U,(l E V, la fonction t -+ a (t ; u, fJ) est mesurable et 

(1 .2) 

Puisque (I -+ a(t ; U ,fJ) est anti-linéaire continue sur V, elle peut s'écrire (par 
définition de V' ! ) : 

(1 .3) 

alors 

(1.4) 

a(t ; u , fJ) = (A (t)u,ÇI) , A (t)U E  V' ; 

A (t) E ( V, V') , II A (t) ll v-+ v' � M 

On va, dans ce qui suit, et sous les hypotheses (1 .1 ) (1 .2) (3) résoudre 1e 
problême de Cauchy relatif à l'opérateur d'évolution 

A (t) + :t 

II nous faut auparavant introduire quelques espaces supplémentaires. 

Soit X un espace de Banach. 
On désigne par L2(a,b ; X) l'espace des (classes de) fonctions de carré 

sommable sur (a,b) à valeurs dans X ;  c'est un espace de Banach pour la norme 

et c' est un espace de Hilbert si X est lui même un espace de Hilbert. On écrira 

(2) Des variantes ou des renforcements de cette hypothése seront donnés au fur et 
à mesure des besoins. 

(3) Ce ne sont pas les plus générales ·sous lesquelles on peut résoudre ce probleme I 
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On désigne par L2,+(X) le sous espace de L2(X) des fonctions à support limité 
à gauche ; plus précisément on pose : 00 � 
(1 .5)  L2,+{ X) = U L2(-n, +00 ; X) 

n=1 
ou 

( 1 .6) 

Si X est un Banach (resp. Hilbert), L2,+( X) est muni de la topo­
logie de limite inductive de Banach (resp . Hilbert) correspondante à ( 1 .5) .  

Si fE L2(a,b ; X), on peut définir sa dérivée 
df au sens des distributions sur Ja,b[ 
dt 

à valeurs dans X. 
On posera : 

mUnI de la norme 

( �� · I I djr 1 1
2 ) Yz 

� dâ L2(a,b ; X) J=O 
c'est un espace de Banach (resp . Hilbert) si X est un Banach (resp. Hilbert). 

On pourra définir de façon analogue à ( 1 .6) (1 .5 ) : 

W�(-n, +00 ; X) = { f ! fE W�(-oo, +00 ; X) , {=O si t<-n} 
00 W�+(X) = U W�(-n, +00 ;  X) n=l 

Noter que si 

fE W�(-n; +00 ; X), alors f(-n) = f'(-n) = . . . = f(m-t)(-n) = O 

(f' = :� , . . ) . 

1 .4  Premia théoreme d' isomorphisme 

Si fE L2( V) , on désigne par A(t)f la fonction t �  A(t)f(t) , à valeurs dans 
V' · alors , 

A(t)fE L2( V') (grâce à ( 1 . 1) ) .  
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Nous introduisons : 

( 1 .7) LiV ;V') = I U I UEL2( V) ,  �: E L2 ( V') I ; 

( 1 .8) L2(-n, oo ; V ; V' ) = { u l u EL2( V ; V') , u  nulle pour t<-n} ; 
00 

( 1 .9) L2 ,+ ( V ; V' )= U L�(-n, +oo ; V ;V') 

Ceci posé : 

THÉOREME 1 . 1  

n=1 

Sous les hypotheses ( 1 .1 )  (1 .2) , l'opérateur A ( t) + �  définit dt 
un isomorphisme de L2,+{ V ; V') sur L2,+{ V') . 

Ce théoreme est conséquence immédiate du 

THÉOREME  1 .2  Sous les hypotheses ( 1 . 1 )  ( 1 .2) l'opérateur A ( t) + � définit dt 
un isomorphisme de L2(tO'oo ; V, V') sur L2(tO,oo ; V'), to EfR fixé quelconque. 

Le p1an du ehapitre est 1e suivant : 
on démontrera d'abord le théoreme 1 .2 (avec que1ques variantes) puis 1'on 
démontrera un théoreme de régularité (4) qui, par transposition ( eomme au 

Chap o 1 )  fournira des solutions distributions. Au chapitre suivant, des théoremes 

d'ultra-régularité fourniront des solutions ultra-distributions. 

2. Démonstration de l'unicité dans le Théoreme 1 .2 

On p eut évidemment prendre to=O . 
On a dane une fonetion U E  L2( V) ,  nuHe pour t< 0, telle que 

du E L2( V') dt 
et A(t)u(t) + u'(t)=O . On veut montrer que u=O . 

Prenant 1e produit scalaire entre V' et V, on a :  

(2. 1 )  (A(t)u(t) , u(t)) + (u'(t) , u(t))=O pour presque tout t EIR . 

On montre que 

t 
2Re f (u'(s) ,u(s» )ds = 1 u(t) 12 _ 1  u(O) 12 = I u(t) 12 (car u(O) = O) 

o 

(4) Sous des hypothêses supplémentaires sur A(t) . 
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de sorte que (2 . 1 ) entraine : t 
(2.2) 2Re J a(s ; u(s) , u(s))ds + 1 u(t) 12 = O 

o 

d'ou (utilisant (1 .2) ) :  
t 

(2.3) 2", J I I  u(s) I I' ds + I u(t) I' � O 
o 

d'ou le résultat suit . 

REMARQUE 2. 1 

(2.4) 

On a implicitement démontré que SI 

du A(t) u + a;- = f ,  

f donné dans L2(to, + 00 ;  V'), alors 

t t 

(2.5) 2Re J a(s ;  u(s) , u(s))ds + I u(t) I'- Iu(t,) I' = 2Re J (f(s) , u(s))ds . 
� � 

3. Démonstration de l'existence dans le Théoreme 1 .2 par la méthode de 

«régularisation elliptique». 

3. 1 Le probleme «régularisé elliptique» . 

Définissons 

espace de Hilbert pour la norme 

([ ( 11 v (t) II' + I v' (t) 12) dt) ' f' = I I v Il v '  
o 
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/\ 
Pour u,ÇJ E V, on pose : 

(3.2) b,( u, r) = J'" a(t ; u, r)dt + "  J'" (u ' ,r')dt + J'" ( u', r)dt . 
o o o 

ou e: est un paramêtre > O .  

On a :  

o 
(car ç( t) �O  dans H si t�  + (0) , de sorte que 

(3.3) 2Re b,( r, r) ?> 2a J'" I I rU) I I ' dt + " J'" I r' (t) I'dl 
o o 

Par conséquent : 

PROPOSITION 3 .1 Sous les hypotheses ( 1 . 1 )  (1 .2) ,  pour chaque e: > 0, et Ao 
pour f donnée dans L2(0,oo ; V') , il existe Ue E V unique, tel que 

(3.4) b.(u"r) = J'" «(,r)dt 
o 

(le problême (3.4) est ce que nous appelons le probleme «régularisé elliptique» ) . 

3.2 Interprétation du probleme (3.4) 

Prenant dans (3.4) 

r.p étant dans V(J 0, ctJ[ )  (fonction indéfiniment différentiable et à support compact 
dans ] 0, + ctJ [ )  , 

X.EV , 
on en déduit que 

(3.5 )  -e:u� + u� + A (t) ue = f , 
/\ 

à quoi on aj oute (par définition de V) : 

(3.6) 
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3.3 Passage à la limite (I) 

La majoration (3.3) nous apprend que, lorsque e; ---';>- O , 

I I' I .. /- dUe I I Ue; + I V e;  - � C  
LiO ,oo j V) ! dt I L2(O ,oo  ;R) 

Par conséquent, de toute suite e; ---';>- 0, on peut extraíre une sous-suite e;' 
telle que 

(3.8) 

(3.9) 

Ue' ---';>- U dans L2(0,00 ; V) faible, 

v-;:- d;t ---';>- g dans L2(O,oo ; H) faible. 

Mais, d'apres (3 .8) , dUe;' ---';>- du_ dans V'(O,oo ; V) (distributions sur ] O,oo[  
dt dt 

V-- dUe' à valeurs dans V), done e;' ---';>- O dans V'(O,oo ; V) , done g=O . 
dt 

Eerivons « e; » au lieu de « e; ' » ;  de (3.8) et (3.5) on déduit que 

{ -e; u� + u� = he (= f-A(t)ue) , 
(3. 10) 

he ---';>- h (  = f-A(t) u) dans L2(0,oo j V') faible. 

(3. 1 1 )  

(3. 12) 

Mais alors (puisque u� EL2(0,oo ; H)) : 

* = produit de eomposition en t sur iR , 

SI t > O 

II  en résulte (avee (3. 10) ) que 

dUe du -- ---';>- - dans L2(0,oo ; V') faible . 
dí dt 

De (3.8) (3.12) résulte que ue,(O) ( =0) � u(O) dans H faible done que u(O)=O. 
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Passant à la limite dans (3.5) avec (e: = e:') , on obtient finalement : 

(3. 13) J du -dt 
- + A(t)u = f ,  

1 u(O) = ° . 

Donc U E  W!(O,oo ; V, V') et le Théoreme 1 .2 est démontré. 

3 .4 Remarques difJerses 

1 )  Vérifions le 

THÉOREME 3.1  
dUe du Lorsque e: � 0 ,  Ue � u dans L2(O,oo ; V) fort et --� --
dt dt 

dans L2(O,oo ; V') fort. 

DÉMONSTRATION 

Tout d'abord, d'apres l'unicité de la solution de (3. 13) on sait déjà que 
_ du du Ue � u dans LlO,oo ; V) faIble, __ e � -- dans LlO,oo ; V') faible. dt dt 

Ensuite, introduisons la quantité 

Utilisant (3.4) et la définition de be(u,fJ) on peut écrire 

Xe = [ (f, ue)dt -J� 
[ (u', u,-u) + a(t ; u, ue-u)]dt-

o o 

-J� [ (�, u) + a(t.; u"u) ]dt 
o 

= J� (f, u)dt -J� ( u; + A (t)u"u)dt ; 
o o 

comme u� + A(t) ue � u' + A(t)u = f  dans L2(O,oo ; V') faible, iI en résulte que 

(3. 14) Xe � ° . 
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JOO J'OO 2ReXe = 2e \ U�(t) \2 dt + 2Re . a(t i Ue-U ,  ue-u) dt 
o o 

d'ou résulte que 

(3. 16) Ue � U dans L2(O,oo i V) fort 

(et que Ve u� � O  dans L2(O,oo iH) fort) .  

De (3. 16) résulte que he �h  dans L2(O,oo i V') fort (Cf. (3. 10)) ce qui, avec 
(3. 1 1 )  entraine que u� � u' dans LlO,oo i V') fort et achêve la démonstration ·du 
Théorême. 

(3. 17 )  

2) De la Remarque 2. 1 on déduit que, s i  U est la  solution du problême 

(3.13) , on a :  

3 )  On aura des résultats entiêrement analogues aux précédents en intro­
duisant la «régularisation elliptique» que voici. Définissons 

Pour U,() E V, posons : 

II existe ici encore un Ue umque dans V, satisfaisant à 

(3. 18) 
/"00 

be(ue,()) = � (f, ())dt 
o 

et on a des résultats analogues aux précédents. 
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4) Si A(t) correspond à un opérateur elliptique A(x,t ,  o: )  d'ordre 2m , 

alors l'équation correspondante à (3.18), i. e. 

(3. 19) 
d2m du 

(_1)m e: -- U + _e + A (t)u = f dt2m e dt e , 

est une équation elliptique d'ordre 2m - d'ou la terminologie adoptée. 

4. Un résultat de régularité 

4.1 

THÉOREME 4.1 On suppose que les hypotheses ( 1 . 1 )  (1 .2) ont lieu et 
qu'en outre 

{ t -+ a(t ; u, �) est une fois continument dérivable sur iR , 
(4. 1)  

lf U , � E V , avec l a'(t ; u, �} I � Ml ll u ll I I � II lf t E iR . 

Alors si fE W!,+ (  V') , la solution u de 

(4.2) 
du 

A(t) u + - = f dt 

du 
est dans W!,+ ( V) et dt E W!,+( V') 

DÉMONSTRATION 

Soit h E iR et uh(t) = U(t+h�-U(t) 
, Ah(t) = 

A(t+h�-A(t) . 

On déduit de (4.2) : 

d'ou 

(4.3) 
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Supposons f fixé dans W�,+( V') à support limité à gauche par to . Alors, 
pour I h I � 1 par exemple, fh est à support limité à ganche par to-1 et uh est la 
solution dans L2,+( V ;  V') , à support limité à gauche par to-i ,  de (4.3 ) .  

De 3.4, 2) ,  on déduit alors que 

(4.4) 

Mais grâce à l'hypothese faite sur f et à (4. 1 ) ,  

de sorte que uh demeure dans un borné de  L2(t1 ,OO ; V) .  On peut alors extraíre 
h' ---7>- 0 tel que 

du 
Mais nécessairement w = - donc 

dt ' 

(4.5) 

On peut passer à la limite dans (4.3) ; i I  vient : 

(4.6) 
du' 

A (t)u' + Tt = f-A'(t) u 

du' 
d'oU résulte que Tt E L2(t1 ,OO ; V' ) .  Le Théoreme suit. 

(4.7) 

alors 

(4.8) 

4.2 A utre formulation du théoreme 4 .1 

On définit de façon générale, pour m entier � O :  
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THÉOREME  4. 1 bis. Sous les hypotheses ( 1 . 1 )  (1 .2) (4. 1 ) ,  A (t) + � est un 
dt 

isomorphisme de W�,+( V ;  V') sur W�,+( V') . 

4.3 Généralisation 

Par réitération de la démonstration de 4. 1 ,  on obtient : 

THÉOREME 4.2 On suppose que ( 1 . 1 )  ' (1 .2) ont lieu, ainsi que 

{ t----7 a(t ; u, r) est une fois continument dérivable dans fR 
(4.9) 

et I a(m)(t ; u ,r) I � Mm I l u ll I l r ll (5 ) 

Alors A(t) + :t est un isomorphisme de W{,+( V ;  V') sur W{,+( V') ,  pour tout entier 
J arec 

o � j  � m .  

4.4 C as limite 

Faisons maintenant « m  = (0 ») dans le théoreme 4.2. 
Pour cela, introduisons d'abord l'espace VL (X) ( X=Banach).  2,+ 
On définit 

EL2(X) = ( f l f indéfiniment différentiable de fR ----7X,f(j) E L2(X) V j } ,  muni 
de la topologie (d'espace de Fréchet) définie par les semi-normes 

Puis 

et 

00 
U V(-n, +oo ; X) . 
n-l 

(5) D'ou résulte que I a0> ( t ;u,ç) I � Mj I I u I! IHI , 1 � j � m-1 . 
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On déduit du Théorême 4.2 le 

THÉOREME 4.3 On suppose que ( 1 . 1 )  ( 1 .2) ont lieu, et que 

(4. 10) t---+ a(t ; u,fJ) est indéfiniment différentiable sur iR ,  

v u ,  r E V, bornée ainsi que chacnne d e ses dérirées. 
d Alors A (t) + dt est un isomorphisme de 'DL2,+( V) sur 'DL2,+( V') . 

5.  Résultats «locaux». 

5. 1 Posons : 

pour tout a,b, finis } ; 

c'est un espace de Fréchet pour les semi-normes 

( f  I I t(t) I I: dr' 
, 

a 

ou a,b sont pris dans deux suites tendant respectivement vers - 00 et + 00, 
Soit 

également espace de Fréchet. 
Posons ensuite : 

00 
L2,+,loc(X) = U L2,loc(-n, +oo ;X) ;  

n=l 

W�+,loc(X) = { u I u, u', . . . , u(m) E L2,+ ,loc(X) } ; 

On a alors le 

THÉOREME 5 .1  On suppose que 

(5. 1 ) VU,Ç EV, t---+ a(t ; u,ç) est m fois continument différentiable ; 
4 
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(5.2) l.f T, iI existe ÀT tel que 

d Alors A (t) + -- est un isomorphisme de W�+,loc( V ;  V') sur W�+,loc( V') . 
dt 

D ÉMONSTRATION 

1 )  Soit B(t) un opérateur ayant des propriétés anaIogues à A(t) avee 

B(t)=A (t) si t E:  (o, T) . 

Soit f,g E L2(0,oo ; V') avec f=g sur (O, T) (p. p . ) .  

AIors si u, ç EL2,loc(0,OO ; V) , �� , �: E L2 ,loc(0,OO ; V') , 

u(o) = ç(o) = 0 ,  et si 
A(t)u + u' = f , 

B(t} (J + (J' = g , 

aIors (démonstration analogue à celle du n.O 2) U=(J (p.p . )  sur (O, T). 
II suffit donc de résoudre I'équation 

(5.3) A(t) u + u' = f 

sur ( to, T) - puis faire T---'J- OO- ;  on peut done se ramener au cas ou (4.9) a lieu. 

2)  Changeant u en exp(kt)u, on peut ehanger dans (5.3) A(t) en A (t)+k 
et l'on peut done supposer que (5 .2 )  a lieu avec ÀT=O. Prenant B(t) coincidant 
avec A (t) sur (to, T) et donnant lieu à (5.2) pour tout t avec ÀT=O, on se ramene 
aux conditions du n.O 4. Le Théoreme suit. 

5 .2 

Si  V+(X) = espace des fonctions indéfiniment différentiables sur iR à 
vaIeurs dans X et à support limité à gauche, on a :  

(:/J 
V +( X) = n W�+,loc( X) . 

m=o 
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THÉoREME 5.2 On suppose que (5 .2) a lieu et que 

(5 .4) V- U,ÇJ E V, t-+ a(t ;u,íJ) est indéfiniment différentiable. 

d Alors A (t) + Te est un isomorphisme de V+( V) sur V+( V') . 

6. Transposition 

(6. 1 ) 

6. 1 Opérateur A *(t) . 

On pose p ar définition : 

a*(t · u íJ) = a(t · ç.r · u) , , " , 
et on désigne par A *(t) l' opérateur défini (dans C( V ;  V')) par a*(t ; u,r) : 

(6.2) a* (t ; u, ç.r) = (A *(t) u, ç.r) . 

Tous les résultats établis jusqu'iei sont évidemment valables en rempla­
çant A (t) par A * (t) . 

6.2 

Notons aussi que tous les résultats établis jusqu'iei sont valables en 
d d -

remplaçant dt par - dt et les espaces L2,+(X) ,  . . .  par L2,jX) , . . . , ou 

L2 ,_(X) = U I fEL2(X) ,f à support limité à droite } .  

(6.3) 

(6.4) 

Done en p artieulier : 

1 Hypotheses (5. 1)  (5.2), alors A *(t)- :t est un isomorphisme de 

W�-,loc( V; V') sur W�-,loc( V') ; 

{ 
d 

Hypotheses (5.2) (5.4) , alors A *(t) - -- est un isomorphisme de dt 
V_( V) sur V_( V') . 
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La transposition de ces résultats est un simple exercice de dualité: il 
suffit de déterminer «explicitement» les duals des espaces intervenant dans 
(6.3) (6.4). 

(6.5) 

(6.6) 

6.3 
Notons que le dual de L2,-,loc(X) est L2,+,loc(X'). On en déduit que 

(W�-,loc( V'))' = W;�,loc( V) = 

m . 

""" dlf 
= espace des distributions f = ? -----a:tJ ' fj E L2,+,loc( V) . 

J=O 

On vérifie ensuite que 

1 (W;':-,loc(V; V'»)' = W�:';',loc(V') + � W;:';',loc( V) = 

l = espace des di strib ut ions g + :
t 

h , g E W;,'::',loc(V' ) , h E W;:';',loc (V), 

Alors, par transposition de (6.3): 

THÉORÈME 6.1 Sous les hypothèses (5.1) (5.2), l'opérateur A(t) + � est un 
dt 

isomorphisme de W;�,loc( V) sur W;�,loc( V') + :
t W;�,loc( V) . 

Transposons maintenant (6.4); le dual de V_( V) est l'espace V�( V') des 
distributions sur IR, à valeurs dans V' et à support limité à gauche. 

Alors: 

THÉORÈME 6.2 Sous les hypothèses (5.2) (5.4), l'opérateur A(t) + � est 
dt 

un isomorphisme de V�( V) sur V�( V') . 



COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE 2 

Pour des exemples d'équatio ns d'évolutio n correspo nda nt à la théorie de ce cha­

pitre, cf. 

[1] LIONS, J. L. -Equations différentielles opérationnelles et problèmes aux limites. Spri nger. 

1961. Collectio n Jau ne, t. III. 

-e n  particulier Chap. VI. 

Le Théorème 1.1 (et 1.2) est co nte nu da ns [1], ai nsi que la méthode du n.O 2 
(U nicité). 

La démo nstratio n de l'existe nce utilise le procédé dit de «régularisation elliptique», 
introduit da ns 

[2] LIONS, J. L. -- Cours du CIME. Vare n na. Mai 1963. 

La démo nstratio n est a nalogue à cene do n née da ns [2], les résultats éta nt ici u n  peu 

plus précisés e n  ce qui co ncer ne le mode de co nverge nce. 

Sur u n  i ntervalle fini [O,T), o n  pourra utiliser la méthode de la faço n suiva nte: 

v = {VI VEL2(O,T;V), o'EL2(O,T;H), 0(0) = O} 
T T T 

be(u,o) = E l (u',o')dt-l (u,o'}dt + l a(t;u,o)dt+(u(T),p(T)) 

0 0 0  

Les détails sont laissés au lecteur. 

Cette méthode est susceptible de nombreuses varia ntes (do nt l'u ne, immédiate, est 
do n née e n  3.4.3) utiles e n  diverses occasio ns; pour certai ns systèmes différe ntiels li néaires. Cf. 

[3] C OHN , J.; NIRENBERG, L.-Comm. Pure Applied Maths. 1965. 

Pour des équatio ns d'évolutio n no n li néaires, cf. 

[4] LIONS, J. L. - Singular perturbations and some non-linear boundary oalue problems. 
M. R. C. U niv. of Wisco nsi n. Octobre 1963. 

[5] LIONS, J. L. -- Simp. I nter. Fisica Mat. Cagliari-Sassari. 1964. 

Les résultats du n.O 4 so nt démo ntrés autreme nt da ns [1], Chap. V, n.01 à 6; la méthode 

suivie ici, simple varia nte de [1], Chap. V, n.O 7, est l'adaptation au cas prése nt de la méthode de 



54 J. L. LION S 

[61 NIRENBERG, L. -- Remarks on strongly elliptic partial differential equations. Comm. Pure 
Applied Maths. 8 :  648-674.  1 955.  

Naturellement, comme iI est dit également dans le texte, iI  y a bien d'autres méthodes 
de résolution des équations d'évolution, correspondant à des hypothêses différentes sur A (t) ; 
consulter en particulier 

p] KATO, T. - Cours CIME, Varenna, Mai 1963.  

II ne semble pas que le problême de remplacer dans, par ex. , le n.O 4 l'espace L2 
par Lp , 1 < p < 00 ,  p=l=2 , ait été systématiquement abordé ; mais iI a été étudié lorsque A {t) 
n'est plus un opérateur abstrait mais un opérateur différentiel ; d. en particulier 

[8] SOI,ONNIKOV, A. - Eçaluations à priori pour les equations du 2eme ordre de type para­
bolique. Troudi Stekloff. LXX : 1 33-212 .  1964.  

Notons que ce travail correspond à remplacer V (espace de Hilbert) par un espace de 
Banach (construit sur Lp (O) , O  ouvert de !R n) .  Nous ignorons si l'étude de ces problêmes 
d'évolution dans les espaces Lp(o, T ;Lq(O) ,p,q quelconques, a été abordée systématiquement ; 
cela serait, três probablement, utile dans les problêmes non linéaires. Cf. P. Grisvard , C. R. 
Acad. Se. Paris, 1965 et 1966.  

Pour les conditions aux limites différentielles les plus générales pour les opérateurs 
paraboliques d'ordre quelconque, cf. 

[9] AGRANOVITCH, M. S. ; VISIK, I. M. - Ouspechi Mat. Nauk, t. X I X  ( 117 ) : 53-161 . 1964. 

Signalons en passant qu'il serait probablement intéressant d'appliquer aux résultats 
de [8] et [9] les méthodes de E. Magenes et l'A. (cf. pour bibliographie les Commentaires du 
Chapo 1 ) .  Dans un ordre d'idée voisin, signalons 

[10] LróNs, J. L. ; MAGENES, E. - C. R. Acad. Se. Paris. t. 251 : 2 1 18-2220. 1960.  

[11] LIONs,  J. L. ; MAGENES, E. - Sur certains aspects des problemes aux limites non homogenes 
pour des opérateurs paraboliques. Annali Scuola N orm. Pisa. 1964. 

[12] BAIOCCHI, C. - Sui problemi ai limiti per le equazioni paraboliche. Boll. U. M. L Vol. 19:  
407-422. 1964. 

II est évidemment indiqué d'interpoler en m entre tous les résultats des n.O 4 et 5 .  Cela 
est esquissé dans [1] , Chapo V, n.O 7 (le problême indiqué à la fin de ce n.O n'étant toujours pas 
résolu, à notre connaissance) . 



CHAPITRE 3 - ULTRA-RÉGULARISATION ET SOLUTIONS { Mk } - DISTRIBUTIONS 

DES . ÉQUATIONS D 'ÉVOLUTION 

1 . 1  Soit X un espace de Banach et Mk une suite de nombres > O ,  

k = 1 , 2 , . . .  

D ÉFINITION 1 . 1  On désigne par EM ( X) I'espace des fonctions t --'? f(t) k 
de iR --'? X, indéfiniment différentiables, telles que, pour tout T fini, iI existe c 
et L, (dépendant de T et de f) teIs que 

( 1 . 1 )  

On munit EM ( X) de la  topologie suiCJante. k 
Soit d'abord I un intervalle borné de iR ;  et soit Ln une suite tendant vers 

L 
+ 00 en croissant ; on désigne par E� (I ; X) I'espace des fE E(X) (indéfiniment 

différentiables à valeurs dans X) telles qu'iI existe une constante c (dépendant 
de f) avec 

On munit cet espace des semi-normes usuelles sur E(X) et de 

( 1 .2) 

On pose ensuite 

( 1 .3) 

sup. 
k ?::- O 

sup .  
t E I  

I I  f(k)(t) I lx 
L� Mk 
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muni de la topologie de limite inductive (d'espace 3).  Enfin : 

(1 .4) 

les ln formant un recouvrement de IR, espace muni de la topologie de limite 
proj ective. 

DÉFINITION 1 .2 On pose 

(1 .5) 

espace que l' on munit de la topologie bornée supérieure. 
On supposera la suite Mk non quasi-analytique, de sorte que V+,Mk(X) 

n'est pas réduit à { O }  (cf. commentaires) .  

1 .2 On fera toujours dans la suite 1'hypothese .suivante : 

{ iI existe des constantes d et H telles que ( 1 .6) k M k+l < dH M k Y. k � O 

II résulte aussitôt de cette hypothese que si fE EUk(X) (resp. V+,Mk(X)) 

1 df c (X) ( V (X)) l' l ' . f df , I" . . a ors dt E CMk resp. +,Mk , app lCatlOn ---';>- dt etant llleaIre contmue 
dans les espaces correspondants. 

Verifions le 

LEMME 1 . 1  Soít q fixé, 1 < q < 00 .  On suppose que (1 .6) a lieu. 

Alors V+,M�(X) coincide (algébriquement) açec l'espace des fonctions f 
çérifiant : 

i) f est à support limité à gauche ,. 

ii) pour tout T < 00 ,  il existe c" L, tels que 

(1 .7 ) 
-00 
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DÉMONSTRATION 

1 )  Soit fE V+,Mk(X) et soit a l a  limite à gauche d e  son support ; 

-00 

2) Soit maintenant f indéfiniment différentiable à valeurs dans X, satis­
faisant à ( 1 . 7 ) ,  et soit encore a la limite à gauche de son support ; on a :  

t 

[<k)(t) = J fCk+I)(s)ds 
a 

d'ou 

I I f(
k)(t) I lx � (t-a) 'Jq' ( f  I I  f<k+'l(s) I I: dS) ' /q ,  +- + + � 1 

a 

d'ou le résultat suit , en utilisant ( 1 .6) .  
Considérons maintenant les topologies. On peut mumr l'espace 

vCLn) (-n --L CO '  X) des semI-normes :  Mk ' I ' 

( 1 .8) Sup. 
k � O  -n 

II résulte de la démonstration de Lemme 1 . 1  que cela définit sur VCf:t�)(-n, + co ;  X) 
la même topologie que celle considérée initialement. 

(1 .9) 

DÉFINITION 1 .3 On pose 

Précisons la topologie dont on munit VM (X) . k 
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( 1 . 10) 

( 1 . 1 1 )  

J .  L.  LIONS 

Soit L fixé ; posons : 

VC;;� (-n ,n ;X) = { cp l cp E EMk(X) , cp=Ü si I t l ;;:: n, et 

I I cp(k)(t) I lx � c LklYlk V- k ,  c constante convenable } . 

C'est U II espace de Banach pour la norme 

Alors 

Sup. 

k ;;:: Ü 
Sup. 

I t l � n 

muni de la topologie ( .c  1- )  correspondante. 

Comme au Lemme 1 . 1 ,  on voit que l'on peut munir V<fi�(--n,n ;X) de la norme 

( 1 . 12) Sup. 
k ;;:: Ü Lk�k ( f I I  <p(k) (I) I I: di ) '/' 

-n 

II est commode pour la suite de remplacer la condition « cp  à support compact» 
par des inégalités. V érifions ceci : 

( 1 . 13) la condition nécessaire et suffisante pour que cp, indéfiniment différen­
tiable à valeurs dans X, appartienne à VM (X) et soit nulle hors de k 
(-n, + n) est qu'il existe une constante c telle que 

-00 

En effet si cp est nulle hors de (-n,n) , alors 

-00 

d' ou les inégalités voulues si cp E VM (X) . k 

-n 
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Réeiproquement, soit <p indéfiniment différentiable à valeurs dans X telle que 

-00 

Néeessairement cp=ü si j t i' > n- et alors, pour q=ü , il vient 

-00 

d'ou le résultat. 
Alors, à toute cp E VM (X) on va faire eorrespondre la suite -double k 

j t jq cp(k) et, à l'aide de l'applieation 

( 1 . 14) 

on va eonsidérer VM (X) comme un sous espace d'un espace de suites doubles, k 
dont les éléments ( j  t jq cp(k») sont dans L2(X) (notations du Chap o 2) . 

(1 . 15) 

Définissons done 

E = { e = {gkq } , k=O, 1 ,  . . . , q=O, 1 ,  . . .  j gkq EL2(X) V k, q, 

et iI existe c, L, n tels que I I gkq I IL,l(X) � c LknqMk } . 
II est clair que ( 1 . 14) applique VM (X) dans E. k 
Munissons E de la topologie suivante. 
Choisissons une suite Ln --+ + 00 et définissons 

( 1 . 16) E(n) = { e j e={gk ,q} ,  tels qu'il existe c avec I I gkq I I L2(x) � c L�nq Mk V k,q } . 
On munit E(n) de la norme 

et 

Sup. 
k,q 

1 

E = U E(n) 
n 

de la topologie de limite induetive eorrespondante. 
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Alors (on ' a fait ce qu'il fallait pour ça ! )  l'espace VMk(X) est isomorphe 

au sous espace de E image de DA1k(X) dans l 'application ( 1 . 14) . 
Ce résultat nous sera utile pour établir la structure des espaces duals. 

N otons encore ceci : 

( 1 . 17) DM (X) est dense dans D(X) . k 

2 .1  On supposera pour simplifier que X est un espace de Banach reflexif; 
soit X' son dual fort (on pourrait tout aussi bien considérer les anti-duals) .  On 
pose, par définition 

(2. 1 )  

[On peut montrer que cet espace coincide avec l'espace 

des applications linéaires continues de DM = DM (C) dans X', muni de la topo-k k 
logie de la convergence uniforme sur les ensembles bornés de DM) ' 

DÉFINITION 2.1 D� (X) est l 'espace des { Md - distributions à valeurs k 
dans X. 

D'apres ( 1 . 17 ) , D'(X) (dual de D(X')) ,  espace des distributions à valeurs 
dans X est un sous-espace de D� (X) . k 

V oici maintenant la structure de D� (X) : k 

PROPOSITION 2.1 Tout fE D�k(X) peut se représenter, de façon non unique, 
sous la forme : 

(2.2) 

ou 

(2.3) 

00 k 
f =  L �k fk 

k=o 
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Réciproquement, tout f de la forme (2.2) ,  açec (2.3) (2. 4) ,  représente un 
élément de V� (X) . k 

Si cp E VM (X') ,  le produit scala ire < f , cp > est donné par k 

(2.5) 

00 
< f, cp >  = L >-1)k J+oo < fk(t) , cp(k)(t) > dt , 

k=o -00 

(ou 1e crochet dans 1es intégra1es désigne 1e produit sca1aire entre X et X') . 

D ÉMONSTRATION 

La réciproque est immédiate. 
Montrons 1e théoreme directo Par hypothese 

rp -+ < f, cp > 

est donc une forme 1inéaire continue sur VMk(X/) . Considérons 1';:lpp1ication 

(cf. ( 1 . 14) )  

cp -+ I t Iq cp(k) = 7t(cp) , 

de VMk(X/) dans E (E défini par ( 1 . 15) ,  en remp1açant X par X') et soit Eo 
l'image de VM (X') dans E par 7t. Alors k 

est 1inéaire continue sur Eo et, d'apres Hahn-Banach, iI existe donc e/EE' telle 
que 

1 . e. 

(2.6) 

I f -1 "> < e , eo > = < , 7t eo � 

< e', 7t(cp) > = <f, cp > v- cp E VM (X') . -k 
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Mais la structure de E' est connue : tout e' E E' peut se représenter, de 
façon non unique, par une suite double 

(2. 7) e' = {gkq } , 

gkq E (L2(X')) ' = L2(X) , 

telle que 

(2.8) 

et 

(2.9) 

L LknqMk II gkq l i L2(X) < 00 V L , V n , 
k,q 

< e' , 7tCp > = L f� < gkq(t) , I t Iq cp(k) (t) > dt . 
k,q -00 

Utilisant (2.6) , on en déduit le résultat, en posant : 

(2. 10) fk = (_1)k L I t Iq gkq . 
q ?;:: O 

V érifions que (2.4) a bien li eu : 

et (2 .4) résulte de (2.8). 

2 .2 On peut définir le support des { Md -distributions (vectorielles) 
comme on le fait pour les distributions vectorielles ordinaires. 

De façon générale, iI faut alors soigneusement distinguer entre, par ex. , 
les distributions à support compact et celles qui sont scalairement à support compacto 
Mais cette distinction est sans object dans le cas, en particulier, des distributions 
à ()aleurs dans un Banach, -- et iI en va de même dans Ie cas des ultra-distri­
butions. 

(2. 1 1 )  

On pose alors : { V:,Mk(X) = (V-,Mk(X')) '  = { Mk } distributions à vaIeurs 

dans X et à support limité à gauche, 
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X et à support compacto 

Comme 

chaque espace étant dense dans le suivant, on a :  

(2 . 13) 

Le résultat de structure de la Prop. 2.1 s'applique donc ; on peut natu­
rellement préciser ; par exemple : 

PROPOSITION 2.2 Soit f E V: M (X) ;  on peut la représenter (de façon non , k 
unique) sous la forme 

(2. 14) 
00 k 

f =  2 :tk 
fk , 

k=o 

(2. 15) fk E L2,loc(X) , fk = O si t<to ( to indépendant de k). 

(2. 15) 

Si f est nulle pour t < t1 on peut choisir tO= t1 -e ,  e>O fixé quelconque. 

DÉMONSTRATION 

On peut, sans diminuer la généralité, supposer le suite M k logarithmiquement 
convexe, i. e. 

(2.16) 

Soit IX E EM (C) =EM , nulle pour t < tO = t1-e , IX = 1  pour t � t1-e/2 . Alors k k 
< f, (() > = < f, IX� > V- � E V-,Mk(X/) ; d'apres la PROPOSITION 2. 1 ,  on peut écrire 

� ak 
f = L � gk (on écrit gk au lieu de fk) , 

k=o 
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d'ou 

ou 

eomme 

on a :  
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00 00 

< f,� > = L < gk , (-l)k !: (" 'P) > � L « -1)Pfp , �(p» 
k=o p=o 

fp = (-1)P L (-1)P ( ; ) lY.(k-p)gk ; 
k?:-p 

Mais d'apres (2 .16) , MpMk_p � Mo1Vh ,  done 

d'ou (2. 15 ) .  

n 1 / 
� C Mo L (2L)k JI!!k (J I I gk(t) I I: dt ) 2 

3. Un résultat d'ultra-régularité pour les équations d'évolution du ler ordre 

3 .1 Hypotheses 

Les notations sont eelles du Chapo 2. On désignera par l i I I * la norme 
dans V'. 

On suppose que a(t ; u , ç) est fonetion indéfiniment différentiable de 
t E fR ,  V U, Ç E  V et que 



(3. 1 )  
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11 pour tout T < 00 ,  ii existe ÀT et IXT te1s que 

Re a( t ;  C', (J) + À T I C' 12 � IX T II (J 1 1 2 , V C' E V, I t I � T . 

La fonetion t -+A (t) est indéfiniment différentiab1e de IR -+C( V ; V') .  On supposera 
davantage :  

(3.2) t -+ A(t) est dans EM (q v ; V')) (notations du n.O 1 ) .  k 

3.2 Voiei maÍntenant 1e résu1tat d'ultra -régu1arité que nous avions en vue : 

THÉOREME 3 .1 On suppose que (3. 1 )  (3.2) ont lieu. On suppose que la 
suite Mk satisfait à ( 1 .6) , ainsi qu'à la condition suiC'ante : 

(3.3) il existe une constante c telle que 

d Alors A (t) + dt est un isomorphisme de V+,Mk( V) sur V+,Mk ( V') . 

La démonstration de ce théoreme oeeupe 1es points 3.3 et 3.4 ei apreso 

On a :  

(3.4) 

5 

3.3 Montrons d'abord que A (t) + � est un opérateur 1inéaire eontinu dt 

Tout d'abord, grâee, à ( 1 .6) , 

k 

d 
dt est un opérateur eontinu de V+,Mk( V') . 

(A (t) u) Ck) = 2 ( � ) A (t)(k-j)u(j)(t) . 
j=o 
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Soit T fini quelconque. On a :  

I I  u(lC)(t) II � c L kM k , pour I t I � T 

l IACk) ( t) l lccv; v') � cLk Mk ' pour I t I � T ; 

done (3 .4) donne : 

k 
I I (A (t)u(t)) k " * .� c C1 ), ( � ) L�-jLjMk_jMj , I t I � T ; 

j=o 

utilisant (3.3) (cette hypothese pourrait être, ici, eonsidérablement -affaiblie), 
iI en résulte : 

k 
I I (A (t) u(t))Ck) lI * � c C1 c Mie L L�-jLj , I t I � T 

j=o 
d'ou, en partieulier 

Done A (t) U E V+,Mk( V' ) (étant, évidemment, à support limité à gauehe) .  

l'applieation u -> A(t)u est en outre continue, d'ou notre assertion. 

3 .4 
V+,Mk( V' ) 

Reste maintenant à démontrer le point essentiel : soit f donné dans 
et soit u la solution dans V+( V) (ef. Chap o 2) de 

(3.6) du A(t) u + - = f dt 
Alors U E V+,Mk( V) (et dépend eontinument de f dans les espaces eorrespondants) . 

Soit to la limite à gauehe du support de f; alors t2 est également la limite 
à gauche du support de u :  

Soit T fini fixé queleonque avee I to I < T . 
Pour montrer que U E  V+,Mk( V) iI est équivalent de montrer que 

eÀtu E V+,Mk ( V) (À fixé quelconque dans iR) ,  puisqu'alors u=e-Àt(eÀtu) , et que la 

multiplieation par eçt , � E iR ,  est linéaire continue de V+,Mk ( V) dans lui même. 

Donc, ehangeant u en /Ttu ,  on voit, d'apres (3. 1 ) ,  que l'on peut supposer 
que 

(3 .7) 
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Pour un peu · simplifier la suite, on peut modifier la p.orme dans V (en une 
norme équivalente ! )  de sorte que, au lieu de (3. 7 ) ,  on ait : 

(3.8) 

Désignons par I I " * la norme duale de I I I I . 

Si fi (resp . g) est une fonction à valeurs dans V (resp . V') , on pose : 

N ous savons que 

(3.9) 

et que (Lemme 1 . 1 ) : 

(3. 10) 

Nous introduisons 

N ous allons montrer 

(3. 12) 

ce qUI implique (Lemme 1 . 1 )  que U E V+,Mk( V) (puisque T est quelconque). 

On va raisonner par récurrence sur k. 
On déduit de (3 .6) - en prenant le produit scalaire avec u(t) -

d 2 
2Re a(t ; u(t) , u(t)) + - u(t) = 2Re (f(t) , u(t)) ; 

dt 
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intégrant de to à T, et utilisant (3.8) , on en déduit 

(3. 13) 

d'ou 

(3. 14) 

T T 
2 f I I u(t) Wdt + I u( T) [2 = 2Re f (f(t) , u(t)) dt 

T T f I I  u(t) Wdt = N(u)2 :( f I I f(t) 1 1* ! I u(t) I I dt :( N(u)N* (f) done 

N(u) :( N * (f) . 

1 . A1ors, avee (3. 10) : N(u) :( c2Mo = 2 aMo ,  d'ou, en partieu1ier (3. 12) 
pour k = O . 

Admettons 1e résu1tat par réeurrenee jusqu'à k-1 et démontrons 1e 
pour k. On déduit de (3.6) ,  par dérivation (loisib1e d 'aprés 1e Chapitre 2) : 

k-l 
(3. 15) A (t)u(k) + :

t u(k) = f(k) - � ( � )  A (k-j)(t) u(j) = gk . 
)=0 

On peut appliquer à eette situation l'inéga1ité (3. 14) : 

Mais 

k-l 
N* (gk) :( N* (f(k» ) + � ( � )  N* (A(k-j) (t)u(j)) ; 

)=0 
Grâee à (3.9), 

et grâee à l 'hypothese de réeúrrenee, ceci est :( c1 L�-j Mk_jaBj Mj . 

A1ors, utilisant (3.3) : 
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Ceci, joint à (3. 10) ,  entraine : 

j=o 

Mais 

et comme L2 � B, on déduit de (3. 1 7) : 

et grâce au choix de B ,  C1 C 1 1 
B 

� -
2
- '  

- -1 
LI 

ce qui, j oint à (3.16) montre (3 . 12) . 

d'ou 

La continuité de l'application f -+ U résulte des majorations obtenues. 

4. Solutions { M  k } - distributions des équations d'évolution. 

Naturellement, sous les hypotheses du Théoreme 3 .1 ,  A *(t) - �  est un 
. dt 

ismorphisme de V-,Mk( V) sur V-,M) V') ,  par transposition, en en déduit 

d THÉOREME 4.1  Sous les hypotheses du Théoreme 3. 1 ,  A (t) + -- est un 
dt 

isomorphisme de V�,Mk( V) sur V�,Mk( V/ ) .  
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Par conséquent, pour une {M k }-distribution fE D�,Mk ( V') , il existe une 

{ M k } - distribution u E D� M ( V) et une seuIe, telle que , k 

du A (t) u + - = f . 
dt 

5 .  Exemples 

Prenons 

(5. 1 )  

AIors la  suite Mk est non-quasi-analytique (cf. commentaires C l  apres) . 

La condition ( 1 .6) a Iieu, ainsi que (3.3) [on a :  

Les résultats des n.O 3 et 4 sont donc vaIabIes dans ce caso 
Les espaces D+,Mk ( X) sont, dans ce cas, des espaces de Gerrey d'ordre IX. 



COMMENTAIRES DU CHAPITRE 3 

Les {Mk} - distributions ont été introduites dans 

[1] ROUMIEU, C. - Ultra-distributions définies sur !Rn et sur certaines classes de pariétés 
différentiables. Journal d'Analyse Math. X: 153-192. 1962-&3. 

M. Roumieu appelle «ultra-distributions) ce que nous appelons ici «{Mk} distributions), 
nous nous sommes écartés de sa terminologie parce que le terme «ultra-distributions) a été 
antérieurement utilisé, pour désigner une notion différente, par 

[2] SILVA, J. Sebastiâo e - Les fonctions analytiques comme ultra-distributions dans le calcul 
opérationnel. Math. Annalen. 136: 58-96. 1958. 

On a considéré ici le cas de fonctions vectorielles, à valeurs dans un espace de Banach X, 
ce qui n'entraine pas de difficultés nouvelles. 

(1) 

(2) 

On peut supposer la suite Mk logarithmiquement convexe, i. e. 

Alors, d'après les résultats de Denjoy-Carleman et de Mandelbrojt, si 

00 

2: �;� < 00 

k=l 

alors la suite M k est non quasi-analytique, et il existe des fonctions pEE (!R) e Mk 

(cas X = !R) ,Pe(t) � 0, paire, de support [- e, e] et telle que J Pe(t)dt = 1 . 

Cf. 

[3] CARLE MAN, T. - Les fonctions quasi-analytiques. Paris. Gauthier-Villars. 1926. 

[4] MANDEI.BROJT, S. - Séries adhérentes, régularisation des suites. Applications. Paris. 
Gauthier-Villars. 1952. 

Le n.O 2 donne quelques indications sur les ultra-distributions à valeurs vectorielles. 
Pour les distributions à valeurs vectorielles, cf. 

[5] SCHWARTZ, L. - Théorie des distributions à valeurs vectorielles, I, I1. Annales Institut 
Fourier. t. VII: 1-141, 1957; t. VIII: 1-209. 1958. 
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On a suivi les méthodes de [1] , étendues (sans peine) au cas vectoriel et utilisé, dans 
le résultat de structure des Ultra-distributions vectorielles , les résultats de 

[6] KOTH E ,  Gottfried - Die Stufenraume . . . . . . Math. Z.  t.  51 : 31 7 -345. 1 948 .  

Selon [1] th. 4 ,  p .  1 03  on ne peut en général prendre to= t" dans la Prop. 2 .2 ,  mais c'est 
possible dans un certain sens, si la suite Mk est logarithmiquement convexe et si 

00 
� Mk-l log L....t Mk 
k=t 

les résultats des n .O 3,4 sont extraits de 

( :k ) < 00 . 
k-l 

[7] LIONs,  J .  L. ; MAGENES ,  E. - Annali di Mat. Pura ed Applicata, t. LXVI I I :  341 -418 .  
1 965 .  

Dans le  cas du probleme de Cauchy pour des opérateurs paraboliques, un résultat du 
type de celui du théoreme 3.1 est donné dans 

[8] FRIED  MAN ,  A. _ .  Classes of solutions of l inear systems of partial diffel'ential equations of 
parabolic type. Duke Math. Journal. 24 : 433-442.  1957 .  

D ans [8] , variables d'espace et de  temps j ouent des rôles analogues ; cela est différent 
du Théoreme 3 . 1 .  

Pour les opérateurs paraboliques, on peut considérer la  situation d'un point de vue 
analogue à celui du Chapitre I (et alors différent de celui de ce Chapitre i ) ; c'est ce qui a été 
fait dans 

[9] LIONs ,  J .  L. ; MAG ENES ,  E. - SUl' certains aspects des problemes aux limites non homogenes 
pour des opérateurs paraboliques. Annali Scuola N orm. Sup . di Pisa. 1 964.  

Touj ours pour les opérateurs paraboliques , il  serait, semble-t-il, intéressant de voir 
comment on peut étendre les résultats de ce chapitre à la situation de 

[9] Commentaires du Chap o 2 .  

De même serait-il intéressant d'étendre, autant que possible, les résultats des Chapi­
tres 2 et 3, à la situation de [1] (commentflires Chapo 2 ) .  Chapitre VII (complété par les résultats 
de KATO, T ; ,  TANAB E ,  T; et l'A . ,  Osaka Math. Journal, 1 962) . 

Les résultats de ce chapitre s'étendent, au moins partiellement, à des équations 

d'évolution du 2eme ordre en t(A (t) +�) et à des équations du type Schrodinger, cette 
dt2 

derniere sitaation sera étudiée, dans un travail en préparation de E. Magenes et l'A. 

(Date de reception du Manuscrit : Septembre 1964) . 
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SOLUTION OF THE SINGULAR CAUCHY PROBLEM FOR A SINGULAR 
SYSTEM OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS lN THE 

MATHEMATICAL THEORY OF DYNAMICAL ELASTICITY 

1 . The singular system oE  partial differential equations and the corresponding 

singular Cauchy prablem 

An important rôle in mathematical physics is played by the so called 
wave equation, that is, by the partial differential equation (in the n real «space» 
variables x1 , • • •  ,xn 

and a single real «time» t) : 

(W) 
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tific Research, under Grant AFOSR 400-64 with the University of Maryland, and in part by 
the U. S. Naval Ordnance Laboratory, White Oak, Maryland. Present Address : University 
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where the second order partial differential operator 

is the Laplacian, and u(x1 ,  • • •  xn,t) 

is a real valued function, the speed of sound having been taken as unity. The 
theory of  the (regular) wave equation (W) is closely connected with the theory 
of the (singular) second order partial differential equation

" 

a2u k ou 6.u = -- + --- -
at2 t at ' 

(EPD) 

where k is a parameter. This singular partial differential equation has occurred, 
for speeial values of k and n, in many important and classieal problems sinee 
the time of Euler. (For self eontained accounts of the theory of the Euler-Poisson­
-Darboux equation, (EPD),  whieh has been extensívely studied by the Maryland 
school, reference is made to A. Weinsteín [1 ] ,  [2], J .  B. Diaz and H .  F. Weinber": 
ger [3], J. B. Diaz and G. S. S. Ludford [4] , J. B .  Diaz [5 J, for solutions in the 
classical sense ; and to J. L. Lions [6J and R. W. Carroll [7 ] ,  for solutions in a 
generalized or «distributionab> sense) .  

Another important rôle in mathematical physics is played by the system 
of the dynamieal equations of elasticity (which will be referred to, for brevity, 
as the «elasticity system» ) ,  that i s ,  the system of partial differential equations : 

(E) 

i = 1 ,  . . .  , n, where the n real functions ui are the displacements, and the real 
numbers a2, b2 are physical constants. The present discussion originated from 
a conversation between J. L. Lions and the writer, during whieh they realized 
that (essentially) they had asked themselves, in equivalent forms, the following 
specific questian : does there exist a ( singular) system af partial differential 
equations which plays the same part, in the theary af the (regular) elasticity 
system, as the single (singular) Euler-Paisson-Darboux partial differential equation 
plays in the theory of the single (regular) wave equation ? It is clear that, if 
such a singular system does exist, then it appears highly desirable to develop 
its theory, as a counterpart to the known results concerning the single Euler­
-Poisson-Darhoux partial differential equation, or even purely for its awn mathe­
matical sake, if  nothing else. Accordingly, the following question was formu­
lated explicitly, at the time of the initial conversation : Question I :  Is there a 
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singular system of partial differential equations, call it (8), such that (expressed 
in the familiar geometrical language of proportion ratios) the system (8) is to 
the regular elasticity system (E) as the (single) singular partial differential 
equation (EPD) is to the ( single) regular partial differential equation (W) ? To 
repeat this question in an obvious symbolical notation : Is there a system (8) 
such that (8) : (E) = (EPD) : (W) ? 

ln a sense, question I is not well posed, because it appears, on the one 
hand, that the choice of the system (8) is, without further detailed specification, 
largely arbitrary ; while, on the other hand, the system 

i=1 ,  . . . ,n , 

( êJ2U '  
a system which is obtained merely b y  replacin.g --� , on the right hand side 

8t2 

f h 1 . .  E) b 
êJ2ui + k 8Ui ) 

. lf ' d '  I o t e e astlClty system ( , y ar -t- -at presents Itse lmme late y 

to the mind as a logical candidate for the system (8) . But, in order that this 
system may be truly regarded as a system (8), in the sense of the symbolic propor­
tion (8) : (E) = (EPD) : (W), it must be true that there is «something)}, in thE' 
explicit solution of the singular Cauchy problem for this system : 

êJu ' Te (x1 ,  . .  · ,xn,O)=O, i=-:1 ,  . . . ,n ,  

which plays a rôle exactly analogous to that played by the «peripheral spherical 
mean value of a single functiom> in the êxplicit solution of the singular Cauchy 
problem for the Euler-Poisson -Darboux equation : 

êJu - (x1 , . . · ,xn,O) =O . êJt 

This raises the second question, roughly speaking, for the moment, as to just 
exactly what this « something» really is. ln order to arrive at a more precise 
formulation of this second question in a natural manner, it is appropriate, at 
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this juncture, to recall briefly the pertinent known results concerning the singular 
Cauchy problem for the Euler-Poisson-Darboux equation (compare, e. g . ,  the 
references given above, for a more detailed discussion of all the matters under 
review) . 

When k=O, the (EPD) equation reduces to the wave equation (W) , while 
if koj=O  then the coefficient k/t occurring in the (EPD) equation is infinite on the 
«plane» t=O. «The» singular Cauchy problem for the (EPD) equation consists 
in the determination of a solution u(x" . . .  ,xn, t) of the (EPD) equation which 
satisfies the following initial conditions on the «singular» plane t=O :  

au 
-- (x" " . ,xn,O)=O , at 

where g(x" . . .  ,xn) is a given function. For k any real number, this problem was 
first solved by A. Weinstein [1] ,  who employed what he termed the «method of 
recurrence» and a «generalized method of descent» . 

It is well known that, for k=n-1 ,  the singular Cauchy problem consisting 
of the particular (EPD) equation 

i. e. , the (EPD) equation with the particular value of k taken to be n-1 ,  and the 
same initial conditions 

au 
- (x" . . .  ,xn,O) = O , at 

is given by a generalization of a formula of Poisson : 

n 
2 ��=1 i=1 

where the exponent n-1 is a reminder that k=n-1 ;  dwn(ç) is the surface element 
n 

of the unit sphere in real n-dimensional Euclidean space, and wn = 27t 2 is the r( � )  
area of the same sphere, in terms of Euler's gamma function. Using the formula 
just written, and Hadamard's «method of descent» , the following explicit formula 
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for the solution of the singular Cauchy problem for the Euler-Poisson-Darboux 
equation :  

n k-n-1 
6l:::�

n jg (X,H,t" " , XnHntl (1 -L 1;1)-2- d�1 . . .  d�n ' 
n i=1 ?Çi< 1  L=l 

may be obtained when k is any positive integer of the infinite sequence n, n+i ,  
n+ 2 ,  . . . . This formula may then be  readily verified to  give a solution o f  the singular 
Cauchy problem for any real k> n - i  (Notice that the ratio of the (õ's is defined for 
any such k in terms of Euler's gamma function) .  (This procedure is called by Wein­
stein the «generalized method of descent» ) .  For k<n-l, with k =j=. - i ,  -3 ,  -5,  . . . 
(the odd negative integers, -i ,  -3, -5, . . .  , play an «exceptionab> rôle in the singular 
Cauchy problem, as was first pointed out hy Weinstein [i] ) ,  one may obtain a 
solution of the singular Cauchy problem by either : ( i )  analytic continuation of 
the last definite integral , with respect to the parameter k, to values of k<n- i ,  
a s  was done by J .  B .  Diaz and H .  F .  Weinberger [3] ,  or else (2) : as was done by 
Weinstein [i] ,  by employing his «recurrence relations» which relate solutions of 
the (EPD) equation for various values of the parameter k. Thus, it is clear that 
the explicit solution of the singular Cauchy problem for the (EPD) equation 
for the particular value k= n- 1 is of fundamental importance in order to cons­
truct the above described theory of the singular Cauchy problem for the (EPD) 

' equation for an arbitrary value of the parameter k. 
Now, the «regular» Cauchy problem for the elasticity system (E) which 

corresponds, in a natural manner, to the regular Cauchy problem considered 
above for the wave equation (W), is precisely that which consists in determining 
a solution, i. e. an n-tuple of functions u1 (x" . . .  ,xmt) , . . .  , un(x1 , . . .  ,xn,t), which satisfies 
the elasticity system (E) and at the sarne time fulfills the initial conditions 

for i= i ,  . . .  ,n, where the n functions f1 (X1 , . . . ,xn) , . . . ,fn(xl l . . .  ,xn) are given functions. 
(The Cauchy data now consists of an n-tuple of given functions f1 , " . ,fn, rather 
than of a single function g): Supposing that the singular system described before 
is indeed a singular system (S) ,  of the nature required by question I above, 
then the system (S) does contain a linear parameter k and a coefficient k/t which 
is singular on the plane t=O. Further, the « singular» Cauchy problem for the 
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systern (8) will consist merely in finding a solution U, (X" . . .  ,xn,t) ,  . .  " un(xj ) . . . ,xn,t) 
of the singular system which fulfills the sarne initial conditions just encountered, 
to wit 

for i=1 ,  . . .  ,n. 8till further, when one puts k=O in this particular singular 
system (8) , the singular Cauchy problem for the singular system (8) will reduce 
to the above described «regular» Cauchy problem for the elasticity system (E),  
because when k=O the singular system (8) does reduce to the (regular) elasticity 

. system (E) .  
The seéond question alluded to above, just after the first question, now poses 

itself. Presumably, for this particular system (8) there is a «distinguished» value 
of the parameter k (perhaps it is n - 1 ,  as for the (EPD) equation) which is 
fundamental in the solution of the singular Cauchy problem for the particular 
system (8). For this particular « <distinguished» ) value of k there should be an 
explicit formula for the solution of the singular Cauchy problem for the system (8), 
purely in terms of the n given functions f, (X" . . . ,xn) ,  . . .  ,fn(x" . . .  ,xn) .  By analogy 
with what happens in the singular Cauchy problem for the (EPD) equation, this 
expected explicit formula for the solution of the singular Cauchy problem for the 
singular system (8) , with the parameter k equal to the · «distinguished» value, 
will be termed , for the time being, the «peripheral spherical mean value of an 
n-tuple of functions f, (X" . . . ,xn) ,  . . . ,fn(x" " " xn» ), Using this terminology, the 
second question mentioned above may be formulated thus : Question I I :  What 
is the explicit formula for the «peripheral spherical mean value of n functions 
f, (XI l  • • .  ,xn) ,  . . . ,fn(xl l . . .  ,xn) ), and what is the «distinguished» value of the parameter 
k ?  The answer to this question, and the explicit solution of the singular Cauchy 
problem for the singular system (8) ,  which is to appear in full in [8], will be discussed 
in the next three sections only for the particular «distinguished» value of k .  

2. The heuristic process leading to the definition of the «peripheral spherical -
mean value of n fWlctions» 

The procedure which was actually followed in finding an answer to ques­
tion I I  will now be presented.  The single guiding idea behind the procedure 
is the special part played, in the solution of the Cauchy problem for the wave 
equation in three dimensional space, by the «peripheral spherical mean value 
of a single function g(Xj )X2,X3» )  (see the exposition in Goursat [9, pp .  99-104] , 
for example). 



SOLUTION OF THE SINGU LAR CAUCHY PROBLEM . . .  81 

Now, consider the following regular Cauchy problem for the three dimen� 
sional wave equation (W) , i. e.  

plus the initial conditions 

(notice that here the value g is assigned to the time derivative 
a" for t=O, at 

and not to the function " itself, which is assigned the value O). The solution 
"(g ; X1 ,X2,X3,t) of this Cauchy problem, as is well known (see, e. g . ,  Goursat 
[9J, pp .  99-104) is given by the formula 

where the function u(g ; X1 ,X2,X3,t) is just the «peripheral spherical mean value» 
(here, dw3(ç) is the surface element of the unit sphere whose equation is 
ç�+ç�+;�=1 )  : 

which is a solution of the singular Cauchy problem (notice that, Slllce n=3, 
here n- 1 =2) : 

These formulas can be interpreted as follows : in order to obtain the peri� 
pheral spherical mean value u(g ;X1 ,X2,x3,t) of a function g(X1 ,X2,X3) , one first 

6 
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solves the particular regular Cauchy problem for the wave equation which has 
r(g jxl lx2 ,x3, t) for solution, and then divides r by t to obtain the peripheral spherical 
mean value � that is 

This last equation gives a «recipe» for finding the «peripheral spherical mean 
value» , i e. : first find (,I, and then divide r by t. Applying this «recipe» (proceeding 
strictly by analogy) to the system of elasticity, one is led to suppose that the 
«peripheral spherical mean value of 3 functions fl (X1 ,X2 ,X3) , f2(X1 ,X2 ,X3) , f3(Xl lX2,X3) }  
consists of  the three functions 

1 
ui(fl lf2 ,f3 ;  Xl lX2,X3,t) = -t-

ri(fl ,f2,f3 ;  X1 ,X2,X3,t) . i= 1 ,  2, 3 ,  where the three functions 

(,Ii solve the regular Cauchy problem for the elasticity system (E) for n=3 : 

with the initial conditions 

for i = 1 ,  2, 3 (notice that here the values f. are assigned to the time derivative o"i � at 
for t=O, and not to the functions ri themselves, which are all assigned the value O) . 
The solution of this last mentioned Cauchy problem, as given in Tedone's ([10], 
pp. 232-243) paper, may be expressed in the following form, in the standard 
customary notation of  three dimensional vector analysis : 

(r i (XI ,X2,x3,t) , r2(x1 ,X2 ,x3,t) , r3(x1 ,X2,x3,t)) = t(fl (XI ,X2,x3) ,f2(X1 ,X2,x3) ,f3(X1 'X2X3) ) 
bt 

+ L grad {f [J(f. Ç)Jw,(ç)}d-r} 
't'=o 3 

2 Ç� = 1  
i=1 

at 
+ -L curl {f [J (fx ç)dw,(ç) }d-r} , 

't'=o 3 
L çi = l  i=1 
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where f= (f, ,f2,f3) , for example, denotes the three dimensional vector whose XI 
component is f1 ' its X2 component is f2' and its X3 component is f3' and t(fl ,f2,f3) 
denotes the sarne vector, but with its components all multiplied by t ;  the vector 

differential operator grad = (_a_ , -�- , _8_) and the vector differential operator aX1 aX2 aX3 
curl f=curl (fl lf2,f3) = ( af3 - af2_ , afl - af3 , af2 -�) ;  the vector f in oX2 oX3 oX3 aX1 oX1 aX2 
the integrands is evaluated at the point (XI +;I't',X2+;2't",X3+;3't') ; the notation f. ; 
stands for the three dimensional scalar product of the two vectors f and ; , that 
is to say f . ;=fl;1 +f2;2+f3;3 ; and,  finally, the notation fx � stands for the three 
dimensional (Jector, or cross, product of the two vectors f and �, that is to say 
fx �=(f2�3-f3�2,f3�I -fl�3,fl�2-f��I ) · Dividing this formula for (J= ((JI , (J2, (Jã) by t ;  
which, luckily, it seems, occurs as a common factor, one arrives at the conjecture 
that the «peripheral spherical mean value of the 3 functions f" f2,f3» ' if it is 
anything at all, must be precisely the vector function 

bt 

= (f, (x"x"x,) ,f,( x"x" x,) , f,( X, ,x"x,) ) + grad {f L [f (f . 1;)d",,(I;) ] d� } + 

at 

't'==0 3 
L: çi= 1 
i=1 

+ curl {J L [J (fx l;)d",,(I;)}T } . 
't'=o 3 

L: çi =1 i==1 

Moreover, agam to judge from the considerations immediately preceding, there 
is a very strong suspicion that «the distinguished value of the parameter k» is 
just the number 2 in this particular case under consideration, and that the 
putative «peripheral spherical mean value of 3 functions f" f2,f3» is just a solution 
of the singular Cauchy problem : 

2 âUi + -t- at ' 
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02 02 02 
for i = 1  2 3 where � = - + -- + - is the three dimensional Laplacian. , , , OX2 OX2 OX2 1 2 3 
The next step would be, it appears at first glance, the direct verification 
that the supposed «peripheral spherical mean value of 3 functions fl lf2,f3>) does 
solve the singular Cauchy problem just indicated above. 

However, before embarking upon this verification, it should be observed 
that the supposed «peripheral spherical mean value of 3 functions fl lf2,f3>)' as 
defined above, is still linked to the particular number of dimensions (or of  
functions, i .  e . ,  3) - because of the presence of the three dimensional differential 
operator curl and the three dimensional cross product of two vectors - in such 
a way that it does not, at first blush, seem to lead. in a perfectly straightforward 
way to the definition of the «peripheral spherical mean value of n functions 
fl lf2, . . · ,fn)}· For the express purpose of removing this difficulty that the extension 
of the concept to n functions fI ' . . .  ln ' is not obvious, the above tentative definition 
of «the peripheral spherical mean value of 3 functions>) will now be expressed 
differently. 

ln the same notation as will be employed in section 3 below, let M(g ; XI ,X2,x3,t) 
denote the «peripheral spherical mean value of the function g(X1 ,X2,X3» ), that is 

and also, let Mj (g ;X1 ,X2,X3,t) denote the «j 'th first spherical peripheral moment 
of  the function g>) for j=1 ,  2, 3 ,  that is 

M j (g ; X, x,x" t) = -L j' g( x, +�, t, x, + I;,t, x, + I;,t)l;j dO) n (I;) , 

3 
2 çi =1 
l=1 

for j = 1 ,  2, 3. Now, the first component, u1 (fl ,f2,f3 ; XI lX2,X3,t) of the above supposed 
expression for the «peripheral spherical mean value of 3 functions fl ,f2l3)} is given 
by the formula 
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at 

+ f' [_1 J (��3 - � �3 ) dú)3(�)J dr 
• 47t ôX3 aX1 't'=o 3 L çi =l 

�=1 

at -jO [_1 J (� �2 - � �2) dú)3(�)J d-r: , 
47t aX1 ôX2 't'=o 3 

Lçi=l 
�-1 

85 

since the first component of the cross product of the two vectors curl r and �, 

that is, of the vector (curl f) x �, is just ( ar1 -
a(3 ) �3 - ( ar2 - a(1 ) �2 • aX3 aX1 aX1 aX2 

This formula may be written a bit more concisely in terms of the Mj notation 
introduced above j one obtains 

't'=o 
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Now, on the other hand, in order to beautify this formula one must first 
observe that, for any function g(X1 ,X2,X3) ,  one has the following obvious identity 

3 

2 �i=1 
l=l 

t 

= 41íC J o: [J g (X1 +1;1't",X2+;2't",x3+1;{r)dw3(;) J d't" , 
't'=o 3 

2 çi= 1 
�=1 

t 3 

= L f [J {2: ::j (x, H,,,,X2H2,,,X3H3")�+6)3(�)] a,, 
't'=O 3 )=1 

2 �i= 1 
�=1 

which, in the M, Mj notation, becomes 

Replacing t by at in this last formula, and also replacing g by fI , the result is the 
equation 

't'=o 
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is substituted into the last formula given above for UI (fI l2,{3 ; X1 ,X2,X3,t) , yields 
simply 

Finally, in view of the equalities (the desire of performing this particular trans­
formation right here was the actual origin of the <ántegration by parts on the 
unit sphere» lemma which appears as Lemma 3.1 below) : 

. - - M. --( og ) ( og ) MI oXi - L 8Xj 
, 

where i,j=1 ,  2, 3, which are valid for any function g(X1X,2,X3) ,  the last formula 
for (11 may be rewritten 
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which is the desired formula for U1 " Although only u, has been considered in the 
computation, it is clear that one must ha ve 

bt 
+ f Mi(diç f; X" X2,X3,-r) d-r , 

't"=at 

3 
where i=1 ,  2, 3, and div f = _J_ . 

2: ar 
ax ' 

There is no difficulty now in extending 
. J ]=1 

this formula from n=3 to n arbitrary .. 
ln view of the preceding considerations, the long heuristic quest for the 

«peripheral spherical mean value of n functions f, (X " . . .  ,xn) , . . .  ,fn(xl l • • •  ,xn) } is 
now at an end, and this desired mean value appears, on purely circumstantial 
evidence, to be  given by the formula 

bt 
+ f Mi(diç f; X, 'X2' · ·  . ,xn,-r)d-r , 

't"=at 
n 

where i=1 ,2, . . .  , n ;  the divergence operátor div f =  "'" a'f} ; and M and Mi are � ax · 
j=l I 

the mean values in n dimensional space as defined in section 3 below, for a 
function g(x, ,x2, · · · ,xn) : 

n 
.L Çj=l 
j=t 

and 

n 
.L f.}=1 
j=1 



SOLUTION OF THE SINGULAR CAUCHY PROBLEM . . .  89 

for }=1 ,  . . .  ,n, with <Un and d<Un(�) being the area and the area element, respectively, 
n 

of the n dimensional unit sphere L �j = 1 .  This answers the first part of 
j=1 

question I I .  The second part of question I I  is answered by : « lhe distinguished» 
value of k is the number n - 1 .  That is to say, the functions 

ui (fI , . . .  , fn ; XI ' . . . , xmt) , i= 1 ,  . , .  , n, are expected to be a solution of the 
singular Cauchy problem 

êJ [ � êJU ' J êJ2u ·  n - 1  
a2/).ui + (b2- a2) --o L... _J_ = --/ + --

êJx, . êJx,' êJt t " J=1 

for i = 1 , . . .  ,n. But this means that question l has also been completely answered, 
and that a sought singular system (8) of the nature desired is indeed, as was 
suspected all along, exactly : 

i = 1 , . . .  ,n, and that the singular Cauchy problem consists of this system, together 
with the initial conditions 

3. Notations and auxiliary lemmas 

With the heuristic considerations of sections 1 and 2 now out of the 
way, the present section discusses the prerequisites for an exact formulation and 
proof, in section 4, of the two intuitive statements that «the distinguished 
value of the parameter k is n-h and that «the peripheral spherical mean 
value of n functions fI , " " fn solves the singular Cauchy problem for the 
system (8) when k equals precisely n- 1 » .  
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Let n be a positive integer, and Rn be real Euclidean space of n dimen­
sions, with x= (x1 , . . .  ,xn) a typical point of Rn. The Laplacian operator will be 
denoted, as usual, by Ll :  

ln general, the chief concern will b e  with ()ector valued functions f(x) =f(x1 , . . .  ,xn) 
defined on a subset of Rn and having values in Rn itself, i .  e .  

or ,  more briefly, f= (f1 ' " ' '  fn) ,  where each (component) function fi(x1 , , , , , xn) ,  
i= 1 ,  . . .  , n, i s  real valued.  ln dealing with such functions, the following notation 
will be employed : 

The elasticity operator E will be  understood to be  

where a and b are real constants ; and ,  as  usual, «grad» denotes the gradient 
operator : 

( 00 00 a0 ) grad 0 =  -- , -- ,  . . . , -- , . oX1  aX2 aXn 

whenever 0(X1 , . . .  ,xn) is a real valued (differentiable) function, while «div» denotes 
the divergence operator 

whenever f=(f1 ' "  . ,fn) is a vector valued (differentiable) function. The (physical) 
constants a2 and b2 occurring in the operator E are given, in terms of the Lame 
constants of elasticity À and !-'-, and the density p, by the relations 
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More explicitly, if f=(fl l " ' ,{n} is a twice continuously differentiable vector valued 
function, then Ef=((Ef) 1 , (Ef)2' " . , (Ef)n) is again a vector valued function, with 
real components 

U sing the summation convention for repeated indices (over the set of integers 
1 ,2, . . . ,n) , and letting subscripts preceded by a comma denote partial differen­
tiation with respect to the corresponding component of x= (xl l '  . . ,xn) ,  this last 
equation may be rewritten, in abbreviated form; 

where, by definition, 

n a2r 
f. "- > -� = ôr · �.}} 7-' ax� � . 

J=l J 

and , by definition, 

Z
n a2fj a (Ln afj ) êJ . 

f . = = - - = - du; f . j,i � - ÔX .êJx . ÔX . . ôx . êJx . j=l � I � J=l I � 

If t is the time, consider the operators Lk defined by 

where k is a real parameter. I f  f(x,t)=f(x1 , . . .  ,xn,t) IS a vector valued function 
of x and t, that is 

f(x,t) = (f1 (X,t) ,f2(X,t) ,  . . · ,fn(x,t)) , 

then 
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ln order to treat the singular C,auchy problem for the system (8), certain 
surface spherical means will be employed, which are defined as follows (for the 
sake of definiteness, it may be supposed at first that the integer n > 2 ;  under a 
suitable interpretation the considerations are also valid when n= 1 )  : 

Surface mean. Let g(x)=g(x1 , • • •  ,xn) be a continuous real valued function 
defined on all of Rn. If t is any real number, then the surface mean M(g ; x,t) of 
the function g is, by definition , the definite integral 

(3. 1 )  

1 n 
where Ç ==- (Çl , . . . ,Çn) and I � I = + (��+ . . .  +��) 2 ; the constant wn=2rt 2 Ir ( ; ) 
is the surface area of the unit sphere in n dimensional space Rn ; and dWn is the 
surface element of this sphere. N otice that M(g ; x,t) is defined and continuous 
for all x in Rn and any real t, and is an eçen function of t, that is 

M(g ; x,t)= M(g ; x,-t) . (3.2) 

Further, if g(x1 , • • •  ,xn) has continuous partial derivatives up to and including the 
order r for all (x1 , • • •  ,xn) (brief1y : «is of class Cr for all (xl 1 • • •  ,xn» » then M(g ;xl 1 • • •  ,xmt) 
is of class Cr for all (Xl ' . . . ,xn,t) . For t > 0, and this justifies the use of the name 
« surface mean» , M(g ; x,t) is the mean value of the function g over the surface of 
the sphere with center X and radius t >  O ;  since, putting y=x+�t, one has that 

1 f' wntn-
l
. 

g(y)d'i:.(y) , (3.3) 
[ y-x l = t  

where, in the last surface integral, d'i:.(y)=tn-1dwn i s  the surface element of the 
n 

sphere with center X and radius t, which has as its equation I y-x I2=L(Yi-xi)2=t2. 
i=l 

Weighted surface means. Again, let g(x)=g(xl l  • • .  ,xn) be a continuous real 
valued function defined on all of Rn. If j=1 ,  . . .  ,n, and t is any real number, the 
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j'th weighted surface mean of g ( <j 'th first surface moment>} of g), denoted by 
M/g i x,t), will be understood to be the following definite integral- : 

(3.4) 

Notice that, for each j=1 ,  . . .  ,n, the function M/g i x,t) is defined and continuous 
for alI (xl l . . . ,xn) and any real t, and is an odd function of t, that is 

(3.5) 

Further, if g(x1 , • • •  ,xn) has continuous partial derivatives up to and including 
the order r for all (XI ' . . .  ,xn) ( <is of elass Cr for all (xl l . . .  ,xn» }) then Mj(g i x,t) is 
of class Cr for alI (xl l . . . ,xn,t) . For t>Ü, and this justifies the use of the term 

y ·-x · 
«weighted surface mean», M/g ix,t) is the mean value, with weight J t J_ , of the 

function g over the surface of the sphere with center X and radius t > ü ;  smce, 
putting y=x+�t, so that Yj=Xj+�/, one has 

1 J' ( y ·-x . ) 
= -

Ü)ntn-1
- g(y) . 1 

t 
1 d2:.(y) . 

i y- � I = t 

(3.6) 

Similarly, if i=1 ,  . . .  ,n and j=1 ,  . . .  ,n, and t is any real number, the i,j th 
weighted surface mean of g ( <the i,j th second surface moment of g» ) ,  denoted 
by Mi/g ; x,t) , will be understood to be the following definite integral : 

(3.7 )  

The function Mi/g ; x,t) i s  defined and continuous for alI (x1 , • • •  ,xn) and any real t ;  
is an eçen function of t when i=j, and an add function o f  t when i =/=j, and 

(3.8) 
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Further, if g(x) is of class Cr for all x, then Mi/g ; x, t) is  of class Cr for all x,t . 
For t>O, and this justifies the use of the term «weighted surface mean» , Mi/g; x,t) 
is the mean value, with ((weight» Yi-xi . Yj-Xj , of the function g over the 

t t 
surface of the sphere with center x and radius t >  0 ,  that IS 

Mi/g ; x,t) = -1-fg(x+�t)�i�idUln(E,) ,  
Uln 

1 1;  1 = 1 

-Ul
-
n
�-n--, Jg(y) (�i t 

Xi) ( Yj�Xj ) dS(y) 
I y-x l = t 

(3.9) 

Section 3 of J. B. Diaz and J. L. Lions [8] contains several fundamental 
properties of the mean values M,Mi,Mjk ' Besides their use for later consider­
ations, these results appear to be of interest in themselves .  A few of the results 
are not new, for example, the Euler-Poisson-Darboux partial differential equation 
of corollary 3.6, but the systematic unified presentation of all these basic properties 
of the various mean values is essential for the purposes of [8] . ln the present 
exposition, use will be made of these mean value properties in section 4. For 
this reason, the present section 3 will conclude with detailed statements, without 
proofs, of relevant results from section 3 of [8], to which a general reference is 
made for th,e complete proofs .  

The initial lemma 3.0 determines the values, for t=O, of M, Mi' Mjk, and 
their x and t partial derivatives : 

LEMMA 3.0. (O) Suppose that the real valued function g(x1 , . . .  ,xn) IS of 
class C for all (x1 , . . .  ,xn) . Then 

M(g ; x,O) ==g(x) . 

If, further, g is of class C1 , then 

for i=1 ,  . . . , n, and 

à àg --M(g ; x,O) = - (x) , ax . ox · 1. 1 

à -- M{g ; x,O)=O . at 
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( 1 )  Suppose that the real valued function g(xl l • • .  ,xn) i s  D f  class G for all 

(xl l . • •  ,xn) .  Then 

for }=1 ,  . . . ,n ; and 

à - M,·(g ; x,O)=O 
OXi 

for i ,j=1 ,  . . . , n . If, further, g is Df class G', then 

o 1 og at Mj(g ; x,O) = ---;; ex.- (x) . 
, 

(2) Suppose that the real valued function g(xl l . . .  ,xn) is Df class G for al1 
(x1 , • • •  ,xn) .  Then 

O ,  if} =l-=k , 

.! g(x) , if j=k ,  n 

for j,k= 1 , . . .  ,n . If, further, g IS Df class C', then 

_0 _  Mjk(g ; x,O) � 1, ox · � 

for i,j,k=1 ,  . . . ,n, and 

O ,  if } =l-=k , 

1 og ( )  ·f · k -- -- x , � J= , 
n àx · � 

à -- Mjk (g ; x,O)=O • 8t 

LEMMA 3 .1 .  furnishes a formula for <<Íntegration by parts» on the unit 
sphere, which is needed for the derivation of the subsequent lemmas : 

LEMMA 3 . 1 .  Suppose that the real valued function g(�l ' . " '�n) is of class C' 
for all (�l ' . ' . '�n) '  Then 

for every i, }=1 ,  . . .  ,n .  
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The equality of lemma 3.1 is to be compared with the <ádentité curieuse» 
of Ghermanescu ([1 1 J , p .  290, equation ( 1 . 7) ) ,  which contains as a special case 
(when the domain of integration is the unit sphere) the result of lemma 3 . 1 .  
Notice also the related considerations o f  F. John ([12J, p .  135) (the equality of 
lemma 3 . 1  can be obtained by putting r= 1  and choosing the ai(x) in a particular 
way in equation (7 .27) on page 135 of J ohn's book) . 

Lemrnas 3.2, 3.3, 3 .4, and 3 .5  give formulas for the first order partial 
derivatives of the four mean values M, Mj,Mjk, and MjkZ, respectively : 

LEMMA 3.2. Suppose that the real valued function g(xl l " . ,xn) is of cIass C' 
for all (x1 , . . .  ,xn) .  Then 

a a n-1  - M(g ; t) = - M .(g ; t) + --- M .(g ; t) , 
ax · at 1, t � � 

for i=1 ,  . . . ,n, and t=,FO ;  where the abbreviated notation Mj(g ; t) ,  for example, 
stands for Mj(g ;x,t) , the dependence upon x being understood. (This abbreviated 
notation will be employed in the sequeI, wherever deemed convenient . )  

LEM M A  3.3. Suppose that the real valued function g(x1 , . . .  ,xn) i s  of  class C' 
for alI (xl l " . ,xn) .  Then 

for i,j= 1 ,  . . . ,n , and t =,FO ;  where aij is the usual Kronecker delta, having value 
one when i=j and value zero when i=,Fj .  

LEMMA 3.4. Suppose that the real valued function g(x1 , • • •  ,xn) is of class C' 
for all (xl l . . . ,xn) .  Then 
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for i,j,k=1 ,  . . .  ,n, and t =t= O ; and where, by definition (compare the definitions 
(3 . 1 ) ,  (3.4) of M and Mi' respectively) 

M . 'k(g ' t) = M . 'k( a '  X t) �J ' �J b '  , 

for i,j,k= 1 ,  . . .  ,n . 
LEMMA 3.5. Suppose that the real valued function g(x" . . .  ,xn) is of class C' 

for alI (x" . . .  ,xn) . Then 

1 1 1 
- -- M,'l(g ;  l)'Sik - - Mjk(g ;  t)'Sil - - M kZ(g ; t)'Sij , -t t t 

for i,j,k, l=1 ,  . . .  ,n, and t * O ; and where, by definition (compare the definition 
of Mijk in lemma 3.4) 

Mijkl(g ; t) = Mijkl(g i x,t) = 

for i,j,k,l= 1 ,  . . .  , n . 
Lemmas 3.6, 3 .7 and 3.8 yield formulas for the second order partial deri-

. a2 
vatlve a a of the three mean values M, Mk, Mkl , respectively. xi Xj 

LEMMA 3.6. Suppose that the real valued function g(xl l . • •  ,xn) IS of 
class C2 for alI (x" . . .  ,xn) . Then 

a2 ( a2 2n-1 a n(n-2)) 1 ( ii n-2 ) 
ax .ax . - M(g ; t) =  at2 + t at + t2 Mij(g ; t) - t at + '-t - M(g i t)'Sij =  

l J ( a n - 1  ) ( a n ) 1 ( a n-2) 
= - + -- - + -- M . .  (g · t) - - - + -- M� . .  

at t at t �J ' t aI t �J ' 

for i,j=1 ,  . . . ,n, and t *O . 
7 
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COROLLARY 3.6. Under the same hypotheses as lemma 3.6, one has 

n 

L a2 
(

a2 n-i a
) --2 M(g ; x,t) == flM(g ; x,t) = -- + --. -- M(g ; x,t) ax . at2 t at . t �=1 

for t *0 and all x, which is the fundamental singular partial differential equation 
(the Euler-Poisson-Darboux equation) satisfied by the mean value function 
M(g ; x,t) . 

LEMMA 3 .7 .  Suppose that the real valued function g(xl l . . .  ,xn) is of class C2 
for all (x1 , . . .  ,xn) . Then 

for i,j,k= i , . . .  ,n, and t*O . 

n 

COROLLARY 3.7 .  Under the same hypotheses as lemma 3.7 ,  one has 

L a2 
( 
a2 n-i a n - i  ) 

--2 M k (g ; x,t) =::. flM k(g ; x,t) = -- + -- -- - -- M k(g ; x,t) , . aXi at2 t at t2 
t=l 

02 o 
(
n-i 

') = _.- (Mk(g ; x,t) )+- . Mk(g ; x,t) , ot2 at t 

where k=i ,  . . . ,n, for t*O and all x, which is the fundamental singular partial 
differential equation satisfied by each of the n «peripheral first moment functions)} 
M k(g ; x,t) , k=i ,  . . .  , n .  
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It appears to be worthy of notice that this singular partial differential 
equation bears a close relationship to the Euler-Poisson-Darboux partial differ­
ential equation, for, upon dividing both sides by t * O, the last equation may 
be rewritten thus 

for k=l ,  . . . , n . 

LEMMA 3.8. Suppose that the real valued function g(X1 ? . . 'xn) is of cla.ss C2 
for all (x1 , • • •  ,xn) .  Then 

_ (_� n+ l ) (_êJ n+2 )M. .  . t  - êJt + 
t at + t �Jkl(g , ) 

for i,j,k,l= l ,  . . . ,n, and t *O . 
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COROLLARY 3.8. Under the sarne hypotheses as lemma 3.8, one has 

n L 02 ( 02 n- 1 o 2n ) 
- Mkl(g ' x t) == !J..M kl(g ' x t) = - + --- -- - -- M kl(g ' x t) + ox� , , , , 

ot2 t ot t2 ' , 
. t l=l 

2 + -- M(g ; x,t)�kl , t2 

where k,l=1 ,  . . .  ,n, for t :f:  ° and all x .  

It appears to be worthy of notice that the n2 weighted second order spherical 
surface means of g, the n2 functions Mkl(g ;x,t) , where k, l=1 ,  . . .  ,n (which are of 
class C2 in (x,t) when g is of class C2 for all x) are a solution of the singular Cauchy 
problem consisting of the singular system of n2 partial differential equa­
tions (which arises from the last equation merely upon replacing M(g ; x,t) 

n 
by 2 Mii (g ; x,t) ) : 

i=l 

( a2 n-1  a 2n ) 2. n 
!J..Mkl(g ; x,t) = - + -- -- - - Mkl(g ; x,t) + - "" Mii(g ; x,t)�kl at2 t at t2 t2 ? 

L=l 

for k,l= 1 ,  . . .  ,n, for t:f:D and all x, plus the following initial conditions (see 
lemma 3.0) : 

1 a Mkl(g ; x,O) = - g(X)�kl , - Mkl(g ; x,O) =O , 
n at 

for k,l= 1 , . . . ,n, for all x on the «plane» t=O, which is a « singular» plane for the 
system of partial differential equations. 

Finally, lemma 3.9 contains a singular system of partial differential equations 
which is satisfied by certain n linear combinations of the Mij and M. This 
special and, at first glance, totally unrelated result is employed at a crucial point 
in part (B)  of section 4, in the direct verification of the formula for the solution 
of the singular Cauchy problem for the particular value n - 1  of the parameter k, 
for the system (S).  This special result is included in section 3 in order not to 
interrupt the continuity of the argument during the course of part (B)  of 
section 4. 
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LEMMA 3.9. 8uppose that the n real valued functions fl (X1 , • • •  ,xn) ,  
f2(Xw . .  ,xn) " " ,(n(x1 , • • •  ,xn) are o f  class C2 for all (x" . . .  ,xn) ,  and define, for i= 1 ,  . . .  ,n, 
the functions (Ji(fi, . . .  ,fn ; xl l • • •  ,xn,t) = (J i(x1 , • • •  ,xn,t) by means of the equation 

n 
(Ji(f, , · · · ,fn ; x1 , · · · ,xn,t) = n  2: Mij{fj ;x, t) - M(fi ; x,t) 

j=l 

for any (x,t) . Then, for t #'0 and all x, one has 

for i=1 ,  . . .  ,n, which is a system of n «singular}) partial differential equations 
satisfied by the n functions (J l l  . . .  , (Jn ' 

4 .  Solution of the singular Cauchy problem for k=n-1 .  Existence theorem. 

The purpose of the present section is to prove the following existence 
theorem for the solution, in the «classicab> sense, of the singular Cauchy problem 
for the singular system of partial differential equations (8) ,  in the special case 
when the parameter k has the particular value n-1 .  It is to' be noticed (see the 
introductory section 1 )  that the explicit solution to be given here of the singular 
problem for the singular system (8) is the «analogue}), in the theory of the 
singular system (8) ,  of the peripheral spherical mean value M(g ;x,t) - see 
equation (3. 1 )  for the definition of M - in the theory of the Euler-Poisson­
-Darboux partial differential equation ( 82 82 ) ( 82 k 8 ) 

�u =  8x� + . . .  + 8x� u = 8i2 + -t at u . (4. 1 )  

Because, when the real valued function g is o f  class C2 for all x, then the spherical 
mean value function M(g ; x,t) is of class C2 for all x,t, and is a solution of the singular 
r.auchy problem consisting of the singular partial differential equation (4. 1 ) ,  
with k=n-1 ,  for t#O and all x ,  plus the initial conditions 

n(x,O) =g(x) 8u - (x,'O) =O , 8t (4.2) 

on the singular «plane)) t='O, for all x. Thus, the solution to be given explicitly below, 
appears to be, loosely speaking, a certain sort of «peripheral sphericaI mean value}) 
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of a vector valued function f= (fl ,  . . .  ,fn) .  The solution, in the «classical» sense,  
of the singular system (S) ,  will be  sought here explicitly for all t, -oo<t< +00, 
as was done in J .  B.  Diaz and G. S. S. Ludford ([4], pp. 73-81 ) for the classical 
solutions of the Euler-Pois'son-Darboux equation (EPD).  

THE OREM 4. 1 .  Suppose that the vector valued function f(x) is of class C2 
for all x=(x1 ,  . . . ,xn) .  Let the vector valued function u(x,t) be defined for all (x,t) , 
in terms of the vector valued function f, by means of the formula 

bt 

ui(f; x,t) = M(fi ; x,at) + f Mi(difJ f; x,-r)d-r , 
,,=at 

(4.3) 

for i = 1 ,  . . .  ,n, where ui(f; x,t)-ui(f1 , . . .  ,fn ; x,t) , of course, and the mean values M 
and Mi are defined by (3. 1 )  and (3.4) ,  respectively. This vector valued function 
u(x,t) is of class C2 for all (x,t) = (x1 , . . .  ,xn,t) ; it is a solution of the singular system 
of partial differential equations (S) ,  with the parameter k=n-1 : 

for t =1= ° and all x ;  and satisfies the initial conditions 

oU u(x,O) =f(x) , - (x,O) = ° , 
ot 

(4.4) 

(4.5) 

for all x. Further for t=O, and any x, the function u(x,t) satisfies the system 
of partial differential equations 

(4.6) 

(Since, as pointed out above, in the introduction, the right hand side of 
(4.3) is a sort of  a « spherical meam) of the vector valued function f, it seems of 
some interest to record here the definition (4.3) of u without the intervention 
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of the letters M and Mi ' but only as a sum of definite integraIs taken over the 
unit sphere : 

(4.7) 

PROOF. The argument will be divided into two parts, (A) and (B), each 
of which furnishes a complete proof of the theorem, each of interest in itself, 
but proceeding along different lines. ln part (A) it is assumed at the outset that 
the vector function f is of class C3 rather than C2, and then the argument is 
completed in part (B)  by means of a «Weierstrass approximation theorem>} 
procedure. It turns out that the additional smoothness assumption on f, that f 
is of class C3, simplifies the calculations somewhat in part (A) . ln part (B)  it 
is only assumed, from the start, that f is of class C2. The calculations are a bit 
more involved in part (B) ,  but the verification again follows directly upon 
employing some of the lemmas from section 3 .  

PART (A) . Suppose first that the vector function f i s  of  class C3 for all x. 
Then equation (4.3) clearly defines a function u which is of class C2 for all (x,t) , 
in view of the definitions (3. 1 )  of M and (3.4) of Mi (see (4.7 ) ) .  Further, since M 
is egen in t (see (3.2) ) ,  and Mi is odd in t, it follows from (4.3) ,  (4.7) that u is 
egen in t :  

u(f; x,t) = u(f; x, -t) . (4.8) 

Since u is of class C2 in x and t (that f be only of class C2, which would imply that 
u is of class Cl only, would be enough for this initial condition) it follows from 

(4.8) that 
au (f; x,O) =0, and the second initial condition of (4.5) is indeed fulfilled. 
at 

As to the first initial condition of (4.5) ,  it follows at once from the definition 
(3. 1 )  of M (here, that f be  of class Cl would suffice for this particular result) that 

for i=1 ,  . . .  ,n, and the first initial condition of (4.5) is also fulfilled. It remains 
only to verify that u satisfies the singular system (4.4) for t *0 ; since this, 
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together with the fact that u is of class C2 for all (x,t) , and the fact that u satisfies 

the second initial condition, éJu (fjX,O) = O, of (4.5 ) ,  immediately implies (4.6) .  
éJt 

(For an application of the same argument in the classical solution case of the 
Euler-Poisson-Darboux equation (4. 1 )  see J. B. Diaz and G. S. S. Ludford 
([4], pp. 73-81 ) .  Taking the derivative with respect to t of (4.3) yields 

éJui (fjX, t) = _éJ_ M(fi j at) +bMi (dieJ fj bt)- aMi (dieJ fj at) (4.9) 
éJt éJt 

It should be recalled that, in (4.9) ,  as usual, éJ� M(fi ; at) stands for the p�rtial 

derivative with respect to t, at the point (x,t), of the function whose value at 
each point (x, t) is the number M(fi j x,at) , that is to say, for the following limit : 

éJ M(f ' ) _ l o M(fi j x,a(t+h) )-M(fi j x,at) - i , x,at - �m . 
éJt h-'>-o h 

and that, if a=FO, as will be of use below, then 

éJ M(f. . ) _ l ' M(fi j at+ah)- M(fi ;at) - � ,x,at -a Lm 
éJt h-+o ah 

= a lim 
H-+o 

M(fi j at+H)-M(fi j at) 
H 

Differentiating (4.9) with respect to t now gives 

(4. 10) 

Formulas for Ln_l ui ,  for (b2-a2) _0_ div u, and for a2/j.ui will now be oXi 
derived ; these are, respectively, equations (4.12) ,  (4.16) and (4. 19) below. It 
should be observed that, in the derivation of equations (4.12) and (4. 16) ,  only 
the fact that the function f is of class C2 will be used. It is only in the deduction 
of equation (4. 19) that the extra hypothesis that the function f is of  class C3 
enters. This remark will be employed in part (B) of the proof of the present . 
theorem. 
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First, from (4.9) and (4. 10) , one computes Ln_1 ui for t * O :  

a2u ·  n-1 au · L u ·(f· x t) - --� + -- --� n -1 L , , - at2 t at ' 

= -- M(f· · at) + -- - M(f" at) [ 
a2 n-1 a ] at2 P t at P 

[
a n-1 ] + b - Mi(dir f; bt) + -- Mi (dir f; bt) � t 

[
a n-1 ] - a at Mi(dir f; at) + -t - Mi(dir f; at) . 
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(4. 1 1 ) 

( It should he  noticed that i f  a=O then the first and third terms on  the right 
hand side of (4. 1 1 ) are zero, while if b=O then the middle term on the right hand 
side is zero) .  ln view of the Euler-Poisson-Darhoux equation of corollary 3.6 
(notice that all that is needed for this is that f he of class C2) , equation (4. 1 1 ) 
hecomes 

(4. 12) 

- a [_
a_ Mi(dir f; at) + n-1 Mi(dir f; at)] , at t 

with the same provisos concerning a and b. It should he noticed that what is 
heing used here is just that if the function w(x,t) satisfies, for t *0, the partial 
differential equation 

a2 n-1 a L1w(x t) = -- w(x t) + --- - w(x t) , at2 ' t at " 

and, hy definition, the function z is defined hy the equation z (x,t) = w{x,ct) , 
where c *0 is a real constant ; then, since (see the considerations following 
equation (4.9)) 

a2 n-1 a L1w(x,ct) = -- w(x,ct) + -- -- w(x,ct) , at2 ct at 
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it follows that 

and 
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1 él2 n-1 'ó'z(x t) = --- - z(x t) + --, c2 élt2 ' ct 
1 a - -- z(x t) c at " 

,Ó,Z (x,t) = - - z(x,t) + - z(x, t) . 1 [ 02 n- 1 a ] 
c2 élt2 t élt 

� a2u ' 
N ext, one computes L él '0

) ' (f; x,t). From the definition (4.3) of ui one . x, xJ J=l • 
has that (see the definition (3. 1 )  of M, the definition (3.4) of Mi' and notice that 

n a 
° 

�-- Mi (dir f; -r) = - M(dir f,-r») 
j=l aXj a't' 

the following equation hoIds : 

n bt n 

2 ou
' 

f 2 a 
_J =M(dir f; at) + - M;(dir f; 't')d't' , ox ·  ax · 

j=l ] 't=at 1'=1 ] 

bt 

= M(dir; f; at) +f _
0
_ M(dir; f; -r)d-r , ô-r 

't = at 

= M(dir f; at) + [M(dir f; 'r)]!� , 

=M(dir; f; bt) . 

(4. 13) 

Therefore (notice that onIy the hypothesis that f is of cIass C2 is used in this 
computation) : 

n ô2u ' a � J = - M(dir; f; bt) . ôx;ôx,' ôx; }=1 . • 
(4. 14) 
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which, in view of lemma 3.2 (again, only the fact that f is in C2 is used) ,  becomes, 
for t#O : 

1 o n-1 = - - M ·(div f' bt) + -- M ·(dÚl f' bt) b ot � , bt � , (4. 15) 

for b #0 (if b=O then the right hand side of (4 .13) equals zero and also that of 
(4. 14) and (4. 15 ) ) .  ( It should be noticed that, in the application just made of 
lemma 3.2, one employs the fact that, if c #0, then, 

because (see the considerations immediately following equation (4.9) ) ,  here 

Thus, finally, 

_0_ Mj(g ; ct) = lim Mj(g ; c(t+h))-Mj(g ; ct) 
ot h-*o h 

(b2-a2) _a_ div u= (b2-a2) [� _0_ M.(div r bt) + n-=:-i Jf·(div r bt)] . (4. 16) aXi b at � , bt � , 

Lastly, one computes a2D.ui(f; x,t) . From the definition (4.3) of ui one 
has that (it is here that the hypothesis that f is of class C3 is first really used, notice 
the integrand in (4. 1 7)) bt 

D.ui(f; x,t)=D.M(fi, at) + fD.Mi(diV f; 'r) d-r 't' = at (4. 17 )  

which, in view of  the singular partial differential equation satisfied by M k '  see 
corollary 3.7, may be rewritten as follows 

bt 
D.ui(f;x,t) = D.M(fi,at) + f [ 0�2 Mi(div f; -r) + a: ( n -r� Mi(div f;-r)) ]d-r , 't' = at 

[ a . n-1  . ] bt =D.M(fi ; at) + - Mi(dw f; -r) + -- Mi(dw f; 'r) . a-r -r at 
(4. 18) 
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Therefore (recall the considerations following equation (4.9) ) : 

+ a2 [� _0_ M .(dir f' bt) + _n-l M ·(dir f' bt)] b ot L , bt L , (4. 19) 

The desired conclusion, equation (4.4) : 

(4.20) 

for i = 1 ,  . . . , n, now follows immediately from equation (4. 12) ,  which glves 
02U ' n-1 ou · a __ L + ___ __ L = Ln_1 ui ; equation (4. 1 6) ,  which gives (b2-a2) -- dir U ;  ot2 t ot oXi 

and equation (4. 19) ,  which gives a2l1ui' This completes the proof that, when 
the function f(x) is of class C3 for all x, then the function u(f; x,t) , defined in terms 
of f by means of (4.3) ,  is a solution of the singular system of partial differential 
equations (4.4) for t *0 and all x .  

. 

PART (B) .  Suppose now that f is only of class C2 for all x. The proof 
of the theorem may now be completed in two different ways, both based on the 
argument given in part (A) above. First, and the idea will only be sketched here , 
one may use what essentially amounts to employing Weierstrass' theorem on the 
approximation of continuous functions by polynomials. That is, one may deduce 
the desired result for f in C2 by «approximating» f and its partial derivatives by 
a suitable sequence of functions of class C3 (for each of which the desired conclusion 
holds, by part (A) above) and then «passing to the limit» . ln the second place, 
and this will be carried out here in detail, since it is of interest in itself, one may 
seek to verify (4.20) directly, now using only the hypothesis that f is of class C2. 

As was remarked in part (A) above, equation (4. 12) for Ln_1 ui , and 

equation (4. 16) for (b2-a2) _0_ dir u, remain valid , with the sarne argument OXi 
given in part (A), under the sole hypothesis that f is of class C2. Therefore, since 
the desired equation (4.20) follows immediately from (4. 12) ,  (4. 16) and (4. 19) ,  
it only remains , in order to complete the present direct deduction of (4.20) , to 
prove that (4 .19) itself still holds under the sole hypothesis that f is of class C2. 

ln part (A) , in the argument leading to (4. 19) ,  the hypothesis that f is 
of class C3 was explicitly employed in obtaining (4. 17 )  from the definition (4.3) 
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of u, and also in applying the singular partial differential equation, of corollary 3 .7 ,  
satisfied by the first moments Mk ' in passing from equation (4. 17 )  to equation 
(4. 18) , since one needs that div f be of class G2. ln the argument to be given now, 
the starting point will be an alternative definition of u, which is equivalent to 
(4.3) and (4. 7 ) ,  and then use will be made of the singular system of partial differ­
ential equations of corollary 3.8, which is satisfied by the second moments M k Z' 

Now to obtain the alternative definition of u. For f of class G', from (4.3) 
and lemma 3.3, it follows that, for t *0, 

bt 

ui(f; x,t)=M(fi ; at) + J n 
�_a_ Mdf,. ; "t ) d't' , L ax ' . , 

bt n 
'r=at J=l 

= M(fi ; at) + f L [ ( 2J2J't' + :) Mij(fj ;'t') - � M(fj ; 't')Ôij] d't' 
'r=at j=l 

and hence, for t *O and all x , 

n. 
u,i (f; x,t)=M(fi,x,at) + L [Mi/fj ; x,bt) -Mij(fj ; x,at)] 

j=l 

n j�t { n ? Mij(fj ;  x,'t') - M(fi ; x,'t') I + J=l . d't' 't' ' 
'r=at 

(4.21) 

( 4.22) 

which is the desired a1ternative formula for u. It is to be noticed that the definite 
integral in (4.22) is convergent, because the numerator in the integrand has the 
value zero for 't'=0, since 

n 
n L Mij (fj ;  x,O) = M(fi ; x,O) , 

j=l 

for i= 1 ,  . . .  ,n. If it is understood that the definite integral in (4.22) has the value 
zero when t=O, for any x, then (4.22) may be regarded as defining U for all (x,t) , 
just as (4.3) does ; furthermore, already for functions f of class Gl these two defi­
nitions coincide for all (x,t) . 
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I s  is interesting to rewrite the alternative definition of u, equation (4.22), 
as a sum of definite integraIs, without the intervention of the letters M and Mij 
(compare equations (4.3) and (4.7 )  above) : 

(4.23) 
bt n +_1 J <.õn { ! f [

n Lf/XH�)1;i1;j-fi (X+1;�)}"'n(1;)} d� . 
I ç 1 =1 j=1 'r=at 

Now, using f in C2, and the singular system of partial differential equations 
of lemma 3.9, it follows that, for 't' =F0 

n -�� [n L Mij(fj ; x,'t')-M(fi ;X,'t')] = 
j=1 

n 
� 

-a: { :. [n >: MiNj ; X,�)-M(fi ; x,< )] + 
j=1 
n 

+ -�- a: [n L Mi/G ; X,<)-M(fi ; X,, ) ] } 
}=1 

(4.24) 

which, together wlth (4.22) ,  and the singular system of partial differential 
equations of corollary 3.8 for the J11 kl '  implies that (recall again the considerations 
immediately following equations (4.9) and (4.12) : 

n 
+ - - + ----- M· · (r ·  bt) + - -- M(r ·  bt)?) · · L [ 1 

(
02 n- 1 o 2n ) 1 2 

] b2 ot2 t ot t2 �J J '  b2 t2 J ' �J 
}=1 

n 

L [ 1 
(
02 n- 1 o 2n ) 1 2 ] - - --+ ---- -- M··W · at) + --M(r · at)?) · · a2 at2 t2 ot t2 U J ' a2 t2 J ' �J 

j=1 

bt n n 

( 4.25) 

+J � { :. [n L MiNj ; �)-M(fi ; �)] + ! a:[ n L Mi/fj ;�)-M(fi ;�)] } d� .  
'r=at j=1 j=1 
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When the last integration i s  carried out in full, equation (4.25) becomes (attention 

should be paid here to the «extra» factors _1_ and � ,  which arise upon carrying a b 
out the integration ; they arise for exactly the same reason explicitly indicated 
in the considerations immediately following equation (4.9) above) : 

2n ) M . .  (f . •  at)] _ _  2_ M(f· ·  at) t2 LJ J ' a2t2 L , 

n 
+ -b-�2- [n 2 MijUj ;N) -M(fi ; bt)] 

1 
b 

j=l 

n 

n 

. :t [n 2 Mij(fj ; bt)-M(fi ; bt)] 
j=1 

- a�2 [n 2 Mij(fj ; at) -M(fi ; at)] 
j=1 

n 
- :t . -� . :t [n 2 Mij(tj ; at)-M(fi ; at)] . 

j=1 

(4.26) 



112 J .  B .  D IAZ 

Upon collecting like terms on the right hand side, equation (4.26) may be 
rewritten thus : 

n 
+ '" _� (_� + 2n�� __ _ 0_ + n2�2n ) MiJ'

(f
J'
; bt) L b2 ot2 t ot 

j=1 

2-n 1 a + -- M(f· · bt) - - -- M(f" bt) 
b2t2 p b2t êJt P 

n '" 1 ( êl2 
- L � -at2 + 

j=l 

2n- 1 
t 

a n?-2n ) at + t2 Mi/0 ; at) 

which is readily seen to coincide with 

1 a 2n { ( 1 a n ) 1 j + - -- -- - + - M . . (f· · bt) - - M(f· · bt)a . . 
b êlt b êlt bt �J J '  bt J ' �J 

+ 
n-1 
b t  

j=1 

n � { (_1 _0_ + �) M . . (f" bt) _ _ 1_ M(f" bt)a . . j L b ot bt �J J '  bt J ' �J 
j=l n 

- -- - )  - -- + - M· ,(t ; at} - - M(r ; at}a · ·  
1 êJ � { (  1 a n ) 1 j 
a êlt � a êlt at �J J at J lJ 

n-1  
at 

j=l 

n ') { (_1 _0_ + �) M . .  (f' ; at} _ _  1_ M(r ; at}a . . } . 
� a ot at lJ ] at J lJ 
j=l 

(4.27) 

(4.28) 
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Since, for example (compare lemma 3.3) ,  for t*O, b *ü one has that 

_0_ Mi(g j bt) = ( 1 +�) Mii (g ;  bt) - -b
1 M(g j  bt) , OXj bet bt J t 

it follows from (4.28) that, for a*O, b *ü 

+ [_
1 
_ _  0_ Mi(dir fj bt) + n-1 

Mi(dir f; bt)] b et bt 

1 13 

(4.29) 

which, upon multiplication by a2, is immediately seen to be identical with the 
sought equation (4. 19) . The particular cases when either a=O or b=O heing 
easy to dispose of, this completes the proof that, when the function f(x) is of 
class C2 for all x, then the function u(f;x,t) , defined in terms of f by means of 
(4.3) ,  is a solution of the singular system of partial differential equations (4.4) 
for t*O and all x .  



II 

REFLECTION PRINCIPLES FOR LINEAR ELLIPTIC SECOND ORDER PARTIAL 
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH CONSTANT COEFFICIENTS 

5. Reflection principles for the He1mholtz equation 

Reflection principles, analogous to the classical Schwarz [13] reflection 
principle for harmonic functions, were obtained in [14] (see also section 3 of [15]), 
for functions satisfying the Helmholtz equation (see (5.1) below). The results 
of [14] are an improvement over previous results in that the boundary condi­
tions employed are supposed to be satisfied in a limiting sense only, and do not 
require (a priori) the existence of the functions or their derivatives on the 
boundary. This is true even in the case of the N eumann condition (zero normal 
derivative) for the Laplace equation (see Sobolev [16], pp. 182-183), or for the 
Helmholtz equation (see Courant [17J), both of which are included as special cases 
in [14]. In connection with reflection with respect to the boundary condition 
appearing in theorem 5.2 below, special reference must be made to Poritsky [18J. 

The main device employed in the proofs of [14J is what Hadamard [19J 
calls the «method of descent». The following two theorems will illustrate the 
type of results obtained: 

THEOREM 5.1. Let D be a domain (i. e., an open, connected set) in real 
Euclidean n dimensional space, which is symmetric about a hyperplane P, 
and d denote the (supposed non-empty) intersection of P and D, while D+ 
and D- designate, respectively, the two open symmetric parts into which D-d is 
divided by P. Suppose that u(x1, ... ,xn) is a real, single-valued, twice continuously 
differentiable solution of the Helmholtz equation 

(5.1) 

n a2 
in D +, where Lln = "" is the Laplacian, and A is a real constant; and that, 

L... ax� 
further 

�=1 £ 

lim. u(x)=O , 
x--+x 

(5.2) 
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for x= (x1 , . . . ,xn) in D +  and x= (xl l . . .  ,xn) in d. Then the function U, defined 
in D by «odd reflection» : 

U(x) = 

u(x) , for x in D +  

° for x in d 

-u(x*) ,  for x in D-

(5.3) 

where x* is the «mirro r image» of x with respect to the hyperplane P, is an 
analytic solution of the Helmholtz equation (5 .1 )  throughout D. 

Proof : Since the partial differential equation (5. 1 )  is invariant under 
translations and rotations, the plane P may be taken to be XI =0, without loss 
of generality, with D+ lying in the half space x1 >0, and D- in the half-space 
XI < O .  A 

Consider the cylindrical open set D in real Euclidean n+1 dimensional 
space which is defined as follows : h is the set of alI points (xl l . . . ,xn,xn+ 1 ) such 
that (xl l . . .  ,xn) is in D and -00 < xn+l < +00. Then, clearly, h is divided by its 
subset in the hyperplane x1 =0 (this subset will be denoted by d )  into two parts h+ 
and h-, corresponding respectively to D +  and D-. Let the function u be defined 
in h + by the equation 

. 

(5.4) 

whenever (x1 , • • •  ,xn) is in D + .  This function u is a twice continuously differen­
tiable solution, in h +,  of Laplace's equation in n+1 variables : 

n+l 82u 2: -2 = �n+1 U = 0 ' 8x · i=1 t 
(5.5) 

as is readily verified. (Notice that, since such a solution of Laplace's equation 
in n+1 dimensions is necessarily analytic in (X1 ,X2, • • •  ,Xn+1 ) it then follows imme­
diately that any twice continuously differentiable solution of the n dimensional 
Helmholtz equation (5 .1 )  is analytic in (X1 ,X2, • • •  ,xn) ,  from the theory of Laplace's 
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equation, without appeal to any general theorem on the analyticity of solutions 
of elliptic equations. Further, the function a is such that 

lim a 
X�X 

(X) = ° (5.6) 

for X=(Xl ,X2" " ,Xn,xn+l ) in iJ+ and X=(0,x2, . . .  ,xn,xn+l ) in d .  Hence, according 
to the classical reflection principIe for harmonic functions (see Kellogg [20], p .  262, A A 
Ex. 2) ,  it follows that the function V ,  defined on D by the equation 

U(X) = 

A +  a(X) , for X in D , 

° , for X in d , 
-- a(X) , for X in jj- , 

(5 .7) 

where X*=(-Xl ,X2" " ,Xn,xn+l ) is the mirror image of X=(Xl lX2, , , , ,xnxn+1 )  with 
respect to the hyperplane Xl =0, satisfies Laplace's equation 

n+l A 2 a2 U 
-- = 0  ax� i =  1 � 

A A 
throughout D, and hence is analytic in (Xl ,X2, , , , ,Xn ,xn+1 ) throughout D. 

(5.8) 

Now, when (xl l "  . ,xn) is in D, it follows from the definitions (5.3), (5.4) , A 
and (5. 7 )  of V, a, and V, respectively, that 

A 
Since V is analytic in its n+1 arguments, the function U must be analytic in Á 
its n arguments (notice that V is the «restriction») of the function U to the A 
plane xn+l =0) . Further, again from the definitions of V, a, V, and the fact A Á 
that V satisfies Laplace's equation (5.8) in D ,  an easy computation yields 
that V is a solution of the Helmholtz equation 

(5.9) 

in D, and the proof is complete. 
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A second reflection theorem given in [14], i s  concerned with the boundary 
condition (instead of (5.2) of the theorem just proved). 

lim_ [ ou (x) + k U(X)] = ° , k = a real constant , 
x ---7>- X êl n 

where êlu 
denotes differentiation in a fixed normal direction to the plane P. 

on 
ln this case the function u defined in D+ can be extended analytically, in general, 
only to a proper subset of D-, as may be shown by examples (see [14]). ln order 
to avoid this difficulty, (of possíble lack of extension of u t.o all of D), this second 
reflection theorem of [14] will now be given in an equivalent form, by imposing 
an additional geometric restriction on the domain D. The proof to be given 
here is simpler than that given on pages 89-92 of [14] ; it was kindly suggested to 
the wrlter, in a conversation, by Dr. S. R. Kraft. 

THEOREM 5.2.  Let D and u be as in theorem 5 .1 ,  except that now the 
domain D is further required to possess the geometric property that, if  x is 
any point of D, then D also contains the entire closed straight line interval, on 
the perpendicular from x to d, which joins x to a point of d ;  and that the 
boundary condition (5.2) on the function u is now replaced by 

lim [� (X) + k U(X)] = ° , k = a real constant, 
x.-+X on 

(5.10) 

for x= (XI " "  ,xn) in D+ and x= (x" . . . ,xn) in d, where _0_ denotes differentiation 
êln 

in the direction of the unit normal vector to the plane P which points into D+. 
Then there is a uniquely determined real single-valued function U (for its definition 
see equation (5.21)  and the proof below) , defined throughout D, which satisfies 
the Helmholtz equation throughout D, and coincides with u in D+. 

Proof : As in the proof of theorem 5 . 1 ,  there is no loss of generality in 
taking the plane P to be simply the plane XI = 0, with D+ lying in the half space 
XI > 0, and D- lying in the half space XI <O. The boundary condition (5. 10) is then 

(5. 1 1 )  

where x= (X1 ,X2, . . .  ,xn) i s  in  D+ and x = (0,x2 , . . .  ,xn) i s  in  d . 
Since u is twice continuously differentiable and satisfies the Helmholtz 

equation (5. 1 )  in D+ it follows that (see the parenthetical remark just after (5.5) 
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above) the function u is anaIytic in (xl l . . .  ,xn) on D+. Hence if one defines 
(compare the houndary condition (5 .10))  

(5. 12) 

in D+, it follows that the function v satisfies the hypotheses required of the 
function u of theorem 5. 1 ,  and hence the function V defined on D by 

V(X) = 

v(x) for J; in D+ , 

° for x in d 

-iJ(X*) , for x in D-

(5 .13) 

where x*= (  -X1 ,X2, . . .  ,xn) is the mirror image of x= (X1 ,X2, . . .  ,xn) with respect to 
the hyperplane Xl =0, is anaIytic in (Xl ' "  . ,xn) ,  and satisfies the Helmholtz equation 

(5. 14) 

throughout D. 
The geometric restriction placed upon D means simpIy that if (X1 ,X2, . . .  ,xn) 

is a point of D+ then the set of all points (s,x2, . . .  ,xn) ,  where O�S�Xl ' is a subset 
of D+ ; while if (X1 ,X2, . . .  ,xn) is a point of D- then the set of all points (S,X2" " 'X�) ,  
where Xl � S � 0, is a subset of D-. The desired extension U of u will be obtained 
from the function V, making use of this additional geometric property of D just 
mentioned, by integrating V along straight line segments which are perpen­
dicular to the plane Xl =0. 

A priori, the hypotheses of the theorem (and, in particular, the boundary 
condition (5 . 1 1 ) )  do not seem to guarantee the existence of the limito 

lim_ u(x) , 
x -+ x  

(5. 15) 

where X is in D+ and x is in d. It will be shown, however, that this Iimit does 
indeed exist, and that the function U, which will at first be defined only locally 
in D, is actually singIe vaIued throughout D.  

For each point (0,x2, . . .  ,xn) in d, choose a number h=h(x2, . . .  ,xn) >0  so 
small that alI points (X1 ,X2, . . .  ,xn) satisfying both I Xl I < h and I xi-xi I < h, for 
i=2, . . .  , n, are points of D. Such a choice of h is always possible,  since (O,X2l • . .  ,xn) 
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is an interior point of  D. Now, let Th = Th CX2, • • •  ,xn) denote the « open cylindrical 
tube» consisting of all (Xl ,X2, . . .  ,xn) in D such that the «perpendicular projection 
on d» , i. e. the point (O,X2, • . .  ,xn ) ,  satisfies [ xi-.2\ ! <h, for i=2, . . . , n. Each Th 
is an open subset of D. A function Uh will be  defined on each Th(X2, . . . ,xn) by 
means of the formula (compare the boundary condition (5 . 1 1 ) ) : 

Xl 
U h(X"X" . . . ,xn) = e-kx, [f eh' V( t,x" . . .  ,xn)dt+ehhu(h,x2, . • • ,xn)  ] . 

t= h 
(5. 16) 

ôu 
Sine e V = + k u ln D+, a simple computation shows that aXl 

Uh(Xl ,X2" " ,Xn) = U(Xl ,x2, . . .  ,Xn) for (xl lx2, . . .  ,xn )  in Th and x1 >0 (for then the 

integrand in (5. 16) is just _ô_ [ekt u(t,x2, . . .  ,xn)] ) .  Hence, without any computa-at 
tion, from (5. 1 )  it follows that !ln Uh+À Un =O for (xl lx2, . . .  ,xn) in Th and x, >O. 
But, from (5 . 16) , since the integrand is analytie in (t,x2 , . . .  ,xn) and the seeond 
term inside the square bracket is certainly analytic for (Xl ,X2, • • •  ,xn ) on all of Th, 
it follows that Uh is analytie in (xl lx2, . . .  ,xn ) throughout Th, and this means that 
the funetion !ln Uh + À Uh is also analytic throughout Th . . Sinee it has just been 
shown tha t this function, !ln U h + À U h , is zero for (Xl ,X2, . . .  ,Xn) in T h and XI >  0, 
it  follows, from its analytieity throughout Th , again without any computation, 
that one must have 

(5 .17 )  

throughout Th . This simple argument leading from (5. 16) to (5 .17) ,  suggested 
hy S. R. Kraft, replaces the computational argument in [14J ,  p. 91,  leading 
from equation ( 10) to the equation on top of p .  92, which is the sarne as the 
present (5. 17 ) .  

So far, the desired analytic extension of  u has only, apparently, been 
obtained loeally, on each tube Th . H owever, it is readily seen that formula (5. 16) ,  
upon varying (0,X2, . . . ,xn) in d, may be used to define a single-valued function U 
throughout D, this function U being the sought extension of  u to all of D. The 
function U is single valued in D, because, whenever the tubes Th(X2, . . . ,xn) and 
ThUr; , . . . ,�) have a non-empty intersection, then their corresponding analytic 
functions U h and U' h must coincide with u for all points of  Th and Th' lying 
in D+, and hence Uh and U'h must be identical troughout the entire common 
part of Th and Th'. This completes the proof of theorem 5.2. 
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Sinee U is continuous m D, the limit appearmg m (5 .15)  exists, and IS 
glven by 

lim_ u(x) = lim U(x) = U(x) , 
x -+ x  x -+ x  

for x in D+ and x in d, and will b e  denoted, for simplicity, by u(0,x2 ; • • •  ,xn) .  

(5 .18) 

Thus, a posteriori, and with this agreement as to the meaning of u(0,x2, . • •  ,xn) ,  
which was not initially included in the hypotheses, one may «put h=O» in the 
definition (5 .16) ,  to obtain 

x, 

U(X1 ,X2, · · · ,xn ) = e-kXl [f ekt V(t'X2" " ,Xn)dt+U(O,X2" . .  ,Xn)] 
t=o 

(5 .1.9) 

For XI <0, the definite integral m (5. 19) may be rewritten, usmg the 
definition (5 .13) of V :  

X1 -X1 f ekt [ -ç( -t,x2, · · · ,xn)dt = .I e-kSç(s,x2, . . . ,xn) ds 
t=o s=o 

-X1 
(5 .20) 

= f e-kS[uX1 (s,X2' " . ,xn) +ku(s,x2, · . .  ,xn)] ds ; 
s=o 

and by integrating this last integral 

U(x) = 

u(x) for x in D+ ; 

lim u(x) , where y is in D+ , for x in d , 
y-+x 

Xl 
u( -xl lx2, . . .  ,xn) +2 k e-kxl f iSu(s,x2, . . . ,xn) ds , 

s=o 

(5.21 ) 

Another reflection theorem given in [ 14] concerns the boundary condition 
(instead of the boundary condition (5 .10) of theorem 5.2) : 

lim [ ôu 
(x) +k U(X)] = O , k=a real constant, 

X -+ x  ôs (5.22) 
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for x in D+ and x in d, where _0_ denotes differentiation in a fixed direction which 
às 

is not tangential to the plane P. This th eorem, whose proof is similar to that 
of theorem 5.2,  wiU not be considered here in detail. 

The following simple example, given in [15] , pp. 87-88, shows that 
reflection need not be possible, at least when n = 3, when the differentiation in 
the boundary condition (5 .22) is actually tangential to the plane P. For defi­
niteness, take n=3,  and write x,y,z for Xl lX2'X3' resp ectively. Let f(x,y) be 
continuous in the closed half plane x � 0, -00 < y < + 00 ,  and satisfy Laplace's  
equation in the open half pláne x>O,  - 00  <y< + 00. Further, suppose that the 
function f(O,y) is not an analytic function of y. (Such a function f can be easily 
obtained, by means of Poisson's integral formula for the solution of the Dirichlet 
problem for Laplace's equation fxx+fyy=O for the half plane x> O) .  Now define 

àu 
u(x,y,z) - f(x,y) for x>ü, - 00  < y, z < + 00 .  One has then that -- (x,y,z) = O  

8z 
there, and consequently 

àu lim -- (x,y,z) = O  . 
(x,y,z) -;.. (O ,y,i) àz 

x > O  

x > O , 

(5.23) 

ln this example, D+ is the half space x>O,  the plane P is the plane x=O, and 

the boundary condition in (5.23) involves the tangential derivative _
8
_ .  But, 

êJz 
since the function f(O,y) is not analytic in y, the function u(x,y,z) cannot 
be continued analytically across the plane x= O .  

6. Reflection principIes for elliptic equations 

Consider the general linear elliptic second order partial differential equa­
tion with real constant coefficients 

(6. 1 )  

where the second order coefficients Aij are not alI zero, they are symmetric,  
n 

i. e. A ij=A
ji' and also the quadratic form 2: AijZiZj >0 for any real numbers Zi, 

i,j=l 
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with i=1 ,  . . .  ,n. It is well known that under a suitable orthogonal (i. e. such 
that the row vectors of the transformation matrix are mutually perpendicular, 
and of non-zero, but not necessarily unit length) linear transformation of the 
independent variables, such an equation goes over ínto 

n n 

L 8w L 82 �nW + bi -- + cw=O ; �n = -2- , 8Xí 8x · . . � �=1 �=1 

where the bi and c are also constants. If one now writes 

n 
w=u . exp (- � '" b 'X ') 2 � � � , 

i=l 

(6.2) 

(6.3) 

then u satisfies the Helmholtz equation (5. 1 )  with À=C- � i bi . Under such 
�=1 

transformations it is clear that a boundary condition such as (5.22) is transformed 
into a boundary condition of the sarne kind. This implies that the results obtained 
for the Helmholtz equation extend immediately to the larger class of linear 
elliptic second order partial differential equations with constant coefficients.  

I t has been demonstrated in the present section 6 that the consideration 
of the general elliptic equation (6. 1 )  can be reduced to that of the Helmholtz 
equation (5. 1 ) ,  while the essence of section 5 is simply that the consideration 
of the Helmholtz equation can be reduced to that of the Laplace equation. 
Consequently, the «mora!», so to speak, to be drawn from sections 5 and 6, is 
that the derivation of reflection principIes (of the nature considered here) for 
the general linear elliptic second order partial differential equation with constant 
coefficients (6. 1 )  can be reduced to the derivation of reflection principIes for 
Laplace's equation. 
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REMARKS ON A GENERALIZATION 
OF BANACH'S PRINCIPLE OF CONTRACTION MAPPINGS 

7 .  Introduction 

A generalization of Banach's ([21] ;  pp .  160-161 ; Théoreme 6) principIe 
of contraction mappings appears in the book of Kolmogorov and Fomin [22]. 
The purpose of  the note [23], by Sherwood C. Chu and J .  B. Diaz, is to 
simpIify the proof of  the generaIization in the book ; and to obtain, by 
proceeding aIong the Iines of the simpIer argument, several improvements to 
the above mentioned generalization (thereby showing that this generalization 
is merely a special case of an elementary fact) .  The present discusssion is 
patterned after that in [23]. 

Section 8 contains a succinct summary of both Banach's principIe and 
its generaIization. ln Section 9, a simpler proof and several improvements of 
the generalization of Banach's principIe are given. Finally, section 10 consists 
of several exampIes, showing that the results of section 9 hold for a wider class 
of transformations than theorem 2. 

8. Banach' s principIe of contraction mappings and its generalization 

The following exposition of Banach's [21] principIe of contraction mappings 
appears in the book of Kolmogorov and Fomin ([22], p .  43) : 

«Let R be an arbitrary metric space. A mapping A of the space R into 
itself is said to be a contraction if there exists a number 1X<1  such that 

( 1 )  p(Ax,Ay) � IX p(x,y) , 

for any two points x ,  y s: R .  Every contraction mapping is continuous. ln fact 
if xn -+ x, then, by virtue of ( 1 ) ,  we also have AXn -+ Ax . 
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THEOREM 1 (PRINCIPLE OF CONTRACTION MAPPINGS) .  ECJery contraction 
mapping defined in a complete metric space R has one and only one fixed point 
(i. e . ,  the equation Ax=x has one and only one solution). 

Proof. Let Xo be an arbitrary point. Set Xl =AXO,X2=Axl =A 2XO' and 
in general Iet xn = AXn_l =A nxo. We shall show that the sequence {xn} is funda­
mental [i .  e . ,  CauchyJ . ln fact 

Since ot< 1 ,  this quantity is arbitrarily small for sufficiently large n. Since R 
is complete, l im xn exists. We set x= lim xn. Then by virtue of the continuity n�co ' n�co 
of the mapping A,  Ax=A lim xn = lim AXn = lim xn+l =x . n�co n�co n�co 

Thus, the existence of a fixed point is proved. We shall now prove its 
uniqueness. If Ax=x, Ay=y, then p{x,y) ::S;; ot p{x,y ) ,  where ot<1 ; this implies 
that p{x,y)=O , i .  e . ,  x=y» . 

ln the sarne book of Kolmogorov and Fomin ([22], p .  50) , there also appears 
the following generalization of Banach's theorem : 

«We note first of all that the principIe of contraction mappings can be 
generalized in the following manner : 

THEOREM 2. If A is a continuous mapping of a complete metric space R 
into itself, such that the mapping An is a contraction for some [positiCJe integer] n, then 
the equation 

Ax= x  

has one and only one solution. 
ln fact, if we take an arbitrary point X e: R and consider the sequence 

Aknx{k=O,1 ,2, . . .  ) , a repetition of the argument introduced in § 14 [see theorem 1 
quoted above] yields -the convergence of this sequence. Let Xo= lim A knx. Then k�co 
AXo[=A( lim Aknx)]= lim AknAx . k�co k�co 

Since the mapping An is a contraction, [there is a constant ot, with 0<ot<1 ,  
such that p(A nx, A ny) ::s;; otp{x,y)] and we have 

p(A kn Ax,A knx) ::s;; ot p(A (k-l)n Ax,A (k-l)nx) ::s;; . . .  � otkp{Ax,x) . 
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1. e . ,  Axo=xo>}. 
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l im p(A kn Ax,A knx) =0 
k�oo 

125  

[Clearly, A has a unique fixed point, for i f  Ay=y, then A ny=y, hence 
y=xo, since A n has onIy one fixed point]. 

ln the above quotations, the numbering of the theorems as 1 and 2, and 
also the statements within square brackets, are our own. 

9 .  Improvements of the generalization of Banach' s principIe of contraction 

mappmgs 

RE MARK 1 . The proof of theorem 2 may b e  simplified somewhat, as follows : 
Since An is a contraction, it possesses, by theorem 1 ,  a unique fixed point, call 
it xo, such that A nxo=xo . It will now b e  shown that Axo · xo . Since 

Thus, the argument j ust given shows that the assumption that A itself 
is continuous, made among the hypotheses of theorem 2, is superfluous. However, 
it should be noticed that the proof of theorem 2 reproduced in section 8, never­
theless, does make use of the continuity of A ,  sp ecifically when it is asserted that, 
since Xo= lim A knx, one has 

k�oo 

Therefore, the following theorem is an extension of theorem 2 :  

THEOREM 3 .  If  A is a (singIe vaIued) function defined on a complete 
metric space R into itself, such that the function An is a contraction for some 
(positive integer) n, then A has a unique fixed point. 

REMAR K 2. The conclusion that A has a fixed p oint can ' be reached in 
an even more direct manner, still without assuming that A itself is continuous. 
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Since An is contracting, it follows from theorem 1 that A n has a unique fixed 
point xo, such that A nxo=xo . Hence 

which means that Axo is also a fixed point of A n. But A n has only one fixed 
point, and therefore Axo=xo. Thus, Xo is a fixed point of A .  It is clear that Xo 
IS a unique fixed point of A ,  as was shown earlier. 

REMARK 3. An examination of the preceding argument shows that there 
is no need to assume that A n is contracting and defined on a complete metric 
space. All that is used in obtaining the conclusion of theorem 3 is that A n has 
exactly one fixed point. Hence one has 

THEOREM 4.  Let S be any non-empty set of elements, (called «points» ) 
and A be a single valued function defined on S and with values in S. Suppose 
that, for some positive integer n, the function A n has a unique fixed point Xo ' 
Then A also has a unique fixed point, namely xo . 

(When S is a complete metric space R, and A is a single valued function 
on R to R, such that A n, for some positive integer n, is contracting, then theorem 4 
reduces to theorem 3) .  

REMARK 4.  An inspection of the argument leading to the last theorem 
reveals that the essential property (besides uniqueness of the fixed point 
for A n) employed is that A n and A commute with each other. This suggests 
immediately the following :  

THEOREM 5 .  Let S be any non-empty set of elements, and B be a single 
valued function defined on S and with values in S. Suppose further that B 
possesses a uni que fixed point Xo ' Then, if A is any single valued function on S 
to S which commutes with B, that is, such that AB=BA,  then A also has Xo 
as a fixed point (not necessarily unique ; however, if B happens to be an iterate 
of  A,  that is B=A n, with n a positive integer, then it is unique). 

It should be noticed that theorem 5 includes theorems 2, 3 and 4 as 
special cases. 

The proof is immediate, starting from the equation Bxo=xo , upon noti­
cing that 

which means that Axo is also a fixed point of B, but B has only Xo as a fixed 
point , by hypothesis. 
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N otice that all that is really used in the above argument is that both Xo 
and Bxo are in the domain of definition of A,  which need not be alI of S, and 
that A and B commute at xo, i. e . ,  that ABxo=BAxo . 

It should also be  noticed that it is precisely the above argument, with 
B=An, which is employed in the proof of theorem 4. 

10 .  Examples 

Example 1 .  This example shows that theorem 3 is indeed more general 
than theorem 2, by displaying a transformation which is not continuous, but 
whose second iterate is contracting. We are indebted to I .  I. Glick for this 
example. The metric space R is taken to be the Banach space of alI real valued 
continuous functions, C([O ,l] ) ,  on the closed interval 0 :(  x :(  1 ,  with the norm 
of a function f(t) being the maximum of I f(x) I for x in this interval. Consider the 
linearly independent elements (i. e . ,  such that any finite subset is linearly inde­
pendent) of C([0,1J ) : 

x 1 2 3 e , ,x,x ,x , . . . , 

and extend this linearly independent set to a Hamel basis H (i. e . ,  a maximal 
l inearly independent set ; see N.  Dunford and J.  T. Schwartz [24J , p .  36) .  The 
transformation A is defined, for elements of H, as folIows : 

A(é) = + .  1 ,  and A(1 )  = + . eX , 

while A(h) = � h for any element of H which is different from 1 or é (notice that, 

therefore, A(xn) = � xn for n=1 ,2, . . .  ) .  Since H is a basis for C([O,1J ) ,  the defini­

tion of A may be extended, from H to alI of C([0,1J ) ,  merely by defining 
n n 

A (y) = .L lXiA (hi) whenever y = L lXihi (with n a positive integer, real numbers 
i=l i=l 

lXi=FO for i= 1,  . . .  ,n, and hi in H for i= 1 ,  . . . ,n) ; further, let A (O) =O. Then 

A 2 = ! I, where I is the identity mapping. Thus, A 2 is contracting. But A i s  

not continuous at eX, that is 

( n 1 ) 1 lim A .L -k l  xk =F A(ex) = -2 ' 
n-+oo k=l . 
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[ ( n 1 )] [ 1 1 � 1 ] 
l im A 1 + L -- xk = lim - eX + - L -k I xk 

n-+oo k=1 k I n-+oo 2 2 k=1 . 

1 x 1 x 1 = - e + - (e - ) 
2 2 

Example 2. It is of interest to notice that an example of a discontinuous 
transformation A ,  with A 2 contracting, can be given even when the metric space R 
is the set of all real numbers. Let the numbers 1 and 7t' be contained in a Hamel 
basis H for the real numbers (i. e . ,  a set H of rationally independent real numbers 
such that every non-zero real number may be uniquely written as a finite sum, 

n 
y = L (f..ihi ' where n is a positive integer, the (f..i are non-zero rational numbers, 

i=1 
and the h/: are numbers of H (see G. Hamel [25] ) .  The transformation A will be  
defined, for elements of H, as  follows : 

1 1 A ( 1 )  = "2 7t' ,  and A (7t') = 2' . 1 , 

while A (h) = � h for any number of H which is different from 1 or 7t' .  The defi-- - 2 
nition of A may be extended, from H to all the real numbers, by defining 

n n 
A (y) = .2 (f..iA (hi) for any non-zero real number y = .2 (f..ihi ; and by putting 

i=l i=1 
A (O)=O. The transformation A satisfies A(A(y) )= ! y for every real y, hence A 2 

is a contraction. But A cannot be continuous. For, from the way it was defined, 
A satisfies the Cauchy functional equation A(x)+A (y)=A(x+y). If the function 
A were continuous, then it would have to be linear, that is 

Ay=cy , 

for some real nurnber c, and any real y. Since c=A(1 )  = ; , then one would then 

7t'2 
have that A (7t') = c . 7t' = 2 '  contradicting the original definition of A,  which 

1 
states that A (7t) = "2 . 
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Example 3.  This example shows the «power» of theorem 5, as compared 
with the preceding theorems. This is done by displaying a transformation A 
which is not contracting, not continuous, and such that no iterate of A is 
contracting. N evertheless, it may be shown, « strictly» as a consequence of  
theorem 5,  that A has a fixed point, while this conclusion cannot be inferred as 
a consequence of the previous theorems 1 to 4 (since A has, obviously, as will 
be seen from its definition, more than one fixed point) .  The set S is taken to 
be the set of all finite complex numbers z=x+ iy, with x and y real. The 
function A is defined as follows : 

1 A (z) = -=-z 

for z not zero, where z=x- iy is the complex conjugate of the number z (so far, 
A is essentially a « Kelvin» inversion) ; further, let A(O)=O. It is not a surprise 
that the function A , obviously, has zero, and the set of numbers of absolute 
value one, as its fixed points. Hence, it is not possible to «deduce» , strictly as a 
consequence of any of theorems 1 ,  2, 3,  4, that A has a fixed point . However, 
if B is a rotation of the complex number plane about the origin, through an angle 
which is not an integral multiple of 21t, then B has zero as its only fixed point , 
and B commutes with A. Hence, it is strictly possible to «deduce» , as a conse­
qUence of theorem 5, that zero is also a fixed point of A. 

9 
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S U M M A R Y  

The present account is divided into three distinct parts, according to the 
three different topics which are indicated in the title of the paper. Part I ,  entitled 
«Solution of the singular Cauchy problem for a singular system of partial differ­
ential equations in the mathematical theory of dynamical elasticity» , -is based 
upon a paper of the sarne title, written with J. L. Lions [8] (numbers in square 
brackets refer to the bibliography at the end of the paper) .  Part I I ,  entitled 
« Reflection principIes for linear elliptic second order partiaI differentiaI equations 
with constant coefficients» , is based upon a paper of the sarne title, written with 
G. S. S. Ludford [14] .  Finally, part I I I ,  entitled « Rernarks on a generalization 
of Banach's principIe of contraction mappings» , is based upon a paper of the sarne 
title ,  written with Sherwood C. Chu [23]. 
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1. Introduction 

Quantum theory has motivated the study of families of linear opera­
tors, which 

a) are defined in a vector space with a scalar product, and 
b) are required to satisfy certain specified algebraic relations (commuta­

tion relations, symmetry, etc. ) .  
The best known example i s  the finite or  countable twofold family of opera­

tors P" P2, . . .  and ql ' q2' . . . which are required to be self-adjoint and to satisfy 
the canonical commutation relations 

where [a,bJ=ab-ba. 

[Pj,Pk] = [%,qk] = O , 

[Pj,qk] ---:- -iajk , 

Since it is required that a scalar product exist in the carrier space, most 
investigations have naturally been concerned with the situation, where the carrier 
space is taken as a Hilbert space. It is then easily seen that the conditions stated 
above do not suffice to determine the family of operators Pj and qj ,j = 1 ,2, . . .  
uniqueIy (modulo unitary equivalence, of course) ,  and the probIem most intensiveIy 
studied has been that of formuIating weak additionaI conditions which ensure 
umqueness. 

( 1 ) A report on j oint investigations by P. Kristensen, L. Mejlbo and E.  T .  PouIsen ([1 3] 
and [14] ) .  
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.For the case of a finite number of pairs of operators Pj and qj' the most 
important realization of the commutation relations is obtained by taking the 
carrier space as .c2(Rn) and defining Pj and qj by 

. ax p ·x= - � --J at · J 

with the maximal domains of definition. This canonical realization is character­
ized by irreducibility together with the existence of an element �o (a Gauss­
-function) ,  called the cyclic element, satisfying (pj-iqj)�o=O for j= 1;2, . . . ,n. 
Weaker conditions, which characterize the canonical situation have been formu­
lated by v. NEUMANN [16], RELLICH [17], DIXMIER [2], FOIAS, GEHÉR and 
SZ.-NAGY [4], KILPI [12], FOIAS and GEHÉR  [5], and TILLMANN [21 ,22]. 

The case of a countable number of pairs of operators Pj and qj has proved 
much more involved. From the early days of quantum field theory one solution 
-the so-called canonical solution, for which a cyclic element (in this case called 
a vacuum element) exists -was known . A rigorous mathematical analysis of 
this solution has been given by COOK [1J . 

To the surprise of most physicists it was shown by VAN HOVE [1 1], 
FRIEDRICHS [6], FUGLEDE  [unpubl.J ,  and others, that there exist several sensible 
solutions which are not unitarily equivalent. A complete characterization of all 
solutions satisfying the canonical commutation relations (and further weak 
conditions) was then given by GARDING and WIGHTMAN [9] (see also WIGHTMAN 
and SCHWEBER [25]. 

A slightly different version of the problem of infinitely many pairs of 
operators is obtained when the indices j= 1 ,2, . . .  are identified with the elements ej 
of a real orthonormal basis in some space of functions. If we then write P{ej) 
and Q(ej) instead of Pj and qj ' and extend P and Q by linearity, we obtain a pair 
of operators P and Q, called canonical field operators, with the following pro­
perties : 

(i) P and Q are distributions defined on a space of testing functions and 
with values in the space of  linear operators in the carrier space. P(x) and Q(x) 
are self-adjoint, when x is a real testing function. 

(ii) [P(x) ,P(y) ] = [Q(x) ,Q(y) ] = O , 

[P(x) ,Q(y)] = - i<x,y> , 

where <x,y> denotes the scalar product in the testing space. 
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I f  the testing functions x are functions of a point t in some Euclidean 
space, these commutation relations can also be written formally as 

[P(t) ,P(s) ] = [Q(t) ,Q(s)] = O 

[P(t) ,Q(s)] = - ia(t-s) . 

A motivation for the study of such mathematical structures also arises 
III non-linear functional analysis . Taking for the carrier space some space of  
(non-linear) functionals, defined on ordinary functions x(t) of a real variable, the 
operations 

Q(t)'Y(x)=x(t)'Y(x) , 

P(t)'Y(x)=-i a'Y(x) 
ax(t) 

constitute, in a formal sense, a representation of the canonical field operators. 
We have here adopted the notation a;ax(t) for the first Volterra deriçatiçe, VIZ .  

J a'Y(x) 
'Y(x+y)-'Y(x) = 

a 
y(t)dt+o(y) , 

x(t) 

where these symbols of course do not have a well defined meaning until appro­
priate topologies are chosen. 

The present lectures are primarily concerned with describing an alternative 
approach to the study of such a pair of canonical field operators. One of the 
main difficulties of the classical theory is that even though the theory of Hilbert 
spaces is extremely well developed and in most respects very simple, operators 
satisfying the canonical commutation relations cannot be bounded and everywhere 
defined (cf. WI ELAND T  [24]) .  Consequently, when several such operators are 
involved, difficult questions concerning their common domain of definition arise. 

Instead of requiring the carrier space to be a Hilbert space, we require the 
operators to be everywhere defined and continuous, and then we analyze the 
structure of the possible carrier spaces. When we require the operators to be 
continuous, we imply in particular that the carrier space has a topology, and , 
in fact, we require the carrier space to be a locally convex vector space. 

For applications it is desirable to have a theory, which - in the end ­
can deliver numerical results expressed by means of continuous linear functionals, 
and it is well known that a topological vector space can be given a locally convex 
topology, such that the continuous linear functionals are the sarne in the two 

9* 
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topologies. ln fact, ultimately the relation between theory and physical reality 
wilI be established via an interpretation of certain quantities, expressed in terms 
of bilinear forms, as expectation values. Obviously the topology determined by 
the totality of alI such expectation values is a 10calIy convex topology on the 
carrier space (the expectation values are semi-norms) , and alI desired continuity 
properties hold for this topology. Hence, from the point of view of applications, 
the assumption of local convexity is no essential restriction. 

It turns out that the choice of a carrier space which in a sense is smaller 
than a Hilbert space, offers another advantage in addition to the facilitation in 
the algebraic manipulation with the operators : ln the formulation of the algebraic 
properties of the operators Pj and qj' the assumption of self-adjointness is essential. 
We replace this assumption with the requirement that they be symmetric with 
respect to the scalar product on the carrier space. This scalar product induces a 
natural embedding of the carrier space into its dual space, which is larger than 
Hilbert space. Now, in quantum theory as welI as in non-linear functional analysis, 
representations of a pair of canonical field operators are desired as tools for the 
investigation of linear operator equations (linear variational equations) .  The 
natural way to impose (homogeneous) boundary conditions on equations of this 
nature is to require the solution to be an element of some linear space. To take 
this space as Hilbert space is in many cases so restrictive that only trivial mani­
folds of solutions are obtained. Thus, to give an example, the structurally 
extremely simple «gradient» equation P(x)'I" =0 possesses · no proper solutions 
with the boundary condition that 'I" be an element of Hilbert space, but it does 
have a solution in the dual of our carrier space. 

2. Summary of results 

It is well known from the study of the canonical commutation relations 
that for technical reasons it is convenient to work with the operators 

and their adjoints 

Correspondingly, for the case of the field operators,  we introduce 

a = 2-1 /2(P_ iQ) 

a* = 2-1 f2(P+iQ) . 
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As a and a* are operator valued distributions, a space of testing functions 
for these distributions has to be decided upon. ln most applications it is requested 
that differentiation and other «one-particle operations» can be given a meaning 
on the field operators. To make such operations possible, we have chosen as a 
space of testing functions for a and a* a space of type S whereby we understand 
a space with the folIowing properties :  

(i) The space is a localIy convex space with a continuous scalar product. 
(ii) There exist operators b and b* ,  which are continuous linear mappings 

from the whole of the space into itself, which are adjoint with respect 
to the scalar product, and which satisfy the canonical commutation 
relation [b,b*] = 1 .  

(iii) ln the space there exists a normed element h, which verifies the 
equation bh=O, and which is cyclic relative to b and b*, i. e. R�o 
is dense in the space, where R denotes the algebra of alI polynomials 
in b and b*. 

It is known from the works quoted above on the finite dimensional problem 
in the framework of Hilbert space that the condition (iii) has here been given 
an unnecessarily strong formulation. As shown by ME JLBO [15] , the condi­
tion (iii) can be weakened also in the framework of localIy convex spaces. However, 
we shalI not worry about this here. 

Obviously, such a set of requirements comes close to a characterization 
of a subspace of Hilbert space which bears essentialIy the sarne relationship to 
Hilbert space as does Schwartz' space (S) of rapidly decreasing infinitely often 
differentiable functions to (2. 

An analysis of spaces of type S is given in Section 3, where also the corres­
pond ' ng problem for the case of an arbitrary finite number of operators bj and bJ 
is considered . This analysis is carried through in relatively great detail in order 
that a similar analysis in Section 4 may be reduced. Apart from some technical 
material needed in later sections, the main results are : 

There exist a minimal space S and a maximal space S both of type S, such 
that if S? is any space of type S then 

algebraically and topologically. The space S is dense in S? , and S? is dense in S. We 
further prove that the topology of the maximal space S is determined by a 
.,equence of increasing norms 1 1 · l ln r=0,1,2, . . .  , where I I tp 11�= <tp,(bb*( tp>.  The 
maximal space may be identified with the space of all sequences c={ c,,}, which are 
rapidly decreasing with respect to the index in the sense that all norms I l c l l;=LI c" 12(\I+1( 
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are finite. Finally, we prove that the maximal space S can be identified with 
Schwartz' space (S) . 

Thus, the space of testing functions for temperate distributions may be 
characterized uniquely up to unitary equivalence as a subspace of abstract 
Hilbert space in this way : (S) is a maximal space of type S. 

For the case of n pairs of canonical operators we define spaces of type Sn 
in a similar way and obtain corresponding results. 

For the investigation of the canonical field operators we have chosen the 
maximal space S as the space of testing elements. Precisely speaking, we have 
investigated spaces of type 6, which we define as spaces with the following 
properties : 

(i) The space is a locally convex space with a continuous scalar product. 
(ii) There exist operator valued distributions a and a*, which are conti­

nuous linear mappings from S into the space of continuous linear 
mappings from the whole of the space of type 6 into itself. This 
space of continuous linear mappings is here equipped with the topo­
logy of uniform convergence on bounded sets. Further, a(cp) and a*(cp) 
are adjoint and satisfy the commutation relations 

[a(cp) ,a(y;)] = [a*(cp) ,a*(y;)] = O , 

[a(<p) ,a*(y;)] = <cp,y;> 

-
for all elements cp,y; of S. Here cp denotes the conjugate of the 
element cp in the sense of the natural conjugation in S. 

(iii) There exists an element 'Yo, called the vacuum element, which satis­
fies the equation a(cp)'Yo=O for all cpES, and which is cyclic relative 
to a and a*, i e. IR'Yo is dense in the space, where IR denotes the 
algebra of all polynomials in all a( cp) and a*( cp) .  

(iv) To every self-adjoint operator kER there exists a self-adjoint conti­
nuous mappmg K from the space of type 6 into itself, such that 

[K,a*( cp) ]=a*(kcp) . 

Here, by the condition (iii) we single out the particular (canonical) solu­
tion for which a vacuum element exists. This greatly facilitates the analysis 
and also leads to a case of interest for quantum physics. However, this might 
not be the only interesting case. The condition (iv) is motivated in the 
quantum theory of free fields (K is called a bi-quantization of k) . 

An analysis of spaces of type 6 is given in Section 4. The main results 
are : There exist a minimal space @', a minimal complete space @ and a maximal 



TEMPERATE D I STRIB UTIONS l N  INFINITELY MANY D IMENSIONS 141 

space ê of type ê .  The topology of the maximal space is determined by a 
sequence of seminorms I I I ·  [I I  (r) ' where III <I> 1 1 1(r) = {,<I>,Hr<I>} .  Here -( . , . :}  denotes 
the scalar product in ê, and H is the mapping which according to (iv) corresponds 
to the operator bb* ER. All spaces · of type ê have so-called Fock representa­
tions [3], in which the elements are represented as {q/O),cp(l), . . .  ,cp(n), . . .  } , where 
the n'th coordinate is an element in the symmetric part of a space of type Sn. 

00 
ln this representation we have I I [ <I> I I I (r) = L I I cp(n) [ [� . 

n""o 
The Fock representations of the extreme spaces @' , @, and ê are 

characterized explicitly, and it is shown that they all have simple topological 
structures. 

ln Section 5 the dual spaces of @ and ê are studied. ln the Fock repre­
sentation @* consists of all sequences T={ Tln)} of symmetric temperate distri­
butions, while ê* consists of sequences T, which in a certain sense are of at most 
polynomial growth with respect to n. Furthermore we have the situation 

@ c ê c ê* c @* 

algebraically and topologically, and each of these spaces is dense in each of the 
larger spaces. 

As ê is a counterpart of Schwartz' space (S) for the case of infinitely 
many dimensions, elements of ê* may be looked upon as temperate distribu­
tions in infinitely many dimensions. 

It is further shown that the field operators and certain tensor products 
of them (WI C K  products, cf. [23]) have continuous extensions to various dual 
spaces, the main results being : The operator a* has a unique continuous extension 
which maps S* into the space L (ê*, ê*) of continuous linear mappings in ê*. 
The operator a has a unique continuous extension which maps S* into L(ê,ê) .  

ln particular, putting a(x)=a(�x) and a*(x)=a*(�x) ,  we give a well�defined 
meaning to the field operators at the point x. We note that a*(x)a(x) is well 
defined as a continuous linear operator from ê into ê*, while it is not possible 
to give a meaning to the expression a(x)a*(x) , a fact which is well-known (cf. , for 
instance, HAAG [10]) .  

ln Section 6 we generalize to @* the notion of Gaussian functions in Sn. 
It seems natural to include such limiting cases as � and 1 among the Gaussian 
elements, and hence to investigate the existence of Gaussian temperate distri­
butions. Accordingly, in the infinite-dimensional case, we look for analogous 
Gaussian elements in the largest available space @*, and in particular we identify 
a �-element in @*. 

Section 7 is concerned with an extension to the infinite-dimensional case 
of the group of translations in Sn. This group , of course, is parametrized by 
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means of vectors hERn, and in the infinite-dimensional case, we consider a family 
of operators D(f)EL( @, @*) ,  parametrized by means of vectors fES*. Since these 
operators map @ into @* ,  they cannot, in general, be composed, but for fE1/. 
(the completion of S in the norm 1 1 · 1 1 ) , the operator D(f) , which is determined up 
to a numerical factor only, can be· normalized so as to be isometric with respect 
to the norm I I I . I I I in @, and its isometric extension to !) (the completion of @ in 
this norm) is a unitary operator in �. This family of unitary operators in !) 
is of course identical with the family considered by all writers on the Hilbert 
space version of the commutation problem. 

Finally, in Section 8, the space @ is identified with a space of (non-linear) 
functionals on the real part of S by means of the above-mentioned a-element 
in @* and the normalized displacement operators constructed in Section 7, and 
it is shown that in this functional representation the operators P(({)) and 
Q(({)),({) E ReS act in a way completely analogous to the finite dimensional case. 
Finally, a Fourier transform is constructed in the functional representation of 
the space @, and it  is shown that this Fourier transform plays the role of a Fourier 
transform with respect to the (non-existing I )  Lebesgue measure on the real part 
of 11 .  We remark that unfortilllately the domain of this Fourier transform is 
so small that it appears to be of almost no use for applications. 

3. Spaces of type Sn 

DEFINITION. 

By a space af type Sn we understand a locally convex space S? with the 
following properties :  

(3. 1 )  There exists a scalar product < . , . > on S? , and the corresponding 
norm I I · II is continuous on S? 

(3.2) There exist continuous linear transformations bj,bl,j= 1 ,2, . . . ,n  in S ? such 
that bj and bJ are adjoint with respect to the scalar product, i. e .  

(3.3) 

(3.4) 

and the following commutation relations hold 

[bj ,bkJ = [bj ,bkJ = O , 

[bj ,btJ = ajk . 
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(3.5) There exists an element hES? , called the cyclic element, such that 1 1tJ;011 = 1  
and bjtJ;o=O for j = 1 ,2, . . .  ,n, and such that 

(3.6) RtJ;o is dense in S? , where R denotes the algebra generated by all bj and 
bt ,j= 1 ,2, . . . ,n . 

AN ALYSIS. 

It is an immediate consequence of (3.3)  and (3.4) that every operator kER 
can be written as  a linear combination of operators of the form biv1 . . .  b�Vn brl • • •  b�n, 
and then it follows from (3.5) that RtJ;o is generated by the vectors bivI . . .  b�vnh . 

For an arbitrary vector � ES ? we have, applying (3.2) and the commutation 
relations, 

<b* b*Vl b*vn. r .  > - < b ·b*vI b*Vn. r .  > j � ' 1 • • • n '1'0 - � , ] 1 . • •  n '1'0 1 < b*VI b *V '-l b*Vn.r. ..... 
= J �, 1 • • • j J • • •  n 'I'o ? if Vj>O ,  

if Vj =O . 

Now let Nn denote the set of all ordered n-tuples V=V1 • • 'Vn of non-negative 
integers. The above calculation shows that the elements q;v, v E Nn, defined by 

(3. 7) 

constitute an orthonormal basis for the subspace Rq;o of S? The elements q;v 
are called the H ermite elements in S? , and the subspace Rq;o spanned by them 
will henceforth be denoted S ?  

(3.8) 

(3.9) 

Straightforward calculation shows that 

if Vj >O , 
if Vj=O . 

We now turn to a study of the topology of a space S ?  of type Sn. It 
follows from (3. 1 )  and (3.2) that all semi-norms 1 1 · llk defined by 

are continuous for kER, where R denotes the algebra defined in (3.6) .  Thus, the 
topology 'J on S? determined by these semi-norms is weaker than the topology 
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of S? , and it is  the weakest topology on S? for which the norm 11 · 11 and the opera­
tors bj and bJ are continuous. 

(3.10) THEOREM.  The topology '3 on S? is determined by the sequence of norms 
1 1 · l l r  defined by 
(3. 1 1 ) 

where 

(3 . 1 2) 

(3.13) 

The norms I I . II r satisfy 

r=.O, 1 ,  . . .  , 

I I cp 1 1�+1 > n II cp I I � . 
Proof: First note that (3. 13) is a consequence of the relation 

n 
h=n + L bjbj > n .  

j=l 

Note also that in view of (3. 13) any subsequence of the sequence I I · I l r 
determines the sarne topology as the whole sequence. Since I I cp 1128 = I [ h8cp 11 , 
all norms I I · [ [ r  are continuous in the topology '3, and hence, in order to prove 
that the norms [ I · [ [ r determine the topology '3, .it is sufficient to prove that all 
norms [ [ . [ [k , k ER, or, equivalently, all operators bj and bJ , are continuous in 
the topology determined by the norms [ I · [ I r ' This, however, follows from the 
identities 

b":<hrb · = (h-1 )r(b ·b":<-1 ) J J J J ' 

which give 

n 
2 1[ bjcp [ I � = <cP ,  (h- 1((h-n)cp> , 
j=l 

n 
2 [[ bjcp [ [� = <cp , (h+1(hcp> . 
j=l 
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T �n HE MINIMAL SPACE S • 

For each v ENn, let C" denote a copy of the complex field, and define 

as the direct sum of the spaces C" . Thus, algebraically, sn is the space of all 
multi pIe sequences 

with only a finite number of coordinates Cv different from zero, and the topology 
of sn is the d.irect sum topology, i. e . ,  a semi-norm on sn in continuous iff its 
restriction to each summand space Cv is continuous (in this particular case this 
simply means that every semi-norm on sn is continuous - later, however, we 
shall need the general concept of a direct sum topology) . 

We define a scalar product in sn by 

(3. 14) 

and operators bj and bj by 

(3. 15) 

(3 .16) 

' "  � ' "  <c  ,c > = �c"cv , 
vENn 

if V ·  = O J ' 
if Vj > O . 

It is then easily checked that sn is a space of  type Sn. 
Now let S? be any space of type Sn and let 5 ?  be the dense subspace of S? 

mentioned above. The mapping J defined by 

(3. 17 )  

i s  then an algebraic isomorphism of sn onto 5? By the properties of the direct 
sum topology, J is continuous. Furthermore, J preserves the scalar product 

10 
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and «commutes» with the operators bj and bj in the respective spaces m the 
sense that 

(3. 18) b ·J=Jb ·  J J ' bl J=Jbj . 

Thus, J preserves the type-Sn-structure, and hence it is justified to call sn 
a minimal space of type Sn . 

THE MAXIMAL SPACE sn . 

Since sn is a space of type Sn, it has a topology '3 as eXplained above. 
The completion of sn with respect to this topology is denoted sn. Since the 
scalar product and the operators bj and bj are continuous on sn in the topology '3, 
they have unique continuous extensions to sn, th.e algebraic relations (3.2), (3.3) , 
(3.4) and (3.5 )  hold for these extensions, the cyclic element �o of sn being also 
cyclic in sn . Furthermore, in sn we have R�o=sn, which is dense in sn, and 
hence sn is a space of type Sn. 

We shall now prove that sn is a maximal space of type Sn. 
Let S? be any space of type S'\ and let J be the mapping defined by (3. 17 ) .  

It  is clear that J i s  a homeomorphism of sn onto 5?  whe:q. both spaces are given 
the topology '3. It then follows from the analysis above that J-l is continuous 
from 5? with the topology of S? into sn with the topology '3, and since S? is dense 
in S? , J-1 has a uni que continuous extension J' which maps S? into sn. 

Clearly J' maps �the normalized cyclic element in S? into the normalized 
cyclic element in sn, it preserves the scalar product, and by continuity it follows 
from (3. 18) that 

b ·J'= J'b · � � , biJ'= J'bi · 

Hence, J' preserves the type-Sn -structure. 
ln the sequeI we shall use the symbols Sn and Sn to denote an arbitrary 

minimal resp . maximal space of  type Sn -any two spaces 5n or Sn having of 
course isomorphic type-Sn -structures .  

With this convention, if S? is any space of  type Sn, we may write 

algebraically and topologically, where Sn is the space formerly denoted 5 ? , and 
provided with the topology of sn, while Sn denotes the completion of S? in the 
topology '3 .  
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Before proceeding, we give a concrete representation of the space sn as 
a space of fast decreasing multi pIe sequences. 

(3. 19) THEoREM.  The space sn can be identified with the space af thase multiple 
sequences c={Cv}vENn (with Nn defined as aboçe) , for which all the sums 

.2 ( 1 'J I+n)r l cv I2 = ll c l l� , 
veNn 

where- I 'J  I = 'J1 + . . .  +'Jn , are finite. The topology of sn is determined by the narms 
1 1 · l lr defined abaçe, the scalar product by (3. 14) ,  and the aperators bj and bl by (3. 15 )  
and (3.16) .  

Proof: Trivial, since hy;v = ( I 'J I+n)y;v . 

REPRESENTATION OF Sn AS SC HWARTZ' SPACE (Sn) l N  n DIMENSIONS. 

Schwartz' space (Sn) over the n-dimensional sp ace nn is the space of those 
infinitely often differentiable functions cp on Rn for which all the semi-norms 

are finite, where 

sup I tr/. D�cp(t) I 
teRn 

r/. � ex ex êl�l a�n t D cp(t)=t l . . .  t n -- . . .  -�- cp(t) . 1 n at� at�n 1 1 n 

The space (Sn) is given the topology determined by these semI-norms. 
I t is clear that if we put 

. a 
q)· =tJ· · ' p·=-L --) atj 

then the operators bj and bj satisfy (3.2) , (3.3), and (3.4), the semi-norms 
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are continuous in the topology of (Sn) for all operators kER, and the topology 
of (Sn) is determined by these semi-norms. 

It is well known that (Sn) c C,,2 (w. r. t. Lebesgue measure) and that the 
(2-norm I I . I I can be estimated by 

where 

with 4s>n . 

n 
k = {1 + L qjY 

j=l 

On the other hand we have 

(3.20) SOBOLEV'S LEMMA ([20]) .  If s is an integer with s >  � , then there exists 

a constant K such that 

sup I cp(t) I < K ( II cp II + I I p�f . . .  p�ncp ! I ) tERn 
for all <pE (Sn) .  

Consequently, the topology of (Sn) IS determined by the system of 
sernl-norms 

so that the topology of (Sn) is in fact the topology 'J. 
It is well known that the Hermite functions 

. 1 .  -{ I 1 )-1 /2b*\lf b*\ln .1. 'r\l- 'J1 . . . . 'Jn · 1 ' " n 'ro ' 

where 

�0(t)=1t-n/4 exp (-� tj/2) 

are elements of (Sn) ,  that they constitute a complete orthonormal system in (2, 
and that (3.5) holds. Let (Sn) denote the linear subspace of (Sn) spanned by 
the Hermite functions. Evidently, (Sn) can be identified algebraically with Sn. 
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Since (Sn) has the topology :J of the maximal space Sn and is complete, it 
follows that (Sn) contains a maximal space Sno 

On the other hand, for any element cp E (Sn) ,  the norm II hr cp I I = II cp 1 12r IS finite, since hr cp is an element of (Sn) o  
Now, if 

then 

and hence, by Parsevals formula, 

2( 1  v 1 + n)21' I Cv [2 = I I cp I I �r< OO  o 
vENn 

Thus, (Sn) may be identified with a subspace of the maximal space Sn o 
Hence we have the result : Schwartz' space (Sn) in n dimensions is a copy 

of the maximal space Sn o 
We remark that the algebraic and topological isomorphism of Schwartz' 

space (Sn) with the space sn of fast decreasing sequences is well known (cfo , for 
instance, Schwartz [18] )  o 

The remaining part of this section contains material needed latero 

A CON J U GATION lN THE SPACE So 

ln the sequeI S will always denote the maximal space S = SI ,  which, 
as noted above, can be represented as a space of sequences or as Schwartz' 
space (S) over the real lineo 

If we interpret S as Schwartz' space of rapidly decreasing testing functions 
on the real line, then there is defined a natural conjugation cp-+cp* in S by 
cp*(t) = cp(t) o 

It is easily verified that �:=�o and (b*cp) * = - b*cp*, and hence, in the 
sequence representation, 

�n being the Hermite elements in S o 
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THE TE NSOR PRODUCT Sn® AS A SPACE OF TYPE Sn. 

Let sn® denote the n-fold algebraic tensor product 

sn® = S® . . .  ®S , 

i. e .  sn® is a vector space having the family of ordered n-ics of the form 

(()j ES for j=1 ,  . . .  ,n, 

as generators. 
We define a scalar product on Sn® by putting 

n 
< (()1 " ' (()n, (U1 " .wn> = -1 -1 < (()j,Wj > 

j=1 

for the generating n-ics and then extending by linearity. 
Let b and b* denote the operators b 1 and bi in S=SI , and define 

b/CfJ1 " '(()j" '(()n) = CfJ1 . . .  (b(()) . . . CfJn , 
bj((()I ' ' '(()j . . . CfJn) = (() 1 . . .  (b*(()j) " . CfJn · 

It is clear that if we determine a topology on Sn® by means of the norms 

" . ! lr defined by (3. 1 1 ), then sn® is a space oÍ" type Sn, and its topology is the 
topology 'J. Observe that Sn® is not complete for n> 1 .  

THE SYMMETRIC SPACES S�® AN D S� . 

We add a few remarks on the symmetric parts of the n-fold algebraic 
tensor product Sn® and of Sn . 

On the generating elements of Sn® we define an operator sym by 

sym (CfJ1 . . .  CfJn)= (n lft.2 (()7r(1)" '(()7r(n) ,  
7rESn 

where Sn denotes the symmetric group of degree n, and extend sym by linearity 
to the whole of sn®. It is easily verified that sym is an orthogonal projection 
w. r. t. the soalar produot in Sn®. 
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Furthermore, if k i s  any linear operator in S, and if we define kj by 

on the generating elements of Sn® and extend by linearity, then 

where 

(3.22) 

Hence, if we define 

then S�® is invariant under k(n) for any linear operator k in S .  
ln particular, S�® is invariant under the operator Mn), which we 

earlier denoted h, and which determines the topology :l. 
It also follows that 

I I sym � 1128 = Il h(n) 8 sym � I I < I lh(n) 8� I I = I I � 1 128 

for �Esn®, which shows that sym is continuous on Sn® in the topology :l. 
Consequently, sym has a unique continuous extension to Sn ; we shall 

also denote this extension by sym - it is of course a proj ection in Sn, and its 
effect in any of the two standard representations of Sn is exactly what one 
could expecto The symmetric part sym Sn of Sn is denoted S� . 

Finally, let us prove the following useful lemma. 

(3.23) LE MMA. If T is a l inear transformation from Sn® into some rector 
space V and if 

T(�n)=  T(� . . . �)=O for all �ES , 

then T(<õ)=O for all <ÕES�® . 



1 5 2  EBBE THUE POULSEN 

Proof: It  i s  sufficient to prove that T(sym(<p1 '  "<Pn) )  =0 for all generating 
I 

. 
Sn@ B 

. 
h f II I b e ements <P 1 " '<Pn m . y assumptlOn we ave, or a comp ex num ers 

cl ? " " cn , 

The left hand side is a polynomial in CI l . . . , cn, and since it is identically 0, 
all coefficients must be O. ln particular, the coefficient to the term C1 C2 . . , cn must 
be 0, and this coefficient is n ! T(sym(cp1 . . . <Pn) ) ' 

(3.24) COROLLARY. The elements of the form cpn , cp ES , generate S�@ . 

4. Spaces of type 6 .  

DEFINITION. 

By a space of type 6 we understand a locally convex space 6? with the 
following properties : 

(4.1 )  There exists a scalar product <: . , . :> on 6? , and the corresponding norm 
I II • I I I is continuous on 6? 

(4.2) There exist continuous linear mappings a and a* from S into L ( 6? , 6?) 
(the space of all continuous linear transformations of 6? into 6? provided 
with the topology of uniform convergence on bounded sets), such that 

(4.3) a(cp* )  and a*(cp) are adjoint with respect to the scalar product in 6? for 
all cp ES , 

(4.4) [a(<p*) ,a(�*)] = [a*(<p) ,a* (�)] = O ,  

(4. 5) [a(cp*) ,a*(�)] = < cp,�> . 

(4.6) There exists an element 'FoE 6? , called the CJacuum element, such that 
I I I 'Fo III = 1 and a(cp*)'Fo=O for alI <p ES, and such that 

(4.7)  IR'Fo is dense in 6?, where IR denotes the subalgebra of L( 6?, 6?) 
generated by alI operators a(cp* )  and a*(<p) , <pES . 

(4.8) To every symmetric operator kER (cf. (3.6) ) ,  there exists a symmetric 
operator KEL(6?,6?) ,  satisfying 

(4.9) [K,a*(cp)] = a*(kcp) . 
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ANALYSIS .  

Exactly as in Section 3 we conclude that the subspace @?=IR'Yo of 
an arbitrary space 6? of type 6 is spanned by all elements of the form 
a*(cpl )a*(cp2) . . .  a*(CPn )'Yo , n=0,1 ,  . . .  , CPjES .  

The operator a*n@ defined on the generating elements of Sn@ by 

can be extended by linearity to all of Sn@. Since any two operators a�(cp) and 
a*(�) commute, we have 

so that the range of a*n@ is attained on S�@ . 
As in Section 3 we further prove that 

and from Corollary (3 .24) we then conclude 

(4. 10) THEOREM.  If 6 ? is any space of type 6, then the mapping 

1 
<u -+ (n ! ) - 2" a*n@(<u)'Yo 

is an isometry of S�@ into 6? . 
The images of these mappings are pa�rw�se o rthogonal, and their direct 

sum is equal to @? (for convenience, we define SO@ =S�@=C ,  and for CEC we 
define a*o@(c) =cI) . Thus, e"ery element <l>E @? has a unique representation as a 
finite orthogonal sum 

n=o 

When investigating the consequences of the requirements (4.8) and (4.9), 
we need the following lemma. 



154 EBBE  THUE POULSEN 

(4. 1 1 )  LEMMA. The set of equations 

a(cp*)'Y=O for all cpES  

hare m e? the only solutions 

Proof. A solution orthogonal to 'Yo is easily seen to be orthogonal to all 
of e?, which, however, is dense in ®? 

Next, note that if K is symmetric and satisfies (4.9), then we get, taking 
adjoints, 

(4. 12) [a(cp*) ,K] = a((kcp)*) . 

(4. 13) LEMMA. If k is any linear operator in S, then there exists a unique linear 
operator K in @? satisfying the conditions (4.9) , (4. 12) ,  and 
(4. 14) K'Yo=O . 

Any operator K1 satisfying (4.9) and (4. 12) differs from K by a multiple 
of the identity. 

The operator K is characterized by (4. 14) and 

1 1 
(4.15)  K((n !f"2 a*n®(cu)'Yo)= {n !f "2 a*n®{k(n)cu) 'Yo 

for n>O and CUES�®, where k(n) is the operator defined in (3.22) .  

Proof. It follows from (4.9) that 

and then from Corollary (3.24) that 

(4. 16) 

for CUESZ®. The formula (4. 15 ) ,  and hence the uniqueness of K, now follows 
from (4. 14) and (4. 16) .  

On the other hand, it is easily verified that the operator K defined on @? 
by (4. 14) and (4. 15) satisfies (4.9) and (4. 12). 
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Finally, if K1 satisfies (4.9) and (4.12) ,  then it follows from Lemma (4. 1 1 )  
that Kl'FO'=C'Fo, and hence the operator K=K1-c! satisfies (4.14) .  Obviously, 
K satisfies (4.9) and (4. 12) ,  and the lemma is proved . 

Note that since @? is dense in 6? , a continuous operator K on 6? is 
uniquely determined by the conditions (4.9), (4. 12) and (4. 14) . 

For any operator kEL(S,S) , both the operator K defined on ê ? by (4. 14) 
and (4. 15 )  and its continuous extension to 6? (if it exists) are called the normalized 
bi-quantization of  k .  

THE MINIMAL SPACE @' AN D I TS FOCK REPRESENTATION . 

We define the space @, as the direct sum 

� 
(4. 17 )  @' = 2S�@ 

, 

n=o 

and we shall write elements <DE @' in one of the forms 

(4. 18) 

Theorem (4. 10) can now be formulated : The mapping 

� 1 
J :  {rp(n)} � L:' (n l )- 2 a*n@ (rp(n»)'Fo 

n=o 

is an algebraic isomorphism of @' onto the dense subspace @? of any space 6? 
of type 6 .  

We give @, the direct sum topology as explained in Section 3. Then, 
if we define a scalar product in @' by 

(4.19) 

this scalar product is continuous. 
We shall now show that @' can be organized as a space of type 6 .  
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The operators a*(cp) and a(cp*) in ®'  should of course be defined in such 
a way that J preserves the type-6-structure. It is clearly sufficient to define 
these operators on the subspaces s�® of @' ,  and since we have 

and 

in any space 6? (with trivial modifications for n=O), we are led to the fQllowing 
definitions, in which we consider the summand spaces s�® as embedded in @' : 

(4.20) 

(4.21 )  

1 
a*(cp)cu = (n+1 )  '2 sym (cpcu) for CUES�® , 

Here < CP" >(l) denotes that linear mapping from sn® into S(n-1)® , 
which on the generating elements CU=CP1 " .CPn ESn® is given by 

Straightforward calculations show that the linear operators a and a* 
thus defined satisfy the conditions (4.3) - (4.7) . It remains to prove that the 
continuity requirement (4.2) is satisfied. The proof is based on the two lemmas 
(4.22) and (4.25) below, which, for purposes of later reference, are given a formu­
lation slightly more general than presently needed . 

r 
(4. 23) II cp� II � = 2: ( : ) II cp I I� II � 1 1�8 . 

8=0 

Consequently, the bilinear mappmg (cp,�) ---7>- cp� from Sm X Sn into Sm+n 

is jointly continuous. 
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Proof. If Schwartz' representation is used, then it is obvious that cp�ESm+n. 
The relation (4.23) is a consequence of 

I l cp� l l� = <cp�,h(m+n) r cp�> 
= <cp�, (Mm)+h(n)( cp�> 

r 
= .2 ( : ) <cp�,h(m) 8 cp h(n) r-8�> 
8=0 r 

= .2 ( : ) II cp II� II � 1I�-8 , 
8=0 

the notation being obvious. 

For cp ESm, � ESn, m < n, we define < <p,� >(m) in analogy with the case 
m=1 ,  that is, using the function representation, 

(4.24) <<p ,<j.>(m)(Y) = f <p*(x)<j.(y,x)dx , 

x and y denoting points in Rm and Rn-m respectively. 
We then have 

(4.26) 

Consequently, the sesquilinear mapping (cp,�) --+ <CP,�>(m) from Smx Sn 
into Sn-m is jointly continuous. 

Proof. We have 

[ [ 
<
<p,<!» (m) [[ ' = f f <p*(x)<j.(y,x)dx 

'
dy 

< [
[ <p [[ ' (f <j.(y,x) 

,
'dX ) dY 

= 1I<p 1 l 2 1 1 � 1I2 
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for all �ESn, and consequently also 

I I <CP'�>(m) Ilr = I I (h1 + . . . hn-m)r/2<cp'�>(m) I I 
= I I <cp,(h1 + . . .  +hn._m)r/2�>(m) I I 

< II cp II II (h1+ · · ·  +hn_m)r!2� I I 
< II cp II II � II r . 

From (4.23) and (4.26) it follows that a*(cp) and a(cp*) ,  cp ES, are continuous 
from S�@ (considered as a subspace of  @') into @', and from the definition 
of the direct sum topology it then follows that a*(cp) and a(<p*) belong to L(@', @ ') 

ln order to prove that a* and a are continuous from S into L( @' , @') , 
when the latter space is provided with -the topology of uniform convergence on 
bounded sets, we first note that every bounded set B in @' is contained in a set 

N 
of the form 2Bn with N<oo, where each Bn is a bounded set in S�@ . 

n=o 
Thus, it is sufficient to prove that a* and a are continuous from S into 

L(S�@, @' )  for each n, and this again follows from (4.23) and (4.26). 

Next, it follows from Lemma (4. 13) that the normalized bi-quantization K 
of a symmetric operator kER must be defined by 

(4.27) 

and it is easily verified that if K is defined by (4.27), then (4.9) holds. Also, if k 
is symmetric in S, then so is k(n) in S�@, and hence K is symmetric in @'. 
All that remains to be proved is the continuity of K. As in the case of  a*(<p) 
and a(cp*) ,  this follows from 

(4.28) LEMMA. If kEL(S,S) , then for each r=0,1 ,  . . . there exist constants A(r) 
and q(r) , which do not depend upon n, such that 

(4.29) 

when n > O .  

Proof. Since k is continuous in S, there exist constants C(r) and p(r) 
such that 

I I k<p I l r < C(r) I I cp IIp(r) for all cpES , 

where we may assume p(r) > r in view of (3 .13) .  
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Now consider one of the operators kj,j=1 , . . .  , n  (cf. (3.21 ) ) .  For defini­
teness, let us assume j=1 .  Every element ú) ESn@ can be written in the form 

where �" runs through the Hermite elements o f  SCn-1)@, while ep,,=<�,,'ú» (n_l)ES, 
the multiple series being unconditionally convergent in Sn@. The norms of ú) 
are given by 

I I ú) II ; = < 2: ep"�,, , (h, + . . . + hn( � ep,,�,,> 

so that also 

It  follows that 

" v 
r 

= <2: epv�v , 2: ( � ) h�-S(h(n-l»)S 2 ep,,�v> 

r 
v S==D V 

= L ( � ) 2 11 �v ll; Il ep" II�-s ' 
S=D " 

r 
IIk, ú) II; = 2 ( � ) L II �v ll; Il kep" II;-s 

S=D v 
� 2rC(r) 2 2 11 �v 11�(r) II ep" 11�(r) " 
= 2rC( ) 2 ",' < . 1 .  hP(r)h(n-l)p(r) .1. > r � epv�v , I epv�v v 

II k(n)ú) I lr � nA(r) II ú) 1 12p(r) 
< A(r) I I ú) 11 2p(r)+2 • 

We have now proved 

(4.30) THEOREM.  Let the space @ '  defined in (4. 17 )  be prO!Jided with the scalar 
product (4. 19) , and let the operators a* and a be defined by (4.20) and (4.21 ) .  



160 EBBE THU E  POULSEN 

Then @;' is a space of type 6, a normalized racuum element being {1 ,O,O, . . .  }, and 
the normalized bi-quantization of any operator k ER being giren by (4.27) . 

We shall next prove 

(4.31) THEOREM.  S' is a minimal space of type 6, i .  e. , if 6? is any space of 
type 6, then there exists a continuous identification mapping J of @' onto a dense 
subspace S? of 6?, which preserres the type-6-structure. 

By this last statement we mean that J preserves scalar products, that 
it maps a normalized vacuum element into a normalized vacuum element, and 
that it « commutes» with all operators a(qJ*) and a*(qJ) as well as with all norma­
lized biquantizations K of symmetric operators kER. 

Proof. The identification mapping J of the theorem is of course the mapping 
defined by (4. 18). Obviously, all we need prove is that J is continuous, and hence, 
it �s sufficient to verify that the mapping 

, 
(4. 32) ÜI � (n !r "2 a*n@ (w)'Yo 

from S�@ into 6? is continuous for each n. By assumption, a* IS continuous 
from S into L( 6? , 6?) ,  and hence the multilinear mapping 

, 
(qJ" . . . ,qJn) � (n l ) - 2" a*(qJ , }  . . . a*(qJn)'Yo 

is continuous in each variable separately. It then follows from results due to 
Grothendieck [8] that the mapping (4.32) is continuous. For completeness, we 
shall give an elementary direct proof for the case n=2.  

Let U be a neighbourhood of  ° in 6? We first prove that there exists 
a neighbourhood 

of ° in S such that 

Assume the contrary, then there exists a sequence of pairs qJm !.f;rtl such that 

1 
I l qJn lln < - , n 

1 
I I !.f;n l ln < - ·  n 



and 

(4.33) 
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Now, sme e �n -+ O in S, the set {�n} is bounded in S, and hence the set 

is bounded in S? 
On the other hand , since CPn-+O in S, a*(CPnyqr tends to O in S? uniformly 

on every bounded set, but that eontradiets (4.33) .  

(4.34) 

The eontinuity of the mapping (4.32) now follows from 

LEMMA.  Let K� cr denote the subset , 

of S2@ .  Then the confJex hull conv ( K� cr) contains a neighbourhood , 

Proof. We first remark that I I  X I I�s ):: < x,hfh�X > m S2@ .  Thus, for 
all elements X of V p , 

As XES2@, it is o f  the form 

n 
X = 2: �j�n+j ,  �k ES , k= 1 ,  . . .  ,2n ,  

j=1 
for some integer n. Consider the at most 2n-dimensional spaee E spanned by 
�1 ' . . . '�2m and let PE be the proj ection of S on E with respeet to the sealar 
produet < . , ·>r = < . , hr .> .  Further, let hE=PEh4PE denote the «proj eetion 
on E» of  the operator h4, and let x[J. , [L= 1 ,  . . .  ,dim E � 2n, be a system of eigen­
funetions of hE , orthonormal w. r. t. < . , ·>r . Thus 

1 1  

<x[J. , hrxv> = 3[J.v , 
<x[J. , hr+4"X.v> = 3[J.vÀ[J. . 
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Obviously, we may assume that the eigenvalues À[1. do not decrease with [L. 
By the well known maximum-minimum properties of the eigenvalues of self­
-adjoint operators, we conclude that 

the number on the right hand side being the [L' th eigenvalue of the operator h4• 
For the application to the present case it is of  course essential that the operator 
which enters the scalar product < . ,  · >r commutes with h4• 

then 

If we expand X in the form 

dimE 

X = 2 tEJ.VXEJ. X\I , 
[1.,'.1=1 

dimE 

<x,h�+4h�+4x> = 2 1  t[1.V 12ÀEJ. Àv < p2 . . 
[1.,'.1=1 

Thus, we have the upper bound 

Further, as I I  xfl. l!r = 1 ,  we have, choosing 8- < (J ,  

dimE 

where �fl. E Kr,a .  The proof of the lemma IS now completed by use of the 
estimate 

fl.,V=1 
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THE MINIMAL COMPLETE SPACE @ .  
We define the space @ as the direct sum 

n=o 

with the same convention as above : S� is interpreted as C .  Elements in @ 
are represented in the same way as elements in @' . 

I t is easily seen that @ is a complete space - in fact, that it is the 
completion of @'. ln particular, @, is dense in @, so that every continuous 
linear transformation from @, into some complete locally convex space S has a 
uni que continuous extension from @ into S. 

I f  we apply this remark with S= @, it follows that @ is of type 6, and 
if we apply it with S= 6?, where 6? is any complete space of type 6, we get 

(4 .35) THEOREM .  @ is a minimal complete space of  type 6 .  

This statement is to be interpreted in the way elaborated in the formula­
tion of the theorem (4 .31 ) . 

THE MAXIMAL SPACE 6 AND ITS FOCK REPRESENTATION . 

We define the space 6 as the completion of an arbitrary space 6? of 
type 6 in the topology 'J determined by all semi-norms of the form 1 1 1 · 1 1 1 T ' where 

I I I <I> I I I T = I I I  T<I> I I I  , 

for operators T in the algebra generated by all a( cp*) and a*( cp) and all normalized 
bi-quantizations K of self-adjoint operators kER . 

By exactly the same line of reasoning as was applied in Section 3 one 
proves 

(4.36) THEOREM.  6 is a maximal space of type 6 .  

There is only one detail in the proof of this which is not obvious, and that 
is the fact that the operators a and a* : S -+  L( 6 ,  6) are continuous. The proof 
of this is postponed until later (lemma (4.47) ) .  
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First, we prove that the topology ']' of an arbitrary space @5? of type Ei 
arises from a metric by exhibiting a sequence of norms which determine this 
topology. 

(4.37) THEOREM.  The topology ']' of any space @5? of type @5 is determined by 
the increasing sequence of norms I I I · I I I r giçen by 

1 1 1 <I> 1 I 1� = <; <1>, (H +Po{<I» for r=O,1 ,  . . .  , 

or, equiçalently, by the norm I I I · I I I and the increasing sequence of semi-norms 1 1 1 · I l l (r) 
defined by 

where H is the normalized b i-quantization of the operator h=bb* in S, while Po 
is the projection on 'Yo, i. e. Po<l> = <'Yo,<I>} 'Yo . 

Proof. First note that HPo=PoH=O on @? ,  and hence that HPo=PoH=O 
on e?, so  that (H +Po{ =Hr 

+Po for r > O .  

then 

(4. 38) 

It folIows that if 

n=o 

00 
I I I <I> I II� = I cp(O) 12 + II I <I> I II (r) = I cp(O) 12 + L' 11 cp(n) I I� , 

n=1 

and so it folIows from (3 .13) and the density of @? in e? that the 1 /1 · I \ l r are m 
fact norms, and that they are increasing. 

Exactly as in the proof of Theorem (3. 10) it is sufficient to prove that 
alI operators a(cp*) and a*(cp) as well as all normalized bi-quantizations K of  
symmetric operators k ER are continuous in the topology ']" defined by the 
norms 1 1 1 ·  I l Ir . 

Since @;? is dense in @5? also with respect to the topology ']" ,  it is 
sufficient to consider @? or, equivalently, @' . 

We divide the remaining part of  the proof of (4.37) into three separate 
lemmas. 
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(4.39) LEMMA. The operator a(cp*) on @' is continuous in the topology :J' for 
eCJery cp e S . 

Proof. Assume that cp eS and that <I>={cp(n)} e @' .  We then get from (4.21) 

1 1 
( *)""_{< (1» 2 "2  < (2» ""2 < (n» } a cp 'V - cp,cp , cp ,cp (1) ' " . ,n  cp, cp (1) " ' "  

whence by (4.26) and (3. 13) ,  00 
(4.40) I I I a(cp*)<I> I I I � = l<cp,cp(I» 12 + L n II <cp,cp(n» (I) I I� 

n=2 00 
� L n II cp 1 12 I I cp(n) I I� 

n=1 

(4.41) LEMMA. The operator a*(cp) on @l' is continuous in the topology �' for 
eCJery cpeS . 

Proof. First note that 

(4.42) I II a*(cp)<I> 1 1 12 = I I I a(cp*)<I> 1 1 12 + II cp 11 2 I I I <I> 11 12 

by (4.3) ,  (4.5 )  and (4.40) . 

� 2 II cp 1 12 I II <I> I I I � 

Next, by (4.9) and (4.20) we get 

(4.43) 

= HS-1 a*( hcp ) + HS-1 a*( cp)H 
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and the formulas (4.42) and (4.43) give 

(4.44) 

S 

� 2 L (; ) II cp 11 2p II I <1> 1 1 1 2s-2p+l • 
p=o 

(4.45) LEMMA. The normalized b i-quantization K of any operator kEL(S,S) 
is continuous on @' in the topology ':]' . 

Proof. An immediate consequence of (4.29) .  

This completes the proof of Theorem (4.37) .  

(4.46) THEOREM. The maximal space e can be identified with the space of all 
sequences. 

ffi _ { (o) (1) (n) } 'l-' - cp ,cp , . . . ,cp , . . . , 

for which all norms 1 1 1 ·  I l I r defined by 
00 

I I I  <1> 1 1 1 ;  = I cp(O) 12 + L II cp(n) I I� 
n=1 

are finite, the topology being determined by these norms. 

Proof. Identical with the proof of Theorem (3 .19) . 
For elements <1> E e ,  the sequences {cp(n)} are rapidly decreasing with 

respect to n in virtue of the inequality (3 .13) . 

(4.47) LEMMA. The operators a and a* are continuous from S into L ( e , e). 

Proof. As S is metrizable, it is sufficient to prove that when cp runs 
through a bounded set in S and <1> through a bounded set in e, then a( cp*)<1> 
and a*( cp)<1> run through bounded sets in e. This is an immediate consequence 
of the estimates (4.40) and (4.44) , which in view of Theorem (4.46) are valid 
not only in 6', but also in e .  
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5 .  The dual spaces @* and s* . 

A C LASS OF SEQUENCE SPACES . 

As we have seen, Sn may be represented as a space of multiple sequences ,  
and hence S may be represented as a space of sequences. It  is easily seen that 
all spaces Sn, S� and S can be represented as a: space of the type described 
below. 

Let P = {Pn} be a sequence of non-negative real numbers with Pn�oo 
for n�oo . Denote by S( = S(p)) the locally convex space of all complex sequences 
x = {xn} satisfying 

I I X I I; = 2 p� I Xn 12 < 00 , r = 0,1,2, . . .  , 
n 

with the topology determined by the norms I I · I l r , r=0,1 ,2, . . . . 
For reference purposes we collect here a number of facts concerning spaces 

of this class. (These spaces are particular instances of countably Hilbertian 
spaces in the terminology of GEL'FAND and VILENKIN [7], and all facts in this 
paragraph are well known). 

It is easily proved that S is a complete metrizable locally convex space. 
Denote by H r '  r real, the Hilbert space of alI complex sequences x, 

for which 

(5. 1 )  I I X II � = 2 p� 1 Xn 12 < 00 . 
n 

If r' < r", then Hr, :J  Hr/l algebraicalIy and topologicalIy Slllce Pn IS 
bounded away from 0, and 

More exactly, algebraicalIy and topologicalIy, S is the projective limit 
of the spaces Hn r �  00 • 

Since Pn --+ 00, it folIows that every bounded set in Hr is relatively compact 
in every Hs with s<r, and from this it further folIows that every bounded set 
in S is relatively compacto 

Since every continuous linear functional f on Hr can be represented in 
the forro 
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for some sequence f = {fn}EH_l" it follows that 

00 
S* = U H-r =  U H_r 

1' = 1  rER 

algebraically. 
We shall now prove 

(5.2) LEMMA. A conCJex subset U* of S* is a neighbourhood of O if and only if 
U* n H_r is a neighbourhood of O in H_r for eCJery real number r. Thus, alge­
braically and topologically, S* is the inductiCJe limit of the spaces H_r , r ---+ 00 • 

Proof. It is trivial that U:r = U* n H_r is a neighbourhood of O Ín H_r 
if U* is a neighbourhood of O in S* .  

Assume conversely that U:r is a neighbourhood of O in H_r for every r .  
We may clearly assume z U* c U* for all complex numbers z with I z I � 1 . 

If we define 

and 

.Br={xEHr I I <f,x> I � 1 for all fEU:r} 

Br=Br n S ,  

then RI' IS the closure of Br in H,. , and 

B - n B - n B-- 1' - r 

is a bounded subset of S . 
We shall now prove that 

r r 

u* � {fES* I I <f,x> I � 1/4 for all xEB} , 

and the lemma follows. 
Assume that f1= U*, and choose an integer ro such that fEH_ro• For every 

integer r � ro we have fEH_r and f1= U:r 7 and by Hahn-Banach's theorem there 
exists an element XrEBr such that 

1 <f,xr> � 2· ·  
Since Br' S Br for r < r', the sequence {Xl'} is bounded, hence it has a 

convergent subsequence, and its limit x belongs to B .  Since f is continuous, 
we have <f,x> � 1/2 > 1/4, and the lemma follows. 
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I t is easily proved that 

(5.3) LE MMA. A subset B* of S* is bounded if and only if there exists a number r 
such that B c H_r and B is bounded in H_r . 

Finally, it is easily proved by means of (5 .2) and (5 .3) that 

(5.4) THE OREM.  S is reflexi"e and S is dense in S* .  

We remark that it is well-known that complete metrizable spaces, m 
which bounded sets are relatively compact, are reflexive. 

ADJOINT AND DUAL MAPPINGS 

We have already noted that if S is provided with a scalar product, and T 
and T* are linear mappings in S satisfying 

<x, Ty> =< T*x,y> for all X,YES, 

then T and T* are said to be adjoint. 
On the other hand, if T is a continuous linear operator in S, then it is 

customary to call the continuous linear operator T* in the dual space defined by 

< T*f,x> = <f, Tx> for all XES, fES* , 

the adjoint of T. Here we shall instead call this operator T* the dual of T. 
It is clear that if S is provided with a continuous scalar product, then 

this scalar product establishes a canonical embedding of S onto a subspace 
of S*, and if a continuous operator T in S has a continuous adjoint, then this 
adjoint is the restriction to S of the dual of T. 

Let us also note 

(5.5) LEMMA. If S is a reflexi"e locally con"ex space, then the mappmg 

T � T* 

of L(S, S) into L(S*,S*) is a conjugate linear homeomorphism. 
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THE DUAL SPACES Sn* AND S�* . 

As a preparation for the discussion of the dual spaces of the extreme 
spaces of type 6, we first make a few remarks concerning Sn*, which, as we 
know, may be identified with Schwartz' space of temperate distributions. 

The space Sn may be identified with the space sn of all rapidly decreasing 
multiple sequences c = {cv }vENIl . Hence , the dual space Sn* may be identified 
with the space sn* of all multiple sequences T={tvLENIl ' which are temperate 
in the index. By this we mean that for each element T there exists a polyno­
miaI p such that 

I tv I < p(v) for all vENn . 

The duaIs of the continuous operators bi, bt , and sym in Sn are extensions 
to Sn* of the operators bt, bi, and sym in Sn, and since Sn is dense in Sn* we 
deduce that bt , bi , and sym have unique continuous extensions to Sn* . These 
extensions will also be denoted bt , bi , and sym, and in the two standard repre­
sentations of Sn, the formal definitions of these operators in Sn* agree with 
the definitions in Sn . 

Finally, the dual space S�* of S� = symSn can be identified with symSn*. 

THE SPACE @* . 

It follows from the definition of @ that the dual space @* may be 
identified with the space of all sequences 

(5.6) 

with the topoIogy of coordinate-wise convergence. By this identification the 
formula 

00 
<T,<I>� = 2'< T(n), 'f!(n» 

n=o 

holds for all elements <I> = {<p(n)} of @ .  

THE SPACE 6* . 

Since @c6  algebraically and topologically, and since @ is dense in 6, 
we have 6*c @*. Thus, also elements of 6* may be written in the form (5.6) . 
However, obviously not all sequences (5.6) beIong to 6* . 
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(5 .7)  THEOREM. The space 6* consists of those sequences T={ T<n)} of symmetric 
temperate distributions for which the series 

00 
(5 .8) .L < T<n) , ([J(n) > 

n=o 

is conrergent for ali elements <l> = {([J<n)} of 6, and then {T,<l>}> is equal to the sum 
of this sàies. Moreorer, the series (5.8) conrerges uniformly on bounded sets in ê. 

Proof. Since 6 is a complete metrizable space, the principIe Df uniform 
boundedness holds. Hence, if the series (5.8) is convergent for all <l>E 6 , the 
partial sums are equicontinuous, and from Arzela's theorem it follows that (5.8) 
converges uniformly on compact sets. The final assertion of the theorem now 
follows from the fact that bounded sets in 6 are relatively compacto 

Since the dual of a metrizable space is complete, the theorem follows. 

We finally remark that 

@ c 6 c 6* c @* 

algebraically and topologically, and each of these spaces is dense in each of the 
larger spaces. 

Let 6? be any space of type 6. We then define 

for CPl ' • . • '�n ES, and extend the mapping a*m@ @an@ to a linear mapping from 
S(m+n)@ into LUEi, 6?) (cf. Section 4) .  For m=O or n=ü we simply write an@ 
resp . a*m@ . 

From the proof of Theorem (4.31 )  we deduce that this mapping is conti­
nuous, and hence, if L( 6?, 6?) is complete, it has a uni que continuous extension 
to all of Sm+n . Since 6 is a complete metrizable spaee, L(6,6) is complete, 
and henee we have in particular 

(5.9) LE MMA. The mapping a*m®®an@ exists as a continuous linear mapping 
from Sm+n into L(6,6) . 
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Since a*(rp) and a(rp*) are adjoint, then so are 

where rev is the continuous linear mapping in SP, which on the generating 
elements of SP0 is defined by 

It follows from the preceding remarks that we have 

(5 .10) LEMMA. If f{!} is any space of type 6, then a*m0 0an0(w) exists as a 
continuous linear mapping from 6?* into 6?* for all w Escm+n)0 . 

From Lemma (5 .5) and (5.9) we further get 

(5. 1 1 )  LEMMA. The mapping a*m00an0 exists as a continuous linear mapping 
from Scm+n) into L(6*,6*) .  

We shall next prove 

(5 .12) THEOREM. The mapping a*m00an0 has a umque continuous extension 
from Scm+n)* into L( 6, 6*) . 

Proof. Since L( 6, @;*) is complete and S(m+n)0 is dense in S(m+n)* , 
it is sufficient to prove that a*m00an0 is continuous from S(m+n)0 into 
L(6, 6*) ,  when S(m+n)0 is given the topology of sCm+n)* . Now let +I'!!,.+n 
denote the completion of S(m+n)0 in the norm I I · II-r defined by (3. 1 1 )  for 
arbitrary real r. It follows from Lemma (5.2) that it is sufficient to prove that 
for every positive real number r, the mapping a*m00an0 is continuous, when 
S(m+n)0 is provided with the norm I I ·  I I-r . 

Let <D={ rpk} and ':Y={ Y;k} be elements of @;, and let Xl ' "  · ,Xm'Wl ' · · ' ,Wn 
be elements of S. The formula (4.21)  glves 
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U sing the function representation, and writing 

we get 

I f  we now write Mm+n)=kCm) +kCn) and take the symmetry of Mm) and h(n) 
into account , we get for alI positive integers r :  

r 
= L G) J J J Mm)' q>;:'+k Mm+n)-r X, · · · (,)n Mn{--' of"+kdxdydz , 

s=o 

and hence 

for alI (U EScm+n)(8) • 
From Cauchy-Schwarz' inequality it folIows that 

� II �' 2 11 II �23 1! II �31 II , 
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and smce h(m) � kCm+k) m Sm+k and similarly for kCn), we finally get the 
estimate 

00 r 
� L L (m+k)m/2(n+k)n/2( : ) II CfJm+k 11 28 II W 1 1-2r II �n+k 11 2(r-8) 

k=o s=o 
r 00 

� I I W 1 1-2r L ( :) L I I CfJm+k 1128+m II �n+k 1 12(r-s)+n 
s=o k=o 
r 

� II W 1 1-2r L ( : ) I I I  <1> 1 1 128+m I I I 'Y 1 11 2(r-s)+n 
8=0 

for WES(m+n)@ . 
Since the norms m L( S, S*) are glven by 

sup sup I � <1>, T'Y:}> I 
<PEB1 'f!'EB2 

for TEL(S, S*) ,  where B1 and B2 are bounded subsets of S, the theorem 
follows. 

(5 . 13) THEOREM.  The mappings a*n@ and an@ hac;e unique continuous exten­
sions from Sn* into L(S* , S*) and L(S, S) respectic;ely. 

Proof. Since the mappings a*n@(Ú)) EL( S*, S*) and an®(Ú)*) EL( S, S) 
are dual for WESn, it follows from Lemma (5.5) that it is sufficient to prove 
the assertion concerning an®. If we apply Lemma (5.3) to S* and use the 
fact that S is reflexive, the result follows from the estimate 

I �<1>,an@(w)'Y}> I � I I W I I-r iII <1> I II-s I I I  'Y I l Ir+s+n , 

which is valid for all pairs of non-negative real numbers r,s. The proof of the 
estimate is analogous to, and actually simpler than, the proof of the estimate 
applied in Theorem (5. 12) .  
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The preceding results are summarized below. 

(5 . 14) The operators a*m® ®an® admit the following continuous extensions : 

We finally note that all these results remain true if 6 is replaced by @ 
everywhere. This follows from the above results when the simple properties 
of the topologies of @ and @* are taken into account together with the fact that 
a*m®®an®(w) maps each summand S! or factor S!* into S!+m-n or S<j!+m-n)* . 

The negative statements follow from the fact that if TES�*, but T f/= Sn, 
then a*n®( T)'Y does not belong to 6 for any non-zero element 'YE@ , and, on 
the other hand, an®( T) cannot be defined meaningfully on all of 6* .  

We further remark that now the final assertion of Theorem (5.7) can be 
formulated : If T={ T<n)} E 6* (or @*) , then 

00 
T = 2 (n !f+ a*n®( T<n»)'Yo , 

n=o 

the series being unconditionally convergent in 6* (resp . @*) . 
ln conclusion, let us state the following almost trivial result : 

(5 .15) LEMMA. For erery double sequence { T  mn} with T mn ES(m+n)* , the double 
senes 

L a*m® ®an®( T mn) 
m,n 

is unconditionally conrergent in L(6,@*) . 
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6. Gaussian elements 

GAUSSIAN E LE MENTS lN Sn AND Sn* . 

If we use the function representation of Sn, then clearly the Gaussian 

functions g(x) = exp (- � 2 Cl.jkXjXk) are characterized (except for a numerical 

factor) by the differential equations 

j = 1 ,  . . . ,n ,  

or 

(6. 1 )  j=1 ,  . . .  , n , 

where the matrix � = {�jk} IS determined from the matrix Cl.={Cl.jk} by 
� = (Cl.+1t1 (Cl.-1 ) . 

Since the operators bj and b/ have been extended to Sn*, the equa­
tions (6. 1 )  make sense in Sn* for any matrix {�jk}, and by a Gaussian element 
in Sn* we shall understand one which satisfies a system of the form (6. 1 ) .  

Gaussian elements of particular interest are �o and the distributions � 
and 1 corresponding to �=O,1 and -1 respectively. 

We shall not here discuss the conditions which � must satisfy in order 
that (6. 1 )  have a non-zero solution belonging to Sn*, but turn at once to the 
study of Gaussian elements in @*. 

GAUSSIAN ELEMENTS lN  ®*. 

By analogy from the preceding paragraph we introduce the following 
definition : 

If c.uEL(S,S*), then an element rE  @* is called a Gaussian element corres­
ponding to c.u iff 

(6.2) 

Before we investigate the existence and structure of Gaussian elements, 
we reproduce the following version of Schwartz' nuclear theorem : 
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(6.3) LE MMA. If wEL(S,S*) ,  then there exists a unique element WES2*, called 
the kernel of w, such that 

for all cp ES  . 

We first prove 

(6.4) LE MMA. A necessary condition that there exists a non-zero Gaussian element 
corresponding to a gi(Jen operator wEL(S,S*) is that the kernel C;; of W be symmetric, ......... ......... �. e. w =sym w . 

Proof. First note that it follows from Section 5 that we have 

[a(cp*) ,a*( T) ]= <cp, T> 

in L(@*, @*) for all cpES and all TES* . 
Now let r be a Gaussian element corresponding to w, and let cp and � be 

arbitrary elements of S. Then 

a(cp)a(� )r = a(cp)a*(w�)r 

= a*(w�)a(cp)r+ <cp*,w�> r 

= a*(w�)a*(wcp)r+<cp*,w�> r , 

and smce 

[a(cp) ,a(�) ]=[ a*(wcp) ,a*(w�) ]=0 , 

it follows that if r =1= 0, then 

or 

and the result follows. 

(6 . 5) THEOREM .  Let wEL(S,S*) ,  and assume that the kernel (;) of w is symmetric. 
Then e(Jery Gaussian element r corresponding to w is of the form r=cr(W) ,CEC, where 

(6.6) 

00 1 
r(w) = 2: ((2n) 1)-1/2a*2n® (2-n (2:) 2 ú)n)1Yo , n=o 

and con(Jersely, r(w) �s a Gaussian element corresponding to w. 
12 
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Proof. Assume that 00 
r = L (k ! )-1/2a*k0(rk)'FoE @* 

k=o 

IS a Gaussian element corresponding to w, and let cp ES . Then, applying (6.2) 
with cp replaced by cp* ,  we get 

for k �  1 ,  and 

<cp,r1 > = 0 .  

The last relation gives r 1 =0, and if we apply the first one to the element 
cpkESk, we get 

Since this holds for all cpES, it follows from Corollary (3.24) that 

and consequently, 

r2n-1 =0 for n=1 ,2, . . .  , 

while 

with c= r o , so that, in fact, r=cr(w) . 
Conversely, direct computation shows 

corresponding to <o, and the theorem follows. 

for n=1 ,2, . . . , 

that r( w) I S  a Gaussian element 
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DELTA-FUNCTIONALS. 

Gaussian elements of particular interest are those corresponding to ú) = 1 
and ú) = - 1  - they play a rôle corresponding to that of � and 1 in the finite­
-dimensional theory. We call r(1 ) and r( - 1 )  the delta-functionals, and we denote 
them �(Q) and �(P) respectively. If we put 

then 

Q(<p)�(Q) =P(<p )�(P) =0 

for all <p ES . 
Let us mention that �(Q) and �(P) do not belong to S* since 

so that 

I I sym Tn II-r = 00 for n )= r , 

I I I  �(Q) I I I-r = I I I  �(P) I I I-r = 00 for every r .  

7 .  Displacement operators. 

D ISPLACEMENT OPERATORS lN Sn . 

If we use the function representation of Sn, then the displacement operator 
-r(h) defined by 

(-r(h)<p ) (x) =<p(x-h) , 

where hERn is characterized (except for a numerical factor) by the following 
system of equations 

-r(h)Pj=Pj-r(h) , 

-r(h)qj=(%-hj)-r(h) , 
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or, equivalently, 

1 
-r(h)bj = (bj + i2- 2 hj}-r(h) 

1 
-r(h)br= (bJ - i2- 2 hj}-r(h) , 

j=1 ,  . . .  ,n . 

Now, let f be an arbitrary vector in Cn. We shall then call a linear operator 
D in Sn for a displacement operator associated with f iff 

Dbj = (bj - �)D , 

Dbr = (br- fj)D . 

It can easily be shown that if D is a displacement operator associated 
with f, then D is of the form 

where the real vectors h and k are 

1 
h = i2 - -;: (f - f) . 

DISPLACEMENT OPERATORS lN @; .  
By analogy from the preceding paragraph we introduce the following 

definition : 
I f  fES*, then an operator DEL(@, @*) is called a displacement operator 

associated with f iff 

(7 . 1 )  

(7 .2) 

for all cp ES . 

Da(cp*) = (a(cp*) - < cp,f» D , 
Da*(cp) = (a*(cp) - < f,cp » D 
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Before we investigate the existence and structure of displacement operators, 
we introduce some further notation. 

We define the operators ar and al by 

af(cp*) = a(cp*)- <cp,f> , cp ES , 
(7 .3) 

al(cp) = a*(cp) - < f,cp > , cp ES . 

We shall also need the «tensor powers» 

n 
a7®("'*) � L>  _1)k( �) acn-lq®( < ",f>(k») , 

k=o 

n 
aln@(w) = L (_1 )k ( �) a*(n-k)( < fk,w>(k») , 

k=o 

of these operators. 
It is clear that a7@ and a'fn@ are continuous from Sn into each" of the 

spaces L(@, ®) ,  L( 6, 6), L( 6*, 6*) ,  and L( ®* ,  ®*) , and also that a7@(w*) and 
a1n@(w) are dual, when considered in any pair of spaces for which this makes 
sense. 

(7 .4) THEOREM.  Let fES*. Then efJery displacement operator D associated with f 
is characterized by 

(7 .5 )  

(7 .6) 

ao 1 1 
D'Yo = c 2: (n l )

- "2 a*n@ ((n l )- "2 fn)'Yo = 'Yo[f] , 

D'Y 

00 1 

n=o 

00 1 L '
(n l )- "2  a1n@(�n)'Yo[f] 

n=o 

for 'Y = 2' (n l )
- "2 a*n@(�n)'YoE®,  and confJersely, the operator D defined by (7 .5) 

n=o and (7 .6) is a displacement operator associated with f. 
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Proof. We first note that if  D is a displacement operator associated with f, 
then it follows from (7 . 1 )  that D'Yo is a solution to the equation 

a( cp*)T = < cp,f>T for alI cpES . 

We shalI prove below (Lemma (7 .7 )  ) that the complete solution to this 
equation is the set of all elements 'Yo[f]E ê*, where 'Yo[f] is given by (7 .5) .  Now 
it follows from (7.2) that 

for all cpES , 

and hence, D must be of the asserted formo 
The verification that the operator D defined by (7 .5) and (7.6) is in fact 

a displacement operator associated with f can easily be carried out directly. 
However, in Lemma (7.9) below we shall give a simple formula for D, from 
which this follows immediately. 

(7 .7)  LEMMA. The complete solution in ê* to the equations 

(7 .8) a(cp*)T = < cp,f>T for all cp ES 

is the one-dimensional manifold defined by (7 .5) .  

00 1 
Proof. For T = L (n ! )- "2 a*n@( Tn)'YoE@* and cp ES we have 

n=o 

00 1 1 
a(cp*)T = L (n ! )- 2 a*n@ ((n+1)"2 <CP, Tn+l >(l»)'YO ' 

n=o 

so that (7.8) is equivalent to 

1 
(n+ 1 ) 2 < cp, Tn+1 >(1) = < cp,f> Tn 

= < cp, T nf>(l) 
for all cpES . It follows that 

1 
T

n 
= c(n .I )

- 2fn ·th T WI c= o , 

and the lemma IS proved. 
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(7.9) LEMMA. Let fES* , and define the operators D+ (f) EL ( @ , @) and 
D_(f) EL( @* ,  @*) by 

Then 

and 

00 
D+(f) = exp ( -a(f*») = L (-a(f*)tjn ! , 

n=o 
00 

D_(f) = exp (a* (f) ) = L (a*(f))njn ! . 
n=o 

[D+(f) ,a(cp*) ] = [Djf) ,a*(cp)] = O , 

[D +(f) ,a*( cp)] = - <f,cp > D +(f) , 

[Djf) ,a(cp*)] = - <cp,f>Djf) , 

Djf)D+(f) = L a*m@ @an@(fmf*njm ln l ) 
m,n 

is a displacement operator associated with f- in fact, the one corresponding to c=1 
in  (7 .5) .  

Proof. The convergence of  the series for D +(f) and D jf) in L( @, @) 
and L( @*, @*) respectively is trivial, and so are the commutation relations 
satisfied by these operators. From these commutation relations it follows that 
D jf)D +(f) is a displacement operator associated with f, and hence, Theorem (7.4) 
shows that Djf)D+(f) is given by (7.5) and (7.6) for some complex number c, 
and computation of Djf)D+(f)'J!o shows that c= 1 .  ln particular, the existence 
part of Theorem (7 .4) follows. 

The convergence of the double series expansion of D jf)D +(f) follows 
from Lemma (5 .14) .  

Displacement operators in � .  

By � we denote the Hilbert space obtained by completing @ in the 
norm I I I · II I · It is clear that � admits a Fock representation and that 

00 

1 = {'Y = {<Pn} I <Pn E 1l
n , II I 'Y I II' = L Hn II' < <Xl} , 

n=o 
where ':Un denotes the completion of S� with respect to the norm II · I I . 



184 EBBE THUE POULSEN 

(7 . 10) LEMMA. The element 'l"o[f] of (7 .5) belongs to � iff fE'll(=1P ) .  

Proof. An immediate consequence of the form of 'I" o[f] . 

Let us note explicity that 

00 
1 1 1 '1" o[f] 1 1 12 = I C 12 L (n 1tt II f l1 2n = I c 12 exp ( [1 f l [2) , 

n=o 

so that [ I I  'l"o[f] I I I = 1 if the factor c of (7 .5)  is chosen to be 

c = exp (- � [I f 1 12) . 
ln the sequeI we shall normalize ''Yof f], and hence D, by this choice of c. 

The displacement operator associated with f will be denoted by D(f) , when 
normalized in this way. 

(7. 1 1 )  THEOREM .  For all fEtl, the normalized displacement operator D(f) has a 
unique continuous extension, which maps � into � .  This extension is a unitary 
operator in � ,  and 

(7 . 12) D(f+g) = exp ( i Im<f,g> )D(f)D(g) . 

Proof. The operators af(ep*) and a'f(ep) are adjoint w. r. t. the scalar product 
in I ,  they satisfy the sarne commutation relations as do a(cp*) and a*(cp) ,  and 
the element 'Y o[f] acts as a vacuum element for these operators. As in the 
proof of Theorem (4. 10) it follows that 

1 t 
{(m 1 )- 2 a;m@(<õ)'Yo[f],(n l )

-
2 af'n@(X)'Yo[f]}> 

= { �O>,x> 

fo'r all elements WES�, XES� . 

for m =i= n , 
for m = n ,  

From this it follows that D(f) is an isometry of @ into �, and hence that 
it can be prolonged to an isometry of � into � .  ln order to prove that 
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thi8 i80metry D(f) is unitary, it is 8ufficient to prove (7 .12) ,  for then, in 
particular 

80 that D(f) is invertible. 
Now, clearly 

D(f)D( -f)=D(O)=1  . 

D(f)D(g)a*(�)=af+g(�)D(f)D(g) , 

D(f)D(g)a( �*) =af+g( �*)D(f)D(g) , 

anrl hence D(f)D(g) =kD(f+g) in view of Theorem (7.4) .  ln order to evaluate k 
we calculate the vacuum expectation value 

We find 

and 

and the theorem follows. 

00 
= exp( - �- lI f j j2-� jjg j j2) L < -f,g>n/n ! 

n=o 
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8. Representation by functionals and a Fourier transform 

FUNCTIONAL REPRESENTATION OF @ . 

With the aid of displacement operators and the 3-distribution, the 
representation of Sn as a space of functions can be realízed as follows : For 
<p E Sn and xERn we define 

(f)(X) = <3,"( -x)<p > . 

Similarly, we are now in a position to interpret elements <l> of @ as 
functionals on the real part ReS of S simply by defining 

(8. 1 )  

for <p E ReS . 
Note, however that this functional representation has been normalized 

rather arbitrarily in accordance with the arbitrary normalization of 3(Q). On 
the other hand, the displacement operator has quite naturally been normalized 
so as to be unitary, and as we shall see below, any modification of D(i2-1/2<p} 
by a factor c( <p) of norm 1 would be unnatural. 

Apart from these questions concerning normalization of the functional 
representation, a more serious problem concerning the equation (8. 1 )  is the fact 
that the expression on the right is not defined, since, as we have noted, 3( Q) €f= �*, 
and on the other hand, obviously, 'Yo[f] = D(f)'Yo €f= @ for any non-zero f. 

The following theorem shows that the equation (8. 1 )  makes good sense 
when suitably interpreted . 

(8.2) TREOREM. Let A denote the family of positire sequences a= {an} satisfying 
an =o( exp( -kn)) for all real k .  Let ê denote the subspace of � consisting of all 
sequences 'Y-:- {�n} satisfying 

ex> 

I I I 'Y 1 I1:,ex = L ann ! < �m(h, . . .  hn(�n> < 00 

n=o 

for all r=O, 1 ,  . . .  and all aEA with the topology determined by the family of all 
norms I I I · I Ilr,ex . 
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1\ 
Then (5 is a complete space of type (5 with all operators defined by restriction 1\ 

from (5 ;  (5 is inrariant under all displacement operators D(f) associated with 
elements fES, and a(Q) belongs to ®* . 

We shall not prove this theorem here, but only note that it justifies the 
following computations. 

(8.3) LEMMA. For cpE ReS we hare 

Proof. We have 

and 

00 
=exp( - II cp 11 2[4) 2: (n 1 )-1 !2a*n®((n Ir1!2( i2-1!2cp)1i)'l" o 

n=o 

whence the result follows directly since 

(8.4) THEOREM. The functional ..y, which represents an element 'l" E @ 1,S of 
the form 

-
'l"(cp) = Pol(cp) exp ( - II cp 11 2[2) , 

where the <polynomiab> Pol (cp) is a finite linear combination of terms of the form 
k k <wk , CP > , wkES  . 

Proof. It is sufficient to consider elements 'l" of the form 'l" = a*( � )a*n®( w) 'l" o, 
with tjJES ,  WES�. Putting <I> = a*n®(w)'l"o , a = a(Q) , and cp= i2-1!2cp , and 
noticing that 
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o/(qJ) = <a(Q),D(i2-1/2qJ)'Y:> 

= <a,D(�)a*(� )<I>;; 

= <a, (a*(�)- <q5,�> )D(q5) <I> » 
= <a, (a(�)- <q5,�> )D(q5) <I> j> 
= �a,D(rp) (a(�)+ <�*,q5> - <$,�» <I>}> 

= <{: a,D(q5) (a(�) + i21/2<�* , qJ» <1>)> 
= i21 /2<�*,qJ> a>(qJ)+(a(�)<I>nqJ) , 

and the result follows by induction. 
Let us say that a (non-linear) mapping F from a locally convex: space 81 

into a locally convex space 82 is (real-) differentiable at the point XE81 iff there 
exists a continuous (real- )  línear ínapping Fx (called the differential of F at x) 
of 81 into 82, such that 

where the remainder R�(h) satisfies :  For every continuous semi-norm I I • 1 12 on 82 
there exists a continuous semi-norm I I • 1 1 1  on 81 such that · 

We mention without proof the following results. 

(8.5) THE OREM. For e(lery element 'YE @, the complex function 0/ on ReS �s 
'" 

differentiable. The ralue of the differential of 'Y at cp on the (lector �E  ReS will be 
'" 

denoted -.!'Y (cp) -note that this symbol is linear in � .  
a� 

ln the functional representation of @ the operators P=2-1/2(a+a*) and 
Q=i2-1/2(a-a*) are related to differentiation and multiplication in the following 
way : 

'" 
(p(�)'Yr(qJ) =- i a

a� (cp) , 

and 

(Q(�)'Yr( cp) = <�,cp > 0/( cp) 

for all �,cp E ReS . 



TE MPERATE D ISTRIBUTIONS l N  I NFINITELY MANY D IMENSIONS 189 

(8.6) THEOREM.  For erery element 'YEE,  define the function G('Y) on Re $ by 
G('Y) (cp) =exp( l l cp I 12j2)0/(cp) . Then the function G('Y) has a unique continuous 
extension to Re $*,  and the mapping G of @ into the space of polynomials Mer Re $* 
is an isometry into the space .c2(Re S*) of functions on Re S* which are square­
- integrable with respect to Gaussian measure (Gaussian cylindrical measure in the 
sense of GEL'FAND and VILENKIN [7J, weak normal distribution with parameter 
c = � in the sense of SEGAL [19J ) .  

2 
It follows from this theorem that it may be suggestive to think of the 

mapping 'Y-+o/ as a mapping, which, apart from a divergent «renormalization 
factor» 1t-OO/4, is an isometry of @ into the space .c2(ReS*)  of functions, which 
are square-integrable with respect to a non-existing «Lebesgue measure» on ReS*. 

THE FOURIER TRANSFORM lN Sn . 

Let Sn be a maximal space of type Sn, and let I be the mapping described 
above of Sn into the space (Sn) of rapidly decreasing infinitely differentiable 
functions. The Fourier transform in (Sn) can now be constructed as follows : 
Let F be the identical mapping of Sn onto itself, and define operators Pj/lj, 
j=1 , . . .  , n  in the image space by 

It is trivial that the image space FSn is again a maximal space of type Sn 
with 

"
the operators � = 2-1 /2(Pj - iQj ) ,bj* = 2-1 /2(Pj + iQj) (note that bjF = iF bj 

and b/F= -iFbl) ,  and hence there exists a canonical mapping II of FSn onto 
the function space (Sn). Clearly, the composed mapping 1=11F l-I is the 
usual Fourier transform in (Sn) . 

A FUN CTIONAL FOURIER TRANSFORM . 

It is now clear how a Fourier transform can be defined in a very natural 
way on those functionals -qr on ReS* , which represent elements 'YE @ (or, more " 
generally, ®).  

This functional Fourier transform carries multiplication by <I.)J, . > 

into - i times derivation in the direction I.)J and derivation in the direction I.)J 
into multiplication by i<I.)J, . > ,  and it is an isometry with respect to «Lebesgue 
measure» on ReS* . 
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S U M M A R Y  

The talks were a report on investigations carried out j ointly by Povl Kristensen, Institute 
of Physics, Lars Mejlbo, lnstitute of Mathematics , Aarhus University, and myself. 

To a Iarge extent these investigations have their origin in quantum field theory, and 
partly by way of introduction, partly in order to establish certain auxiliary results , we first 
study the corresponding problem of ordinary quantum mechanics. 

1 .  Spaces of type S .  

A well-known problem of quantum mechanics is the study of a pair of operators p,q 
satisfying [p,q]==pq -qp = -i. ln addition, these operators are required to be self-adjoint, 
and thus, in particular, they are assumed to be defined in a Hilbert space. Particular attention 
has been directed towards the problem of formulating additional assumptions on irreducible 
representations which assure the existence of a solution to the equation (p- iq)Iji = O  (the «cano­
nical» situation) .  

l n  contrast, we have studied the following problem : 

Let S? be a locally conçex space in which there is defined a continuous scalar product 
< . , . > and two continuous operators p, q, which are symmetric w. r. t. < . " > 
( i .  e .  <pcp , Iji > = < cp,plji» and satisfy [p,q] = -i. Assume further that S? contains an 

element ljio satisfying : (p- iq)ljio=O,  and Rljio is dense in S?, where R denotes the algebra of 
all operators which are polynomials in p and q. 

What can be said about the structure of the space S? - called a space of type S. 
The main result is that there exists a continuous mapping of S? onto a dense subspace 

of Schwartz' space S of testing functions for temperate distributions such that p and q corres-

pond to - i .� and multiplication by t. 
dt 
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2.  Spaces or type 6 .  

For the case of a finite number of operators p o ,  q o ,  i = 1 ,2 ,  . .  o , n  we have a result analogous � � 
to that above. For the case of an infinite number of such operators we formulate the requi-
remen ts somewha t differen tly : 

A locally convex space 6? is called a space of type 6 iff : 
6? is provided with a continuous scalar product. 
There exist continuous linear operators P and Q from S into the space L( 6? , 6?) 

of continuous linear mappings in 6? (L( 6?, 6?) is provided with the topology of uniform 
convergence on bounded sets) , such that 

[P(q:l) ,P(�)J = [Q(q:l) ,Q(�)] = O , 

[P(q:l*) ,Q(� )J = - i< q:l,�> , 

where cp* denotes the complex conjugate of cp .  
There exists an elemen t 'Yo sa tisfying (P( q:l )-iQ( q:l ) ) 'Yo = O such tha t iR. 'Yo i s  dense in 6? ,  

where iR denotes the algebra of  polynomials in all P(cp )  and Q(�) o 
To every symmetric and real operator kER there exists a symmetric operator 

KEL( 6?, 6? ) such that [K,P(q:l)] = iQ(kcp) , [K,Q(cp )] = - iP(kcp) for all real cpES . 
This final requirement is motivated in the quantum theory of free fields (we call K the 

bi-quantization of k ) .  
I t  i s  proved that there exist a minimal space é>, a minimal complete space @, and 

a maximal space 6 of type 6, and explicit representations of these spaces are constructed. 
The structure of 6 is similar to that of S - in particular, 6 is complete and metrizable, and 
bounded closed sets are compacto 

Representations of the dual spaces @* and 6* are also constructed, it is shown 
that the operators P and Q are continuous from S into L( 6*, 6*) ,  and that the operator 
a*= (P+ iQ) / V2 has a continuous extension S* --+ L( 6*, 6*) ,  while a = (P-iQ)/V2 has a 
continuous extension S* --+ L( 6, 6) . Other similar extensions are studiedo 

3. Displacements 

It is easily seen how the displacement operator 'rh : q:l(t) --+ cp(t-h) in S can be character­
ized algebraically. ln analogy we call an operator D(f)EL( 6, 6*) a displacement operator 
associated with f E  S* iff 

D(f)a*(cp) = (a* (!p)  - <f,cp> )D(f) , 

D(f)a(cp*) = (a(cp*) - <q:l,f> )D(f) . 

I t  is proved that for f E S* there exists a displacement operator D(f) E L( 6, ê*) , and 
D(f) is determined uniquely up to a scalar factor. Furthermore, D(f) EL( 6, 6) iff fES, and in 
this case D(f) can be normalized so that it becomes a norm-preserving isomorphism of 6 onto 6. 

The existence of a a-element in 6*  and possible applications to a Fourier-transform 
for functionals on the real part of S will be touched upon briefly. 
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CHAPITRE 1 - LE CAS D'UNE VARIABLE COMPLEXE 

N ous nous proposons de présenter la question de façon à rendre plus 
naturelle la méthode suivie dans le cas de n variables. 

1 .  Rappel sur les espaces de distributions 

Nous désignons par fRn l'espace numérique des suites (Xl ' "  . ,xn) de nombres. 
Selon Schwartz, V(fRn) désigne l'espace des fonctions indéfiniment dérivables 
à support compact muni de la topologie 

Lim V(K) --+ 
KcfRn 

ou V(K) désigne l'espace de Fréchet des fonctions indéfiniment dérivables à 
support dans K, K parcourant la famille des compacts de fRn, cf. [G] page 67, 
et V' (fRn) désigne son dual topologique, l'espace des distributions sur fRn. 
Une fonction localement sommable f(x) =f(x1 , . . .  ,xn) par rapport à dx=dx1 . . .  dxn 
définit une distribution de la façon suivante : 

f-+ (qJ -+ f f(x)qJ(x)dx) 
IR "  
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Si U est un ouvert de fRn on définit aussi les distributions sur U comme 
éléments du dual de Lim V(K) =V( U) et iI s'ensuit une notion de restriction � 

Kc U 
d'une distribution à un ouvert puisque V(  U) c V (fRn) .  On sait que toute 
distribution définie sur un ouvert est indéfiniment dérivable et qu'on a le 
théoreme de structure suivant 

THÉOREME I ([G] page 83) .  Soit TEV'( U), pour tout oU(Jert V relati(Jement 
compact dans U, ii existe une fonction continue f et un opérateur de dériration 

aj,+· · ·+jn D= --,.-_ . __ ._-
aX/ '  . . .  oxnln 

te Is que T=Df sur V . 

C'est à dire que, pour toute <p à support dans V 

T(�) = ± I ((x) . D�(x) . dx . 

!R II 

L'espace v' ( U) admet une topologie naturelle (topologie forte) qui en 
fait un espace complet, et en fait pour les filtres «bornés)} cette topologie est 
équivalente à la topologie de la convergence simple (des l' ct -+ To si pour toute 
<p,<pEV( U) ,  Tct(<p) -+ To{<p)) , [G] pages 72 à 77. On a les deux propriétés suivantes 
exprimées dans le 

THÉOREME I I .  1 )  Des Tct-+ To forternent, si et seulement si, pour tout 
ourert Ui d'un recourrement de U la restriction de T ct à Ui tend (Jers celle dé To 
à Ui dans V' ( Ui) '  

2) Si T ct est un filtre borné con(Jergent (Jers To , pour tout V relati(Jément 
cornpact dans U, on peut trou(Jer un opérateur de dériration D, des fonctions f'Y. 
continues telles que : ftl..->- fo uniforrnément sur V, et telles que TrJ..=DfrJ.. , To=Dfo , 
cf [G] page 87. 

Enfin iI en est de même pour les filtres à base dénombrable . 
Ce sont les propriétés décrites dans ces théoremes que nous allons utiliser 

constamment. 
J e rappelle maintenant ce qu'on entend par distributions tempérées. 

Schwartz introduit S' (fRn) comme dual topologique de S (lRn) l 'espace des 
fonctions indéfiniment dérivables à décroissance rapide ainsi que toutes leurs 
dérivées (( 1+r2)k <p est borné pour tout k>O,r2=x/+ . . .  +xn2) .  II existe une 
injection continue et d'image dense de V(fRn) dans S (fRn) qui permet d'identifier 
S'(lRn) à un sous-espace de V '(fRn) . On obtient alors la caractérisation suivante 
d'une distribution tempérée. 
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THÉ oREME I I I  ( [G] Tome I I ,  p .  95) . Une distribution T est tempérée si et 
seulement s' il existe un opérateur de dériçation D et une fonction continue g à 
croissance lente (i. e .  la fonction 

g 
k est bornée pour un k>O) tels que T=Dg . ( 1  +r2) 

Dans S' on a une notion de convergence forte (cf. Ibidem, p .  94) qui concretement 
s'exprime pour les filtres bornés ou à base dénombrable de la façon suivante : 

THÉ oREM E  IV. Si des TC/. ES' corwergent çers To en restant dans une partie 
bornée de S', c' est qu'il existe des fonctions continues goc ' go , un indice ko, un 
opérateur de dériçation D tels que : 

1 )  sont uniformément bornées sur fRn 

2) unifoi mément sur fR n 

Rappelons aussi qu'on peut caractériser l'espace S' de la façon suivante. 
On introduit l 'espace pl'ojectif p(fRn) (ensemble des classes de systemes de 
nombres (y 1 " "  ,Yn+ l ) non simultanément nuIs pour la relation d' équivalence 

avec sa structure de variété indéfiniment différentiable. C'est à dire qu'une fonction 
q> définie sur P(fRn) est dite indéfiniment dérivable si la fonction homogene de 
degré O,q>(Yl " " 'Yll+1 ) ' associée est telle que chaque fonction q>(zl " " ,zh, 1 ,zh+2' " " zn+l )  
soit indéfiniment dérivable des variables Zl , ' "  ,zh,zhH" "  ,zn+l ' D '  ou la notion 
de distribution sur P(fRn) . On identifie fR n au sous espace de P(fRn) défini 
par Yn+l =F ° par (Xl ' "  . ,Xn) ---+ (X1Yn+n "  . ,xnYn+l lYn+l ) ' Dans ces conditions S(fRn) 
s'identifie à l'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur P(fRn) nulles 
ainsi que toutes leurs dérivées sur l'hyperplan à l'infini (Yn+ l =0) , et S'(fRn) à la 
restriction de V' (P(fRn)) à fRn. Le noyau de cette opération de restriction est 
formé des distributions concentrées sur l'hyperplan de l'infini. 

N ous allons généraliser ces propriétés. 

D É FIN ITION 1 :  Un ouçert .o de P(fRn) est dit à frontiere a.o tres réguliere 
si, en chaque point frontiere M de a.o, il existe un çoisinage (t) de ce point et un 
homéomorphisme indéfiniment différentiable de (t) sur un çoisinage 7t de l' origine de 
fRn teZ que n n w soit transformé soit en l'ensemble des points xn>O, soit en 
l' ensemble des points xn =F ° de 7t .  
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Si, par exemple, .o est défini par f> O ou f est une fonction Índéfiniment 
dérivable et si df =F O en tout point ou f=O,  .o est un ouvert à frontiere tres 
réguliere. 

DÉFINITION 2 :  Une distribution T définie dàns un oUç'ert .o de fRn sera 
dite à croissance lente (nous noterons TES' (.o)) s' il existe g continue sur Q et à 
croissance lente au sens usuel lorsque .o n' est pas compact, un opérateur de dériç'ation 
D tels que T=Dg dans .o .  

II vient alors le 

THÉOREME V. a) Soit .o un oUç'ert relatiç'ement compact de fRn . Une 
condition nécessaire et suffisante pour que TEV'(.o) soit prolongeable en une distri­
bution sur fRn est que T soit à croissance lente dans .o .  

b) Si .o est un oUç'ert quelconque de fRn S'(.o) est la restriction de S'(fRn) à .o. 

DÉMONSTRATION : Si T est prolongeable au voisinage d'un point frontiere, 
d'apres le théoreme I on pourra écrire dans ce voisinage T=Dg ou g est continue 
au voisinage du point. Par un argument de compacité on montrera que T 
satisfait à la définition 2. Réciproquement si T satisfait à la condition 2 iI est 
immédiat qu'elle se prolonge par Dg. Ce qui prouve a) . Quant à b) iI résuIté 
immédiatement de ce que nous venons de dire et du théoreme I I I .  

I I  reste à caractériser S'(.o) d'une façon fonctionnelle .  

THÉOREME VI. Si .o est un oUç'ert, intersection finie d'ouç'erts à frontieres 
trés régulieres en position générale, ou  si .o est conç'exe. 

a) si .o est' relatiç'ement compact, désignant par $(.0) l'espace des fonctions 
indéfiniment dériç'ables sur fRn à support dans .o , S'(.o) s' identifie au dual de S(.o) . 

b)  Si .o n'est pas relatiç'ement compact S'(.o) est le dual de l'espace des 
fonctions de S(fRn) à support dans .o . 

DÉMONSTRATION : en exerClce. 

Enfin, avant de parler de valeurs au bord je vais préciser ce qu'il faut 
entendre par «espace de distributions>). Ce sera un sous-espace vectoriel de 
V' (fR n) (de V' ( U)) muni d'une topologie localement convexe pIus fine que la 
topologie de V'(fRn) (V'( U)) . 

La plupart des espaces fonctionneIs usuels munis de leurs topologies 
deviennent des espaces de distributions, en utilisant l'identiflcation entre fonctions 
et distributions que nous avons rappelé. 
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2. Valeur au bord pour une fonction holomorphe 

Nous noterons par IR l'ensemble des nombres réels, par iIR celui des 
nombres purement imaginaires et C sera identifié à IR X iIR par (z=x+iy) � (x, iy) . 
Ce que nous allons dire pourrait largement être généralisé. Soit O un ouvert de C 
de la forme 01 X i02 ou 01 est un segment ouvert de C, O2 un segment ouvert 
de IR d'extrémité zéro . Nous supposerons O =F 0. Soit maintenant donnée une 
fonction f(z) holomorphe dans o. Soit E un espace de distributions sur 01 • 

DÉFINITION 3. f admet une raleur au bord 01 de O au sens de -E si, pour 
iE suffisamment petit la distribu.tion, en x,f(x+ iE) est dans E et si lim f(x+ iE) existe e--7>-O 
dans E .  

Cette limite est dite la valeur au bord 01 de f. (01 sera en général sous 
entendu). Cette définition est la définition utilisée classiquement (d. Bibliographie 
chiffrée) . l/espace E étant un espace localement convexe sa topologie peut être 
affaiblie. Si la limite l im f(x+ iE) existe seulement pour la topologie affaiblie, e--7>-O 
nous dirons que f a une valeur au bord faible dans E. 

Comme le filtre des f(x+ iE) est borné ces deux notions cO)ncideront si les 
parties bornées de E sont relativement compactes. 

J e rappelle qu'un espace est égal à son bidual (est dit semi-réflexif) si et 
seulement si ses parties bornées sont faiblement relativement compactes [AJ. 

II vient donc avec tout cela la 

PROPOSITION 1 :  Pour que f définie sur 01 X i02 admette une raleur au bord 
faible dans E semi-reflexif iI faut et iI suffit que 

1 )  pour E suffisamment petit les fe soient simplement bornées dans E .  
2) que f admette une raleur au bord dans V'(O, ) .  

DÉMONSTRATION : La nécessite de 1 )  a déjà été relevée. Celle de 2) résulte 
du fait que la topologie de E est plus fine que celle induite par V'. La suffisance 
vient de ce que la topologie faible de V' est plus faible - mais séparée - que la 
topologie affaiblie de E ;  donc que Vf faible induit sur toute partie faiblement 
compacte de E la topologie faible de E c'est à dire qu'une telle partie est compacte 
dans V' ; en conséquence la valeur au bord appartient à E et est atteinte faiblement 
dans E .  c. q. f. d. 

Lorsque l'espace est un MonteI la question est complétement résolue. 
Mais iI peut être utile de savoir si ]a valeur au bord est atteinte fortement (exemple 
espaces LP) .  Cette proposition n' apprend rien. J e renvoie pour cette question à 
[1J et aussi à la proposition 2 page 35 de [18J. 
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N ous allons dans la suite nou s concentrer exclusivement sur deux cas : 
celui de V' et celui de S' .  

La topologie de V' est de nature locale. II nous suffira d'étudier la question 
de la valeur au bord au voisinage de chaque point de IR . 

THÉOREME  VI I (fondamental) : Pour que f hoZomorphe dans 0=01 X i02 
non !Jide admette une !JaZeur au bord dans D' (01 ) il faut et il suffit qu' elle soit prolo n­
geable en une distribution de 01 X i03 OU 03 est un inter!Jalle oU!Jert contenant {O} U O2 , 

N ous dirons de façon imagée «prolongeable à travers 01» pour exprimer 
cette propriété. 

En particulier, pour que f définie pour y>O admette une !Jaleur au bord 
dans V'(IR ) il faut et il suffit qu'elle soit proZongeable à tra!Jers IR en une distri­
bution sur C. 

DÉMONSTRATION : Nous allons utiliser en lemme la proposition suivante.  

PROPOSITION 2 :  Pour que f, hoZomorphe dans 0=01 X i02 se prolonge 
en une distribution à tra!Jers 01 il faut et il suffit que, pour tout compact K inclus 
dans 01 , il existe un nombre entier ko tel que 

sup [. sup yko . f(x+iy) ] < + co 
Y xEK . 

lorsque y reste suffisamment petit (en d' autres termes que f soit à croissance lente 
au sens fonction au !Joisinage de chaque point du bord) . 

DÉMONSTRATION : (de la propositíon 2).  Nous savons qu'une condition 
nécessaire et suffisante de prolongement au voisinage de XoE01 est que, au voisi­
nage de ce point f soit à croissance lente au sens distribution, c'est à díre qu'il 
existe g continue dans <.t) voisinage de Xo telle que f=Dg dans <.t) n O. La fonction f 
étant holomorphe g est elle même holomorphe dans cet ouvert modulo une 

. o<x+� 
solution distribution de l' équation D X =0 . C' est à dire que, SI D = -rt---r.; OX • oytJ 
on a :  

g(x,y) =y(z) + L xh . Th(y) + L ykek(x) 
h< rt.  k <� 

ou les Th et les ek sont des distributjons. II vient alors le 
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LEMME : Soit y(z) une fonction holomorphe définie pour I x I <a , o <y<b 
et de la forme 

g(x,y) - .L xh . Th(y) - .L yk . 6k(x) les Th étant des distributions sur 
h <IX k <t3 

l' interçalle ] O,b [ (ouçert), les 6k étant des distributions sur l' interçalle ] -a,+a [  et 
g(x,y) se prolongeant par continuité à l'axe réel. Alors les Th, les 6k sont des 
fonctions continues, les Th se prolongent jusqu'en y=O et y se prolonge par continuité 
à l' axe réel. 

Montrons par exemple la continuité des 6k . 
La distribution 

-y(z) + g(x,y) + L xh . Th(y) 
h<1X 

est une distribution des deux variables fonction continue de x à valeurs distri-A 
butions en y c'est à dire un élément de Cx @D'y ' Or c'est un élément du produit 
tensoriel de D'x @ P/�) ou py('t3) désigne les polynômes en y de degré inférieur 
à � donc (1 ) c'est un élément de Cx @ Py(�)' On raisonne de même en y .  

Ensuite, on remplace 

g(x,y) par g(x,y) - .L yk . 6k(x)=l(x,y) 
k<'t3 

et on a :  

y(z) + .L xh . Th(y) =l(x,y) . 
h<1X 

On considere maintenant un circuit d'intégration r(y) décrit par la figure 1 
et on calcule 

( 1 )  = -� j' l(�.
,1)) . (d�+id1)) 

2m . �+�1)-Z 
rCy) 

lorsque y tend vers zéro cette expression a une limite ce, quelque soit z, quelque 
soit �o, quel que soit Yo' L'intégrale (1 )  est égale à :  

ou à 

y(z) + � -�-f �h . Th (1)) . d� SI Z€ r(y) L 2m �-z h < 1X  r(y) 

( 1 )  Le «donc>} est laissé en exercice. 
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Considérons les intégrales I 

elles sont de la forme 

rcy) 

b 

- o  
F I G U R E  1 

y 

. 
d
�+t;!' I 

Yo 

x 

;0 désignant l' abscisse du côté vertical, �1 ' �2 parcourant les deux segments 
verticaux. 

On peut rendre les termes ou T h est sous l'intégrale relativement petits 
par rapport au dernier terme en choisissant Yo suffisamment petit. 

Vu l'existence de la limite, Yo ,  z , ;o variant, on en déduira que Th(y) a une 
limite lorsque y tend vers zéro d'ou le prolongement de y(z) lorsque y tend vers 
zéro . Ceci démontre le lemme. 

La proposition 2 en résulte dans sa partie nécessaire car on en déduit 
immédiatement, puisque 

f(z) = _1_. J' --Y(-
�)---;::-A -C-- . d� 

2m (�-Z)(X+t-'+l 
r(y) 

que f est à croissance lente au sens usueI. 
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Pour la partie suffisante on voit par la formule des accroissements finis 
que si f est à croissance lente au voisinage d'un point Xo frontiere, soit : 

sup (sup I ykof(x+ iy) 1 ) <  +00 ou K est un voisinage de  xo , 
y XEk 

y suffisamment petit, la primitive complexe d'ordre ko+ 1 de f se prolonge par 
continuité jusqu'à K. c. q .  f. d .  

Achevons la démonstration du théoreme 6 en montrant que f admet une 
valeur au bord si et seulement si elle est à croissance lente au sens usuel au 
voisinage de chaque point frontiere. 

Pour la suffisance : Soit Xo un point frontiere et y(z) une primitive complexe 
continue jusqu'au bord, de f, au voisinage de Xo ;  alors les y(x+iy) ont une 
limite y(x,O) atteinte uniformément dans un voisinage de Xo ; donc puisque 

dko 
f(x+ iy) = -k- (y(x+ iy)) 

dx o o 

dko 
tend vers -k- (y(x,O)) 

dx o 

Ceci montre que, localement, les f(x+ iy) ont une limite à la frontiere, 
donc ont une limite dans v'(n1 ) . 

Pour la nécessité : d'apres le théoreme I I  si f(x+iy)----?- T(x) , pour tout 
XoEnl c'est qu'il existe une famille gy(x) de fonctions continues définies dans un 
voisinage cu convenable du point xo, convergent uniformément dans ce voisinage 

k k 
vers g(x), et un k, tels que f(x+ iy) = �-k- gy(x) �k g = T(x) . II en résulte évi-

dx dx 
demment que f admet une primitive complexe y(z) qui se prolonge à la frontiere 
de façon continue, donc est à croissance lente au sens distribution. c. q. f. d .  

On vérifiera que, dans le cas de S'(fR ) la proposition 2 peut se transformer 
de la façon suivante. 

PROPOSITION 3 :  Pour que f holomorphe dans la région y >  ° admette une 
raleur au bord dans S' (fR)  il faut et il suftit qu' il existe un entier n tel que I l n 
I ; I . f(x + iy) reste uniformément borné. 

3. Prolongenlent canonlque d'une fonction holomorphe 

Soit, comme précédemment f holomorphe dans un ouvert .o = .01 X iD.2 
et soit .03 un intervalle J-c,b [ ou J O, b [  est l'intervalle 0.2• 

N ous savons qu' on peut prolonger f en r distribution dans .01 X in3 si et 
seulement si elle admet une valeur au hord que nous noterons a(f) (x) . 
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PROPOSITION 4 :  II existe un prolongement et un seul f de f en une distri­

bution dé{inie dans 01 X i.o3 de support .01 X i.o2 tel que ô_ r soit égal à ôz 

� 2 ô(f)(x) ® a(y) . 

DÉMONSTRATION : J e rappelle que a� désigne l'opérateur du premler 

ordre � [�- + i �J , et que si f est une fonction holomorphe donc fonction 
2 ôx êly 

ô 
indéfiniment dérivable des variables réelles x et y (f(z) =f(x+ iy) =f(x,y)) , -- f=O 

ôZ 
en vertu des identités de Cauchy. Soit y(z) une primitive complexe continue 
jusqu'en y=O de f dans un voisinage d'un point Xo. 

Nous prolongeons y par O pour y<O. Cette fonction définit une distri­
dk 

bution que nous désignons y, dans le voisinage ú) de Xo· Si f = -Ir Y pour y>O, 
dz 

nous poserons : 

_ ôk _ 
f = -- y . Soit cp (x,y) indéfiniment dérivable et à support compact dans ú). 

ôxk 
On a :  

êJ _ êJ _  
< m  ----=- f > = - < -- m f > T '  êJz ôi T ' ( )Ir k+! ô êJ _ = ( - 1)  < -=- - cp , y > êJz êJx 

Nous considérons un contour r comme indiqué par la figure 2, et la derniere 
parenthese va s' écrire : 

ou © désigne l'intérieur de la région délimitée par r. 
On a :  

dx /\ dy = � di /\ dz . 
2� 
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Cette intégrale s'écrit done : 

(_1 )lc+l ff[ a ak ] 1= 2 ' -- -. cp(x,y) . y(x,y)dz 1\ dz . � az ax" 
® '  

R 

s u p p o r t  
de p 

w 

FIG U R E  2 

Intégrant par rapport à di ( a
a
z eBt l'opérateur de dérivation associé à dZ) 

iI vient : 

d'oú : 

( 1 )k+l [[( a ) k ] 1 = 
2i . 

a;- cp(x,y) . y(x,y) . dz 
r 

B 

1 =  -( _��_.k+_' j' ( a: ) k � . y(x,O) . dx � ;i < � ,  :"
k
k y(x,O) ® 8(y» 

A 

dk dk 
et comme -d k y(x,O) = lim -d k y(x,y) = l im f(x+iy) 

x y-+o x y-+o 

sur ú} n iR ,  le proIongement défini au voisinage de Xo satisfait à I'égalité annoncée. 
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Considérons deux prolongements de f dans un même voisinage de xo , f et f êJ _ êl = 
eoneentrés dans la partie supérieure du plan et tels que --- f = -êJ - f . êJz z 

Alors on a :  
êJ - = 
êJi (f-f) O 

a 
Mais, toute solution X au sens distribution de l'équation -_- X = O est 

az 

une fonetion holomorphe ( [H] th. XII  Chap o V) done r-f est holomorphe 
dans ú) à support limité inférieurement d'ou {-{=.O. En eonséquenee, au voisi­
nage de tout point de .0.1 on peut définir un prolongement et sur l'intersection 
de deux voisinages les prolongements eoineident ; done par reeollement ([G] th. IV 
page 26) iI existe bien un prolongement eanonique unique eomme nous l'avions 
annoneé. 

Maintenant, soit f holomorphe dans .0.1 X { i.o.2 U - i.o.2 } et admettant une 
valeur au bordo Si .o.3 désigne l'intervalle ]-b ,+b[  et si T est un prolongement de 

f à .0.1 X i.o.3 ' -!- T n'est pas néeessairement égal à la valeur au bord af de f. 
az 

Si TI et T2 sont deux prolongements T1 - T2 est une distribution des deux 

variables x et y et eoneentrée sur l'axe réel, done � TI et - -:-êJ
êJ
_ T2 different 

az z 

par une distribution de la forme êJ� T ou T est concentrée sur l'axe réel. 

PROPOSITION 5. L' espace h1 quotient de l' espace (,Jectoriel des distributions 
êJ 

de .0.1 X i.o.3 concentrées sur .0.1 par le sous-espace des distributions de la forme --::- T 
êJz 

ou T a son support dans .0.1 ,  est naturellemerit isomorphe à V'(.o. l ) .  

( 1 )  

DÉMONSTRATION : 

Au voisinage d'un point Xo de .0.1 T(x,y) s'écrira 

T(x,y) = .2 6h(x) . a(h)(y) 
h 

(Cf. [G] page 101 et page 1 13) . 

Soit U(x) . aCk-1)(y) une distribution concentrée sur .0.1 , on a :  

� ( U(x) . ath1)(y)) = � . a U . aCk-1)(y) + _� U(x) . aCk)(y) êJz 2 ox 2 

e' est à dire que U(x) . aCk)(y) est congru à i ô U . aCk-1)(y) si k ;;::: 1 .  
ôx 
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En eonséquenee T(x,y) est eongrue à (2( i)h6V;)(X)) . ô(y) du moins au 
h 

voisinage de Xo ' 
On a le 

LEMME : Si T(x) @ ô(y) est de la forme a� V alols T = O • 

DÉMONSTRATION : En effet, il suffit de vérifier ce fait au voisinage de tout 

point Xo de 0.1 '  Mais alors on peut mettre V sur la forme 2 Vh(x) . ôCh)(y) et 
h 

d' ou les équations 
a Vh . a UI 

U h = O , � + � V h-I = O , . . .  . . , -----a;- + i Vo = O , 

T(x) = a vo 
done tenant eompte de la premiere équation, T(x)=O. C. q. f. d .  ax 

Done par reeollement on voit qu'il existe une 6(x) unique telle que 

T(x,y) = 6(x) . ô(y) . 

L'applieátion T ----'i>- e définit par passage au quotient l'isomorphisme entre h1 

et V'(o.I ) eherehé. 
Pour terminer notons le fait suivant : 

La relation d' équiralence de la proposition 5 est de nature lo cale. 

En effet, reeouvrons 0.1 par une suite d'intervalles o.i relativement eompaets 
et supposons que nous ayons trouvé des 6j distributions eoneentrées sur ºj 

a 
telles que ai 6j =6 sur o.j X io.3' 6 étant une distribution donnée sur 0.1 X io.3 

eoneentrée SUl' 0.1 ' 

Alors iI vient a
a
i (6j-6,J=0 SUl' (o.j n o.k) X io.3 done 6j-6k est une 

fonetion hoIomorphe à support dans IR e'est à dire que 6j-6k=0. Les 6j se 
reeollent et iI existe U eoneentrée sur 0.1 telles que 

C. q. f. d .  
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4. Le probleme des représentations 

Nous appelons probleme de représentation le probleme suivant : 

PROB LEME E. 1 )  Étant donné un espace E de distributions sur IR existe-t-il 

�m espace <l> (le plus petit possible) de distributions sur IR 2 teZ qu,e -t--z <l> � E @ �(y). 

Si T est une distribution sur IR et si e est une distribution sur IR 2 telle 

que - ô
Ô
z e soit eongru à ; T @ �(y) au sens de la proposition 5,  la distribution e 

est une fonetion holomorphe hors de IR et admet deux valeurs au bord 
ô+e et ô-e au sens de V' et on vérifie, grâee au prolongement eanonique, que 

i (a+e- a-e) @ ó(y) est eongru à 
a
Ô
_ e ,  done est égal à T @ ó(y) , d'ou T=ô+e-ô-e. 

2 z 
En eonséquenee notre probIeme résoud bien le probleme «classique» de 

représentation dans IR I. 
II faut le eompléter par : 

2) V érifier que la çaleur au bord a lieu dans E .  

Ceci ne peut avoir lieu de façon générale, mais on aura une réponse posi­
tive pour E == S'(IR ) ,  <I> = S'(IR 2) et aussi pour E = V'Lp(fR ) et <l> eonvenablement 
assoeié. Pour la description de ce dernier eas j e  renvoie à [1 , 16 ,17] .  

Le probleme de représentation apparait comme un cas particulier du 
ô 

probleme suivant sur l'équation 
ô'Z • 

PROBLEME (équation avee second membre). 
Etant donné TEV'(IR2) [resp TES'(fR2)] trouçer SEV'(fR 2) [resp SES'(fR2)] 

a lelle que -ai S = T . 

Quoique la réponse soit bien eonnue, [D], j e  vais détailler deux méthodes 
pour V' . 

a) Cas de V' 

On a le 

LEMME : Soit K un compact de fR 2 et T une distribution définie sur fR 2. 

On peut trollCler e et un çoisinage (t) de K tels que a� = T dans (t) .  
az 
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DÉMONSTRATION : La distribution définie par la fonetion sommable J_ . ---..!.-
7t Z 

I I o 
' I ' o d él 

1 él � S °t ( )  f t O  est a so utlOn e ementmre e � ,  ou "- * ---;-=- = o . 01 or.: x,y une one lOn uZ 7tZ uZ 
indéfiniment dérivable à support eompaet et égale à 1 dans un voisinage de  K. 
N ous poserons 

1 8 = -- * (or.: T) . 7tZ 

Maintenant, - �_- 8 = --!- . (_1_ * or.: T) = ô*or.: T = or.: T ÔZ ÔZ 7tZ 

II reste à résoudre Ie probleme gIobalement. 
J e vais indiquer deux proeédés. 

e. q. f. d .  

ler PROCÉ D É .  Soit Kn une suite fondamentale de eompaets de !R 2, par 

exemple des earrés et 8n telle que ô:; eoineide avee T dans un vOlsmage Wn 

de Kn - On a done : Ô 
ÔZ (8n+, -8n) = O sur Wn · C'est à dire que 8n+, -8n est une fonetion 

holomorphe dans eet ouvert. Supposons que nous ayons trouvé des polynômes 
p" . . . ,Pn(z) teIs que 

sup I [(6i+, +Pi+, ) - (8í+Pi)] (Z) 1 <  ;i 
ZEKj 

pour 1 � i � n-1 

alors 8n+, -8n -Pn est une fonetion holomorphe au voisinage de Kn done on 
peut trouver, grâee au théoreme de Runge, un polynôme Pn+, teI que : 

Considérons la suite des distributions Sk=8k+Pk ,  Pk déterminées par réeurrenee 
eomme préeédemment. J e dis que lim Sk=S existe et est une distribution S k--+oo 

él 
telle que ôz S= T .  En effet, pour voir la eonvergenee, iI suffit de la voir Ioea-

Iement. Mais, 

(Sn+, -Sn) +(Sn-Sn_, ) + . . . +(S, -So) +So=Sn+, 

et eneore, 

14 
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ou la série de terme général Un est une série de fonctions convergent unifol'­
mément sur tout eompact, done au sens des distributions, ee qui montre l'exis­
tenee de S. D'autre part, 

Sk = (Sk - Sk_l ) + ' "  + (Sn+ l - Sn) + Sn 

si k>n d'ou ",ô_ (Sk) = - ",
ô
_ Sn au voisinage de Kn ' d'ou � S =  T dans fR .  uZ uZ GZ 

C'est le proeédé dit de «Mittag-Leffler» qui s'applique plus généralement aux 
équations elliptiques, ef. [DJ . 

Voiei une autre façon de proeéder. Recouvrons fR2 = C par une famille 
de compacts simples, par exemple des earrés, formant un reeouvrement loca­
lement fini. Si Kn est l 'un de ees compacts, d'apres ee qu'on a vu on peut trouver 

6n telle que :z: 6n= T au voisinage de Kn- Alors iI vient au voisinage de Kp n Kq 

ô
Ô
z (6p -6q) =0, done 6p -8q=fp,q est une fonction holomorphe définie au 

voisinage de Kp n Kq et alternée en p et q. 
Si p, q, r sont trois indiees différents, iI vient : 

Supposons qu'on puisse trouver S tel que - ô
G
z S = T .  

et 6n- S = fn est une fonetion holomorphe au voisinage de Kn - II vient : 

d'ou fp,q=fp - fq . 
Réciproquement si, étant donné un systeme de fonctions holomorphes fp,q 

définies au voisinage de ehaque Kp n Kq, dépendant de façon alternée de l'indiee 
(p,q) et teIles que fp,q+fq,r + fr,p = O  au voisinage de Kp n Kq n Kr on peut 
trouver des fn holomorphes au voisinage de Kn teIles que fp,q = fp -fq ,  posons 

Alors Sp -Sq=8p -8q- (f� -fq) = O  au voisinage de Kp n Kq . Les Sn se recollent 
et définissent une distribution S solution du probleme. 

Un théoreme du à H .  Cartan assure qu'une telle décomposition est 
possible ([EJ) . 
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b) Cas de S' 

Nous allons atteindre le résultat global de façon directe. L'espace S 
étant un Fréchet pO LIr montrer que a� est surj ectif de S' sur S' iI faut montrer 

que l'application transposée est inj ective et d'image fermée [A , DJ. 
L'inj ectivité résulte de ceci : êl 
Si cpES et êli cp=ü c'est que cp est holomorphe. Mais, d'apres le théoreme 

de Liouville on a cp=ü .  II reste à montrer que le sous-espace des cp de la forme 

- êl
êl
z tfJ est fermé dans S. Si 011 effectue une transformation de Fourier sur IR 2 

on est amené à voir que si une fonction indéfiniment dérivable u de S(IR2) est 

formellement dérivable à l'origine par z alors -'!!_ , qui est indéfiniment dérivable, z 
est dans S( IR 2) ce qui est clair. 

Donc, en particulier si TES'(IR ) on peut trouver une distribution 8ES'(IR 2) 
telle que :z 8= T®a(y) . Lei, restrictions 8+ et 8_ de 8 aux demi-plans supérieurs 

et inférieurs sont des fonctions holomorphes à croissance lente dans ces ouverts. 
J e dis que la valeur au bord de 8+ est atteinte dans S' .  Pour cela iI suffit 
d'appliquer la proposition 2 au voisinage de l'hyperplan de l'infini apres change­
ment de variable, et on obtient qu'une fonction holomorphe est à croissance 
lente dans le demi-plan positif si et seulement si elle est dérivée d'une fonction 

holomorphe F telle qu'il existe n, tel que F(z? n soit bornée dans ce demi-plan. 
(z+ �) 

D'ou le résultat annoncé. 
Ceci permet d'énoncer le 

THÉOREME VIII .  a) 8i TEV' (IR 2) [resp .  S' (IR 2) ] il existe 8EV'(IR 2) êl 
[resp S'(IR2) ] telle que êlz 8= T 

b) toute distribution T de V'(IR ) est CJaleur au bord, au sens de V' d'une 
fonction holomorphe dans C IR 

c) toute distribution 8 de S' (IR ) est CJaleur au bord, au sens de S' d'une 
fonction holomorphe à croissance lente dans C IR . 

Indiquons enfin l'ordre d'indétermination de la solution. Si êl
êl
z 81 = êl� 82 

e'est que 81 -82 est holomorphe dans tout le plan, done on peut ajouter à la 
solution dont l'existenee est établie dans b) n'importe quelle fonction entiere, 
et dans le eas c) n'importe quelle fonetion entiere à croissance lente, e'est à dire 
un polynôme. 
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En particulier si ( définie dans C IR a une valeur au bord nulle c'est qu'elle 
est la restriction d'une fonction entiere du plan à C IR . 

Enfin notons a ussi : 
Soit ( une (onction hoZomorphe dans C IR admettant une (JaZeur au, bord 

dans S' (IR ) au sens de V' (IR ) .  Il existe g entiere telle que (-g soit à cro issance 
lente dans C IR .  

En particulier si une distribution T dans S' est valeur au bord au sens de 
V' d'une fonction ( définie dans le demi-plan supérieur elle est de la forme g+8 
ou 8 est valeur au bord d'une fonction à croissance lente dans le demi-plan 
positif et ou g est une fonction analytique réelle à croissance lente au sens distri­
bution, prolongeable en une fonction entiere. Le théoreme VII I  admet sous 
les formes a) et b) une (Jariante Zocale : 

THÉOREME VIII ' .  a') Soit O un oU(Jert de C et TEV'(O) i Z  existe SEV'(O) a 
telle que ai S= T . 

b') Soit O de Za (orme Ql X i02 ou 01 est un oU(Jert de IR et O2 un oU(Jert 
de IR (Joisinage de O. Pour toute TEV'(OI ) il existe (holomorphe dans C IR n (01 X i(2) 
dont la (JaZeur au bord soit T 

- Deux soZutions di((erent d'une (onction holomorphe dans 01 X i02 
- Si ( définie dans C IR n (01 X i(2) a pour (JaZeur au bord O elle se proZonge 

anaZytiquement à 01 X i02 • 
Notons qu'on peut dans b') prendre en fait un ouvert arbitraire en defi­

nissant de façon convenable la valeur au bord de (, par exemple à l'aide des 
propositions 4 et 5 . 



CHAPITRE I I  - NOTIONS SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
COMPLEXES ET SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL COMPLEXE 

Nous présentons dans ce chapitre les connaissances dont nous avons essen­
tiellement besoin. 

1 .  Compléments sur les notions de distributions, les questions de variance 

a) Distributions et courants. Soit V une variété indéfiniment différen­
tiable (de type Coo ) dénombrable à l'infini. On sait définir sur V les formes diffé­
rentielles de degré k à coefficients COO : si Vi est une carte, xl l . . •  ,xn les coordonnées 
de cette carte, la restriction d'une forme différentielle de degré k à Vi s'écrit : 

et si l'on change de coordonnées, la même forme est représentée par 

[ Pour un exposé tres rapide cf. [C] pages 215-219 ] 
Pour un exposé détaillé cf. [F] 

On désignera par <1>*( V) I' espace des formes différentielles sur V à support 
compact et à coefficients COO qui peut être muni d'une structure d'espace C-:J 
strict de façon toute analogue au cas de V ( V) .  L' espace <1>*( V) est somme directe 
des espaces <1>� ( V) ou <1>� ( V) désigne le sous-espace des formes de degré homogene k ;  
donc V ( V) =<1>�( V) . 

Nous désignerons par courant sur V tout élément du dual topologique 
de <1>*( V). Un courant de degré k est un élément du dual de <1>�-k( V) , identifié 
à un sous-espace de <1>�( V) par le prolongement O sar les autres composantes 
homo genes de <1>* ( V) . 
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b )  I dentifications entre courants et distributions. La variété V est supposée 
orientable. On désignera par mesure de Lebesgue sur V une n-forme dr, qui sur 
la carte Vi s'écrira rp(xl l "  . ,xn)dx1 /\ • • •  /\ dXn avec rp(x1 , • • •  ,xn) * O en tout point 
de V i . Si V est orientable iI existe une telle forme et réciproquement. 

Une mesure de Lebesgue étant choisie iI va être possible d'identifier certai­
nes fonctions à des courants. Si <pEC (  V) ou C (  V) désigne l'espace des fonctions 
continues sur V, on lui associe le courant 

f-> J f(v)tp(v)dv 

V 

ou fED( V) 

qui a un sens d'apres la théorie des intégrales multiples ([C] page 217)  et qui est 
en correspondance biunivoque naturelle avec la n-forme rp .  dr . De façon plus 
générale si cu est une forme homogene de degré n-k à coefficients continus sur 
V on peut lui aSSOCler un courant comme suit : 

pour 7tE <1>� ( V) on calcule J" 1\ '" 
V 

et la forme linéaire " -+
.
r" 1\ '" 
V 

prolongée par zéro sur les <1>�( V) quand l*k définit un courant, la correspondance 
étant biunivoque. 

DÉFINITION 1 :  On désigne par distribution sur V ( ou fonction généralisée) 
tout élément de D'( V) le dual de l'espace des. courants D( V) . dr (cet espace étant 
muni de la structure d'espace C - 1  strict obtenue par transport de structure 
à partir de D( V)) .  

L'espace D'( V )  ne  dépend pas du  choix de  dr et est égal au complété 
de D( V) pOlir la topologie des distributions. 

Alors iI vient la 

PROPOSITION 1 .  L'espace des courants d'ordre (n-k) est isomorphe à 
l' espace des formes différentielles à coefficients distributions d' ordre n-k . 

Si T est une distribution le courant TdfJ associé est le courant, qui sur 

toute <pED( V) prend la valeur < T,<pdr> que nous noterons J T(r)rp(fJ)dr . Cette 

notation étant introduite, si 

cu = Tj . . .j (x) . dXj /\ . . . /\ dXj 1 n-k 1 n-k 
j, < . . .  <jn-k 
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est une forme à coefficients distributions sa valeur sur 

sera égale à 

7t = '" cp; ; (x)dx; /\ . . .  /\ dx; ( * ) 
L ·, · · · ·k ·l ·k 

ou cr( i,)) désigne le symbole de la permutation 

(i, . .  ·in-ki, . . . ik) 
1 . . . . . . . . . . . . . . n 

ou encore : 

<cu,7t'> = f "" CPi . . .  i (x) Tj . .  .j (x)dxi /\ . . .  /\ dXi '/\ dXJ' /\ . . . /\ dXJ' • L , k , 
n
-k , k f n-k . . . V ll . . · lk 

L'isomorphisme de la proposition 1 que nous ne démontrerons pas est done 

Avee ces définitions le probleme du changement de variables est résolu. 
Passons à l'opération de différentiation extérieure. Si cu est une forme, 

qUI sur une carte V i s' éerit 

L CUio ·  . . ik dXio /\ . . . /\ dXik 
io< ·  . . < ik 

( * )  Nous supposons que le  support de  7t' est contenu dans la carte. Le  cas général 
s 'en déduit. 



216 A. MARTINEAU 

dcn est la forme qui s '  écrit dans la même carte 

ou encore, 

ou le symbole A sur une lettre signifie que cette lettre dúit être omise, donc on 
devra lire 

cn ' . . . 
J o" 'J h-1J h+l "  'J k+l 

our cn '  . � . P 1 . . ·Jh" ·Jk . o +1 

L'opération d a une signification intrinseque c'est à dire que dcn ne dépend pas 
du choix de la carte ; en outre d va continuement de <I>�( V) dans <I>�+l ( V). En 
conséquence iI existe une opération transposée a qui va de <I>:tr+f( V) dans <I>:tc( V) . 
Cette opération transposée n'est rien d'autre, au signe pres, que l'opération d 
étendue aux formes distributions, car en effet, si cn est de degré k, 7t de degré 
n-k et si cn=dlj; 

Mais, f d(� 1\ ,,) =0 car � 1\ "  ost à support compacto 

V 

c'est à dire d�= + alj; . 

c. EXEMPLEs .  Si W est une sous-variété fermée de V, de dimension k, 
de classe COO et orientable, on peut choisir sur W une mesure de Lebesgue dW. 
Alors à cp,CPEV( V) , on peut associer : 

f (r:;t <p) . dW 

TV 
ou rest cp désigne la restriction de la fonction cp à W. 

w 
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L' application cp ---?>-j' (rest cp) . dW définit donc un courant a(W) . df,J 
W 

JiV 
de degré n, concentré sur W. 

a(W) est dite fonction de densité généralisée de (W,dW) 

On peut toujours supposer que W est définie par (n-k) équations régu­
liêres Àl (f,J) =À2(f,J)= . . .  =Àn_k(f,J) =O en position générale. 

Alors au voisinage d'un point on prendra des coordonnées Xk+l =Àl ,  . . . ,Xn= 
=Àn-k Xl ' " ' ,Xk étant pris sur la surface. On fait le changement c!e variables 
defini par les Ài,x1 , , ,  " xk et iI vient alors : 

au voisinage de l'origine des coordonées. On prendra dIiV =cp(xl , o o  " xk)dx1 /\ o o  . I\ dxk 
et la fonction de densité associée sera ôW(À1 , . . . ,Àn-k) dans la terminologie de 
[C] page 222 ; Mais notons encore que, d'une façon intrinsêque, on peut à W 

orientée (* )  associer une forme, car si cpE<l>�( V) on sait définir f cp . 

± w  
L'application cp ---?>-f cp définit donc un courant que nous noterons 

± w  
ô( ± W) . Ce courant est concentré sur W et de la forme 

Tj . .  .j . dXj /\ o o .  1\ dXj 1 n-k 1 n-k 

ou les T o o  . .  s'expriment três simplement à l'aide de a. 
Passons à l'intersection de deux variétés W1 et W2 supposées en position 

générale. 
Si W1 est définie par xr=xr+1 = . . .  =xn=Ü 

avec df,J=dx1 1\ . . . 1\ dXn 

( *) J e noterai ± W pour rappeler la  nécessité du choix d 'une orientation. 
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l 'orientation choisie étant celle définie par dX1 1\ . . .  1\ dXk ; on a 

On peut donc écrire 

le produit extérieur de 3(W1 ) par 3(W 2) ayant manifestement un sens prolon­
geant le cas régulier. 

Si 12 est un ouvert à frontiêre três réguliêre de V 3(12) est la fonction 10 
caractéristique de 12, et s i  012 désigne le bord orienté de 12 orientée comme V 
3(012) = -d(10) . 

Donc si 121 et 122 sont deux ouverts à frontiêres três réguliêres en position 
générale on pourra prendre 

2. Fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes 

Pour une définition détaillée de la notion de variété analytique complexe 
je renvoie à [B], [E]. Une variété analytique complexe est la donnée d'un espace 
topologique, et pour tout ouvert de cet espace des fonctions holomorphes dans 
cet ouvert (une fonction étant holomorphe dans un ouvert de V si et seulement 
si elle est holomorphe au voi�inage de chaque point de cet ouvert) ,  en sorte que, 
pour tout point de la variété iI existe un voisinage de ce point, une boule 
ouverte dans Cn, un homéomorphisme de ce voisinage sur la boule transportant 
le& fonctions holomorphes dans les ouverts de ce voisinage en Ies fonctions 
holomorphes dans les ouverts correspondants de la boule de Cn. Un tel isomor­
phisme définit une carte locale de la variété. 

Une fonction est holomorphe dans un ouvert de Cn si, au voisinage de 
chacun de ses points zo,zO=(ZO, 1 ,  . . .  ,Zo,n) ,  elle est somme d'une série absolument 
uni formément convergente dans un voisinage de ZO, de puissances 

Un isomorphisme entre deux variétés analytiques complexes est un isomo­
phisme topologique conservant la notio:p. de fonction holomorphe. On voit qu'un 
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isomorphisme analytique d'un ouvert de Cn dans un ouvert de Cn est une 
application dont chaque composante est analytique, et dont le déterminant 
j acobien est différent de zéro en tout point. Cf. [E] page 20. 

a) Quelques propriétés classiques. 

PROPOSITION 2 :  1 )  si f(Zl " " ,zn) est holomorphe pour I zi I <Ri et pour 
I zi I < P i i = 1 ,2 . . .  , n elle se p rolo nge analytiquement à l' o u(Jert : 

[E] page 14 . 

Si  f(Zl , , , , ,Zn) est holomorphe pour Zl * O, , , , ,zn * Ü  et n> 1 , elle se prolonge 
analytiquement à l' origine ; [E] page 12 . 

2) Si T est une distribution dans un oU(Jert .Q de C =fR2n satisfaisant 
. . d" ' d' , . 8 T O '  1 2 l T au (JoLsmage un pomt x au systeme equatwns a-=- = , L = , . . . ,n, a ors zi 

est holomorphe au (Joisinage de ce point. 
8 

Démonstration (du point 2) .  Je rappelle qu'on désigne par l'opérateur 8z · J 
� (_8 _ _  i _8_) et par ---!- l'opérateur � (_8_ + i _8 _ _  ) . Les conditions 2 8x) 8Yj 8zj 2 8xj 0Yj 
imposées sur T sont donc les conditions de Cauchy. Lorque T est suffisamment 
différentiable iI est classique que ces conditions entrainent son holomorphie. 
Par régularisation on va montrer que T est limite au sens distribution de solu­
tions usuelles, c'est à dire de fonctions holomorphes ; puis on verifiera que les 
fonctions holomorphes forment un sous-espace fermé de l'espace des distri­
butions. 

On peut toujours par commodité supposer que le point x est l'origine des 
coordonnées et que T satisfait aux conditions de Cauchy dans un ouvert .Q 
I Zl 1 < 0', . . . , I Zn 1 < 0', boule pour la norme sup I zi I · 

Soit alors !Xn une suite de fonctions COO à supports compacts Kn telles que 
Pn le rayon de la plus petite boule centré en ° et contenant Kn tende vers zéro , 
et telles que OCn -+ a . 

Alors, pour n assez grand, T*ocn est définie dans � .Q et dans cette boule 

T*ocn -+ T au sens des distributions. 
o 8 

D'autre part -.=- ( T*oc ) = -::..- T*ocn = ° , oz . n 8z · J J 
donc les T*rxn sont des fonctions holomorphes. 
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Considérons donc une suite de fonctions hoIomorphes T n convergent au 
1 sens des distributions dans - Q .  On a :  
2 

1 ou Ies Yj sont des cercles centrés en 0, de rayon P < 2 (J .  Si a(Q) est une 

fonction Coo, telle que f a(r)dr= 1 à support compact dans un intervalle ( P I ' P2) 

1 
P l > O, P2 > 0 et P2 < 2 P 

iI vient : 

Soit, 

'--.,.--' n fois 
PI <rj < P2 

Tn(z) = (Lr J. . .J '--.,.--' 2n 

Donc iI en résulte que T n(z) est Ie produit scalaire de la distribution a(r) . T n(reifJ) 
. 1 ( *) 

Par la fonctlOn --.--'­rel6-z 
Lorsque z parcourt une partie compacte de l'ouvert 7t défini par Ies n 

inégaIités I Zj I < PI la fonction de (r,e) , _1_ , parcourt une partie bornée de r - z  
l 'ensemble des fonctions indéfiniment dérivabIes sur le compact 

1 
( *) 

U (Y((Jl )X . . . XY((Jn)) =K 
rI �crj �..r2 
i= 1 ,2 . . .  ,n 

1 
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Or les distributions l/.(r) T n eonvergent dans v'( �-Q) done dans V'(K) done les 

suites de nombres <l/.(Q) . T n(reifJ) , _1_ > = T n(z) eonvergent uniformément 
r-z 

sur tout eompaet de 7t .  La limite en est done une fonetion holomorphe T(z) 
dans 7t. La distribution T est bien holomorphe e. q. f. d .  

b) - L70pérateur d" .  On peut introduire maintenant un opérateur de 
différentiation extérieure «adapté» aux fonetions holomorphes. Soit UI une forme 
différentielle, non homogene, qui par rapport à un systeme de eoordonnées 
eomplexes 

(Zl , "  " zn) = (x1 + iYl ' " ' ,Xn + iYn) s'éerit 

On prend eomme base du module des différentielles dzj=dxj+dYj , ázj=dxj� idYj " 
On va alors graduer (bigraduer) l'espaee des formes différentielles par le degré 
en dZj et le degré en dzk . 

N ous disons que w est de type (p,q) si elle s' écrit : 

UI = az, ; J' J' (x,y)dz; /\ . . .  /\ dz; /\ dz)' /\ . . .  /\ dz)' O '  " ·p-l ' o ' "  q-l ·0 ·p-l o q-l 
io<  . . . < iP_l 
jo< . . . <jq-l 

L'opérateur d, écrit en dZj et dZj applique l'espace des formes de type (p,q) sur 
la somme de celui des formes de type (p+1 ,q) et de celui des formes de type 
(p,q+1 ) .  Désignons par d" la partie de cet opérateur de degré (0,1 ) .  On peut 
done le représenter par :  
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c'est à dire que 

dI! ( L T,. ,. J' J' dz; /\ . . .  /\ dz; /\ dz)' /\ . . .  /\ dz)' ) ·0' " ·p-l ' O ' "  q-t "O ·p-t o q-t 

io< . . .  < i
P
_l 

jo<  . . . <jq-l 

q '" ("'(-1 )h--:-T. . k "k k (x Y))dZ ' /\ /\ dz · /\ dZk /\ /\ dzk· L L oZkh lO ' ' ' lp-t ' o' · · ,  h' ' ' ' q ' lO " Lp-t o " q h=O 
io< . . .  < ip_t 
ko < . . . <kq 

On vérifie immédiatement 1es propriétés suivantes : 

( 1 )  dI! est intrinsequement défini (e'est à dire est invariant par 1es isomor­
phismes ana1ytiques) ; 

p,q r,s p,q r,s p,q r,s 
(2) dI ! ((i) /\ (i)) = (dI ! (i)) /\ (i) + ( - 1  )p+q (i) /\ dI! (i) 

(3) dI! dI! =0 et si on introduit d' =d---dl! d' jouit de propriétés analo­
gues ; en outre on vérifie d' dI! + dI! d' = O ; 

(4) dI ! T =0 entraine que T est ho1omorphe (proposition 2.2) . 

EXEMPLE : formes de degré (n,n-1 )  et dI! fermées dans un ourat de Cn . 

Une telle forme s'écrira 

n,n-t 
La condition d" (i) = O s' éerira done : 

Fantappié appelait un tel systeme de fonetions, fonctions «para-analitiehe» . 
Pour une forme ú} de degré n,q et à eoeffieients holomorphes on a 1e 

« théoreme de Cauchy-Poincaré» : Soit w une forme différentielle de type (n,q) à coeffi-
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cients holomorphes définie au CJoisinage d' une sous-CJariété réguliere IR de Cn, 
relatiCJemente compacte de dimensions n+q+1 ,  et à frontiere réguliere r. Alors on a :  

DÉl\:lONSTRATION : On sait par la formule de Stockes, [C] p .  218 et [F] ,  

que ( cu = r dcu , mais dcu=d" cu=O puisque la forme est de degré n en les dZj L L' 
r fR 

pUIS à coefficients holomorphes e. q. f. d .  

c) - Le théoreme de Dolbeault-Grothendieck et CJariantes. Etant donné un 
ouvert n d'une variété analytique eomplexe (de Cn en fait iei) pour que, étant 

p,q . p,q-l p,q-l p,q 
donné une forme cu ou q � 1,  on puisse trouver cu telle que d" (;) = cu , 

p,q 
une condition nécessaire est bien entendu que d" cu =0 . Mais pour la suffisance 
apparaissent des conditions (pseudo-convexité de n) cf. [B] et [D] . On a le 
théoreme suivant . 

p,q 
THÉOREME I .  a)  Soit n un oUCJert conCJexe de Cn e t  cu une forme diffé-

rentielle à coefficients COO ou à coefficients distributions définis dans n. On suppose 
p,q-l 

q � 1 .  Une condition nécessaire et suffisante pour qu' il existe w telle que 
p,q-l p,q p,q 

d" cu cu est que d" cu = O . 
p,q 

b) mêmes hypotheses sur n et les degrés mais les coefficients de cu sont 
p,q-l . 

supposés être des distributions à croissance lente dans n, alors ii existe cu aCJec 
p,q-l p,q 

d" cu = cu et dont les coefficients sont à croissance lente dans n .  

c) 
p,q . . mêmes hypotheses sur n mais les coefficients de cu amSL que ceux de 

p,q-l 
la solution w sont localement à croissance lente. 

DÉMONSTRATION : a) dans le cas ou les coefficients sont indéfiniment 
dérivables et (b) seront démontrés dans l'appendice A par une méthode uniforme. 
J e vais ici montrer comment on déduit (a) cas distribution et (c) de (b) pour q �2. 
On recouvre l'ouvert n par une suite croissante d 'ouverts convexes ni tels que 
les ni forment une famille fondamentale de compacts de n dans le cas (a) .  Dans 
le cas (c) on prendra ni=n n 1ti ou les 7ti forment une suite fondamentale de 
compacts convexes de Cn. 
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p,q P ,q-l 
Soit alors w la forme à intégrer. D 'apres (b) iI existe wi définie 

p,q-l p,q 
dans Qi , à coefficients à croissance lente dans Qi, telle que d" Wi = w sur Qi. 
Dans cet ouvert iI vient : 

p,q-l p ,q-l 
done Wi+l -wi est fermée à eoeffieients à erois­

p,q-2 
sanee lente sur .o.i . En eonséquence iI existe 8i+1 à eroissanee lente dans .o.i 

p,q-2 p,q-l p,q p,q-2 p,q-2 
telle que d" 8i = Wi+l - Wi sur Qi· On prolonge 8i+1 en une forme 8i+ l  définie 

p,q-l p,q-2 
dans Q et la forme Wi+l - d" 8 i+l prolonge la solution trouvée dans .o.i à 
l 'ouvert .o.i+l ' Par réeurrenee on obtiendra le résultat eherehé c. q.  f. d .  
Pour q=1 cf. appendice A .  

Notons qu'alors on peut déduire (a) dans sa premiere forme de (a) dans 
la forme que nous venons de démontrer. Le théoreme I forme (b) ou (c) est 
l'outil fondamental que nous allons employer. 

d)  formes différentielles associées à une sous-çariété 

Le ehoix des formes différentielles sur une sous-variété réguliere (pour 
la structure COO ) adapté aux variables eomplexes sera obtenu eomme suit. 

Soit .o. un ouvert à frontiere tres réguliere. On munira sa frontiere de la 
forme d"(1,Q) . Si une sous-variété est de la forme a.o.l n a.o.2 ou .0.1 et .0.2 sont 
deux ouverts, on la munit de la forme d"10 1\ d"1,Q etc. . . .  Une telle forme va t 2 
dépendre de façon alternée de la suite des ouverts eonsidérés. 

3. Quelques notions de cohomologie 

a - Suite exacte de cohomologie. On considere de façon générale un groupe 
abélien K et un opérateur d de K dans K (done un homomorphisme) tel que 
d2=O. Un tel opérateur d est dit opérateur de dél'ivation dans K et la donnée 
de K et de d est dite groupe différentiel. Nous désignerons alors par eoeyeles les 
éléments z de K tels que dz=O et par Z(K) leur ensemble qui est le noyau de d. 
Les eobords sont les u de la forme dç ou çEK et B(K) = dK notera le sous-groupe 
des eobords. 

Nous désignerons alors par cohomologie de (K,d) le groupe 

Z(K) j dK = Z(K) jB(K) = H(K) (* ) 
(* )  Nous mettons partout co-bords, co-cycles , co-homologie pour être co-hérent avec 

notre référence [K] ; mais on peut sans inconvénient supprimer co-et même homologie dans 

tou t ce qui sui t. 
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Le groupe K est dit gradué s'il est somme directe d'une suite Kn de groupes. 
L'opérateur d sera dit de degré + 1 s'il applique chaque KP dans KP+l . Alors 
H(K) est lui aussi somme directe de groupes, les HP(K) =ZP(K) IBP(K) ou Zp(K) 
est le noyau de d :  KP ---+ KP+l et BP(K)=dKP-l . On dit qu'une suite de 
groupes abéliens et d'homomorphismes 

(Xi-l <f.i <f.i+l <f.i+2 1 d . . . � A ·  � A ·  � A ·  � A . � . . .  est exacte si e noyau e (Xi L �1 �2 �3 
est égal à l 'image de <f.i-l c'est à dire si (Xi_l (A i_1 ) =<f.t(O) . 

Par exemple B � A � O exacte signifie que l 'application � est- surj ective, 

et O � C � B exacte signifie que l'application y est injective, ou encore 
O � BP(K) � ZP(K) � HP(K) � O est une suite exacte ou les fleches 
sont l'injection de BP(K) dans ZP(K) , le passage au quotient de Zp(K) sur 
HP(K) = ZP(K)/BPCK) . 

On a la propriété remarquable suivante [K] page 20. 

Soit O � C � B � A � O une suite exacte de trois groupes 
abéliens açec dérirations dA,dB,dC commutant arec les homomorphismes � et y .  
Alors on a une suite exacte, 

H(B) L H(A)  

-\ I. 'Y H(C) 
8 

entre les cohomologies de A,B,C, ou les opérateurs �,y, 8 sont définis comme suit : 

OPÉRATEUR � :  Soit z EH(B) et zEZ(B) un représentant de z ;  �(z) appartient 
à Z(C) car dc(�(z)) = �(dB(Z)) = �(o) = O 

Nous poserons �(z) = classe de �(z) . 

OPÉRATE UR y :  On opere de façon analogue. 
Si uEH(C) et u est un représentant de U dans Z(C) on prendra yfu) =classe 

de y(u) . 

OPÉRATEUR 8 :  Soit � EH(A)  et � un représentant de � dans Z(A) .  L'appli­
cation � étant surjective, on peut trouver un bEB tel que �(b)=� .  

On considere ensuite dBb . 
II vient : �(dBb) = dc(�b) = dc� = O .  

1 5  
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Donc dBb est dans le noyau de �, et la suite étant exacte, iI existe c EC 
tel que y(C)=dB b .  

L'application y étant inj ective c est uniquement définÍ à partir de dB b ;  
on en tire qu'il est un cocycle de C sa classe c dans H(C) sera par définition a� .  

II faut bien entendu vérifier que � ,y,a sont effectiçement définis et que 
la suite 

est exacte. 

- -
H(A)  � H(C) � H(B) � H(A) � H(C) � 

Si les groupes A,B,C sont gradués et que les dérivations soni. de degré + 1 
iI vient la 

SUITE EXACTE D E  COHOMOLOGIE 

b - exemples de groupes de cohomologie. Les groupes de cohomologie que 
nous allons introduire ne méritent pas tous, en fait, ce nom car ils ne satisfont 
pas aux aXlOmes classiquement exigés [cf. [B] page 28 pour les axiomes de la 
cohomologie J. 

bil. - d" cohomologie d'un ouçert ou d'un compact de Cn 

Soit U un ouvert de Cn. On prend pour K l 'ensemble noté K( U) des 
formes différentielles à coefficients COO (à coefficients distributions) de degré fixé p 
en dz. Le groupe K est gradué 

n p ,q 
K = U K 

q=o 

et d" est un opérateur de degré + 1 dans K. Alors on désigne par 

le k-ieme groupe de cohomologie associé c'est à dire le quotient de l'espace des p,k p,k-1 
formes (U et d" -fermées Rar son sous-espace des formes du type d" (U • 
On démontre en fait que Hk( U ;  QP)coo et Hk( U;  QP)l)' sont isomorphes cf. [B] 
page 29 et seq. ou [E] pages 103 et seq. et bien entendu [K] . 
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Nous esquis�erons une démonstration au chapitre IV. On peut aussi 
prendre pour K que nous allons noter K*( U) l'ensemble des formes différentielles 
à coefficients COO à support compact (à coefficients distributions à support compact) , 
et d" . On note par 

les groupes associés (qui sont d'ailleurs isomorphes [même référence] ) .  Si X est un 
compact de U on peut prendre pour K noté K(X) l 'ensemble des formes différen­
tielles à coefficients COO (distributions) définies au voisinage de X avec la rela­
tion d' équivalence (w1 == w2 si W1 - w2==O dans un voisinage de X) qui permet de 
définir une structure d'espace vectoriel et l'opérateur d" comme précédemment. 
D' oú des groupes Hk( X ;O.P)coo (resp Hk( X ;O.P) D') 

Pour bien préciser, 
p
w

k 
= O dans Hk( X ;  QP) signifie qu' on peut trouver dans un 

voisinage de X (plus petit éventuellement que le voisinage de X dans lequel 
P k p,k-1 p,k p,k-1 
W est définie et fermée) une forme w telle que dans ce voisinage w = d" (;) . 

o n a la suite exacte : 

d'oú la 

PROPOSITION 3. Si X est compact dans U, on a la suite exacte de cohomologie 

(pour une formulation générale cf [Kl th. 4. 10 .1 ) 

v 
b� cohomologie de Cech d'un recouCJrement 

Soit U un ouvert de Cn et U un recouvrement de U par des ouverts (ou 
des fermés) . Les ouverts de U sont supposés indexés par des indices ct. d'un 
ensemble d'indices A .  Une k-cochaine (alternée)* du recouvrement U" à valeurs 
dans QP est la donnée, pour tout systeme d'indices ct.o , . . .  , ct.k tels que 

U (1.0 . . .  (l.
k 

= U (1.0 n U rJ.1 n .. n U (l.
k 

* 0 d'une forme {:;;O • . "k 
d"-fermée, donc à coeffi-

(* )  Alternée sera toujours sous-entendue dans la suite. 



228 A. MARTINEAU 

cients holomorphes d'apres § 2a prop 2-2 défini sur U a.o ' "  a.k dépendant de façon 

alternée de (cx.o, . . . ,cx.k) ' On note par C(U ; D.P) l'ensemble de ces cochaines. On définit 
sur l'ensemble des cochaines un opérateur de dérivation noté o par la formule : 

k+l 
(oPú>0) = � ( _ 1 )h Pú>0 A 

�o' " �k+l L � o' "  �h ' "  �k+l h=o 
somme qUI a un sens sur 

k+l A 
U � . . . �k = n ( U � n U � n . .  , n U �h n . . . n U �k ) o +1 h=o o 1 +1 

le résultat dépendant manifestement de façon alternée de l'ensemble des índices. 
On vérifie aisément que 02=0 . 
D' ou une notion de groupes de cohomologie. 
N ous noterons par Hk(U ; QP) les groupes gradués ainsi obtenus qui, sous 

certaines hypotheses sur U, sont isomorphes aux groupes précédemment intro­
duits. On peut aussi définir des groupes avec des formes de type (p,q) à coefficients 
distributions d" -fermées (ou sans cette hypothese) .  Pour les définitions générales 
cf [E] page 97 ou [K]. 

Soit X une partie fermée de U ;  on suppose que U est tel qu'il existe un 
sousrecouvrement U' de U n e X indexé par A I C A .  Alors on peut considérer 
les cochaines nulles sur U', c 'est à dire telles que 

SI (cx.' o , . . . , cx.' k) E A I(k+l)  

On note C(U mod U' ; QP) l 'ensemble de ces cochaines .  L'opérateur o trans­
forme une cochaine nulle sur U' en une cochaine nulle sur U' d'ou de nouveaux 
groupes de cohomologie, les Hk(U mod U' ; (lp) . 

Alors on a la suite exacte : 

(1 )  (2) 
O ---+ C (U mod U' ; (lp) --+ C ( U ;  (lp) --+ C (U' ; QP) --+ O 

ou la fleche (2) s 'obtient par restriction d'une cochaine aux indices de A'  et ou 
la fleche ( 1 )  est l'injection naturelle. 

D'ou la 

PROPOSITION 4. On a la suite exacte de cohomologie 

cf [13] page 4'04 V. 
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Le sous-espace X n'est pas intervenu explicitement, mais nous l'avons introduit 
parce que, sous certaines hypotheses sur U et U' les groupes Hk(U i QP) et Hk(U' i QP) 
s'identifient naturellement aux groupes de U et de . U - X définis en b!X . 

by d" cohomologie à croissance lente, et à supports fermés 

Si U est un ouvert de Cn on peut considérer l 'ensemble des formes diffé­
rentielles de degré fixe p en dZj 1 et à coefficients distributions à croissance lente 
dans U (localement à croissance lente dans U) . 

N ous notons cet ensemble par 

(resp K� loc ( U) ) 

et on le munit de l 'opérateur de dérivation d". 
Alors on note les groupes assoeiés 

Maintenant, si X est une partie fermée de V ouvert de cn on peut eonsi­
dérer les formes distributions (resp . distributions à eroissanee lente) de degré 
fixe p en les dZj et à support dans X. 

On note eet ensemble 

Avee d" eomme opérateur iI vient done les groupes 

On a les deux suites exaetes 
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d'ou la 

PROPOSITION 5. On a les suites exactes 

Tout ceci est à rapprocher de [10] page 214-07 cf aussi [B] pages 77-78. 

y 
b� Cohomologie de Cech arec conditions de croissance 

Si U est un recouvrement de U par des ouverts U IX nous considérons les 
cochaines de recouvrement comme en b� telles que les coefficients de chaque 

-r;:o" 'C(k soient prolongeables à U en tant que distributions. 
On note cet ensemble par Cy loc(U ; QP) .  L'opérateur � opere à nouveau 

sur ces eoehaínes et on obtient done des groupes H� loc (U ; QP) .  
Dans l e  cas de  S' on supposera en outre que l e  recouvrement à l'infini de  U 

est fini et on considerera les cochaines telles que les coefficients de chaque -r;:O" 'C(k 
appartiennent à S' (  U C(o" '(f.k) ' 

On notera les groupes obtenus par 

on peut aussi considérer des cochaines fabriquées à l'aide de formes de type (p,q) 
d" fermées ou pas, à coefficients prolongeables . 



CH APITRE I I I  - LA NOTION DE VALEUR AU BORD POUR UN SYSTEME 

DE FONCTIONS HOLOMORPHES 

1 .  La valeur au bord d'une fonction holomorphe 

a - Etant donnée une fonction holomorphe f définie dans un ouvert 
régulier, sous certaines hypotheses on pourra définir sa valeur au bord, sa «trace» . 
. Plus généralement iI conviendrait d '  étendre le probleme de la valeur au bord 
de f définie dans 01 n . . .  n 0k au voisinage de points de a01 n . . .  n aOk 
pour tout k (*) .  

Nous allons nous contenter pour l 'instant du cas utile relativement à la 
représentation des distributions par des fonctions holomorphes, nous contentant 
d'indications au chapitre IV sur les autres caso 

Dans toute la suite E désignera un espace vectoriel réel dont, s'il y a lieu, 
la dimension finie n sera précisée en indice (soit En) . Son complexifié E @ C sera . R 
noté Ec et nous l'identifierons à E X iE, E et iE étant considérés comme sous­
espaces de Ec . De la même façon nous écrirons cn = fRn X i fR n . 

Soit 0 un ouvert de En que nous supposons convexe à frontiere réguliere 
et soient 00, • • •  ,0

n-t , n ouverts convexes de E et à frontiere réguliere tels que : 

2) O E a0j pour tout j 

3) les frontieres sont en position générale . 

Les conditions lmposées entrainent qu'il existe un vOIsmage cu de zéro 
tel que 

Posons maintenant Oj = 0  X í0j dans Ec et donnons nous une fonction holo­
morphe f dans l'ouvert Oo, . . .  , (n-t ) = 00 n 01 n . . .  n 0

n_1 =0 X i (00 n . . . n 0
n

_, ) · 

(*)  Le symbole aOh désigne la frontiêre, orientée si Oh est orienté, de Oh . 
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Nous choisissons Pj dans l'intérieur des 0j et  nous notons par Àj0j l 'ouvert 
obtenu à partir de 0j par homothétie de rapport Àj à partir de Pj . En fait, une 
notation plus correcte devrait faire intervenir les points Pj mais on verra plus 
loin qu'une telle précaution est inutile. 

Si e:w . .  ,En-1 sont n-nombres positifs inférieurs à 1 la fonction f est définie 
sur 0 X i (ô [(1-Eo)00] n . . .  n ô [(1-En_1 )0n_1 ]) . Soit w un voisinage suffisamment 
petit de zéro dans E. Si Eo, . . .  ,En-1 sont suffisamment voisins de zéro 

est constitué d'un seul point M(e:o, . . .  ,En-1 ) .  Nous noterons par c/lj }'ouvert 
@ x i [(1-Ej)0j] et la restriction de f à 0 x M(Eo, . . .  ,En_1 ) sera notée f(X ; Ew . .  ,e:n_1 ) .  

o 

FIG U R E  1 

\ 
\ , , 

D ÉFINITION 1 :  Par définition on dira que f admet une f,Jaleur au bord 8 
de no n . . .  n 0n-1 dans V' (0) (resp. dans S' (0)) si lim f(X ; Eo' . . .  '�n_1 ) existe 

(e;o, . . .  ,e: )---+0 n-1 
au sens de V'(0) (resp de S'(0)) , et cette limite est la f,Jaleur au bord de f. 

( 1 )  

Munissons 0 X M(e:o, . . .  ,e:n-1 ) de la  forme différentielle 

d" 1e; O  !\ d" 1e; O !\ . . . !\ d" 1e; O = d"(0 ; E07 · · · ,En 1 } = d"(0 ; E) o o 1 1 n-1 n-1 -
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alors lim fCz)d"(8 ; c:) va exister dans l'espace Kn(0 X iE) des formes de degré 
e:-+o 

(O,n) à coefficients distributions sur 0 X iE et sera une forme distribution définie 
dans 8 X iE à support concentré sur 0. Cette distribution est de la forme 
T(x) . õ(y) . dx . dy . 

THÉOREME I :  Hn' ;e(0 X iEn ; .oq) est nul pour p <n et Hr)' ;e(8 X iEn ;.oq) 
est naturellement isomorphe à l' espace des formes différentielles de degré q dé{inies 
sur 0 à coef{icients dans V' (0) (l'isomorphisme est décrit plus Ioin). 

DÉMONSTRATION : En fait nous démontrerons un théoreme plus généraI 
mieux adapté aux récurrences. 

Soit U un ouvert de fRP . 
Nous pouvons considérer SUl' 0 X iEn X U 1es formes différentielles de 

type (q,p) en les dZj ' dZj et à coefficients distributions sur 0 X iEn X U ;  nous 
noterons par 

Hf)' ;e( 0 X iEn ; .oq (V'( U))) 

le quotient de l'espace de telles formes de type (q,p) et d" fermées par 1e sous­
espace image par d" de l'ensemb1e des formes de type (q,p-l ) .  

THÉORE M E  I ' : HD' ;e(0 x iEn ; .oq (V'( U)) ) = O  pour p <n 

HV' ;e (0 X iEn ; .oq( V' ( U) ) ) est naturellement isomorphe à 
l'espace des formes différentielles de degré q sur 0 à coef{icients dans V'(0 X U) . 

D É MON STRATION : Le cas de .00 nous suffit. Soit donc ú) une forme 
d"-fermée de type (O,q) (* ) . Au voisinage d'un point Xo de ú), En étant identifié 
à l'espace fRn par le choix d 'un systeme de coordonnées, chaque coefficient 
Ti . . .  i est de la forme 

o q-I 

87 . . i (x ; u) . ú(h)(y) 
o q-I 

h=(h1 , • • •  ,hl1) 

et ou 8� . (x ' u) est une distribution sur 0 X U . �o · · · �q-l ' 

( *) Nous supposons q ;?: 1 .  
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Or on a :  d'ou 

= � e� . (x ; u) o aCh)(y) + -� (-�- e� . (X)) . aCh, , 0 0 ,(hk-1) , . 0 ,hn) 
2 l . . . l 2 8Xk l . . . l o q-l o q-l 

Done de eette façon on voit que, au voisinage de xo, la forme cu est eohomologue 
à une forme dont les eoeffieients ( iw o . , iq_2,n) sont du type : 

o.h o �Chl " . .  , hn-1 ) ( ) "'( ) l' �( ) v i i n (x ,  u) . o Y 1 7 0  • •  ,y n-l o o y n = i .  o .  i n . o Y n 

h=(h1 , • • ,hn_1 ) 
o' "  q-2' o q-2' 

Mais la forme en question est d" -fermée, done SI on considere le eoeffieient de 
dZi 1\ . o .  o 1\ dZi 1\ dZn on voit que : 

o q-l 

D'ou 

T ·  .-; ) a(y ) + ( - 1 )n T · . -� a'(y ) - O l " " l Z '  · · ,n . n l " . .  , l  o 2 n -o ·· o q-l 

T ·  . = 0 L • • •  L pourvu que io < ii < 0 0  < iq_1 < n o 
o q-l 

La forme est done eongrue à une forme 

jo < · · ·  <jq-2 

au voisinage du point Xo o 
Si q�2 nous allons reeommeneer avee la variable zn-l o Chaque terme a ses 

coefficients de la forme 

eh ( o ) ",(h1 , · · · ,h(n-l » )  ( ) "'( ) 
i , . . .  , n x ,  U o o Yl , o o o ,Yn_l o o Yn 
o 

la varlable dZn étant partout présenteo 
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N ous obtiendrons une forme congrue à Ü) dont chaque terme T ·  . } . . .  ,} , n  o q-2 
est de la forme 

La condition de fermeture relativement au coefficient de 

s 'écrira : 

d'ou 

{ �n-l = (n- 1 )  

Jn = n  

SI jn-2 < n-1  ; Ü) est done eongrue à une forme 

Tjo . . .  j (n-l),n ' dZj /\ . . . /\ dZj /\ dZn_1 /\ dZn q-3 o q-3 
jo< . . . <jq-3 

la distribution Tj . . .j ,(n- I ) ,n étant de la forme o q-3 

eh ( . ) � (hl "  . .  ,hn-2) ( ) �( ) � ( ) ; ; (n-I) n x , U • o Y" . .  · ,Yn-2 . o Yn-1 • o Yn ·0" . " "q-3' , 

et ainsi de suite. Nous voyons en définitive que Ü) est eongrue à une forme 

T s'éerivant : 

T =  eh( ) �(h, ' . . . , hn-q)( ) �( ) �( ) x ;  u . o Y" . .  ' ,Yn-q . o Yn-q+l . . . 0 Yn 
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La condition de fermeture donne : 

_ a! = 0  az o  J 
pour tout i« n-q+ 1 )  

Le lemme 1 qui suit montre que ceci entraine T=O s i  q � (n- 1 )  c'est à dire que 
ú) admet une primitive au voisinage de XO ' Pour q=n, ú) est donc congrue au 
voisinage de Xo à une forme 8(x,u) .a(y)dz1 /\ • • •  /\ dZn . Montrons maintenant 
que ú)=0 équivaut à 8(x) =0, ce qui nous permettra de définir l'isomorphisme 
de HV' ;G) (0 x iEn ; QO(V' ( U) ) ) avec V' (8 x U) 

par ú)� 8  (x ; u) , dont la fleche inverse est 

T(x ; u) � (classe de T(x ; u) . a(y) . dz1 /\ . . . /\ dzn) 

N ous utiliserons le même processus de réduction. 
Si ú)=d"n on peut remplacer n par une forme n' dont les coefficients 

s'écrivent 

j <n 

o u  Tn(x ;u ;y) = L T�(x ; U ; Yl l · . . ,Yn_l )a<OC)(Yn) 
oc 

Donc iI vient 

No 

+ � L T�(x ; U ; Yl , . .  · ,Yn-l ) . a<OC+
l)(Yn) 

oc�O 

= T(x ; u) . a(y) 
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TNQ = O d'ou TNO-l = = TO = O n ' n 0 . 0 n 

done Tn = O  o 

Nous remplaçons 8(x ; u)?l(y)dz1 1\ . . 0 1\ dZn par 

8(x ; u) . ?l(Y" . . .  ,Yn-l ) . dZ1 1\ . . .  1\ dzn_1 , 

la forme n' par n" 

� 
T/x ; u ; Yl , . . . ,Yn-l ) . dZ1 1\ . . .  1\ dZj 1\ . . . 1\ dZn_1 

j < n 

En = (Rn par (Rn-l et U par U x (R2 . 

Si on fait l'hypothese de réeurrenee que la propriété eherehée est vraie pour 
n-1  iI s'ensuit que n"=O, done la propriété devient vraie de n or elle est vraie 
pour n=1  (ehapitre I) done elle est vraie pour tout n. 

Le résultat n'est aequis pour l'instant qu'au voisinage de tout point, le 
lemme 2 permettra de le globaliser. 

LEM ME 1 :  Soit T une distribution définie dans un oU(Jert .01 X . . .  X .on 
de Cn. Si dans cet oU(Jert �'! = 0,  T est une distribution holomorphe de la (Jariable uZn 
Zn , c' est à dire peut être identifiée à une fonction !.J; définie de .on à �'aleurs dans 
V' (.ol X . . . X .on-l ) ' scalairement holomorphe, par 

< T, cp >  =
.
f <!.J;(ZI " " ,zn-l ;zn) ,cp(zl " " ,zn_l 'zn» dxn . dYn . 
o.n 

En particulier si T a un support dont l' adhérence de la projection sur .on supposé 
connexe est différente de .on alors T = O . 

DÉMONSTRATION . Nous notons !.J;(zn) = !.J;(ZI , " " zn-l ; zn ) et de eette fonetion 
nous di sons qu'elle est sealairement holomorphe dans .on si pour toute 

cpEV(.ol X . .  , X .on_l ) , 

zn � <!.J;(zn) ,  cp> est holomorphe dans Qn ' Supposons que T puisse se mettre 
sous la forme du lemme, alors, 
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et eette intégrale peut aussi s'éerire s i  �=rpl (Zl l "  " zn-l ) . rp2(Zn) 

Soit : 

Mais d'apres un théoreme de L. Sehwartz [G] eh. I I I  page 107 iI s'ensuit que 

-�! = O .  Pour la réeiproque, si rpEV(Ql X . . .  X Qn-l ) cm peut définir < T,� >�zn) uZn 
distri�ution sur Qn par :  

si �I EV(Qn) , < < T,� > , � 1 > = < T,rp  . rpl > 

Ensuite, on a '  

et 

o orpl < --_ - < T,� > , CP l  > = - < < T,rp > , -_- > par définition 
ôZn 8zn 

8CPl . Brpl 8 - < < T,cp > ,  . __ - > = - < T,rp . -_ - > = - < T , -_ - (cp . CP l »  
�n �n �n 

a T  
= < �_- , � · CP 1 > =O uZn 

e'est à dire que < T,cp > (zn) est une fonetion holomorphe de la variable zn ' 
Maintenant sous l'hypothêse de support < T,� > (zn) est identiquement 

nulle puisqu'elle l'est au voisinage d'un point de Qn' Ce qui entraine que T est 
identiquement nulle eomme nous I 'avons remarqué. C. q .  f. d .  

On en déduit que 

pUIS que Ies Bt)' ;0(0 x iEn ; Qq(V'( U)) sont au moins loealement nuIs si q< n .  

LEMME 2 :  Soit X un fermé dans O ouçert de Cn si pour tout ouçert O '  
de Cn on  a BV',x n 0/ (0' ; Qq(V'( U))) = O alors la relation d'équiçalence sur les 

-q,r+l q,r+l 
formes de type (q,r+1 )  et d" -fermées, (o) == cu' s i  cu=w' +d" w, (cu ,cu' ,w à support 
dans X), est de type local. 
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D '  II · A d d · . q,r+l 
d I EMON STRATION : revlent au meme e Ire que SI Ül a met oea-

Iement une primitive à support dans X elle en admet une gIobaIement. Pour 
tout point x de X on peut trouver un voisinage U(x) ouvert de ee point teI qu'il 

q,r q,r q,r+l 
existe Wx à support dans U(x) n X et telle que d" Wx = . Ül • Du reeouvre-
ment de X par Ies U(x) on peut extraire une suite U(xn) telle que Ies U(xn) n X 
reeouvrent X, et trouver des 'l9(xn) ouverts teIs que r(xnJ soit eompaet dans 
'U(xn) et teIs que Ies 19(xn) n X reeouvrent X (para-eompaeité d'un sous-ensembIe 
de Cn , [K] page 149) .  

q,r q r+l No 
Supposons eonstruite une primitive w (No) de 'Ül sur U 'l9(xn) = 'l9(No} ' 

n=1 q,r-l 
Par l 'hypothese faite sur 'l9(No} n U(xN +1 } iI existe w telle que o 

q,r q,r q,r-l q,r-l 
W (No) - WXN = d" W . La restrietion de W à 'l9(x ) 

0+1 No+ t 
est proIongeabIe à Cn en une forme distribution à support dans X, done iI existe 

q,r-l q,r q,r-t 
une forme définie dans tout I'espaee, soit e No+ t ' telle que WXNO+l + d" e NO+l 
réalise un prolongement à 'l9(No+ 1} de la primitive � (No) de 

q,�+l 
C. q. f .  d. 

Puisque HO . . . ,e( . ' . )  = O par réeurrenee le=, H�,e ( . . .  ) étant Ioealement 
nuIs pour q< n sont nuIs. 

Examinons le eas de H� . ,e ( .  . .  ). Toute forme de degré (O ,n) est IoeaIe­
ment eohomoIogue au voisinage Ux d'un point Xo à une forme o 

ex (x ; u)3(y)dz1 /\ • • •  /\ dZn . o 
Et sur Ux n Uy on a (ex (x ; u) - ey (x ; u)) . 3(y) . dz == O .  Ce qui entraine o o o o 
ex (x ; u) =ey (x ; u) eomme nous l 'avons vu. On peut done reeoller Ies soIutions o o 
partielles et on obtient T(x ; u) définie sur 0 X U telle que, au voisinage de ehaque 
point de 0, (U soit congrue à T(x ; u)3(y)di .  Du lemme 2 résulte done que Ül est 
eongrue sur 0 à eette forme. Ceei aeheve la démonstration du théoreme I '  
done du théoreme I .  

Notons que, des ealeuls Iocaux, résulte sans globalisation avec Ies notations 
évidentes : 

THÉOREM E  1 " :  

R�' ;e(0 X iEn ; (W(S'( U)) =O  pour p< n 

RS' ;e( 0 x iEn ; nq (S' ( U)) est naturellement isomorphe à I' espace des formes diffé­
rentielles de degré q sur 0 à c?efficients dans S'(0 X U) . 
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L'isomorphisme étant : 

----+ ( Classe de "" Ti . . i (x ; u)8(y) o dZi /\ 0 0  /\ dZi /\ dZ1 /\ . . . /\ dZn) � o q-1 o q-1 
io <  . .  < iq_1 

Avec les notations introduites au début de ce chapitre nous énoncerons le 

THÉOREME 2 :  (fondamental) o  
holomorphe, a une ÇJaZeur au bord si 
distribution au ÇJoisinage de ce bordo 

Une fonction f définie dans .0.0 n . . .  n .o.n_p 
et seulement si elle est prolongeable en une 

DÉMONSTRATION : Nous procédons comme dans le cas d'une variable o 
Vu les théoremes de structure des filtres à base dénombrable de distributions 
dans V' on voit que si f a une valeur limite au bord elle est localement à 
croissance lente au sens distributiono Mais iI est immédiat de vérifier que si 
elle est localement à croissance lente au sens fonction, c'est à dire s'il existe un 
no tel que (E 1 , . . . ,En)no f(x1 + iE1 , o o ,Xn+ iEn) reste borné dans un voisinage du réel 
pour E 1 , . . •  ,En suffisamment petit et xEK compact arbitraire de 0, aIors elle 
admet une vaIeur au bord o 

En Iemme apparait aIors la 

PROPOSITION 2 :  Une fonction f holomorphe dans une intersection finie 
O=.o.o . . (n_l ) d'ouÇJerts réguliers à frontieres en position généraZe est localement à 
cro issance lente dans .o. au sens distribution si et seulement si elle l' est au sens fonction 
(même conclusion si O est conÇJexe) o 

DÉMON STRATION : II est possible d'opérer comme dans le cas d 'une 
variable (Chap o I )  mais j e  propose une autre méthodeo D'apres le théoreme VI 
chapitre I on voit que f est localement à croissance lente au sens distribution 
au voisinage d 'un point Xo de a.o. si et seulement si, pour toute fonction cp de 
V(cu n .0.) ou w est un voisinage convenable du point, iI existe un multi-entier p 
et une constante Mp , 

tels que : 

( 1 )  f . . . f f(z) . �(x,y)dxdy 
w n O 

:S; Mp o sup I cp(p)(x,y) I 
(X,y)EO n w 
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Nous supposons w convexe ce qui suffit à des infiniment petits d'ordre 
supérieur à 1 pres o Choisissons une fais pour toutes une fonction (X(r) indéfini­
ment dérivable sur fR+ à support dans un intervalle [P l ,P2] ' (Pl>Ü) ,  telle 

que J�
(X(r)dr=1  et telle que pour un Zo élément de � (O n w) (*) le polydisque 

Pz Pz = {z I I  zn-zn o I < P2} soit dans w n O. Nous désignerons par VZ la o o ' 
distance d'un point z à c.> n aO , par rapport à une norme dê Cn . 

On a, grâce à l' intégrale de Cauchy régularisée par (x, la formule 

(2) fez) = (- 2� ) n J� . . . . . .. ,rf(zl +r , ei6 1 , . . .  ) �z( U) . rldrld61 . . .  rndrnd6n-

� = dx1dYl · · · · ·dxndYl 

si nous désignons par �z(u) la fonction 

VZo 
Vz ou u = z + rei6 

et i1 vient : 

(3) sup 
UEO n cu  

I �z(P)( u) I � sup 
UEQ n cu I (

) I ( VZo ) I P I 
�z p ( u) . --o vz 

ou ! p ! = P , + . . .  +Pn si P = (Pl , . .  · ,Pn} .  

(4) 

Cette information sur �z grâce à la formule 2 donne par ( 1 ) : 

I I I ( )  I ( vzo ) Ip I N fez) � Mp . sup �z P  ( u) . -- � --1-' 
! UEO n cu o vz (Vz) p 

car �z a son support dans .Q n w C. q. f. d .  
Le  théoreme 2 en résulte puisqu'il revient au même de  dire que f est 

localement à croissance lente «au sens» distributions ou qu'elle est prolongeable. 

1 6  
( *) Les homothéties sont faites avec Xo comme pôle . · 
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COROLLAIRE : Soit fES'(no n . . . n nn_l ) et holomorphe. Sa (JaZeur au bord 
appartient à S' (8) et est atteinte au sens de S' (8) . 

D É MONSTRATION : Le théoreme 2 assure que la valeur au bord existe. 
Si on compactifie l 'espace par son plongement dans l 'espace proj ectif complexe 
on voit que la valeur au bord est prolongeable donc appartient à S' (8) .  C. q. f . d .  

Notons en passant que ces raisonnements montrent en particulier que 
pour tout Md 00 n . . .  n 8n-1 la restriction de f à 8 X iM appartient à S' (8) (* ) . 

b - prolongement cano nique. Soit no n . . . n nn-l une intersection de n 
ouverts du type considéré jusqu'ici. Considérons une fonction f holomorphe 
continue jusque sur la frontiere au voisinage de 8. Nous nous plaçons dans le 
voisinage cu que nous supposerons convexe apres restriction de 8 s'il y a lieu. 
Considérons le prolongement distribution r de f à (J) n 0.1 n . . . n nn_1 défini par f 
dans no n . . .  n nn_1 et par O hors de cet ensemble. Puis nous calculons d" f qui 
est d" 1.00 , f restreint à cu n 0.1 • • •  n nn_l ' Mais d" 1.00 • f se prolonge de la 
même façon dans cu n 0.2 n . . . n nn_1 par O hors de cu n 0.1 n . . . n nn_1 car c'est 
le produit de la 1 -forme d" 1.oo par f continue jusqu'à la frontiere. On peut 
calculer le d" de cette forme et on obtiendra d" 1.0 1\ d" 1.0 . f sur la partie o 1 
de ano n anl dans cu .  On prolonge par zéro dans cu n 0.3 n . . .  n nn_l et on calcule 
le d", etc . . .  

On obtiendra finalement (d" 1.o 1\ d" 1.01 n . . . n d" 1.0 ) . f forme distri-o n-2 
bution définie dans nn_1 et concentrée sur ano n anl n . . .  n ann_2 n nn-I n cu .  

Cette forme est prolongeable à cu par zéro sur la frontiere ano n an1 n . . .  n ann_2 • 
Prenant le d" dê ce prolongement nous obtiendrons exactement 

à savoir la valeur au bord de la fonction f, si la frontiere ano n anl n . . . n ann_l 
est orientée dans le sens choisi. 

Maintenant opérons ainsi. N ous prolongeons f en une distribution r dans 
cu n 0.1 n . . . n nn_l à support dans l'adhérence de cu n no n . . .  n nn_1 dans cet 
ouvert. Alors f -{' est une distribution concentrée sur la frontiere de no dans 
cu n 0.1 n . . . n o. . II vient : d" f=d" r +d" (f' -f) c'est à dire que les deux distri­
butions 1n . f et d" f' différent par le d" d'une distribution à support dans la 
frontiere. Si nous effectuons un prolongement qJ de d" l' à support dans ano 

( *) On a plus ; utilisant par exemple un principe de démonstration analogue à celui 
de la proposition 2 on vérifie que la restriction de f à 0 x iM est même à croissance lente au sens 
fonction. Bien entendu iI existe des fonctions analytiques réelles dans S'(0) qui ne sont pas 
à croissance lente au sens fonction . 
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nous obtenons une nouvelle distribution et deux prolongements different d'une 
forme distribution à support dans aOo n a01 • Si CPl et C?2 sont des prolongements 
d" 'f>l -d" CP2=d" T ou T a son support dans aOo l\  õ02 mais d" (f' -f) a disparu 
dans cette opération donc d" 'f> differe de d" 100 1\ d" 101 • f par le d" d'une 
forme distribution concentrée sur aOo n a01 , etc. Finalement, effectuant des 
prolongements arbitraires (en admettant qu'il soient tous possibles) nous 
obtiendrons une (O,n) forme dj stribution (j concentrée sur 0 et qui differe de 
d"10 1\ d"10 1\ . . .  1\ d"10 . f par le d" d'une (O,n-l )  forme distribution, o 1 n-l 
concentrée sur 0 .  Le procédé aboutit donc à la classe de cohomologie de 
d"10 1\ 0 0 0  1\ d"10 . f dans Hn

V' oQ(8 X iEn ; 0°) . o n� , 0  
J e dis que ce fait est général pour une fonction f localement à croissance 

lente dans 00 n 01 n . .  o n 0n_l 0 D'abord la méthode de prolongement a mani­
festement un sens ; ensuite le résultat obtenu est dans une classe de cohomologie 
de HV' ;0(0 X iEn ; 00) .  Enfin il reste à vérifier si T(x1 , . . . ,xn) est la valeur au bord 

de f que cette classe de cohomologie est celle de (-} ) n 
T(x) . 8(y)dz . Mais, 

restreignant (O et 0 on peut supposer que f admet dans (O n 00 n o • •  n 0n-t une 
primitive F continue jusqu'au bord, c'est à dire 

Si alors on considere la suite des prolongements canoniques 

et SI on note par D l'opérateur 

sont des intermédiaires pour f ce qui montre que localement la classe de cohomo­
logie obtenue est bien celle de la valeur au bord, donc aussi sur tout 0 . 

N ous donnerons plus loin la formulation générale de ce procédé. 

( *) Sous la même hypothêse d'orientation que précédemment. 
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2.  lndications sur la théorie de Sato 

C'est Mikio Sato qui a vu la néces�:;ité d'introduire les concepts de la cohomo­
logie dans la théorie des valeurs au bord en définissant ce qu'il a nommé les 
hyperfonctions [13] . Les méthodes développées dans ce cours s'inspirent plus 
directement de i'interprétation que j 'ai donné en [10] de cette théorie. Elles 
montrent iI me semble trés nettement (c. f. th. 1 )  la nécessité qu'il y a à ne pas 
identifier Ies fonctionnel.les analytiques avec I 'élément du groupe de cohomologie 
(l'hyperfonction de Sato) qui leur est associé et que j' avais appelé indicatrice 
de Sato de la fonctionnelle, [ 10] page 214- 1 1 .  

Pour une étude plus détaillée des hyperfonctions j e  renvoie à l'article de 
Sato ne présentant ici que les éléments préparatoires à mon propos. 

Le point de départ est le fait suivant. Etant donné un ouvert O de C 
rencontrant IR suivant 8, nous désignerons par 0+ la partie de O formée des 
points tels que y>O et par 0- celle ou y<O .  Si deux fonctions r et f- sont 
définies dans les régions 0+ et 0- et si ces fonctions ont même valeur au bord 
dans D' (8)  alors elles sont prolongement analytique l'une de l'autre (chap . I ) ,  
c'est à dire qu'il existe g définie dans O telle que r =g dans 0

+ 
et I=g dans 0_ . 

Désignant par 3r et par 3f- les valeurs au bord , par 3(f+, I) la distribution 
Sf+ -3f-, nous voyons donc que S(r, f-)=O équivaut à :  iI existe g telle que 
(f+ +g,1 +g)=O. Alors on introduit les valeurs au bord formelles définies sur 8. 
On considere la limite inductive U des 0(0G(- 8), espaces de fonctions holomor­
phes dans les ouverts OG( - 8 tels que 0ct n IR = 8, puis 0(8) la limite inductive 
des espaces de fonctions holomorphes dans les ouverts OG( et l'espace vectoriel des 
valeurs au bord est défini comme le quotient U!O(0) . C'est à dire que, étant 
donné un couple (f; , f;) défini dans 0G(-8, iI est équivalent à zéro s'il existe g 
holomorphe dans 0i' c OG( telle que : 

fd: =g dans O-t et f;=g dans O;; , c'est à dire que r et f- sont prolon­
gement analytique l'une de l'autre. 

On a le fait fondamental suirant [cL [13] page 395 note] : Soit (r, f-) un eouple 
défini dans OG( c 00 fixe. Il existe g holomorphe dans o.y c OG( telle que f+ +g 
soit holomorphe dans O� et f-+g soit holomorphe dans O; (g se prolonge done à 0oc) .  

En d'autres termes l'application naturelle de 0(00-8) /0(00) dans U/O(0) 
est une bij ection. Ce qui fait qu'on peut prendre comme modele des valeurs 
au bord le groupe 0(00-8) /0(00) , L'interprétation cohomologique vient comme 
suit. Recouvrons 00 par les ouverts 00,0�,0;. Nous désignons par 19 le 
recouvrement ainsi obtenu, et par 19' le recouvrement de C 8 constitué de 
O; et O;. D'apres le chapitre I I  § 3 b� on a la suite exacte : 

0 --+  HO (19 mod 19' ; O) --+ HO (19 ;  O) --+ HO (19' ; O) � Hl(19 mod 19' ,0) --+ Hl(19 ; O) 
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Mais un O-cocycle de 19 mod 19' s'identifie à une fonction holomorphe nulle 
sur C 0, d'ou HO (19 mod 19' i 0) =0, ensuite j 'ai déjà dit qu'un théoreme de H .  
Cartan (chapitre I )  assure que Hl (19 i O) = O. Les groupes HO(19 i O) et HO (19' i O) 
sont respectivement les groupes 0(00) et 0(00- 0),  d'ou la suite exacte : 

Le groupe Hl (19 mod 19' i O) est donc isomorphe au quotient de 0 (00- 0) 
par 0(00) et ce groupe est naturellement isomorphe à ce que Sato appelle 
Hl (OO mod (00-0)  i O) premier groupe de cohomologie relative de 00 modulo le 
complémentaire de 0 qu'il vaut mieux noter, comme j e  l'ai fait en-[10], par la 
notation de Grothendieck H�(O iO) ,  premier groupe de cohomologie de 00 à valeurs 
dans O à support dans 0. L'opération de valeur au bord est donc l'homomorphisme a 
de O(00-0) =HO(19' i O) sur H�(Oo ; O) .  Ainsi traduites les définitions de valeur 
au bord s 'étendent aisément au cas de n-variables. Une hyperfonction définie 
sur e est un élément de Hn(O mod (0-0) ; 0) ou encore un élément de H�(O ; O) 
groupe qui ne dépend pas du voisinage complexe O de 0 dans EC et qui peut 
être explicitement calculé comme suit. Supposons pour simplifier 0 ,  O convexes 
et soit U un recouvrement de O par des convexes, dont une partie, soit U', 
recouvre 0-0, alors H�(O ;O) est isomorphe à Hn(U mod·U' ;O) .  C'est ce dernier 
groupe que nous avons défini au chapitre I I  § 3 b� que nous prendrons comme 
modele des hyperfonctions de Sato. 

N ous savons alors qu'il existe une suite exacte 

et pour n � 1 on a (conséquence du théoreme I a) chapitre I I  comme nous le 
verrons) Hn-1 (U ; 0) =Hn(U ; 0) =O ,  d 'ou la suite exacte 

( 1 )  

Dans le  cas de  la dimension n> 1 I'opérateur du cobord a est donc un isomorphisme. 
La notion de valeur au bord, généralisation naturelle de la notion formelle de 
valeur au bord qu'introduit Sato, est donc celle-ci. Soit � i'o . . .  i'n_l un (n-1) 
cocycle à valeurs dans O du recouvrement U' de 0-0.  Sa «valeur au bord>) est 
l 'élément du groupe Hn(U mod U' ; O) image de la classe de ce cocycle par 8 
(plus précisément du «groupe» défini par le systeme d'axiomes de la cohomologie à 
support dont Hn(U mod U' ; O) n'est qu'un modele) .  Par exemple, prenons pour U'  
un reeouvrement de (0-0) par des convexes 00c et ajoutons pour obtenir U 
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l 'ouvert .00=.0. Le cocycle CJ?C( . .  'C(n peut être remonté, de façon arbitraire, en une 
o -1 

(n- i)  cochaine du recouvrement U .  On se donne donc les CJ?o,<4' ' ' 'C(n_l 
fonctions 

v 
holomorphes sur .oa: n . . . n OC( arbitrairement. Puis on forme le cobord de Cech. 

1 n-1 
Pour tout systeme (elo, . . .  , eln) (les eli supposés ordonnés et O < elj pour tout j )  
ou elo -=1= O ,  on a (�cp )C(

o
" .a:n =0 puisque cp est un cocycle et iI vient : 

n 

(�CP)(O'C(" " " C(n) = L ( - i )hCPO'C(1 ' "  " �n ' ' ' ' 'C(n + CPC(" " " C(n 
h=o 

La classe de cohomologie de ce n-cocycle relatif est la valeur au bord du cocycle 
de départ, donc (acp) Co'C(l ' ' ' ' 'C(n) = O signifie qu'il existe des 

6co,C(1 " " 'C(n-1) fonctions holomorphes dans les Oo,C(1 " " 'C(n-1 = 0C(t ' ' ' '  ' C(n-1 

telles que : 

d'ou 

C'est à dire que le cocycle de départ est un cobord de U'. Nous l'avions déj à  vu 
dans la formule ( i )  mais qui disait plus : ce fait ne dépend pas du recouvrement U. 
Dorénavant nous dirons que la (Jaleur au bord formelle de CJ?C(1 ' ' 'C(n est nulle si ce 
cocycle est un cobord relati(Jement à U' (pour n >  1 ) .  

3 .  Définition de la valeur au bord d'  un cocycle localen�ent à croissance lente 

a) Nous considérons un vOlsmage complexe convexe O de 0 convexe 
de E, de la forme 0 X i0' et un recouvrement convexe, pour l'instant fini 
.oo, . . .  ,Or du complémentaire de 0 dans O, formé d'ouverts 0 X i0h . Nous 
désignons par U ce recouvrement. La donnée d'un (n-1 )-cocycle à valeurs 
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dans O de U est la donnée pour chaque systeme d'indices ( io, . . . , in_l) tel 
que 0i n 0i n . . .  n 0i =Oi i i=- 0 d'une fonction holomorphe fPi i o 1 n-l O" 1Z-1 o ' "  n-l 
définie dans 0i i , donnée dépendant de façon alternée de l'ensemble des o· ' ·  n-l 
indices. Nous faisons l'hypothese supplémentaire que chaque <Pi  i est . o · · ·  n-l 
localement à croissance lente. Alors d'apres le § 1 on sait qu'on peut définir une 
valeur au bord Tio . . .  in_

/X) au sens usueI par passage à la limite. 

Nous allons montrer I'existence de nombres entiers aio . . .  in_1 qui ne dépen­

dent que du recouvrement et pas du cocycIe, teI que, posant 

l'appIication fP --+ ófP ou ófPEV'(0) définisse dans Ies cas usueIs la vaIeur au bord 
et que les théoremes suivants soient satisfaits. 

THÉOREME 3 :  «Edge on the TiVedge») Soit fPio . . .  in_l 
un cocycle localement 

à croissance lente (à croissance lente) relatirement au recourrement. Une condition 
nécessaire (et suffisante) pour que fPio . . .  in_l soit un cobord localement à croissance 
lente (à croissance lente) du recourrement est que ófP =0 si n ?::- 1 .  

THÉOREME 4 :  Existence des représentations. Pour tout recourrement con­
\Jexe du complémentaire de 0 dans 0, l' ap plication fP --+ ofP est surjectire de l' espace 
des (n-1)-cocycles du recourrement et localement à croissance lente (resp. à croissance 
lente) sur V'(0) (resp. sur S'(0)) .  

On peut énoncer autrement ces théoremes. Le théoreme 3 signifie que le 
lloyau de Ó est formé des (n- 1 )-cobord donc que l'appIication passe au quotient 
et donne une application de H�l�c (U ; O) dans V' qui est injective. Le théoreme 4 

assure qu'elle est surj ective. Noter que Ies coefficients ai . . . i... ne sont pas o , .- 1 

univoquement définis par les théoremes en question, mais qu'on peut ajouter 
des conditions faisant que l'application Ó le soit. 

b) choix des coefficients. Ce paragraphe peut être omis et le lecteur peut 
se contenter des considérations de c et de celles du chapitre IV. 

ba-le cocycle générique : Soit U un ouvert de 0-0. Considérons le Z-moduIe (* ) 
libre engendré par tous les systemes d'indices [ io, . . .  , in-I] .  Nous prenons son 

(* ) Z désigne l'anneau des entiers. 
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quotient par le sous module engendré par les relations 

U n o.i n . . . n ni = 0 ==> [ iO) "  . .  , in_l ] = O o n-l 

[ •  . 0] _ (- 1 ) (0') [ ' ' ] JO" " , �n-l - X cr�o , · · · ,cr�n_l ou X(cr) désigne la trace de la permutation (j 

n 
U n o.i n . . .  n ni = 0 ==> � (- l )h[ io, . . . ,ik, . . . , in] = O o n L 

h=o 

Nous désignons par �( U) le module ainsi obtenu, et si U, c U2 iI existe un homomor­
phisme naturel, dit de restriction, de �( U 2) sur �( U 1 )  car toute relation sur U 2 
entraine la même relation sur UI entre les générateurs [ io, . . .  , iT1--1] ' On vérifie 
aisément que si des (Xi sont dans �( Vi) , les Vi formant un recouvrement ouvert 
de V e n-0,  et si (Xi - (Xj = O  dans �( Vi n Vj) alors iI existe (X dans �( V) dont la 
restriction à chaque Vi soit (Xi, et cet (X est unique. On dit que la donnée des 
( U  -+ �( U)) et des homomorphismes de restriction ( UI c U2'�( U2) --+ �( UI )) défini t 
un faisceau sur 0., [B] page 10, que nous noterons � .  

Nous désignons par cocycle générique du recouvrement l e  cocycle à valeurs 
dana � défini par o.io . . . i -+ [ iO) " . .  , in--l ]  ou [ io . . .  in-1 ] est considéré dans �(ni

o 
. . .  i>1 ) . 

n� .� 
b� - la résolution générique : Si U est un ouvert de o. nous considérons 

le Z-module "",P ( U) engendré par les générateurs eni n . . .  n ani n o.jo . . . j � o P q 

avec les relations : 

U n aOi n . . .  n aOi n Ojo . . .  j = eOio n . . . n àOi n % " '/ n U o P q P r 

si les deux ensembles sont égaux 

x(O') 
U n êJ Oi n . . . n e Oi n Oj . . . J' = ( - 1 ) êJO .  n o p o q O'�o 

enfin 0 donne O.  
A partir d'ici i I  faut supposer que les 0i sont en position générale dans 

0. - O ,  que OEà0]·(Oj = 0  X i0J·) et que, e0i n . . . n a0i est réduit à O dans o n-l 
un voisinage de l 'origine, pour tout systeme d'indices distincts io, . . .  , in_l ' Nous 
noterons par �P( U) le module )':( U)® �( U) (* ) . "'--< Z 

(*) A savoir le module engendré par les générateurs indiqués et leurs relations à 
coefficien ts dans q U) . 
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Si U1 C U2 iI existe un homomorphisme de restriction de �p( U2) à �p( U1 ) .  
L'ensembIe d e  ces données définit un préfaisceau noté �p. I I  existe un homomor­
phisme V de �p dans �p+1 , c'est à dire pour tout U une application '1(  U) de �p( U) 
dans �P+1( U) commutant avec Ies restrictions et définie comme suit . 

= a.o; n . . .  n aQ; n a (.o). J' ) ·0 .p o ' " p 

ou a.ojo . . .  j = 2: a.ojh n .ojO
" ']h . . .  j ; puis prolongement �( U) -linéaire. On a '12=0 q h q 

et le noyau, dans chaque U de l'homomorphisme 

V :  �0 ( U) � �1 ( U) s'identifie à �( U) . 

by : réduction du cocycle générique. 

Le prolongement cano nique. 

Considérons un générateur de �P ( U) dans un ouvert U, soit : 

êJ.o; n . . . n a.o; n n)· J' n U ·0 .p O ' " n 

Si U est un ouvert intersection des .oi soit .ok . . . k on peut d éfinir Ie o r 
prolongement de ce générateur à tout I 'espace par 

Ce proIongement sera dit cano nique. 
Si un éIément de �P( U) est donné soit 2 il.i . gi ou il.iE�( U), gi générateur, 

nous conviendrons de Ie prolonger. par 2: il.i . gi ou "ii désigne le prolon­
gement canonique de g i hors de U. 

Le support du prolongement canonique est dans U. 
On a le 

LEMME . Pour tout p � O ,  soit �i . . . i un q-cocycle q � 1 du recourrement 
o q 

des .oi à raleurs dans �P, e'est à dire la donnée pour tout systeme .oio . . .  iq ::f=.  0 
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d'un élément �io . . . iq de �P(Oio . . .  iq) en sorte que les �io . . . iq dépendent de façon alternée 

de l'ensemble des indices et que '" (_ 1 )h�; ;h ,. = O dans �P(O; l' ) , alors L... ·0 ' ' ' ·  " ' ·q+l ·0 ' "  q+l 
h 

il existe des 1J)' . .  ,). dans �P(OJ' , . . J' ) tels que �i . . . i = ") (-1  )k1J ' . . . 0 . . . ' . En o q-l o q-l o q � �o �k lq k 
outl'e les 1J sont combinaisons à coefficients entiers de prolongements cano niques des �. 

DÉMONSTRATION . C'est une adaptation du théoreme page 118 de [D]. 

a) Soit d'abord q=1  et �i ,j un cocycle du recouvrement 0i ' Supposons 
que J est un sous-ensemble de l' ensemble des indices I sur lequel on a trouvé une 
solution, c'est à dire qu'on a trouvé des 1Ji pour tout iEJ en sorte que si ( i,j) EJ X J 
1J i--1Jj=�i,j '  Soit r:J.EI, r:J.rf.J. On définit 1J ' ,  une O-cochaine, par 1Ji =1Ji si i :f:; IY. 
iEJ , 1J�=1Ji+�IX ' sur O(L n 0i ' iEJ . 

� 
Alors sur Oor; n 0i n Oj iI vient 1J i + �oc . = 1Jj + �C( . • l J 
Donc on obtient un élément 1J bien défini SUl' 

J e dis qu' on peut prolonger 1J à Ooc . 
En effet on peut écrire, dans �P( woc) 

1J = .2 1J n ai - .2 1J n Oi,j + .2 1J n 0i,j ,k - . . . . . . . . .  . 
i :f:;j i :f:;j :f:;k 

et chacun des termes de eette somme finie se prolonge eanoniquement à 0oc ' 
Done on obtient ainsi 'YJoc . Le résultat s'ensuit par récurrenee. 

b) q>1 .  On suppose le théoreme vrai si q est remplacé par q-1 et O-E> 
remplacé par toute réunion finie d'intersections des 0j ' l e  recouvrement étant 
un recouvrement par des intersections finies des Oj ( iI est clair que a) est vrai 
dans ces hypotheses) .  Soit alors �i . . . i un q-coeycle et J un sous-ensemble o q 
de I tel qu'il existe une (q-1 )-cochaine 'YJj . . ,j avec (Ô1J)i . . .  i = �i . . . i o q-l o q o q 

( . . ) Jq+l pour �Ol ' " ' �q E . 
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Soit IXEI, et IXt/=J . Pour tout systeme d'indices ( i01 ' . .  , iq_2) EJq-l on 
détermine 'fJ' i . . .  i a. élément de �P(Oi . . .  i ce) tel que o q-2 o q-2 

q-l 
� . . = 2(-1 )k'fJ " � . + (-l )q'fJ "  sur O · . L . . .  L a. L • • •  Lk . . . L a. L . . . L L . . . L ct o q-l o q-l o q-l o q-l 

k=o 

C'est possible car 

�' . .  = � . . + (-l )q-l'fJ '  . LO" • L L . . .  L oe. L . . . L q-l o q-I o q-l 

est un cocycle du recouvrement (0a. n 0ú sur l'espace U (Oa n ai) ' On applique iEJ 
l'hypothese inductive. 

On définit le prolongement de 'fJ ' . à J U {IX} tO . .  · Lq_1 

en posant 'fJi . . .  i a. = 'fJ' i . . .  i a. pour io< . .  · < iq_2< IX et en aj outant la condi-o q-2 o q-2 
tion qu'elle est alternée. 

On peut commencer, car si io . . .  iq sont (q+l )  indices, tels que �i . . . i :::f. O o q 
on posera 

'fJi . . . i = �i . . . i n 0i . . .  i dans �P(Oi . . .  i ) , o q-I o q o q o q-l 

puis 'fJ '  �' . =0 . Donc le résultat s'ensuit par récurrence. lO · . . L h . .  · Lq 

Réduction du cocycle. On identifie [ io . . . in_l] à 0 i . . .  ,: [ io . . .  in_l ] o n-I 
dans �O(Oi . . .  i ) . II existe o n-l 
(o'fJ)i . . . i = 0i . . . i . [ io . . · in_1 J o lt-I o n-l 

alors des Yl .  • E""O(O · . ) ' j) . . .  ) '" J " '1 o n-2 o p-2 
dans �O(Oi . . . i ) . o n-, 

tels quo 

On forme (V'fJ)j . . 'J' = �j . .  'J' . o n-2 o n-2 Ce qui donne vu que o (Oi . . .  i ) = O o n-l 
dans �O(Oi . . . i ) , un (n-2) cocycle du o lt-, 
à valeurs dans �' . II existe alors des 

'fJ ' . E""'(O · . ) J . . . J '" 'J " 'J o n-3 o n-3 

recouvrement de 0-0 par les 0i 

on forme V'fJjo . . .  jn_3 = �jo . . .  jn-3 ' et �jo . . .  jn_3E�2(Ojo . . . jn_3) est un (n-3) - cocycle 
du recouvrement de 0 - 0  par les 0 i à valeurs dans �2, etc . .  Finalement on obtient 
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un O-cocycle �i à valeurs dans �n-l(  Ui) d'olI un élément de �n-l (D.-0) qui sera 
de la forme : 

........... �' = L �; :- ; [io ·  . .  in-1 ] êJD.; n . . .  n aD.; n . . . n ao.[· "o " ' "h" ' "n-l "o "h n-l . � . lo · · . lh · ·  . ln_l 
-

on effectue le prolongement canonique �' de cet élément à D. et on forme 

Ayant choisi une orientation de 0, cet élément dans �n (D.) est concentré duns 0 ,  
et on prend le signe + s i  aD.i n . .  , n aD.i est égal à 0 le signe - dans l'autre cas o n-l  
d'ou finalement V�' = L (Xi . . . i [ io . . .  in-1 J  . 0 . o n-l 

La valeur au bord du cocycle 

CPi . .  · i o n- l  
sera � (Xi . . .  i • Ti . . .  i (x) L o n-l o n-l 

EXEMPLE S : Pour pouvoir faire une figure j e  vais me placer dans I'espace 
C2 dans les cas 1) et 2) : 

1 )  recouvrons le complémentaire de  O par trois demi espaces P o, P "  P 2 
le cocycle canonique est 

Po n P, -----+ [O 1J 

P, n P2 -----+ [1 ,2J 

sans relations entre [O 1J , [1 ,2] , et [2 O]. 
On pose 

CPo = (Po n P, ) [0,1 ]  , CP , = O 
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Pour ca1eu1er cp2 sur P o n PI on applique 1e procédé gónéral 

CP2 ,(O) sur P o n P 2 est donné par 

d 'oll 

Par recollement, et regroupement on trouve 

elO, 1 coefficient de àPo n àP1 [O, 1]  = 1 

el1 ,2 , coefficient de àP1 n àP2[ 1 ,2] = 1 

el2 ,0 , 
eoefficÍent de àP 2 n àP 0[2,0] = 1 

( 2 O ) 

FIG U R E  2 
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2) On considere le cas décrit par la figure 3 en négligeant ce qui se passe 
hors de l'ouvert 0 ,  ce qui est possible. Les générateurs sont 

on a 

[O 1] , [1 2] , [2 O] avec la relation [O 1] + r1 2] + [2 O] = ° 

�o= (Po n P1 )[0 , 1] , � 1  = ° 

�2(O)=�O- tpO, 2= (PO n P1 )[0, 1] - (Po n P2) . [0,2] dans �O(Po n P2) 

�2(1 )=� 1 -�1 ,2 = _. (Pt n P2)[1 ,2] dans �o(Pt n P2) • 

. ( O  1 ) 
( O  1 2 ) 

FI GURE  3 

Sur Po n Pt n P2 on a �2 ,(O) =  + (Po n PI n P2)[0, 1] - (Po n Pt n P2) [0,2] 

<'P2,(1) = - (Po n Pt n P2)[1 ,2] 

d'ou grâce à la relation, <'P2(O)=<'P2(1 ) ' On peut recoller. 
On obtient : 
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donc, par recollement, iI vient : 

IXO 1 = coefficient de BP o n BPI [0, 1 ]  = 1 soit : , 

3) On vérifie aisément que si on recouvre o-e par les ouverts YJ � P ±j , 
posant €j = + 1 ,  et si CPe1 • 1 ,e2 • 2 , . . .  , enn est un (n- 1)  cocycle donné sur les 

intersections n à n de ces demi-espaces, la valeur au bord est 

2 €1 ' €2 ' "€n Te, . 1 , . . .  ,en . n (X) 

(e:" . . .  ,e:n) 

011 a dans ce cas 2n composantes. 

4) II est toujours possible de recouvrir le complémentaire de e dans o 
par les traces de (n+1 )  demi-espaces (comme en 1 )  mais pas mieux. Alors, si 
Po, . . .  ,Pn sont ces (n+1 )  - demi espaces et si CPo . . . h . . . n est un systeme de (n+1)  
fonctions holomorphes dépendant de façon alternée de l'ensemble des indices on 
trouve, supposant que (O, . . .  ,n-1)  , ( 1 ,2 , . . . ,n) , (2 3 ,  . . .  ,n,O) , . . .  sont orientés 
dans le sens choisi que 

n+l 
ocp = 2 ( - 1 )h To . . . h . . . n(x) 

h=o 

on a dans ce cas (n+1)  composantes. 

c) indications sur les démonstrations des théoremes 3 et 4. 

Nous indiquons dans ce qui suit la marche dans le cas de V', le cas de S' 
en résu,lte. 

IX - Désignons par 7t" l 'opération de passage au quotient de 

Zy loe (U ;  O) sur H!ri�eU( ; O) (*) 

Nous montrerons qu'il existe un isomorphisme (de Leray) À entre 

(* )  Pour les notations je  renvoie à Chapo II ,  § 3 .  
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� - d)apres chap o II  § 3 by i I  existe une suite exacte 

----+ Hn-1 (O. .  O) ----+ Hn-l (O. -8 · O) �. Hn ,  (O. . O) ----+ Hn(o. . O) , y Zoe ' D ;0 ' , 

Mais les deux termes extrêmes sont nuls lorsque n>1 .  II s 'en suit que a est un 
isomorphisme de HYl�e (0. - 8 ; 0) sur HV'

;0(0. ; 0) .  Enfin iI existe un isomor­
phisme p (Théoreme 1 de ce chapitre) de HV' ;0(0. ; 0) sur 'D' . 

y - On a la formule 

Cette formule demande quelques explications. Dans le cas ou le recouvrement 
est suffisamment simple, nous savons définir 3 et alors on a l'identité établie ici, 
ce qui permet de résoudre les problemes classiques de représentation d'une distri­
bution comme bord d)un systeme de fonctions hólomorphes. Dans le cas général 
seul le membre de droite a un sens clair et c'est lui qu'il conviendrait de prendre 
comme définition de 3 .  

d - justi{ication de la dénomination du théoreme 3. 

On se donne un cône ouvert (épointé) r dans E de sommet O. Soit O. un 
voisinage convexe de 8 dans E X iE et f+(z) une fonction holomorphe dans 
(8 X ir) n O. . Si elle est localement à croissance lente au voisinage de 8 elle admet 
une valeur au bord dans V' définie par lim f(x + iM) . 

M--+O 
M E r  

L) énoncé classique du théoreme du «Edge on the Wedge» [4] , [6] e st le 
suivant : 

THÉOREME : r étant conCJexe f+ dé{inie dans ( 8  X i r )  n 0., f- dans 
(8 x - ir) n O. admettant une CJaZeur au bord, si les CJaleurs au bord de f+ et 
de f- sont égales ces deux fonctions se prolongent analytiquement au CJoisinage 
de 8 et f- est un prolongement analytique de r+ . 

On peut touj ours, par un changement de coordonnées supposer que r 
contient le cône, Y 1 >0,  . . . ,Yn >0. On recouvre le complémentaire de 8 dans O. 
par les traces des deini-espaces P ±j , Pk = { z I Yk > O } , P -k = { z I Yk < O } . 
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Alors f+ est définie dans P1 ,2 , . . . ,n n o. et f- dans P-l ,-2, . . .  ,-n n 0.. Le théoreme 3 
dit que si r et f- ont même valeur au bord Ie coeycle 

P1 ,  . . . ,n -+ f+ , P-1 ,-2 , . . . ,-n -+ ( _ 1 )n+l í , Pi . . . i -+ o 
o n-l 

(dans les autres eas), est un cobord , cobord localement à croissance lente d'ailleurs. 
La valeur au bord formelle (i. e. au sens de Sato) est nulle si précisément Ie cocycle 
est un cobord . 

N ous allons montrer : si un eocycle P1 , . • •  ,n n o. -+ r P -1 , . . . ,-n -7 í 
est un eobord alors f+ et í se prolongent analytiquement au voisinage de l' origine 
et ( - 1  )n+l f- est un prolongement analytique de r .  

Pour les commodités des récurrences nous démontrerons le résultat suivant : 

PROPOSITION 3 :  Soit o. un roisinage con(Jexe de O dans Cl , de trace 0 
sur (Rl, et U un roisinage oU(Jert de Cm. On considere 1e recou(Jrement de (0.-0) X U 
défini par les ourerts P ±j X U ou Pj = { z I Yj > O }  , P -j = { z I Yj < O }  . 
On considere un (l- 1 )-cocycle à raleurs holomorphes de ce recou(Jrement, de la 
forme suirante : CP± I , ± 2, . . .  ± l = 0  sauf é(Jentuellement CPl ,2 , . . .  ,l et CP-l ,-2, . . .  ,-l ' Alors 
les deux fonctions cp 1 , . . .  , l et CP-I , . . . ,-l se prolongent analytiquement au roisinage 
de 0 dans o. X U et ( - 1  )l+1 CP-I , . . . ,-l est un prolongement analytique de CPl , . . .  , i '  

D ÉMONSTRATION : 

a) Cas de deux rariables 1=2 maIS m queleonque. 

fl ,2 = gl - g2 
f = O = g2 - g-1 2 ,-1 

f = 0 = gl - g_2 1 ,-2 

1-1 ,-2 = g-1 - g-2 

La fonction g2 est prolon­
gement analytique de la fon­
etion g-1 . 

Si nous désignons par 12 
la fonetion ainsi définie sur 
[ (P-l U P2 ) x  U] n 0.; Iui appli­
quant le théoreme des polydis­
ques (Chapitre I I  § 2 a) , on voit 
que la fonetion 12 se prolonge 
analytiquement au vOlslllage 
de 0 ;  de même g 1 et g-2 définissent 
prolonge analytiquement au voisinage 

1 7  

f + 
11 

f -

FIGURE '* 

une fonetion 11 sur P 1 U P -2 qui se 
de 0 done fI 2 = 11 - "12 se prolonge , 



258 A .  MARTINEAU 

analytiquement au voisinage de l'origine par cette formule, et f-l -2=Y2-Yl aussi, , 
ce qui montre que fI 2 et f-l -2 sont prolongement analytique l'une de l'autre , , 
C. q .  f. d .  

Le  théoreme d'Epstein [6] s e  démontrerait de façon toute analogue, 

b )  Cas général. Nous avons besoin en lemme de la propriété suivante 
qui sera démontrée au chapitre IV. 

LEMME : Soit O un cube I Xj 1 <  Aj , I Yj I < Bj dans Cl, U un ouçert de Cm. 
n 

On considere l'ouçert W (P_j n O) X U qu'on recouçre par le recouçrement U formé 
J=1 

des ouçerts (P _j n O) X U. Alors il existe Aj , Bj ne dépendant que des AJ ' Bj 
tels que, si <p est un k-cocycle du recouçrement U, açec k =1= O ,  (l- i ) ,  la restriction 
de <p à U n (O' X U) est un cobord. (Si <p est un k-cocycle ( localement) à 
croissance lente sa restriction à U n (O' X U) est un cobord ( localement) à croissance 
lente). Si Aj , Bj= +oo , Aj , Bj= +oo . 

Pour démontrer la proposition 3 iI suffit de la démontrer au vOIsmage 
de chaque point du réel donc iI suffit de supposer que O est un cube. 

Nous faisons maintenant l'hypothese de récurrenee suivante : 

la proposition 3 est çraie jusqu'à ( l-i )  (et pour tout m, U). 

Cette hypothese est vraie pour l=2. Soit done <pJ' . .  .j une eoehaine o 1l-2 
de eobord <pl • . . . •  l et <p -1 , . . .  ,-l ' Nos hypotheses signifient : 

1 1 
_ � ( _i )h+l A (() _ � ( _ i)k+l A <Pl , . . .  ,l - � <pl • . . .  ,h • . . .  l , T-l , . .  ,-l - � <P-l , . . ,-k . . .  ,- l 

h=1 k=1 

l-I 

O - L ( -i )g <p ' � . - J " 'J ' ' 'J l o g -1 
g=o 

SI (jo . . .  jg . . .  h-l ) differe de (d , . . ,e:l) e: = + i .  

Admettons pour l'instant qu'il soit possible apres restrietion O' du cube de modifier 
la cochaine <PjO . . .  jl-2 en sorte que toutes les eomposantes telles que Ih-2 1 =1= 1 
soient nulles. Apres une telle modifieation iI vient, en partieulier 
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AIors eonsidérons l 'espaee : 

Ies deux fonctions . 1 .+ - m + ( - 1 )1 " 
'1'1 , . . .  ,1-1 - Tl , . o o , 1 ff>' , o o . ,Cl-, ),l 

. 1 .+ - ( - 1 )1 ff> " 'I'-I , . . . ,-(I-I) - -1 , 0 0 0 ,-(1-1 ) , 1  

donnent dans eet espace un ( l-2) -cocycIe du recouvrement par les P±i n fyr,j< n, 
cobord des . 1 ' 0 /� o - rf) o  � o 1 'l'J o .  oJho ,  oJ 1 - T J . .  ·Jh· ·  oJ 1 • o 1--3 o 1--3 ' 

Donc, par I 'hypothese de récurrence �� . . . ,I-1 et ( - 1 )l��" . . . ,_(I_I) sont prolon­
gement analytique l'un de l'autre au voisinage de e n eH dans 0'+ iI en est 
de même dans 0- . 

Examinons le cas de ff>, o o . f ·  Cette fonction se prolonge dans P -1 au , , 
voisinage de l'origine, mais alors, comme elle est holomorphe dans Pt n . . . n Pl-p 
ou voit immédiatement par utilisation itérée du théoreme des polydisques qu'elle 
se prolonge au voisinage de l' origine dans (el n O') X U .  Donc, eomme 
ff>" . . 0 , 1 + ( - 1 )lff>1 , . . 0 ,l se prolonge au dessus de I'hyperplan réel Yn=O, ff>l , o o o , Z elle 
même se prolonge au dessus de cet hyperplan. Ceci ayant lieu par tout l, la 
fonction ff>" o o o ,1 se prolonge au voisinage de l'origine dans le eomplé:r;nentaire 
de P -l , o o . ,-n ,  done finalement au voisinage de l'origine en utilisant à nouveau 
le théoreme des polydisques. 

Enfin on a les égalités : 

+ ( - 1 )1 " - " 
ff>1 , o o o , l  ff>" o o o , l - ff>-I , o o . ,-l  

+ ( - 1 )1 " - " 
ff>-I , o o o ,-l ff>-I , o o o ,-l - ff>" . . . ,l 

d'ou - A + ( _ 1 )1+' ,, _  ( _ 1 )1+1 [ " + ( _ 1 )1+1 A ]  
ff>, , 0 0 '  , 1 - ff>-1 , 0 0 0 ,-I  ff>l , . . , l - ff>l , o o . , 1 ff>-I , o o .,-l 

soit : ff>" o o o ,I = ( - 1 )1+1q>_1 " " '_Z , ce qui acheve la réeurrence sous réserve d'avoir 
montré la possibilité de la modification. 

On a :  

Soit (j = ( io, "  . , n) un multi indice différent de (1 ,2, . . . ,n) .  

( *) Nous noterons le cobord de cette façon ambigue, dans ce qui suit. 
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Considérons l' ouvert : 

Ies CPj . . . J z forment un (l-2) -cocycle du recouvrement de 00' par les o -2 
(Pj n O) X U et on peut appliquer Ie lemme, donc on peut trouver une (l-3) 
cochaine CP� . . ih" '; ' "  telle que 

apres restriction de O à 00' . Si on retranche à la (l-2) cochaine des CPj , . . .  ,jz o -2 
Ie cobord de cette cochaine prolongée par 0, on aura une nouvelle ( l-2) -cochaine 
telle que. tous Ies CPi . . . ih" .n soient nuIs. En fait nous exigeons seuIement CPi . . .  n = O .  o o 
On suppose que, pour une partie P de I'ensemble des indices, on a pu trouver 
une restriction OP de O, des CPio . . .  ih" '� tels que, 

p EP entraine L + CP . • • ih' ' '� = O 
h 

p= (io ' . .  ih · ·  . n) 

et teIs que, pour tout aEP, on puisse trouver des cpO' teIs que 

ou 

sur oP n U .  
Soit a un indice n'appartenant pas à P ;  iI nous faut montrer qu'il est 

possibIe de prolonger ces données à a. Désignant par" (jo ; . . .  ,jn_2,n) cet }ndice, 
nous admettons que pour tout h = 1 ,2 ,  . . . ,k (jo, . . · ,jh, · . .  ,n) = (jo, . . . , -ih, " . ,n) 
avec (jo, . . . , -jh, . . . ,n)EP . 

Nous noterons par ah l 'indice de P ainsi associé. 
D 'apres notre hypothese on a :  

0' "  " cp . . . . .  ], · . . Jk " · 
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C'est à dire que, iI existe grâce au lemme une restriction du cube et CPO" O'I tel que 

( 1 )  ou 

pourvu que cpO'_cpO'I soit un 1 -cocycle au moms et un (À-2) - cocycle relati ­
vement à la dimension CÀ . 

Sur cette restriction du cube on peut donc modifier cpO' en sorte que 

Alors, appliquant encore le lemme, il viendra : 

(2) 0', 0' 1  _ '" (0',0'1 , 1 )  cp ':' A 1\ - ocp 
" ' }t ' "  h , · · n au pnx d'une nouvelle restriction. 

De même on peut modifier cpO' en sorte que (3cpO" 0'2L . .  J2 ' ' '� = O ,  soit alors 
sur la restriction associée 

(2') 

Ces deux cochaines interferent par Ieurs composantes cpO',O'� 0 1\ et cpO',O'� � 1\ 
" ·] I " · J2 . .  · n · · · 11 · · }2·· n 

pour Ies modifications en cours. Donc, ajoutant à CPO" 0'2 Ie cobord 

on trouvera que cpO',O'� � A = cpO',O'� .. A ce qui permettra de faire les deux · · ·11 " · }2· · · n " · }I " · 12 ·  . .  n 
modifications simultanément, et : 

(3) 

A I . d' II ' t' '" 0',0'1 ,0'2 - O grace au emme, au prlX une nouve e restrlc lOn, pmsque ocp � � 1\ - • · " 11 · · ·  }2' " n 
On recommence avec l'indice j3 et de la même façon on peut trouver 

permettant le prolongement. 

Mais iI viendra 
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au prix d'une nouvelle restriction. Et en ajoutant à cpcr,cr2,r:13 le cobord de 
q>r:1,r:11 ,r:13, t  - q>cr,cr2,r:13,2 = q>r:1,r:11 ,r:12,r:13 on pourra faire en sorte que 

et la cochaine correctrice satisfera à 

(4) 
apres une nouvelle restriction d'apres le lemme, etc. ,  de proche en proche. 

II faut voir que ce processus est possible, donc qu'en (1 ) ,  (2), (3) , (4) , . . . 
on peut appliquer le lemme. 

D'une part, la dimension À diminue d'un cran à chaque opération, donc 
la condition vers le haut va rester satisfaite. D'autre part cpr:1,cr1 , . .  · ,r:1k doit être 
au moins un 1-cocycle. II faut donc k+1 < l d'ou k < l-i  ce qui est vrai 
car nous ne modifions que les cp relatifs aux indices différents de ( 1 ,2, . . . ,+ l) et 
de (-1 ,-2,  . . . , + l) . En conséquence iI est possible de prolonger les données 
à (j, donc la correction est possible .  C. q. f. d. 

En remarque finale soulignons que l'apparition du signe (_ 1 )Z+1 est liée 
au fait que l'application (yP" " 'Yl) ---+ ( -Yp · · . , -yz) change l'orientation de 0 
si l est impair, et ne la change pas si l est pairo 

Si fl , . . . ,n est défini dans E X ir et f -1 . . .  -n dans E x ( -ir) elles sont les 
restrictions d'une fonction entiere. 

Soit n un convexe, voisinage complexe de 0, de la forme 0 X ino, et 
recouvrons le complémentaire de zéro dans E par une famille finie (provisoirement) 
de demi-espaces Pj, et soit r un cône fermé strictement convexe dans E. 

Nous disons qu'un cocycle a son support dans 0 X ir si CPi . . . in * o o -1 
seulement lorsque Pi n . . .  n Pi n no c r . o n-l 

Nous désignerons sa valeur au bord par õcp . J e dis que õcp=O entraine 
cp=O .  En effet, ajoutons à notre recouvrement par les Pj, les P _j= -Pj et posons 
q> • . .  -ih . . •  = O .  On obtient évidemment encore un cocycle et qui a même valeur 

au bord que le précédent. D'apres le théoreme général du Edge on the Wedge 
iI existe des �i . . . i" tels que o .. -2 2: , I ,  A . . = + '1"  i . CP�O' ' ' �n-l - �o · "  h' ' ' �n-l 
Si on se restreint au sous-ensemble des indices io, . . .  , in_1 , - io, . . . , - in_l ' on en 
déduit d'apres la proposition précédente que cp '  . = O . 

�o , . . En_l 
D'ou la 

PROPOSITION 4 :  Sous les hypotheses géométriques précédentes, l' application 
q> ---+ õq> est injectiCJe. 



CHAPITRE IV - DÉMONSTRATION DES THÉOREMES FONDAMENTAUX 

Ce chapitre est consacré à la démonstration des théoremes fondamentaux 
trois et quatre du chapitre précédent, et à celle des lemmes de ce chapitre que 
nous n'avions pas encore faite. 

Tirant les conséquences analytiques de la méthode suivie nous démontre­
rons en fait des théoremes de représentation plus généraux, montrant qu'on 
peut introduire dans les données et les solutions des «parametres» . 

Par exemple le théoreme de représentation à une variable est celui-ci 
(chapitre I ) : Si n est un ouvert de C et si T est une distribution définie sur n n R, 
i I existe une fonction holomorphe dans C R n n, prolongeable à n en distribution, 
dont la valeur au bord est T. Mais la méthode de démonstration utilisée conduit à :  
si n est un ouvert convexe de C X IR P et si T est une · distribution définie dans 
n n (IR X IRP) iI existe une distribution qJ définie dans C R (l'ensemble des points 
de n(Xl lYl lX2" " 'Xp ) avec Yl * O) prolongeable à n, holomoI'phe en (X1 ,Yl )  dont 
la valeur au bord soit T. 

N ous énoncerons de façon précise toutes les généralisations de ce type mais 
nous n'indiquerons pas les modifications à faire aux démonstrations de résultats 
antérieurs que nous aurons à utiliser laissant ce soin aux lecteurs intéressés et 
sceptiques 

1 .  L'isomorphisme À 

a - N ous considérons un recouvrement U d'un ouvert n de Cn X U 
ou U est un ouvert de RP par des ouverts nO(. de la forme 00(. X U et nous faisons 
l'hypothese simplificatrice suivante 

cas de V' : Pour t.out compact K l 'ensemble des (X tels que 0 *K n na: 
est fini. 

cas de S' : le recouvrement est fini. 

On désignera par F dans la suite, la donnée pour chaque ouvert O de Cn X U 
des formes de type (p,q) en dz1 , . . .  ,dzm,dz"  . . .  ,dzm avec m � n ,  à coefficients 
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distributions définis sur O.  C'est un faisceau qu'on appellera de façon générale 
faisceau de formes distributions. On a alors le lemme suivant dont la version a) est 
bien connue. 

LEMME : Si F est un faisceau de formes différentielles à coefficients distribution 
sur Cn x U': 

y 
a) la cohomologie de Cech de 'ti à çaleurs dans F est triçiale. 
b) la cohomologie de Cech à croissance localement lente (*) de 'ti à çaleurs 

dans F est triçiale. " 
c) la cohomologie de Cech à croissance lente de 'ti à çaleurs dans F 

est triçiale. 

DÉMONSTRATION : J e rappelle tout d'abord la signification de cet énoncé 
condensé. 

On suppose donnée dans toute intersection D\ . . . ik non vide d'ouverts du 

recouvrement, une forme U\, . . ik du type choisi à coefficients distributions sur 

Q; z· avec la condition : 
·0 · · ·  k 

dans chaque Q . . non vide w ·  . dépendant de façon alternée des 
�o· · ·  zk+1 zo· · ·  zk 

indices. Alors, pour tout k �  1 ,  on peut trouver des formes distributions Wj . . .  jk o -1 
de même type, à coefficients distributions définis dans les Qj . . . jk telles que 

o -1 

Dans les cas b) et c) on ajoute aux données et aux solutions la condition que les w 
et les W ont leurs coefficients localement à croissance lente (resp : à croissance 
lente) le procédé de démonstration est classique, [E] page 60, mais doit être 
reproduit. 

IX) II existe des fonctions Cfloc indéfiniment dérivables sur Cn X U de la forme 

�oc (z) . l(u),  �oc ayant son support dans Qoc ' CPoc � O  telles que : ?' Cfloc = 1 .  � oc 
(* )  Relativemen t à l'ouYert Q .  
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�) Posons wr!.. . . . r!.. = ( _ l )
k "" Wr!.. . • •  r!.. r!.. ' Cf>r!.. o k-l � o k-l 

r!.. 

Cette somme a un sens dans 0r!.. . . .  r!..
k 

• 
o -1 

En effet, si O est un ouvert relativement compact, dans O le nombre des IX 
tels que 0r!.. n O #- O est fini, dans O n 0r!.. . . .  r!..k le terme wr!.. . . .  r!..k r!.. ' CPr!.. a un sens 

o � o � 
en tant que distribution définie dans 0r!.. . . .  r!..k , et si Wr!.. . . .  r!..k r!.. est la restriction 

o -1 0 -1 
d'une distribution définie dans tout l' espace, il en est de même pour Wr!.. . . .  r!..k r!.. ' Cf>r!.. ; 

o -1 
dans le cas de S' c' est analogue 

k 

'Y) Calculons >: ( - l )hwr!..
o
" '�h . . .  r!..

k 
h=o 

C'est 

dans O r!.. . . .  r!.. , 
o J( 

vu la condition du cocycle, et comme les termes wr!..
o
' "  �h . . .  r!..

k
r!.. ' CPr!.. sont définis 

sur O et qu'on a :  
r!..o · · ·

r!..k 

iI vient : 

Ceci démontre le lemme. 

b) 
y 

Des cocycles de Cech aux formes. 

Soit m ·  . un k-cocycle du recouvrement U à valeurs dans le faisceau 
T�o" ' �k 

Df (V' (Cn-l X U)) (localement à croissance lente, resp . à croissance lente) c' est 
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à dire la donnée pour chaque ouvert f!io . . . ik d'une forme de degré p en les 

dz1 , · · · ,dzz , à coefficient dans le sous espace de 'D' (f!io ' " i) formé des solutions 

d ' d' ' . 
a T a T a T u systeme equatlOns -_- = -_- = . . . = -_- = O (et localement à 

ôZ 1 aZ2 aZl 
croissance lente, resp . à croissance lente) . Alors on peut trouver des Tj . . . jk o -1 
formes distributions telles que (3 T) l' l' = m;  l· ·  On forme dz" TJ' J' = mJ' J' . 

o' " k T ·O" · k o' "  k-l T O' "  k-l 
Alors iI vient 

et on obtient une forme de type (p, 1 )  suivant les 1 premieres variables. D'autre 
part, les dérivées partielles de distributions prolongeables (à croissance lente) 
sont prolongeables (à croissance lente) .  Le lemme et cette remarque montrent 
que <Pj . .  .jk va satisfaire aux hypotheses de départ (hypotheses que nous o -1 
noterons Hoc (rJ. = 1 ,2,3) ) .  On peut alors décomposer les <Pj . . .  jk en des 

o -1 

Ti i (3 T)j . . . ]'k = cp]' . . jk en conservant les hypotheses HI7. ' On forme 
o ' . . k -2 o -1 0 -1 

d'ou 

m ·  . - dlflT ·  . T l . . . lk - l . . .  lk ' o -2 0 -2 

3 ,  , = d" , . = d" d" T ' , = O <pJ • "]k l <pJ . "]k l l ] . .  ']k o -1 o -1 0 -1 

Donc les <pJ' ]' sont telles que di' <pJ' . • •  jk = O, sont des formes de type (p,2) ,  o' " k-2 o -2 
et forment un (k-2) cocycle du recouvrement satisfaisant à l'hypothese HI7. de 
départ, et ainsi de suite ; on obtiendra finalement au bout de ce processus dans 
chaque f!oc une forme <Poc de type (p,k) di' fermée satisfaisant à l'hypothese H(A 
de départ, avec, si f!a n f!� i= 0 , <Poc-<P� = O .  

Donc, par recollement, on obtiendra une forme cp di' fermée de type (p,k), 
définie sur f! et satisfaisant à l'hypothese H oc de départ. 

Modifions <P io . . . ik satisfaisant à Hoc par t!\ . . . ik = (3a) io . . .  ik un k-cobord 

du recouvrement tel que chaque aj . . .jk 
satisfasse à Hoc ' On peut décomposer o -1 

<p+3a par Tj . . ,jk + aj . . . jk et alors, o -1 o -1 

d" ( T ' , + a · . ) - d" T' . 
l ] . "]k J . . ']k - l ] . "]k o -1 o -1 0 -1 
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D'autre part, si on considere deux décompositions 

donc SI 

T! . 
J · · ·Jk o -1 

k = 1 Ti = TJ . o o 

on a :  dí'( T� . - T� . ) = O 
J . . ·Jk J . . ·Jk o -1 o -1 

Pour k > 1 on a T! . = T� . + � 8 
JO . . ·Jk_1 JO' ' 'Jk_1 

d'ou d" TI . = d" T" . + �(d"e ) .  J · · ·Jk J · · ·Jk 
Ceci montre que I' application de la 

o -1 0 -1 
classe de cohomologie (avec l'hypothese H ) de m · • dans celle de cp '  . (X T �o" · �k �o" · � k-l 
est bien définie. Finalement, cp será définie modulo une forme d"e ou e est de · 
type (p ,k- 1 ) et satisfait à l'hypothese (H(X) . 

Nous avons ainsi défini une application À de 

(U ; --+ ) 

dans H� loe (O ; --+ ) 

dans (O ; --+ ) 

Cette application est classique (du moins dans le premier cas) [KJ page 213. 
Montrons maintenant que l'application À est inversible sous certaines hypotheses 
sur U. Nous aurons alors montré un isomorphisme de Leray entre ces groupes. 

Nous appelerons processas de Weil (* ) le procédé récurrent de construction 
que nous venons d 'utiliser et le procédé inverse qui va suivre. 

Soit cp une forme de type (p,k) et satisfaisant à une hypothese H (x '  On 
désignera par CPi la restriction de cp à ai' Si dans 0i iI est possible d'intégrer les 
formes dí' fermées de type (p,k) et satisfaisant à H (X en conservant cette propriété 
on désignera par Ti une primitive. Formons dans 0i i = 0i n 0i la o 1 o 1 
différence des primitives CPi , i = Ti - Ti = (� T) i , i ' On a dí'CPi , i = O 

0 1 o 1 0 1 0 1 
et (�CP) i  i i = O . S'il est possible, dans chaque 0i i d'intégrer les formes dí' o' l ' 2 o' 1 
fermées de type (p,k-l )  satisfaisant à H(X en conservant la condition nous 
désignerons par Ti i une primitive de CPi i dans 0i i et nous formerons o' f o' 1 o' 1 
fr) • • • =� T= T · . - T · . + T · . fr) • • •  est une forme de type p k-2 dl" 
TLO ' �" �2 �0' �1 LO' �2 �1 ' �2 T �O ' �, ' � , , 

( * ) A. WEIL - Sur les théoremes de De Rham. Commentaríí Math. Relv. 26 .  1 952. 
pp.  119-145. 
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h=2 h=2 
fermée car dll/m o o o = L ( - l )h dzI/ T o <' o = L ( - l )h m o  � 0 =0  est un 2-cocycle T � � � � �h� T � 

�h� , 0 1 2  O 2 O 2 
h=o h=o 

du recouvrement, c'est à dire ,, ( - l)h CPi . . . ih . . o i = O dans 0i . . . i , et satis-L o 3 O 3 
faisant à Hrx , etc. . . .  On aboutira en fin de compte à un k-cocycle du recou-
vrement à valeurs dans Of(V'(Cn X U) ) satisfaisant à Hrx' Ceci à condition que 
dans chaque Oioo . . ih l'intégration des formes de degré (p,k-h)dí' fermées et satis-

faisant à la condition H rx soit possible en respectant cette condition. Et iI est 
clair que 1e processus décrit est l'inverse du précédent. Si 1es 0rx sont conpexes, 
1es intersections finies de ces convexes 1e sont aussi, donc d'apres 1e théoreme I 
chapitre I I (Appendice A) les hypotheses sont satisfaites. 

THÉOREME I :  Si le recouprement U de O est un recouprement conpexe alors 
l' application À établit un isomorphisme entre 

b)  entre H� Zoe, V' (ll ; Of(V' (Cn X U) ) ) et H� loe, V' (O ; of(V'(Cn X U) ) ) 

c) entre H� (U ; Of(V' (Cn X U) ) )  et H�(O ; Of(V'(Cn X U)) ) 

Pour l=n, fRP = { O }  le théoreme I chapitre I I  suffit et l' isomorphisme 'o nous 
conduit en b) et c) aux solutions des théoremes c1assiques . Le renforcement de 
ce théoreme démontré dans l'appendice A est nécessaire pour 1e cas général 
ici considéré. 

2. Les théoremes de représentation 

a - Forme abstraite (et incomplete) des théoremes de représentation 

Nous considérons un ouvert O de Cn X fRP rencontrant fRn suivant un 
ouvert e .  Nous recouvrons O n ( C 8 X fRP) = O' par une famille d'ouverts 0i 
formant dans le cas V' un recouvrement loca1ement fini, dans le cas S'  un 
recouvrement fini. Soit CPi . . .  i un (n - l ) -cocycle du recouvrement de O' par o n-l 
1es 0i à va1eurs dans On (V'(O) ) et pro1ongeab1e. 

Le processus À associe à Cfli . . . i une forme w de type (O ,n - l )  en o n-l 
dz1 ,  • . .  ,dzmdz1 , . . .  ,dzn à coefficients distributions sur O' et prolongeab1es à n.  
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Nous prolongeons w en une forme w définie dans Q et nous calculons d""W . La 
forme d"c.;) est de type (O,n) d" -fermée et à support dans OR=O n (fR n X fRP) . 

11 existe un isomorphisme p du groupe Hn
V

' n (O ; On ( V ' (O) ) ) sur V'(OR)· 
, R 

à savoir que dans la classe de w iI existe une forme T(x,u)o(y)dz et une seule, 
p(w) =  T(x,u) . Nous désignerons par valeur au bord de (<Pi . . . i ) , ol <Pi . . . i , la 

o n-l o n-l 

distribution ( �  ) n 
T(x, u) . 

On a donc la 

PROPOSITION 1 :  Si le recourrement 0iX est conrexe pour toute d)stribution 
T(X, U)EV'(OR) iI existe un cocycle CPi . . .  i de (Jaleur au bord aCPi . . .  i = T. 

o n-l o n-l 

b )  Démonstration de la formule 

N ous nous plaçons donc dans la situation suivante : O est un ouvert de 
E X iE OlI E est un espace vectoriel réel, de la forme 0 X i00 et le complémentaire 
de 0 dans O est recouvert par des convexes réguliers 0 X i0j OlI les 0j sont en 
position générale, et en nombre fini. Enfin, restreignant éventuellement 00, 
nous supposons que a0 i n . . .  n a0 i = + 0 (apres choix d'une orientation) .  

o n-l 
Alors, si CPi ' " i est un cocycle et si Ti . . . i est sa valeu r au bord, prise au 

o n-l o n-l 
sens habitueI, au chapitre I I  I nous avons appris à déterminer des nombres 
entiers lJ..i . . . i et nous avons désigné par ocp la somme 2 lJ..i . . .  i Ti . . . i . 

o n-l o n-l o n-l 
D'autre part dans a) nous avons défini 01 CP . I I  nous faut montrer l'égalité 

0=01 , Pour cela commençons par remarquer qu'il suffit de vérifier l'égalité au 
voisinage de ehaque point de 0. Mais cp étant prolongeable, au voisinage de 
chacun des points de 0, et le recouvrement étant fini, i I  existe une opération '(:{"1 aiXn 
de dérivation complexe De = 

az�:;- ' " &�;. , et un cocycle F(z) continu 

jusqu'au bord tel que , dans chaque ouvert 0i . . .  i on ait CPi . . .  i =DCFi . . .  i o n-l o n-l o n- l '  
aiX1 aiXn 

Nous désignons par DfR l'opérateur --iX- . • . -iX- On a :  acp =DfR (aF) . 
ax1 1 axnn 

En effet, eonsidérons le processus de Weil. 
Si Fi . . .  i est le cobord de 0j . . .  j DfR Fi . .. . i sera le eobord 

o n-l o n-2 o n-l 
de DfRfJ ·  . = T· · et si F· . = d"fJ · . on aura : DfR F ·  . = 

Jo " 'Jn _2 Jo " 'Jn_2 �0 .. · · Ln_2 Jo" -)n_2 Lo " ' Ln_2 
= d" T · · et ainsi de suite done si <I> est une forme de degré O , n- 1 )  Jo· · .. J n-2 ' 
associée à F D/R<I> sera associé à cp et si <I> est un prolongement de 
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$ D iR $ sera un 
DfRd" $ sera dans 

n 
dans BV',e (O ; O) . 
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prolongement de DfR$ . On a :  d"DfR $= DfRd"$ donc 
la classe de oq> . Remarquons maintenant que DfR opere 

o,n o,n 
En effet, si ú) est une forme à support dans 0, DfR ú) est 

o,n o,n O,n 
à support dans 0 et d" ú) = O entraine DfRd" ú) = d" DfR ú) = O. En outre 

o,n 0,n-1 o,n 0,n-1 . 
si ú) = d" & alors D iR ú) = d" D fR & et D IR étant une applieation linéaire iI s' en 

o,n O,n o,n o,n 
suit que ú) == ú)1 entraine DfR ú) = DfR ú)1 , ce qui montre que DfR opere dans 
les classes d'équivalence. Alors pour eonnaitre le eomportement de DfR iI suffit 
d'opérer sur les formes T(x)3(y)dz et DfR ( T(x)3(y)dz)=DfR T(x) .3(y)dz done, DfR 
ainsi défini dans BT)' ; e(n ; O) est transporté par l'isomorphisme T(x)3(y)dz � T(x) 
en l'opérateur DfR usueI. 

Nous allons vérifier la formule pour F. Si U est un ouvert, nous assoeions 
à [io, . . .  , in-t] E�O( U) te prolongement eanonique F de F à U e'est à d�re la distri­
bution définie par 

ou 

Fi " . i 1 . 10 , . o n- � " ' �  o n-1 

10 , . 10 , . . .  10 . = 10 , " 10 , désignant la fonetion earaetéristique 
to l1 ln- 1 lO , . . ln- 1 l 

de l'ouvert ní . On obtient alors un homomorphisme par prolongement 
Z - linéaire, de �O( U) dans le groupe abélien V' 0,0 ( U) . 

À aOi n . . , n aOi [io . . .  i ] n OJ' n . . . n Oj dans U nous assoelOns 
o h n-1 1 k 

(d" 10 , /\ . . .  1\ d" 10 , ) Fi . . . i . 10 , , qui est clairement défini, Fi . . . i se 
�o tn o n-1 J 1 , , ·Jk o n-1 

prolongeant par eontinuité. D 'ou un homomorphisme de �k( U) dans V,o,k( U) que 
nous noterons Y k . 

Au prolongement eanonique de oOi n . . . n ani [io . . .  in- 1 ]  n Oj n . . .  n nJ'h ° n . ° 
dans O nous assoeions le prolongement eanonique de 

d"10 . 1\ . . .  1\ d"10 , . F . 10 .  , 
�o tn Jo"Jn 

à O .  Cette opération eommute avee Yk . Enfin on a Yk+1 o V = d" oYk .  
Alors, si [io . . .  in-1 ] est le eoeyele eanonique et si (1..0 est tel que (3cx.°) i  . . . i = 

o n-1 
= [io . . .  in_ 1] , Vcx.° = �t , cx.1 tel que 3cx.1 = �1 , Vcx.1 = �2, . . . on pose : ú)o = YOcx.O ' &l =  
= Y1 �1 , Ú)1 = y1 cx.1 &2 = Y2�2 , , . .  , et on a :  
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Done (i)o,w" . . . sont les termes d'un proeessus de Weil. Et en derniere 

analyse on trouve : 

( 2i ) n � r:J..i . . . i • Fi . • .  i (x)a(y)dz � o n-1 o n-1 

D'ou : 

La formule étant vraie pour F l'est de cp en vertu de la commutation de 
DfR avec p et le processus de Weil. Done, localement a, =a, en conséquence cette 
égalité est vraie globalement. D'ou la < 

PROPOSITION 2 :  Lorsque a est défini (c'est à dire quand les hypotheses 
géométriques énoncées plus haut sont satisfaites et qu' on a en conséquence choisi 

des coefficients r:J..i . . . i ) on a la formule o n-1 

N otons du moins en premiere conséquence 

acp ne dépend pas du choix des entiers r:J..i . • . i o n-1 
les théoremes 3 et 4 du ehapitre précédent sont aussi démontrés. 

n� ont en corollaire la proposition suivante 

PR,OPOSITION 3 :  Soit 8 un con(Jexe de E, .o un (Jol,smage con(Jexe de 8 
dans E X iE de la forme 8 X i8o . Recou(Jrons le complémentaire de I' origine 
dans E par (n+1 )  - demi espaces oU(Jerts Po, . . .  ,Pn . Alors désignant par 
.oj l'ou(Jert 8 x i (Pj n 80) : 

a) pour toute distribution T de V'(8) ii existe (n+1)  fonctions holomorphes 
fo . . .  h . . . n définies dans .00 . • .  h . . . n localement à croissance lente dans chaque 
.oo . . .  h . . . n , de (Jaleurs au bord To . . . h . . .  n telles que : 

n 
T = 2 To . . . h . . . n 

h:=o 

Deux solutions différentes f et f' different d' un cobord localement à croissance 
lente, c' est à dire que 

n-1 
f� . - f· . - 2 (--1 )h m . -:- . � . . . � l · · · l 

- T � • . .  �
h

· · · � o n-1 o n-l o 1�-1 
h=o 
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ou ({)i . . . i . . .  i est holomorphe dans O· i i et localement à croissance lente o h n-, LO ' "  h' "  n-l 
dans cet ouçert. 

b) si TES' (0) ,  on peut prendre les fo . . .  h . . .  n dans S' (00 . . . h . . . n )'  Deux 
solutions different d'un cobord à croissance lente, c'est à dire que ({)i . . . i

h 
. . .  i 

o n-1 
holomorphe dans 0i . . . i

h 
. . . i appartient à S' (Oi . . . i

h 
. . . i ) .  

o n-1 o n-, 
Cette proposition est une particularisation des théoremes 3 et 4 du 

chapitre I I I .  

REMARQUE : ( io . . . in_, ) étant donnés iI est possible d'effectuer un change­
ment de coordonnées en sorte que Pi devienne Q 1 = { z  I Y 1 > O } Pi o n - ,  
devienne Qn = { z  I Yn > O } . Alors 0i . . . ih . . . 

i devient 
o n-l 

si 0 = 00=tR n. Une fonction holomorphe dans H et appartenant à S' (H) est, 
on le voit aisément, un polynôme en Zn P(zn ; S'(fR n-l X i(Q, X . . . X Qn-1 )) à coeffi­
cients fonctions holomorphes à croissance lente dans fR n-t ·X i (Q, X . . . X Qn-1 ) ' 
On a aussi les propriétés suivantes : 

a') Si (0 c 0' et si (() .  . est un systeme de fonctions représentant T, o o Lo . . . Ln_ t 
définies dans les 0z"o . . .  in_ t 

= 0 X i (00 n Pio . . .  
in) ' si ({)'i

o . . .  in_, 
est un autre systeme de 

fonctions représentant T, définies dans les 0.' i . . . in = 0 X i ( 0' o n Pi . . .  in ) alors ii 
o . -1 o -1 

existe des t/Ji . . . i
h 

. . . i localement à croissance lente définies dans les D.i . . . ih 
. . . i o n-t o n-! 

telles que 
n-! 

cp' i . . . i = ({)i . . .  i + � t/Ji . . . i h" . i o n-l o n- l  L o n-l 
h=o 

b')  Si T est dans S'(0) on peut trouçer des t/Ji . . . i
h 

. . . i telles que 
o n-, 

n-l 

({)i . . . i + � t/Ji . . . i'h 
. . . i se prolonge analytiquement dans D.i . . . in en une 

o n-, L o n-, o -, 
h=o 

fonction de S' (O' i . . . i ) . 
o n-, 

Nous avons donné ces propriétés à titre de commentaire. Soit T une 
distribution définie dans un ouvert .Q de Cn X fRP et holomorphe des n-premieres 
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variables. Nous avons vu que localement c'est une fonction holomorphe des n 
premieres variables à valeurs distributions des p dernieres (* ) . 

Donc on peut fixer (y 1 " • •  ,Yn) et on obtient une distribution des variables 
réelles (x1 , . . .  ,xn, ul l " . , un) définie sur Q n W(Y1 " . .  ,Yn) ,  ou W(Yl l "  . ,Yn) désigne la 
sous-variété linéaire de C;n X /RP définie par im Z1 = iY1 ' " ' ' im Zn = iYn, qu'on peut 
noter Ty1 " .yn(x,u) . On pourra définir la valeur au bord « élémentaire» si Q 
est de la forme W x  ir ou r = { z = (Zl l " " zn) I Y 1 > O, . . .  ,Yn > O } ,  W un ouvert 
convexe de /Rn X /RP, par 6 (x,u) = lim Ty . . . y (x,u) . La question étant 

Y1 > . . .  ,Yn--+O 1 n 
locale on peut même supposer que W est de la forme W1 X W2 • Si 

gEV(W2) f <p(z ; u) . g(u)du est une fonction f(z) holomorphe de la variable z pour 

ZEW1 x ir et si la limite indiquée plus haut existe, alors 

existe et c'est : 

I 6(X, U)<P(U)dU . 
On peut se contenter de cette valeur au bord élémentaire. Montrons que si 
T(z ; u) est prolongêable en une distribution des · deux variables z et u alors la 
valeur au bord élémentaire existe. En effet ceci veut dire qu' elle est dérivée 
D�'D�2 au voisinage W 1 X CU2 de tout point frontiere d'une fonction continue, 

donc la distribution f <p(z ; u)g(u)du=f(z) apparait au voisinage de ce point, pour 

toute gEV(CU2) ,  comme à croissance lente au sens distributions, donc au sens 
fonction ce qui assure l'existence de la limite, uniformément en g lorsque g 
parcourt une partie bornée de V(w2) ,  ce qui fait que : 

<p --+ lim f(x1 + iY1 , . . .  ,xn+iYn) 
Y" . .  · ,Yn--+o 

est continue à valeurs dans V' (w1 ) donc que 

l im I <p(z ; u)g(u)du = I T(x,u)<p(u)du ou T(x,u) EV'(CU1 X CU�) 
Y, . .  ·Yn--+O 

(*)  Est laissée au lecteur la vérification de la réciproque. 
1 8  
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En fait on vérifle aisément que la limite est atteinte fortement. Ceci permet 
d' énoncer le 

THÉOREME I I : Soit 0 X U un oU(.Jert con(.Jexe de En X F X G ou  En est un 
espace (.Jectoriel réel de dimension n, F un espace (.Jectoriel réel de dimension finie, 
G un espace (.Jectoriel complexe · de dimension finie, 0 con(.Jexe de En, U con(.Jexe 
de F x G .  

Considérons un (.Joisinage con(.Jexe de 0 X U dans En X iEn X F X G de la forme 
o X i00 X U et recou(.Jrons le complémentaire de l'origine de En par (n+l )  demi­
espaces Pj . Désignons un point de 0 X U sous la forme (Z,U,(.J) Z étant sa projection 
sur En X iEu,u  sa projection sur F,(.J sa projection sur G. 

Alors a) pour toute distribution TEV'(0 X U) holomorphe en (.J(i .  e. :�- = 0) 
on peut trou(.Jer des q.>o . . . h . . .  n(Z ; u ;  (.J) distributions définies sur 0 X ( i(Po . . h . . h n 00)) X U 
holomorphes en (z ; (.J) , prolongeables en distributions S�lr 0 X i00 X U telles 
que, désignant par To . . . h . . .  n(X ; u ; (.J) la (.Jaleur au bord de q.>o . . .  h . . .  n(Z ; u ; (.J) 
( lim q.>o . . . h . . .  n (x+ iy ; u ; (.J} = To . . . h . . .  n {X ; u ; (.J}) on ait 
y-+o 

n 
T =  L (_ l )h To . . . h . . . n 

h=-o 

Deux solutions different d'un (n-l )-cobord (prolongeable) . 

b)  s� TES' (0 x U} on peut prendre les q.>o . . .  h . . .  n (Z ; U ; (.J) dans 

S' (0 X i (Po . . .  h . . .  n n 00) X U) . 

Deux solutions different d'un (n-l )-cobord dont chaque composante q.>o . . . h . . .  k . . . 
appartient à S'(0 X i(Po . . .  h . . .k . . . n n 00) X U) . 

On peut aussi généraliser, bien entendu, les énoncés des théoremes trois 
et quatre du chapitre I I I .  

3 .  Calcul de la cohomologie à support dans un produit de demi-espaces 

fermés 

Considérons un cube Q défini par les inégalités I Xj 1 <  Aj ; I Yj 1 <  Aj dans 
Cn et désignons par Pj le demi espace Yj ? 0, puis par P le produit P= Pt x . . X P n . 
Soit r=Q n P. Nous nous proposons d'étudier la d"-cohomologie de Q à support 
dans r relati(.Jement à certa ines formes distributions. 

Soit U un convexe de IRs X Cm. Nous considérons le complexe Kf. des 
formes de type (p,�) en dzl ldz t , . . .  ,dzn,dzn à coefficients distributions dans Q X U, 
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holomorphes des m dernieres variables complexes, muni de l'opérateur d" des n 
premieres variables complexes (mais aussi de l'ensemble des n+m variables 
complexes qui interviennent) ,  ces coefficients distributions appartenant éven­
tuellement à S'(O X U) . 

Dans le premier cas nous noterons les groupes associés par 

dans le second cas par 

Soit Pwq 
une telle forme et d" fermée. Sa restriction Pwq 

à l'intérieur de r X U 
est une forme distribution localement à croissance lente (à croissance lente) 

p,q-l 
et d"-fermée. D'apres l'appendice A on peut trouver w du même type, 

p,q-l p,q p,q-l 
définie dans l'intérieur de r x U et telle que d" &' = w .  Si w est un 

p,q-l p,q prolongement de cette forme à O X U et à support dans r X U,d" & - w est 
, p,q . ' I  f . , congrue a w maIS est concentree sur a rontlere. 

N ous désignerons par 1tn le bord de Cn-1 X P n . Si T est une distribution, qui 
au voisinage d'un point M de 1tn X U a son support dans 1tn X U, on peut la mettre 

dans un voisinage de ce point sous la forme 2.: Th(Zl , ' · . ,zn_l ;  xn ; u) .a(h)(Yn) , 
décomposition d'ailleurs unique. 

Alors, de _él_ = � (_él_ + i _él_) iI vient : 
élzn 2 élxn élYn 

Une forme de type (p,q) d" -fermée, à support dans 1tn X U,  au voisinage de M 
dans 1tn est donc cohomologue à une forme 6.)' obtenue en remplaçant le terme 
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par : 

C' est à dire que (u' s '  éerira sous la forme : 

� T i i j J . dZi 1\ . . . 1\ dZi 1\ dZj 1\ . . . 1\ dZj � o ' " P-l ' o ' " q-l o p -l o q-l 
j.o< ' "  <�q-l <n 
�o< ' "  < �p-t 

les T étant holomorphes en les dernieres variables eomplexes. 
Êerivons que (u ' est fermée (hors de U (P n n Pj)) . 

j=l=n 
II vient, ko, . . . ,kn_l étant fixés, done oubliés dans la notation, pour un 

t . . n erme Jo " ·Jq-l 

L h a A n a 
- 1  -- T· .

. - 1  -- T ·  . - O ( ) �Z- . J . .  ·Jh· · ·J n + ( ) �- J 
. . . J -u Jh o q - l  uZn o q-l 

Mais la premiere somme est une distribution U(Z" " " zn_, i Xn ;  u)3(Yn) et T· . 
Jo · · ·Jq-1 

No 
est de la forme L l=o 
l 'expression : 

(*) On pose T-l = O. 

a 
d'ou, pour 

(* ) 
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Donc iI  vient : 

TN O . a Tl . Tel-1) l O d" Tl O o = , pUlS ---- = - � SI > ,  ou = 
âXn 

pour tout l, c'est à dire Tj . . .  j = O . o q- l 

En conséquence w ' s'écrit au !Joisinage de M :  

Ti . . .  i ; j  . . . j (ZI " o " zn_l ; xn ;  u)dzi 1\ o o o t\ dZi 1\ .  0 0  o 0 0  o p-l o q-2 o P-l 
io< o . .  < ip_l 
jo < ·  . .  <jq _2<n 

. . . . /\ dZj /\ . . .  /\ dZj /\ �(Yn) . dZn = 1t /\ �(Yn) . dZn o q-2 
donc iI vient : d�_ I 1t = O 

OU 1t est une forme à coefficients distributions prolongeables holomorphe des m 
dernieres variables complexeso Le raisonnement que nous venons de faire vaut 
sur tout compact de .o, ou sur .o tout entier dans le cas de S' ; dans le cas de D' 
iI convient de passer à la face tout entiereo Nous utilisons pour cela un argument 
de Runge dont voici une description succinte. 

Si Kh est une suite fondamentale de compacts de .o, dans (Kh n �n) X U 
ou �n désigne l'intérieur de la face de P incluse dans 1tm on peut trouver wh 
de la forme 1th /\ �(Yn)dzn est congrue à w .  Donc Wh+l -Wh sur Kn X U 
est congrue à zéro et on peut trouver 1t'h telle que d�_ I1t'h 1\ �(Yn)dzn +WíHl =Wh 
sur Kh x U ;  on procedera ainsi de proche en proche p ar recollement pour q ?3 2  
mais ii convient de remarquer que le raisonnement du théoreme I chapitre I I I  
s'appuyant sur la proposition 1 ne peut pas être utilisé. Pour q = 1 cf. 
appendice A et l'introduction des espaces Dy ,p p age 308 p our les quels le pro­
cédé de Runge s'applique . 

Maintenant, si (q- l ) >1 d'apres l'appendice A on peut trouver une forme 
P,q-2 

distribution é;) à coefficients distributions de (ZI , o  . .  ,Zn_pxn,u) dans Qn X U 
holomorphe des dernieres variables et à croissance localement lente (à croissance 
I ) II d" p

,
q
- 2 

O 1 
P,

q-2 
d ' °b o , ente te e que n-l W = 1t o n pro onge w en une Istrl utlOn a support 

dans la face et on voit a] ors que : 
p,q-2 

(o' -d"( w /\ �(Yn)dzn) 

est une forme distribution d"-fermée et concentrée sur ( �  (1ti n 1tj ) n p) X U. 

Cette distribution est somme de distributions 

�,J 
i=l=j 

w'· · chacune concentrée sur � ,J 
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1t, n 1t'  n P et on a d"CJ) '" = O hors de t J N 

( U 1ti n iCj n iCk n P) X U 
k*<i,j) 

E d " 1 1 f p,q . ' f  (p,
q ) d n ermere ana yse a orme CJ) est congrue a une orme oe CJ) u type 

suivant : On se donne pour tout ( iOl '  . .  , ip _l ) ( io< il<  . . .  < ip_l ) sur l'intérieur 
(au sens convexe) de chaque intersection (iCj 1\ iCj 1\ . . .  1\ iCj n P) X U une o 1 q-l  
distribution T holomorphe des variables Zj " , . ,Zj , et des dernieres variables o q-l 
complexes, dont on fait le prolongement canonique à la face. Nous noterons ce 
prolongement canomque par 

T; ; ')' ). (x1 , . . · ,z'j' " " ,z'J' , . . .  ,xn ; u) ·0' " ·p-t ' o' " q-l o q-l 

la valeur au bord (iCj n 1tj n . .  , n iCj n 1tj n P )  X U est notée o t q-l q 

6 ,  , , . (J' ) t . . .  t ,) " ')q q o p-l o -1 

On suppose qu' on a les relations 

et iI viertt : 

(2) 

DÉFINITION : On désigne par forme cano nique de type (p,q) une forme du 
type (2) . On a clairement 

PROPOSITION 4 :  Une forme canonique (2) est fermée, si et seulement si les 
identités ( 1 )  sont satisfaites. 

P 5 S · P,q .f. • " Z ' P>.!l.- l , 
ROPOSITION : � (õ est une f orme canomque et s � ex�ste Ü) a support 

p,q -l 
d r U li d" - p,q 

i - . ans X te e que CJ) = Ü) on peut remp acer CJ) par une forme canon�que. 
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DÉMONSTRATlON : On raisonne · comme précédemment car la restriction 
p,q- l 

de N au complémentaire du support de PdJq est d" -fermée. II vient alors le 

THÉOREME I I I  a) Soit {U une forme canonique de type (p,q) d" -fermée aClec 
q< n ,  définie sur (P n O) x U .  Il existe {u' , cano nique, de type (p,q- l )  définie 
sur (P n O') X U ou O' est un cube plus petit, qui ne dépend pas de <o, telle que 
d"{U' = {U (* ) . 

Si on désigne par T' les coefficients de (u ' et 8' les valeurs au bord 
de ces coefficients ceci veut dire que 

. . . . pour tout �o ' " �p-l , lo · ·  ·Jq-l 

b) Dans le cas Cn,O = Cn = O' ou encore, 

Hb',p (Cn ; QP(V' ullç( U) ) ) = O 

HS', p(Cn ; QP(S' Ully,ç( U) ) )  =0 

DÉMONSTRATION : 

s� q i=  n 

Si KP(O) désigne le complexe des formes de type (p,�) à coefficients distri­
bution dans O X U holomorphes des m dernieres variables complexes, muni de 
l 'opérateur d" des n premieres, l e  noyau de l'homomorphisme de restriction de 
KP(O) à K�loc ( Cnr )  ou Cnr = C P n O est Kf. , c'est à dire que la suite 
O--*Kf--*KP(O) --*KP ( Cnr ) --* O est exacte. Les groupes de notre étude s'inserent 
donc dans la suite exacte 

. . . --* Hq-1 (O ; QP (V' ullç ( U) )  ) --*H�-110c ( Cnr ;  QP (V' u llç( U) ) ) � 
--* Hb' ,r(O ; QP(V' ullç( U) ) )  --*Hq(O ; QP(V' ullç( U) ) )  . . .  � 

( * )  On peut exprimer a) par la nullité d'un groupe de cohomologie locale. Pour tout 
ME(7t1 n . . .  n 7tn n P) x U on introduit le groupe 11'1-, .  p M( Cn ;QP(Vu llç ( U) ) )  limite V ,  , 
inductive des groupes Hb' ;p () n( Cn ; QP( V' u 1-lç ( U) ) ) lorsque O parcourt la famille des 
voisinages ouverts de U, et notre résultat implique ':Jlq = O pour q i= n . 
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Dans le eas de S' on a :  

. . .  � Hq- l (o. ; oP (S' u+ly,,, ( U) ) )  � Hrl (  Cnr ; oP (S' u +ly,,,( U) ) )  � 
� H� ' ,r (o. ; oP (S' u+ly, " ( U) ) ) -+ Hq (O. ; OP(S' u +l",,, ( U) ) ) ---+ . . . 

les termes extrêmes sont nuls pour q � 2 . 

On a done un isomorphisme 

o -+ H� loc ( C r ; . . . ) � Hb�,r(o. ; . . .  ) -+ 0 I pour q � 1 

o -+ H� ( C  r ; . . . ) � Hs\r ( O. ;  . . .  ) -+ o . 

Notons que H[)',r(o. ; . . . ) = O = Hs ' ,r(o. ;  . . .  ) . 

II vient en eonséquenee : 

a 1 ( Cnr ; . . .  ) � HS' ,r (o. ; . . . ) -+ O 

la nullité du groupe HV',r(o. ; . . .  ) (resp . HS',r(o. ; . . .  ) )  revient done à la surj eeti­
vité de ( 1 ) ,  qui est fausse en général, mais qui est vraie grâee au théorême 
des polydisques pour o. = Cn, ou lorsqu'on remplaee les groupes H par les 
groupes +l (* ) . Dans le eas d'un ouvert o. relativement eompaet nous n'allons, 
en fait, pas utiliser les homomorphismes 1 et a mais seulement leur forme eonerête, 
e' est à dire que, vu la proposition 5, et les remarques préeédentes iI suffit de 
montrer le 

LEMME  1 :  a) Il existe 0.' c o. teZ que toute fonction de HO ( Cnr ;  . . . . ) 
soit holomorphe dans 0.' et appartienne même au HO .  jo.' ; . . . ) correspondant. 

b)  Soit p<úq une forme de degré (p,q) à coefficients distributíons dans 
Cnr X U, hoZomorphe des m-dernieres çariabZes complexes (distributions prolon­
geables, à croissance lente dans ( Cnr) X U) et d" fermée; il existe 0.' c 0., ne 

(*) N ous admettons ici la validité de ce théoreme pour les fonctions à valeurs vectorielles 
et le fait que H (n ; V, u fI,,( U) ) s'identifie à l'espace des fonctions holomorphes à valeurs dans 
V' u lIç( U) . Cf. [1 8] pour ces questions. 
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p,q- l  
dépendant que de O teZ qu'on pu�sse trourer w défini dans ( Cor) x U à 

P ,Q-l P q coefficients du même type que ceux de ú) telle que d" w = w pour q # 0, (n- 1) .  
En fait iI suffit de démontrer, pour chaque n, ce lemme avee q = (n-2) . 
Car soit 

Opérant comme toujours nous aurons une suite exacte 

-* Hb' ;p(cn ;QP(V'u+E,,( U) ) )  -* Hb, ; �(Cn ; . . .  ) -* Hb' ; y loe ; �_(Cn ; . . . ) at 
et de même avec S' Hq+l (/I'n . ) V' ;P \L.- , . . . 

Sachant que toute forme est équivalente à une forme canonique, on en déduit 
que Hb' ; � (Cn ; QP( V' u+E,,( U) ) )  est naturellement isomorphe (i. e. compatibilité 
de l'isomorphisme avec les fleches précédentes) 

et on a quelque chose d'analogue avec HqV' 1 A (Cn, . . . . ) . Si on a fait y oe ; u· 
l'hypothese que ces groupes sont nuls pour q � n-1 et q> (n-1 )  iI vient bien 

n-l n O -* HD' ;P(C , . . . ) -* 0 (idem avec S' ) 

Dans le cas de O borné on raisonne directement et on obtient I 'analogue de ce 
résultat. Maintenant considérons le recouvrement de 0- r formé des 

utilisant alors la procédure de Weil on voit que ce lemme est équivalent au Iemme 
de la proposition 3 § 3 b du chapitre précédent (on y avait fait l'hypothese s=O 
dans les notations du début de ce paragraphe) . 

Admettant toujours qu'on peut se ramener au cas scalaire iI faudra en 
derniere anaIyse démontrer le cas suivant. 
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LEMME 2 :  Soit dans Cn n � 3 la famille des polydisques Qj 
/� 

Qj = { I Z1 1 < p, · · · , l zj l< p, · · · , l zn l < p ; l zj l < R } ou R > p, et soit fj une fonction 
holomorphe définie dans Qj X U ou U est un ouvert de Cp. On suppose qu'on a 
la relation 

n 
""" (-1 )j r = o 
L .1 j=1 

alors il existe R' > p ne dépendant que de R et de p , et des fonctions fjO" 'J,t_3 
holomorphes définies sur les Q' Q' 1\ "  j . . . j = Cl , . . , i, . .  j, .. n) = o n-3 

� � = { I ZI 1 < P , , , , ,zi< p, . . .  ,Zj< p, . . .  , I zn I < p ;  I zi I <R', I Zj I <R' }  (Si R = 00 , R' = 00) 

telles que 
n-l. 
""" (- 1 )hr <' . - r L �o · · · tn" · [n_2 - t 
h=o 

1\ 
ou ( io . . .  in_2) = ( 1 ,  . . . , i, . . .  ,n) . 

Si les fi sont à croissance lente on peut prendre les fj . . . j à croissance lente du 
o n-3 

même ordre (* ) .  
Dans l e  cas de  Cn et P on prendra une. suite de cercles Y N de rayons y N 

et de centre-y N ' et f N = C, puis on appliquera Ie Iemme à 

n 
U C X . . .  X C X YN X C X " , X C k= 1 --k":""':...·-I--

enfin on utilisera un procédé de Runge ( **) en faisant tendre y N vers l'infini ; 
nn-l (/I'n ) I '  d A ' d ' V',y loc,ll- 'L..- , . . . re eve u meme proce e. 

Pour le cas local on peut utiliser Ie 

LEMME 3 :  On pose fiA) = {z I I Xj I < A , I Yj I < A } . Soient p et R deux 
nombres positifs donnés avec R > 2 cp(n) . p ou <p(n) est une fonction convenable 
de n. On suppose qu'on s'est donné des fonctions fj (z " " " zn)=fo . . . }. . . n1 holomorphes 
dans f, ( p) x . . . X fj_1 ( p) X fj{R) X fj+1 ( p) x . . . X f n( P) continues ainsi que suffi-

( * ) On dira que t, définie et holomorphe dans le polydisque I Z1 1< 1 ,  . . . I zn I < 1 de 

série de Taylor L ajl . . .  jn Z/1 . . . zin est d'ordre k si la série L l aj, . . .  jn 1 i;k" ·n est cori­

vergente . 
(** )  Du type de l'appendice A page 308. 
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samment de leurs dérirées partielles sur l' adhérence de ces ensembles, et satisfaisant 

" 
n 

à la condition � (-i )jfj=O sur TT rh( p) .  Alors on peut trourer, si n � 3, des 
. h=1 J 

fonctions fj . . . jn-3 
dépendant de façon alternée des índices (ou (Jo, ·  . .  ,jn-3) = 

'" o ",  
= ( i , . . .  ,h , . . . ,k, . . .  ,n)) holomorphes dans r1 ( p) x . . . X rh(a) x . . . X rk(a) x . . . X r n(P)  
ou a > P ne dépend que de RI p, et continues à la frontiere, telles que 

f � - f' . - 2 (-i )h f ·  � . 1 .  • .  J . • •  n - � . . . � - t . . · �h· · · L o n-I o n-l 
dans r1 ( p) x . . . x rj (a) x  . . .  x rn (p ) . 

h 

DÉMONSTRATION : Les deux lemmes se démontrent par la même idée. 
Commençons par le second. On a l'identité : 

i i i 
(i -x1 ) . .  · ( i -xn) ( i -xI ) (i -x2 · . .  xn) 

i X2 i + --- . i -xI i -x2 i --x2 " 'Xn 

i X2 X3 + . . . . . . . + i -xI i - x2 i - x3 

1 
i - x3 

i 
i -,x4 

i 

i -xn 

i a • • • • •  _ ____ • 
i -xn 

�� i 
i -xn_1 i -x2 . . ·xn 

Nous désignons par Yj (A) la frontiere orientée du carré I Xj I < A, I Yj I < A .  

On pose : 

f . . . . f 

C' est une fonction holomorphe de Z tant que : Zjrt Yj pour tout j =1= k et tant que 
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SI' Z Er ( p) Z Erk(R') Z Er ( p) on a I Z2 " 'Zn I & 2n-1 • pn-2 . R' et SI' on 1 1 , . . .  , n , . . . , n n � 
désire R' > p on doit avoir 2n-l . R' < R done R � 2n-1 • p . N ous prenons 
done cp(n) � 

2n . 

Dans eette hypothese cpí est holomorphe dans r, ( p) X . . .  X rk(R') X . . .  X r n( p) 

ou R' est défini par R' = 2�-1 

Pour (Z" " ,  ,Zn) suffisamment petits on peut remplaeer les eontours par 

et de 2.: ( - l )hfh = O on déduit les (n- l )  identités 
h 

2.: ( - l )hcpí = O 
h 

k = 2, . . . ,n  

Done les cpk
h forment, pour k fixé, un (n- l )-eoeycle d'un rétréeissement de 

la eonfiguration préeédente. Pour démontrer le  lemme iI suffit done de le vérifier 
pour ehaeun des cpk. Montrons Ie pour ep2. 

On a :  epl = 2.: + CPh 
h>1  

et iI s'ensuit que Cph, est hoIomorphe pourvu que 

I Z, . . . . . Zn I � pn
- l . R < inf I �2" '�n I 

(�2' " . ,Cn)EO'h 
Done l'intégrale est hoIomorphe dans eette région. 
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ep! est en conséquence holomorphe pour (Zl l " ' ,Zn) E r1 (R') X r2( p) X . • .  

Donc iI existe R" teI que :p! soit holomorphe dans 

P < R" < R' si R' > 2 P . /-li-' 
on peut prendre R" = Y -;-

On vérifie en outre que si ep a suffisamment de dérivées continues jusqu'au bord , 
iI en est de même pour ep� (par majoration de dérivées). Retranchant ep: consi­
dérée comme une (n-2) -cochaine de la configuration restreinte à R" on obtient 

L ( - 1 )h ep? = O  
h ?;; 2 

si ep'2 désigne Ie nouveau cocycle, qui forme donc un (n-3) -cocycle de la confi­
n 

guration r1 ( p ) X V [r2( p) x . . .  x rj(R") x . . . .  ] recouverte par Ies ouverts Qj ,j ?;; 2 
)=2 

Si on fait I'hypothese de récurrence que Ie Iemme a été démontré pour toute 
configuration 

U x  [ U rk( p) x . . .  x rp(R"') x . . . x rn( p ) ]  
p > k 

ou R'" > ep(n-k) . p ,  si R" ?;; ep(n- 1 )  . p on en déduit que ep '2 est un cobord, 
donc ep2. On voit que 

ep(n) = 2 

suffit pour Ies récurrences. 

n(n + 1 )  
2 

II reste à vérifier Ie début de la récurrence. Donc , dans Ie cas de j=n-3 
c'est à dire apres changement de  notation pour un 1 cocycle ep�,ep�ep! . 



286 A. MARTINEAU 

On eommenee par tuer q>� par restrietion. Il vient q>�-q>�=O. Le théoreme des 
poIydisques montre que q>� et q>� sont simultanément prolongeables dans un 
poIydisque U X r(R") X r(R") done iI s'en suit que q>�,q>�,q>� est un eobord, 
eobord proIongeable au bord ainsi que suffisamment de ses dérivées partielles. 
On déduira le lemme de la proposition 3 § 3 b de eelui-ei par un argument de 
Runge (paree qu'on ne peut intégrer sur les arêtes) que j e  laisse au leeteur. 

Le lemme préeédent se démontre de façon analogue mais au lieu de l'inté­
grale de Cauehy on peut employer la série de Taylor et si 

On posera done 

jk-l < jk 
h+l � jk 
jn � jk 

et on utilisera les inégalités de Cauehy sur les eoeffieients. La partie a) du 
lemme 1 est eonséquenee immédiate du théoreme des polydisques. 

Explieitons le théoreme I I I  dans le eas de Cn . 
On suppose données n distributions 

f/X" y " ' " ,Xj -1 'Yj -1 ,Xj ,Xj+l ,Yj+l " " ) définies pour 

holomorphes des variables (X" y, ) " , . , (Xj _PYj_1 ) , (Xj+PYj+l ) ' " . , (xn,Yn) et loealement 
à croissance lente. On suppose en outre que les "fi sont loealement à croissance 
lente, et on note la valeur au bord de fj sur Ia frontiere incluse dans 

Si on suppose f/ " " Xi,O, . . . ,Xj, . . .  ) = fi( " " xí, . . .  ,Xj ; O, . . . ) alors iI existe f 
définie pour Y, >O, . . .  ,Yn >O holomorphe en (Z" , " ,zn) , loealement à croissanee 
lente, telle que sa valeur au bord sur la frontiere Yi=O soit fj ' Si les fj 
sont tempérées, on peut prendre f tempérée. C'est un théoreme démontré 
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par B. Ma1grange (* ) en réponse à une question de \Vightman, qui est donc 
inclus dans J 'énoncé : 

L'interprétation de la nullité des Hq pour q< n fournit de nouveaux résultats. 
Par exemp1e à trois dimensions si nous désignons par yi 1e demi axe positif de 
la variable Y i . 

Si T1 (ZI ,X2,X3) est une distribution définie pour Y1 X fR3 loca1ement à 
croissance lente, T2, T3 de même et si on a la re1ation, pour les va1eurs au bord : 

on peut trouver 6 1 (X1 ,Z2,Z3) , 62(zI lX2,Z3) , 63(zI lZ2,X3) localement à croissance lente 
dans y� X y� X 1R3, etc . . .  (cf figure) telles que 

FIGURE 1 

;T2 ( x l ' Z 2  , X j )  

Y2 

(*) Pour une autre démonstration cf. un exposé de Martin Zerner au Séminaire de Physique 
Théorique de la Faculté des Sciences de Marseille 1 963-1 964 (disponible au Secrétariat de 
Mathématiques de cette Faculté) . 



CHAPITRE V - LA TRANSFORMAT ION DE FOURIER-CARLEMAN 

1 .  La transformation de Fourier-Carleman. Définition 

Considérons une distribution T(x" . . . ,xn) définie sur iR n et appartenant à 
S'(iRn) .  Alors nous savons que T est de la forme Df ou f est une fonction 
continue sur iR n à croissance lente. II existe donc un entier positif k tel que 
l'intégrale 

converge. 

Désignons par r(r" . . . ,rn) le cône engendré par n-vecteurs (rl l . . .  , rn) issus 
de l'origine et linéairement indépendants. II est strictement convexe, d'intérieur 
non vide, et orienté par l'ordre de r" . . .  , rn . Nous désignerons par Pv le demi­
-espace défini par : Pv = {u l <  u,r » O } . 

L'intégrale, I . . .  I {(x)e -i(x,',+· · ·  ·+Xn'n) 

r(vu · · · ,vn) 

converge absolument uniformément pour tout (z" . " ,Zn) EK ou K est un compact 
de iRn X iPf)

, . . . vn . 
Maintenant, si nous considérons g(x) = f(x) 

(1 +r2)k 

. 1 .  I I -i(X1Z1+· · · +XnZn) et '!'v, . . 'Vn (z" . . . ,Zn) = . . . g(x)e . dx 
reVI , "  . ,v,;) 

l'intégrale converge absolument uniformément sur fRn X iPc;
, 

" ' ''n . Mais, de 
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f(x) = (1 +r2)ng on déduit que �Ç" "Vn(Zl , . . .  Zn) = ( 1 - �)k . tf ou � désigne le 

laplacien usueI. 
Donc la fonction � appartient à S' (fR n X iP v 1 " ' "  n) et la restriction à 

fR n de tfv
, 
. . .  Vn(Z" , " zn) est exactement la transformée de Fourier, de la restriction 

de g à r(r" . . .  , rn} .  

LEMME : Lorsque (ro, . . . , rn_1 ) parcourent fRn les �v " , vn (Z" . . .  ,Zn) définissent 
o -1 

un (n-1 }-cocycle du recourrement du complémentaire de fR n par les demi-espaces 
IR n X iPv ' 

DÉMONSTRATION : Soient (ro, . . . , rn) (n+1. } -vecteurs tels que r(ro, . . .  rn) 
soit strictement convexe, c'est à dire tels que pv

o . . . vn =F 0 .  

Si z E IR n X iPvo . . . vn chacune des intégrales 

f 0: 0 f f(x)e-
i(X,z,+ o o+x"z.) o dx 

rc"o . . ' Vh . . .  "11) 

converge et on a :  

pUlsque presque partout SI 

désigne la 

Soit T une distribution T=Df. Nous désignerons par Trcvo
" " ' ''n_l ) la distri-

bution DfrCn n ) . II est immédiat de vérifier alors que si Z E IR n X iP" " Yo" " 'Yn-1 YO"Yn-l 
le produit scalaire < T (x) e -i(x,z,+" , +x/lZn» a un senso rCvO" ' ''n_l ) , 

On 1e notera 

. . .  Trcc' , . . . ,v )(x) . e n 11 • dx = Trcv , . . . ,v )(x) . e ' . dx f f -iCx,z, +" ' +x z ) f -i<x z> 
o n-l o n-l 

IR" 
19  
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On aura : 

rp" . . . " ( T) (z) =1D(z) . rp" . . .  " (f) (z) = J T rc" , . . . , " )(x) . e-i<x,z> . dx o n-l o n-l o T/.-l 

Donc les rp"o" ' ''n) T) forment un (n-1) -cocycle alterné du recouvrement du 

complémentaire de IR n dans Cn par les derni -espaces IR n X �P" . 
N ous désignerons par décomposition de T la famille des distributions 

Tr("o " '''n) ' Une décomposition de T dépend du choix d'une primitive continue. 

Étudions l'effet d'un changement de décomposition. Soit ( �O" " , �n-2) un systeme 

de vecteurs et : un opérateur à coefficients constants homogene du premier 
o U  

ordre. Si les ( ÇJ01 " "  ÇJn-2) ne sont pas linéairement indépendants nous posons 
e"0 " ' ''n

_2=O .  Si ( ÇJOl ' · · , ÇJn-2) est un systeme de vecteurs indépendants, soit ÇJ un 

vecteur tel que ( ÇJo" " , �n-2,ÇJ) soit une base de l'espace orientée dans le sens positif. 
Soit 1 C"0 " ' ''n_2

) la fonction caractéristique du demi-espace contenant ÇJ dans son 

intérieur et pélimité par le plan engendré par ( ÇJo, . . .  , ÇJn-2) '  Dans ce plan on 
définit la fonction 1 rc" o " ' ''n-2) ' fonction caractéristique du cône engendré 
par ( �0, . .  ,Ç1n-2) ' 

N ous posons ' 

La distribution e"0 " ' ''n_2 est fonction alternée de l'ensemble des indices. 
Soient f et g deux fonctions continues à croissance lente telles que 

o 
f = --::;-- g . Alors on a :  

o U  
n-l 

frc ) = -�_ (g ( ) -- '" ( _1 )hg e "-"o " ' ''n-l -+ r "o " ' ''n-l � • "O " ' ''h ' ' ' ''n-1 o li, h=o 

On vérifie immédiatement que : 

f· ·  . . fg . e
" " (u) . e-i<z,u> . du = �" . . .  " (g) (z) o ' " n-2 o n-2 '--.-" IRn 

a un sens pour tout zElRn X iP" . . . " o n-2 

et est une fonction holomorphe et tempérée de z dans cet ouvert. 
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n-I 

Donc, �" o o op�. (f) =3 (-� -) . (�() O O O p,! (g)) + ,, ( -1 )ht/Jp o o o tho . ov (g) 
o ,.-1 d o - 1  � O n-l · U  h� 

On en déduit par récurrence que si f est continue et f=Dg 

f f ( )  -i<x z> d f D ( )  -i<x z> d r(v . . °V ) X • e ' . x - gr(v . . o" ) X • e · . x o n-I o n-, � n  � n  

est un cobord tempéré du recouvrement. 

Ceci reste vrai pour toute distribution T de S'(fRn) .  En effet, si 
T=Df=D'f', on peut trouver g,g' ,D" D' , tels que f=D1g, D' l g'=f',D D, =D'D'1 ' 

Alors D D,(g'-g)=O donc, 3(D D' )[�"o . . ovn_1 (g) - �vo . . .  vn_1
(g' )] est un cobord. 

Ensuite, 3D1 . �v . . o V (g) - �v . . oV (f) est un cobord ainsi que 3D'1 ' ({)v . . o V (g')-
o n-I o n-, o n-1 

- �p o o 0 V (f') donc 
o n-1 

3D' . �() . .  o "  (f') - 3D . �v . .  o {)  (f) est un cobord. o n-I o n-I 

Remarquons enfin que les cobords et les cocycles qui interviennent sont 
uniformément à croissance lente c'est à dire que lorsque (9o, . . .  , 9n_1 ) parcourent 
(fRn)n, la décomposition de T étant choisie grâce à une primitive fixe de 
T, les �v . .  0 V  ( T) (z) proviennent par restriction d'une fonction bornée o n-1 
(90 0 . .  9n-1 ) -+ Ap . . oV à valeur dans S ' (Cn) ,  et lorsqu'on change de décomposition o n-1 
les t/J" . .  o" proviennent aussi d'une fonction bornée (90 . . 0 9n_2) -+Bv . .  o V à valeurs o n4 0 n1 
dans S' (Cn) .  Notons que dans ce cas précis, A et B sont même continues. 
Alors nous disons que le cocycle dépend continuement des indices quand cette 
condition est satisfaite, ou est continuement à croissance lente. 

DÉFINITION 1 :  On désigne par groupe de cohomologie de Fourier-Carleman 
le quotient de l' espace des cocycles holomorphes continuement à croissance lente par 
les cobords continuement à croissance lente relatigement au reCOU9rement de C fRn 
par les demi-espaces 0" , 0" = fRn X iPv ' 

DÉFINITION 2 :  On désigne par transformée de Fourier-Carleman soit 
:Jy( T) d'une distribution T la (n-1 )-classe de cohomologie de Fourier-Carleman 
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d' un  cocycle 

CPç . . .  p ( T) (z) = f T r(ç . . .  p )(x) . e- <X,z> . dx . o n-l • o TI- l  fR n 
II résulte de l '  Appendice A la' propriété suivante. 

Soit {); une famille bornée de formes distributions dans un convexe 
à coefficients à croissance lente (localement à croissance lente) et d" fermées. 

p,q-l p ,q-l P q 
Alors on peut trouver des wi pour q � 1 telles que d" wi = wi , formant 
une famille bornée. 

Soit alors .o un convexe de Cn de la forme 0 X i8 1 on recouvre C 0 dans .o 
par les .oç=(0 X iPç) n .o . 

Si T est une distribution dans 0 (à croissance lente) le processus de Weil 
lui associe un cocycle uniformément localement à croissance lente (à croissance 
lente) . II conviendrait de savoir si ce cocycle peut être pris continuement loca­
lement à croissance lente (à croissance lente) comme dans le cas de la transfor­
mation de Fourier-Carleman. 

Dans 1'autre sens, iI existe une partition de l'unité subordonnée aux .oç , 
et indéfiniment dérivable car des .oç on peut toujours extraire un recouvrement 
flni. Donc la valeur au bord d'un cocycle quelconque localement à croissance 
lente a un senso On voit immédiatement qu'on peut la calculer comme suit. 
Soit U un recouvrement ouvert extrait des .oç et cp U la restriction de cp à U .  
Alors acp U est indépendant de U .  C' est la valeur au bord de cp .  On peut étendre 
les théoremes des § 1 et 2 du chapitre I I I .  

Introduisons maintenant, quand cp est continuement localement à croissance 
lente (à croissance lente) une procédure de Weil continue. 

Nous considérons la boule unité B de IRn, un espace compact 0, 
une application g -+ b(g) de O sur B, une mesure dg sur O. 

DÉFINITION 3 :  On désigne par partition intégrable de l'unité relati"ement 
au recou"rement de C IR n par les demi-espaces .ob une fonction CP{Zl " " ,Zn ; g) définie 
sur C fR n X O ,  intégrable en g telle que 

a) pOUl' tout g fixé, CP(Zl , . . .  ,Zn ; g) a son support dans .ob(g) ( est indéfiniment 
déri"able si nécessaire) .  

h )  f tp(z" . . . ,zn ; g)dg�1 . 
O 
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Si les 0b(go) , . . .  ,Ob(g N) forment un recouvrement de C fR n et si CPo, . . •  ,CPN 

est une partition de l'unité subordonnée à ce recouvrement, posant 
N 

dg = 2 Õ
gN 

h=o 

nous retombons SUl' la définition 3. 
Nous allons considérer le cas suivant : O(n) =O est le groupe des retations 

de B muni d'une mesure de Haar. Si bo est un vecteur fixe b(g) =g .  bo . Alors 
soit 6(x". . . Xn ; e) une fonction positive ou nulle indéfiniment dérivable à support 
dans Pb = Pb(e) o 

On integre : f 6(X" . . . ,Xn ; g)dg �  T(x" . . .  ,xn) 
O(n) 

II est clair que la fonction T(x" . . . ,xn ) differe de zéro en tout point de C { O }  
dans fR n et est indéfiniment dérivabIe. 

On pose : ( ) 6(Yl ' " · ,Yn ;g) cp Zl " " ,Zn ;g = 
T(y" . . . ,Yn) 

si zh=xh+ iYh 
(h=1,2 ,  . . . ,n) 

Lorsqu'on n'a pas besoin de conditions de différentiabilité iI est commode 

de prendre 'P(z" . . .  ,zn ; g) �k . lílbCC) oú k vaut f dg . 

bo EPb(g) 

Nous noterons désormais Og , Pg à la place de 0b(g) , Pb(g) . 

Considérons un (n- l )-cocycle continuement à croissance lente CPg . . . g (z) , 
o n-l 

et désignons par C?g . . . g (z) la fonction continue définie de (O(n)t à valeurs 
o n-l 

dans S' (Cn) dont iI provient. 
N ous formons 

f Cf>g . . .  g ,g(Zl ' "  " zn) r.p(Zl ' · ·  ' ,Zn ; g)dg = �g . . . g o n-2 o U-2 
O(n) 
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qUI a un sens et qui est fonction continue de (O(n»)n-I à valeurs dans S'(Cn) 
et nous désignons par �g . . .  g la restrietion de �g . . .  g à Og . . .  g . o n-2 o 1l-2 o 1/.-2 
Le eohord de la eoehaine �g . . .  g est CPg . . .  g . En effet, on a :  o n-2 o n-I 

Prenant l'image par restriction dans S'(Og . . .  g ) iI vient de 
o n-1 

( � ( _ 1 )hcpg . . .  gh" .g ,g) . cp(g) = CPg . . . g . cp(g) , � o n-I o n-1 

n-I � ( - 1)h�g . . .  g"h . . .  g = CPg . . . g � o 1l-1 o n-J 
h==o 

. I cp(g)dg = CPg . . . g o n-1 

Nous formons alors, d"·! . -'i'g . . .  g - CPg " .g o 1l-2 o n-2 

d"�g . . . g est la restriction à Og . . .  g de d"�g . . .  g done les CPgo" .g';' 2 o 1l-2 o n-2 o n-2 ,.-
forment un eocyele eontinuement à eroissanee lente, etc. 

II existe done un proeessus de Weil eontinuement à eroissanee lente 
permettant de passer de cp à sa valeur au hord si cp est eontinuement à eroissance 
lente. C'est, hien entendu, la même ehose dans le eas de D'. 

Admettons maintenant ceci : soit fg . . . g un (n-1) -eoeycle du reeouvre -
o n-l 

ment de C fR n par les Og à valeurs fonetions holomorphes à eroissanee lente. 
On désigne par Fg . . .  g le prolongement canonique de fg . . .  g ; on suppose 

o Il-l o n-l 
que (go . . .  hn_1 ) -+ Fg . . .  g fonction définie de (O(n»)n à raleurs dans S'(Cn) est 

o 1l-1 
continue. 

Le leeteur vérifiera aisément que eette propriété est vraie pour un eoeycle 
de Fourier-Carleman. 

Nous supposons que (dg= 1 et nous considérons la partition g -+ k . X(g) 
.. 

ou X(g) est la fonetion earactéristique de l'ouvert Og . On a clairement k = + 
Désignons par Tg . . .  g la valeur au hord de fg . . .  g . On vérifie aisément que 

o n-I o n-I 
Tg . . .  g , fonetion symétrique de l'ensemble des indices, est continue à valeurs 

o 1l-1 
dans S'(fR n) .  
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PROPOSITION 1 :  Pour tout cocycle de Fourier-Carleman, et tout recouvrement 
tini U extrait des n(J on a :  

DÉMONSTRATION : Formons <I>g . . . g = 2 f Fg . . . g X(gn_l )dgn_1 o rl-2 o n-l 

<I>g g désignera la restriction de <I>g . . .  g à ng . . . g . 
o' " n-2 o n-2 o n-2 

Posons, F - 2 f.f d" X( )d g . . .  g - Ig . . .  g gn-I gn-l o n-2 o n-, 
fg . . . g désignera la restriction 

o n-2 

de Fg . . .  g à ng . . .  g puis, 
o n-2 o n-2 

<I>g . . . g = 22f f Fg . . . g X(gn_2}d"x(gn-2)dgn-2dgn_l , . . . o n-3 o n-2 
'--v--' 2 

les f ,  <I> forment un processus de Weil continuement à crOlssance lente grâce 
aux <I> ,  F .  

Son aboutissement en est : 

c r. 2n J. . .  J Fg • . g,.}x) . 8(y)dzdg • . . .  dg"'-1 
- ­

n 

� in( LJ Tg . . .  ·g"'-1 
(x)dg • . . .  dgn_) . 8(y)di 

n 

C. q. f. d. 

THÉOREME 1 :  La !'aZeur au bord d'nn cocycle de Fourier-Carleman de la 
distribution T deS'(IRn) est égaZe à j T . 

DÉMONSTRATION : II suffit de vérifier ceci avec un recouvrement fini U, 
par exemple en prenant (n+1)  vecteurs ( !'Ol ' ' ' , !'n ) teIs que ( !'o' ' ' ' ' !'n-l ) , (!" ' ' ' ' , !'n ) , 
( !'2 " " , !'n , !'o} , , , , , soient orientés dans Ie bon sens, et teIs que : 
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Alors on a 

et 3 1\ ( T) - "j T  1\ CPr . . . rh· · · r - r(r . . .  rh . . .  r ) o n o n 

d'ou : c. q. L d. 

2. Valenr an bord d'une f()nction holomorphe dans nn «cône» convexe 

Soit Q un eonvexe de Cn de la forme E> X iE>o . Nous reeouvrons CnE> 
par Ies ouverts Qr ou Qr=Q n (fRn X iPr) .  Soit r un eône strietement eonvexe 
fermé de fR n d'intérieur non vide et C r son eomplémentaire. 

Nous disons que cp a son support dans E> X i C r, �i pour tout systeme 
d'indiees teI que Pr . . . r n r � 0 on a CPr . . .  r = O .  Choisissons ro · . .  rn_l o n� o n� 
teIs que Pr . . .  r c - r .  N ous eonsidérons alors Ie reeouvrement de C E> défini o n-l 
par Ies ouverts E> X iP + r . j = O, . . .  , (n-1 )  et nous eonsidérons la restrietion - J 
de cp à ee reeouvrement. Notre hypothese fait que CP+ r " ' + r =0  sauf éventuelle-- o - n-l 
ment CPr . . . r done 3cp= Tr . . . r ou Tr . . .  r est la valeur au bord o n-l o n-l o n-l 
de q>r . . . r . Considérons un indiee rn teI que Qr . . . P r c E> X ( - ir) et tel o n-l o n-l n 
que Pço . . . çn � 0 . Alors pour tout h � n , (n-1)  on a 

Pr . . . Ph . . . r n (- r) � 0  o n 

done la eondition des eoeycles s' éerit : 

m - frl 1\ - O Tr . . .  r Tr . . .  r . . . r -o n-l o n-l n 

C'est à dire que Ies deux fonetions sont prolongement analytique I 'une de l'autre. 
Si Pr' . . . r' c - r iI sera, de proehe en proehe, possible de passer de CPr . . . r o n-l o n-l 
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à CP,,' . . . ,,' . C'est à dire que cP" . . . " se prolonge analytiquement au 
o n-l o n-l 

cône - r et est localement à croissance lente au voisinage du sommet vu 
l'hypothese faite sur le eocycle cp. 

Réeiproquement, montrons que la donnée d'une fonction holomorphe cp 
dans 0 X (- ir) (loealement) à croissanee lente détermine un cocycle à support dans 
o X i (  C r) . Le cône r étant supposé strietement convexe admet une base compacte 
eonvexe et de dimension (n- l ) .  Si M est un point frontiere de B nous consi­
dérons la génératrice ((M)) = {ÀM I À � O} puis 0 X i ((M)) . Un changement 
de base peut ramener au cas ou ((M)) = {Yl = . . . . =Yn-l =O} . Nous considérons 
la forme úJ = cp(x1 , • •  • ,xn_1 ,Zn)�(Y 1 "  ·Yn-l )dz1 1\ . . .  1\ dzn_1 • Sa valeur au bord est 
cp(X) . �(y)dz . Soit P un demi-espaee partageant - r, done tel qu'on putsse trouver 
P1 . . . n-1 tel que P n P1 • • •  n-1 c - r .  

II est possible de choisir dans P une primitive de úJ à support dans - r. 
En effet si la restrietion de úJ à P est O on prend 0, sinon on choisit un arc, ouvert 
du bord d'un eonvexe, O'p, dans la frontiere de B et de bord (M, -N) ou NEaP. 
Nous eonsidérons ensuite la «variété» de dimension (n-2) 0 X iSp ou Sp est 
le cône de base O'p . Soit �/(0 X iSp) la forme de type (0,n-2)  qui lui est 
naturellement assoeiée (si la variété est linéaire et incluse dans Yl = . . . =Yn_2=O 
c'est cp(x1 , . . .  , xn-2,Xn-pYn+l lxmYn)�(Yl , . . .  , Yn-2)dz1 1\ . . .  1\ dzn_2) .  Poursuivons la 
eonstruction du eoeycle. SOlent Pg . et Pg . deux demi-espaees tels que aPg . ,g . 

L J L J 
reneontre l'intérieur de r et de - r ;  ee qui revient au · même tel qu'il existe 
Pi . . . i tel que Pg .,g . n Pi . . .  i c - r .  

o n-3 L J o n-3 
Alors on peut trouver un ouvert 0'2 dans le bord d'un convexe Pg . ,g . 

tel que 
L J 

et O'p C Pg .,g . n aB . g .g . L J L J 

Nous prendrons comme primitive pour la forme 

cp . (�11(0 X iSp )) qui a bien son support eomme exigé. Si le processus de g
i,

g
j 

Weil a été poussé jusqu 'à l'ordre k soient Pg
o
, . . .  ,Pgk(k + l )  demi-espaces tels 

o o ....... "...... 
que aPg

o
" gk n r =F 0 , aPgo

" 'gk n - r i= 0 .  II est possible de trouver 



298 A. MARTINEAU 

Pi . . . í k tel que Pg . . gk n Pi . . . i k c - r . On en déduit que les Pg . . . gh . . . gk o n- -2 o o n- -2 o 
satisfont à la propriété analogue et qu'on peut trouver un ouvert du bord d'un k 

eonvexe (Jh+l tel que o (i-1 = "" ( _ 1 )h(Jk " U ô go· · ·gk go · · ·gk L go . . ·gh· · ·gk go . . ·gk 
h=o k 

ou Ô c go . . ·gk W OPg . , et inclus dans oB n Pgo' ' 'gk ' On désignera par s;;' . .  gk. 1=0 � 
le eône de 'base (Jk+l et on prendra eomme primitive de la restrietion go· . .  gk 
dans Pg . . . g de Cfl • ""( _ 1 )hô"(0 X iS� " ) la forme Cfl . ô"(0 X iS;�� .g ) .  o k L go . . . gh . . .  gn o k 
Si Pgo " 'gk ne satisfait pas aux eonditions préeédentes et si wgo" 'gk est la �forme 

d" -fermée qu'il s'agit d'intégrer on prendra une primitive (;) eompatible avee la 
eondition bornologique (* ) ehoissant en outre, si 

Enfin, si Pg . . . gn c - I'  Cfl ·  ô"(0 X iPg . . .  gn ) = Cflg . . . gn- . di sera la primitive o -1 o -I o 1 
cherehée. Maintenant si PgO" 'gn-l n r "* 0 montrons que CflgO . . . gn-l = O grâee 

aux ehoix faits. De Pg . . . gn n r "* 0 nous tirons que pour tout h, O < h < n- l ,  o -1 
on a Pgo . . . � . . . gn-l n r "* 0 , done Pgo . . . gh . . .  gk . . .  gn-

l 
n r "* 0 ,  etc . . .  

Si done Pgh et Pgk sont deux tels demi-espaees, quand leurs frontieres 
o r"\ 

reneontrent toutes les deux - r ,  les primitves {;)gh et {;)gk sont ehoisies eomme 

indiqué plus haut done la restrietion de {;)gh - {;)gk à Pgh gk a son support dans 

-P n Pgh gk ainsi que la primitive (qui est soit O soit une primitive ehoisie 

eomme indiqué). Si une seule 
le demi-espaee assoeié à l'autre 
points de r done {;)gh,gk = O . 

}2.. 
des deux frontieres reneontre - r e'est que 
ne reneontre pas - r puisqu'il eontient des 

De façon plus générale eonsidérons Pho . . . hr tel que ôPho . . .  hr n - r =p 0 

les hs étant pris dans les go . . .  gn-l ' Si l 'un des ôPho . . . h . . . . h ne reneontre 
o o J r o r-. r-. ,...... 

pas - r alors on a Ph . . . h . . . . h n - r = 0 puisque Ph . . .  h . . . h n r =p 0 .  o J r · o r 
Done Pho . . . hr n - r = 0 . 

et les � " sont les Who . . ·hj '  . . hr 

En eonséquenee aPh . . . h . . . .  h n - r "* 0 pour tout j o J r 
primitives ehoisies eomme indiqué plus haut, done 

(* ) C'est à dire que l'ensemble des telles primitives doit, apres prolongement, forme r 
un enseinble borné dans 'D' (resp . S' ) .  
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o '""" 
On fait l'hypothese de récurrence que àPh . . . h , . . . h n - r=0 entraine wh . . . h . . . . h =0. o J r o J r 
Alors 2( - 1 )i Who . . . hi ' . .  hr ne fait intervenir que des termes qui ont leur support 

dans r, done dont la restrietion à Ph . . .  h est égale à zéro. En conséquence le o r 
résultat s'en suit. C. q. f. d .  

REMARQUE :  Nous n'avons pas insisté sur la démonstration du fait que 
le eocyele peut être choisi uniformément borné ear cela résulte d'_une analyse 
préeise de la méthode employée dans l 'appendice A. Nous ne savons pas par 
contre démontrer que le coeycle peut être pris continu par rapport aux indices .  
Notons que les cocyeles bornés sont suffisants pour intégrer par rapport à une 
mesure dg atomique. 

Enfin si oep = O ,  oep ' . = O done la fonction associée au eoeycle est �o " ·  �n-l 
nulle .  Donc on a 

PROPOSITION 2 :  Soit 0.=0 X i00 un con(.lexe de Cn et r un cône con­
(.Iexe de fR n. 

Tout (n- 1)-cocycle f.jJ holomorphe uniformément (localement) à croissance 
lente du recou(.lrement de Cn0 par les oU(.lerts (0 X iPç) n o. à support dans 
(0 X i C r) n n définit une fonction ep holomorphe dans (0 X (- ir)) n n (loca­
lement) à croissance lente dans cet oU(.lert. Toute telle fonction pro(.lient d'un tel 
cocycle et la correspondance ep -+ àf.jJ est biuni(.loque of.jJ étant égal à la (.Ialeu,. au 
bord de la fonction ep .  

EN COROLLAIRE : les (.Ialeurs au bord des cocycles à support dans 0 X i C r 
forment une algebre obtenue par transport de structure de la structure multiplicati(.le 
usuelle des fonctions ep holomorphes dans 0 X ( - ir) , par l' ap plication ep -+ oep • 

DÉMONSTRATION : Nous voulons dire que nous définissons oep . of.jJ par o(ep . f.jJ) .  
Le seul point à vérifier est que le produit de deux fonctions holomorphes dans 
o X ( - ir) (localement) à croissance lente est encore (localement) à croissance 
lente ce qui est clair. C. q. f. d .  

Dans le eas de S' on a la 

PROPOSITION 3 :  Soit r un cone strictement con(.lexe d' intérieur non (.lide 
dans fR n et r* le cône dual. Les T de S'(fR n) (.Ialeurs au bord des cocycles unifor­
mément à croissance lente (relati(.lement au recou(.Irement de C fR n par les demi-espaces 
fR n X iP p) à support dans fR n X i C ( - r) sont les transformées de Fourier des distri-
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butions S de S' (IR ) à support dans r*,  et l' isomorphisme de Fourier est un 
isomorphisme d' algebre entre l' algebre des (Jaleurs au bord et l' algebre des distributions 
de S' (lR n) à support dans r* munie du produit défini par la con(Jolution. 

DÉMONSTRATION : Si pv . . .  v c - r  e'est que r(v . . .  v ) ::::> r* . Soit SI 
o n-, o n-, 

une distribution ayant son support dans r*. 

Toute distribution tempérée à support dans r* est dérivée d'une fonetion 
continue ( * )  à support dans r* . Done on peut faire en sorte que S�(v . . . ÇI ) = Si 

o n-, 
SI r( (Jo . , . (Jn_, ) ::::> r*.  Dans eette hypothese iI vient : 

I 
revo · . . Çln-, ) 

'I - J -i(x,Zt+ "  .+xnzn) sj( )d d - J ( ) - ±� e . X" " ' ,Xn x, . . .  Xn - lPvo . . .  Çln_, Z" ' ' ' ,Zn 

IR II 

La fonction <f>'i . . . ÇI (Z l l ' "  ,zn) est done prolongeable analytiquement dans 
o n-, (IR n X ( - ir)) . Maintenant, la eondition P ÇI . . . v n ( - r) =1= 0 équivaut à 

o n-I 
r(v . . .  v ) n r* = 0 .  Car en effet le polaire de PÇI . . .  ÇI n ( - r) est l'enve-

o n-l o n-l 
loppe convexe de la réunion de - r* et de r (ÇI . . . (J ) qui est done le polaire 

o 11,-1 
d'un eône d'intérieur non vide et est strietement eonvexe done ne contient pas 
de points + r*, et réeiproquement. Alors sous eette hypothese 

puisqu' on a pris la fonchon continue engendrant la décomposition de Si à support 
dans r v . . . v . Ceci montre que le eoeycle lP est du type indiqué et que la 

o n-, 
fonetion assoeiée est la fonetion <pj . 

En outre dans ce eas le eoeycle eonstruit est bien eontinu. En sens inverse 
l' assertion résultera du 

LEMME : Soit T (Jaleur au bord d'une fonction f(z) , définie pour Y, >0, . . .  Yn>O, 
à croissance lente dans cet oU(Jert. Alors 'J T a son support dans X, ? O, . . .  ,Xn ? O. 

Nous admettons ce lemme qui résulte d 'ailleurs immédiatement du eas de 
une variable [d 18 pour un théoreme de Planeherel plus général et l 'appendice AJ. 

( * ) Car r* a un point intérieur. 
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D'apres ee lemme si le eoeyele y a son support dans a x i ( C (-r)) ,ay est valeur 
au bord de ehaque q>(ç o o oç ) ou Pç o o o ç c r, done :lay a son support dàns o n-l o n-l 
rCÇ o o . ç  ) .  Ceci étant vrai pour tous les rCç . o  oç ) qui contiennent r le o n-l o n-l 
résultat s' en suit. 

Enfin, de -i(x,z ,+o o o+xnZn )SI S2( )  d _ 1 2 e * x .  x - rrl" " • rrl" " T"o o o o "n-l T"O "  . Vlt_l 

pourvu que r(p . . .  ç ) eontienne le support de SI et de S2 résulte rrotre assertioIl 
o n-l 

sur la multiplieation. C. q. f. d .  

Pour terminer notons la 

PROPOSITION 4 :  Le nombre m�mmum de fonctions holomorphes définies 
dans des conCJexes de C iR n pour représenter a comme somme de leurs CJaleurs au 
bord dans un CJoisinage de l'origine est (n+1 ) . 

(Nous supposons les eonvexes de la forme 0 x iaj ou a est un voisinage 
de zéro) .  

DÉMONSTRATION : Supposons données n-fonetions fI , " . ,fn dans des ouverts 
eonvexes aj de lá forme a x i8j . 

Alors la réunion des aj ne peut pas être C {O} tout entier et il est aisé 
de fabriquer au pire, (n+1 )  demi-espaces Po, . . .  Pn tels que aj ::l poo . . J. . on n n et 
poo . on-l ( V  a) = 0 ou n est un voisinage convexe de a dans Cn . 

) 
Alors iI existe des q>oo o .J. o on dont la valeur au bord est T et fj - q>oo . . J. . .n est 

n-l 
un eobord du reeouvrement. Done q>o . . . n est un cobord dans ( W  Pj )  n n .  

)=0 

On sait que :la=k . 1 .  Soit r le eône engendré par les vecteurs de base de Cn• 
On a :  

1 

En vertu de ce qui pré cede, apres un changement de coordonnées tout revient 

à démontrer que pour la fonetion f(ZI " " ,zn) = 1 1 
ZI - 1  Zn- 1  

holomorphe 
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dans le polydisque I Zl I < 1 ,  . . . , I zn I < 1 ,  i l  n'existe aucun IR > 1 tel que f soit 
somme de fonctions fj ou fj est holomorphe dans le polydisque 

Reprenons les calculs des lemmes du § 3 chapitre IV. 

Si on pose 

pour tout € > O on a :  

Si on prend un terme bkl " 'kn de la série de Taylor de .2 f) tel que kh � k1 

J 
pour tout h � 1 . 

II vient : 

et 

(2) 

nombre inférieur à 1 si € est suffisamment petit. 

(3) 

Mais 

Donc iI vient : 

____ 1 ___ _ ( 1 )n L nt kn - - Zn " 'Zn (ZI - 1 ) " ,(zn-1 )  

et l e  nombre 1k . . .  k =1  ne satisfait pas aux inégalités (3) lorsque k1 --+ O'J .  C. q. f. d .  1 n 



ApPEND ICE  A :  - TRIVI A L I TÉ D E  LA D "-CO HOMOLOGUJ A CRO ISSANCE LENTE. 
CAS D 'UN CONVE XE 

Soit r un convexe, ouvert de Cn et U un ouvert de fRP . Nous consi­
dérons les formes distributions de type p,q , p+q=r en dzj , dZj j=1 ,2, . . .  ,r à coeffi­
cients dans s ' (r X U). On veut montrer que si w est une forme de type (p,q) 
à coefficients dans s' (r X U) et de degré � 1 en q alors iI existe 1t de type (p,q-1 )  
à coefficients dans S' (r x U) telle que d;1t=w ; et résultat analogue avec les 
formes de S' ( r  X U) qui sont à coefficients holomorphes des (n-ro) dernieres 

a T  variables, c'est à dire les distributions T telles que -_- = ° pour ro <k < n ou 
aZk 

ro > r .  La théorie des produits tensoriels d 'espaces nucléaires du type V3 
[cf. GROTHENDIECK ,  A. - Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires. 
Providence. Amer. Math. Soe. 1955 (Mem. Amer. Math. Soe. 16)] (ou une A 
investigation directe) montre que S' (r  X U) = S' (r) @ S' ( U) et le probleme 
se ramene au cas de s' (r) .  

Plus généralement signalons le théoreme suivant. 

THÉOREME : Si E et F sont deux duals de Fréchet Schwartz dont l' un est 
nucléaire, d' et d" des opérateurs de dériCJation dans E et F qui sont des homomorphismes 
topologiques d=d' @ 1 +1)d" ou 1) est un isomorphisme de E sur F aCJec 1)d' +d'1) =0, A A 
désignant par H (E @ F) l' homologie de E @ F par rap port à d par H( E) celle 
de E par rapport à d', H(F) celle de F par rapport à d" on a :  

A A 
H(E @ F) = H(E) @ H(F) 

DÉMONSTRATION : Nous renvoyons le lecteur au Séminaire Schwartz, 
année 1953-1954, exposé N.o 24 (Paris ,  Secrétariat mathématiques) ou le théoreme 
est démontré dans des hypotheses différentes, mais on constate que la même 
démonstration marche aussi dans le cas que nous considérons. 

Ce théoreme montre que le cas d 'un ensemble 0=Q1 x . . .  X On résulte 
du cas à une variable traité au chapitre I .  

Notons par contre qu'il ne permettrait pas de démontrer le théoreme III  b 
même dans le cas de S' car la topologie de HS',r (C ; O) n'est pas séparée. 
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Pour démontrer le théoreme on raisonne par récurrence cf [E] pages 55-56-57 
à partir du lemme suivant. 

LEMME : Soit r un oU(Jert conCJexe de Cn et T une distribution de S' (r) 
holomorphe des s-dernieres (Jariables, c' est à dire 

a T  aT  a T  ------ - - ---- - O 
aZn_S+2 - • • • 

-
aZn 

-

a u  
Alors il existe, pOUI' k < n-s, U dans S' (r) telle que -_ - = T U étanf holo­aZk 
morphe des s-dernieres CJariables. 

DÉMONSTRATION : Le Iemme se démontre par transformation de Fourier. 
Plus précisément iI conviendrait de dire par transformation de Fourier-Fourier 
BoreI. Soit r un convexe de /RP X Cq, que nous plongeons dans Cp+q=CP X cq. 

Pour tout U ECP+q nous considérons /\ ( u) = Sup (Im <. z,u» . Nous 
ZEr 

désignerons par Hq,y (r) Ie sous-espace de S' (r) formé des distributions 
holomorphes des q-dernieres variables. Si f E S (r) ,  cette fonction définit une 
forme linéaire continue r sur Hq,y (r) . Nous désignons par transformée de Fourier­
-Borel mixte de r la fonction 

ou (x,�) désigne un point de fRP X cq , �=ç+ i1J . Alors 1- r apparait comme une 
fonction définie SUl' Fensemhle r* = { U 1 /\  ( u) < --t. oo }, indéfiniment dérivable 
SUl' cet ensemble et j ouissant de la propriété 

1 1- f(u) . e-fl (u) I est à décroissance rapide SUl' r* . 

En plus 1- f (u) est holomorphe en un sens que nous allons préciser. L'ensemble 
(convexe) r* est un cône. Un point M de r* est C-intérieur s'iI existe une variété 
Iinéaire complexe passant par M et un voisinage de M dans cette variété appar­
tenant à r*. Parmi celles qui satisfont cette propriété iI y en a toujours une de 
dimension maximal e et alors tous les autres voisinages sont contenus dans 
l 'intersection de sa trace sur r* au voisinage de M. Nous disons que f est holo-
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morphe en tous les points C-intérieurs de r* si elle l'est en chacun de ces tels 
vOlsmages. 

'J f(u) est holomorphe en tout point C-intérieur de r* . 
Nous faisons l'hypothese que r* contient au moins p+q recteurs C-linéai­

rement indépendants. 

Alors dans cette hypothese on a le 

THÉ OREME La transformation de Fourier-Borel établit un isomorphisme 
entre le dual de Hy,q(r) et l'espace des fonctions F(u) indéfiniment dérirables 
sur r*, holomorphes en tout point C-intérieur de cet ensemble, et telles que F(u) . e-I\(u) 
soit à décroissance rapide. 

lndications sur la démonstration du théoreme ( * )  

a) la question de l' isomorphisme. 

La transformée de Fourier transforme l 'espace s(r) en un espace de 
fonctions indéfiniment dérivables à décroissance rapide sur fRP X fR2q . On 
obtient un germe de transformée de Fourier-Borel en prenant la restriction de 
'J s(r) à { 1;j + i"fJj =� } i _  1 ,2 , . . . ,q . 

L'application f�'Jf est un i somorphisme quand la transformée de Fóurier 
est connue par la transformée de Fourier-Borel, donc par sa restriction à l'intel'­
section des variétés 1;j+ i"fJj=O, et pour cela elle le sera si ce germe de transformée 
de Fourier-Borel est bord de fonction holomorphe des variables (1;j '  "fJj) '  II en est 
bien ainsi sous l'hypothese géométrique indiquée. Dans ces hypotheses on en conclut 
que les fonctions exponentielles à croissance lente dans r sont denses dans Hy,q(r) . 

b) Inrersion de la transformation de Fourier-Borel. 

Montrons maintenant que les fonctions satisfaisant aux hypotheses indi­
quées définissent un élément du dual. Pour cela on effectue une transfor­
mation de Laplace. A tout systeme de n vecteurs U" " ' , Un € r* (n = p + q) 

on aSSOCIe J 
r(u1 , · · · ,un) 

(*) Ce résultat est en un certain sens une généralisation des théoremes 4-1 , etc., de 
notre article «Sur les fonctionnelles analytiques et la transformation de Fourier- BoreI». J ournal 
d'Analyse Math. de Jérusalem, 1 963 - et utilise la méthode indiquée en C. R.  Acad. Sciences 
Paris, t. 255, pages 1845-1 847 .  

20 
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on obtient ainsi une fonction <l>u1 . . . un(z) holomorphe en z dans l'intersection 
P des demi-espaces. U ,  . • .  Un 

et qui se prolonge à Pu 1 • • • Un ' uniformément lorsque u1 , . . .  , un varient, en une 
fonction Coo. On obtient un (n-1 )  cocycle du recouvrement de C r par les demi­
espaces Pu ', se prolongeant uniformément en une fonction Coo . Alors, utili-

J 
sant une partition COO et continue relativement à ce recouvrement, d'une façon o, n-1 
analogue à Chapitre V § 1 on en déduit une forme cu d" -fermée COO jusqu'à la 
frontiere à décroissance rapide à l'infini. L'intégrale, sur le bord de T, 
ou TEHy,q(r) ,  définit la forme linéaire cherchée. 

Passons maintenant à la démonstration du lemme. Pour cela ii suffit de 
vérifier l 'hypothese de division suivante : 

Soit F(u) satisfaisant aux conditions du théoreme. Si cette fonction est 
formellement dirisible par Çk+ i1)k alors le quotient satisfait aux mêmes hypotheses, 
qu'on vérifie trés aisément. 

CAS n 'ExcEPTION : Si la dimension linéaire complexe de r* est inférieure 
à n+p c'est que le convexe r est produit d'un convexe qui satisfait à la condition 
et d'un espace linéaire complexe. 

On conclut dans ce cas grâce à la formula de Künnett. 
iI faut noter que les exponentielles e<Z'u>, ou U E  r*, ne sont 
Hy,q(r) ; iI faut considérer les exponentielles polynômes. 

S'il en est amSl 
pas denses dans 

Notons encore que nous avons indiqué l'existence d'une formule de Künnett 
généralisée mais qu' on peut démontrer aisément le résultat en vérifiant que si 
TEHy,q(r) et r=r1 X C, T s'identifie à un polynôme de la derniere variable 
à coefficients dans Hy,q_l ( r) .  

Enfin cette méthode donne directement la  trivialité de  la  d" -cohomologie 
d'un convexe r. 

Le cas de la cohomologie localement à croissance lente dans un ouvert a con­
vexe inclus dans un ouvert a' est plus délicat car l'espace V� loc(a) = lim S' (r n a) +--

r 
r parcourant la famille des convexes compacts de a' (appendice B) n'est pas 
métrisable. Néanmoins nous allons employer la transformation de Fouriel-Borel 
en nous inspirant dans notre étude de la méthode décrite par B. Malgrange [M] ( *) 
pour les équations avec second membre dans V'. Si p(x) est une fonction 

(* )  [M] : MALGRANGE,  B. - Sur la propagation de la régularité des équations à coefficients 
constants. BulI. Math. de la Soco Math. Phys. de la R. P. Roumaine, tome 3 (53) n .O 4 , 1 959, 
pp. 433-440. 
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convexe continue dans !l' supérieure à n + 3 et j ouissant de la propriété 
suivante : l 'ensemble des x tels que p(x) < À est relativement compact, on pose 
!lN = {z I zE!l,p(Z) <N +1} et on considere V�,p l'espace des distributions dont la 
restriction à chaque !lN est somme finie de dérivées d'ordre inférieur ou égal à N 
de fonctions localement de carré intégrables dans !l� { z  I zE!l' ,p(Z) < N + 1 } .  
Son dual Vy,p sera l'espace des fonctions cp à support compact dans !l' et inclus 
dans !l qui , au voisinage de tout point x sont L2_[p(x) ]-fois dérivables. Le 
convexe !l étant plongé dans /RP X /R2q=/RP X cq on considere le sous-espace 
de V�,p formé des distributions holomorphes des q dernieres variables complexes 
qu'on notera Hy p q(!l) . Désignons par !\ z(u) la fonction sup 1m < z,u> et , , z e.Q I 
par I u i  la norme (L u/ij)-i < z,u > = Z1 U1 + " , +ZnUn ' 

On a le 

LEMME : Si -L EH�,p,q(!l) , :1 L = F est une fonction entiere de type 

exponentiel qui satisfait à une inégalité : 

( 1 )  exp ÂZ (  u) 

Réciproquement iI vient la 

PROPOSITION : Si F est une fonction entiere de type exponentiel qui satisfait à 
l' inégalité ( 1 )  elle est la transformée de Fourier-Borel d'un élément de H�,p+x+3,q(!lN) '  

Indiquons l'ébauche de  la  démonstration en nous appuyant sur [M]. 
Nous effectuons la transformation de Laplace et nous obtenons un (n-1 )­

-cocycle du recouvrement du complémentaire de !lN par les demi-espaces et nous 
montrons que la forme de degré (0,n- 1 )  d"-fermée associée à ce cocycle se prolonge 
jusqu'à la frontiere de !lN en une fonction qui, au voisinage de tout point de C !lN 
est [p{x)]-n-3 continuement différentiable. On en déduit le résultat apres 
avoir vérifié que les fonctions holomorphes au voisinage de !lN sont denses dans 
Hy,p+n-3,q (!lN) . 

. . Si t 1 , • • • , tn sont n vecteurs de l'espace Cn on considere l'intégrale 
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II faut maintenant prolonger <1\ . . .  tn(z) ainsi que ses dérivées unifor­
mément jusqu'à la frontiere. On considere un voisinage fixe Q' de Q et x un point 
de C QN ' Comme en [M] on choisit un vecteur Ct(x) E Cn tel que pour tout ZEQ� 
on ait : Im<z-x,Ct(x) > � p(z) -p(x) . On impose 1 Ct(x) 1< .2lf et Cix) E{t1 , . .  · ,tn}IR '  
Quand la condition XE  pt1 . . . tn est remplie on introduit le contour ar(t1 . . . tn) défini 
comme suit. Qt,h désiguant le demi-espace formé des vecteurs U=À1t1 + . . .  +Àntn 
avec R).h > ° , ar(t1 " . tn) est la trace de la variété 

r(x ; t) : v = Ct(x) log ( l  + 1 !.L I ) (Àj = !.Lj + iVj) 

dans Qt,1 ,2o o . n = Qt, 1 n Qt,2 n . . . . . 

Alors ou a, pour tout y d'un voisinage V(x) de x défini par e:+ M . I x-y 1<0(, 

ou 0 < < < � < 1 et quand Y EP, • . . .  'n I <p(kl(y) I � C . f ( 1  + I I;  Ir
n-.-a . di; 

ant, . . . tn) 
SI k < [p(x) ]-n-2 , cf [M]. 

Et les intégrales j' ( 1+1 1; I )-
n

-' -"d� sont bornées par une constante D 
aret, . . . tn) 

qui ne dépend pas de (t1 , • • • , tn) (*) .  Ensuite, on utilise u'ne partition COO conti­
nue de l'unité et uniformément bornée du recouvrement de C QN par les Pt . 

C'est à dire qu'on impose sup 1 rp(s)(g) 1 �M(s) pour tout s. On vérifie qu'une 
g 

telle partition existe bien. La procédure de Weil continue (Chapitre V) conduit 
à une forme d"-fermée de type (O, n-l ) ,  à coefficients COO dans le complémentaire 
de QN et dont toutes les dérivées jusqu'à l 'ordre [p(x)]-n-2 sont uniformément 
bornées. Donc ces coefficients se prolongent en des fonctions [p(x) ]-n-3 conti­
nuement différentiables sur C QN ' Ceci conduit au résultat. 

Utilisant la méthode de [M] on en tire que pour tout opérateur différentiel 
à coefficients constants D on a :  

en particulier. 

Si T est une distribution de D� Zoe (Q) (Q c Q' OUf.'erts conf.'exes de C
n
) et 

holomorphe des s-dernieres f.'ariables il existe U dans D� loc (Q) holomorphe des 

s-dernieres f.'ariables telle que :� = T. D'ou la trivialité de la d"-cohomologie 
Z1 

à coefficients distributions localement à croissance lente. 

(* )  Cet artifice dll essentiellement à L. Ehrenpreis est inutile lorsque n est un con­
vexe d'intérieur non vide et de frontiêre strictement convexe. 
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Cette méthode justifie aussi la validité du procédé de Runge invoqué dans 
chapo IV § 3 proposition 5 et ante scriptum. II nous semble que, pour n>1 ,  
l 'appel à un argument d e  ce genre est indispensable, alors que pour n=1  comme 
on l'a vu au chapitre I iI suffit d'utiliser un procédé de Runge classique. 

Dans le probleme des cohomologies avec conditions de croissance Monsieur 
Hõrmander a obtenu des résultats tres généraux (d. Malgrange, B. - M ajorations 
à priori et d" -cohomologie. ln Séminaire Bourbaki mai 1964-pp .  275-01 -275-06. 
Paris, Secrétariat Mathématique) . L'article de M. L. Hõrmander est paru 
(d. [ L ] ) . 



ApPENDICE 13: -QUESTIONS DE TOPOLOGIE 

Nous esquissons ici la question de la représentation de la topologie de 
S',V' par celle d'un espace de cocycles. 

Si r est un convexe ouvert borné de en, s'(r) est muni d'une topologie de 
dual de Fréchet nucléaire (donc de dual de Fréchet Schwartz) et on munira 
si Q est un convexe ouvert de enV�loc(Q) de la topologie Lim s'(r n Q) r parcou-

� 
r 

rant la famille des convexes bornés de en. 
On obtient ainsi un espace complet. 
D'autre part, V�loc(O) peut aussi être considéré comme le dual de l'espace 

suivant: Si r est un convexe borné on considère s(r) puis Lim s(r n 0) r 
� 

r 
parcourant la famille des parties bornées de en. Cet espace est un espace .c-3 

strict nucléaire donc un espace de Schwartz complet; on en déduit que son dual 
s'identifie algébriquement et topologiquement à Lim S' (r n 0) qui, en consé-

� 
r 

quence, d'après un théorème de L. Schwartz (Théorie des distributions à 

valeurs vectorielles. Ann. Inst. Fourier Grenoble T. 7, 1957, pp. 1-141) est ultra 
bornologique. 

L'espace Hyloc(O) apparaît comme un sous-espace fermé de D�loc(O) 
ou encore comme limite projective des espaces Hy(r n .0). J'ignore si cet espace 
est bornologique dans tous les cas. Il l'est du moins si 0 est strictement convexe. 

Introduisons maintenant les espaces de cocycles. 
Étant donné un recouvrement fini convexe 0i , ... ,Oi de C 0, dans 0 o 

N 
voisinage complexe convexe de 0 dans en on considère l'espace 

-1-.1 Hyloc(Oio· .. in_l) 
�O'" �n-I 

ou -1- 1 H (O· . ) l'espace des (n-1)-cocycles localement à crOIssance . y lo· .. ln-I' 
lo···ln_1 

lente (à croissance lente), est un sous-espace fermé de cet espace. Dans le premier 
cas j'ignore tout à fait s'il est bornologique. 

Maintenant si fio ... in-
E Hyloc(Oio ... in 

) sa valeur au bord Tio ... i 1 -1 n-I 
dépend manifestement continuement de fio ... in_l 

puisqu'elle s'obtient par compo-
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sition de prolongements eanoniques et d'opérateurs d i l o  Done la valeur au bord 
d'un élément z de Z va dépendre eontinuement de z dans l'espaee Z des eoeyeleso 
Ceci montre que l 'applieation � = aOf... est continue en particulier l'espaee des 
eobords est fermé (dans les deux eas) .  

Done iI est possible de définir une topologie séparée sur HYl�c (U ; O) 
(resp o sur Hy-1 (U ; O)) et l'applieation � est continue de HYl�c (U ; O) (respo 
H�-1 (U ;0)) dans V'(0) (resp o dans S'(0)) . En sens inverse utilisant la procédure 
de Weil on peut montrer que toute suite convergente de V'(0) est transformée 
en suite convergente de Hy loc(U ; O) d'ou la 

PROPOSITION : V'(0) est isomorphe, arec sa topologie, à H�l�c (U ; O) 
S'(0) est isomorphe, arec sa topologie, à H�-1 (U ;  O) . 



ApPENDICE  C : - REMARQUES SUR LES ULTRA DISTRIBUTIONS 

Nous indiquons ici que1ques remarques répondant à une questions posée . 
II est natureI en reIation avec la transformation de Fourier de considérer un 
voisinage convexe Q de (Rn (i. e .  un tube) et d'étudier Ies uItra-distributions liées 
à ce voisinage en généralisant 1e travai1 [14] .  Le nombre minimum de fonctions 
nécessaires pour représenter une distribution comme valeur au bord dépend 
essentiellement de la base de ce tube et n'est j amais inférieur à (n+1 )  si n est 
la dimension complexe de l 'espace quand cette base est compacte. Ce minimum 
correspond au cas ou la base est un compIexe. En généraI iI faut une infinité 
de composantes. La théorie de la transformation de Fourier-BoreI esquissée à 
l 'appendice A, fournit un modele d e  diverses généralisations possibles. 



ApPE N D I C E  D : - PROBLEME DE FRISCH 

Monsieur J. Frisch a posé la question suivante 

PROBLEME ( J .  Frisch) .  

Soit 0 un oU(,Jert de IR (nous prendrons un segment) caractériser les distri­
butions T de D'(0) telles qu' il existe un oU(,Jert O (,Joisinage de 0 dans C, ( holo­
morphe dans O n P ou P = {y I y > O }, de (,JaZeur au bord égale à T. 

Ce probleme bien entendu se généralise comme suit. 

Soit 0 un oU(,Jert de IR n, r un cône oU(,Jert strictement convexe de sommet 
l'origine. Caractériser Zes distributions T de D'(0) telles qu' il existe un ouvert O 
(,Joisinage de 0 dans Cn, une (onction ( holomorphe dans O n (IR n X ir) de (JaZeur 
au bord T. 

Nous désignerons cette propriété par a+(r) et quand r ne varie pas par 
a+ . On peut introduire a+(k) r 1 ,  • • •  , rk étant k cônes convexes : caractériser les T 
sommes de valeurs au bord de fonctions holomorphes données dans quelques 
n n (IR n x  irh) .  

PROPOSITION 1 (Frisch) .  La propriété a+ est de type local. 

D ÉMONSTRATION : Soit 01 et O2 deux ouverts de IR si ((1 ,01 ) et ((2,02) 
sont deux solutions ((1 -(2 ; 0\,) est une solution de zéro dans 01 n O2 si 0'1 , 2 
désigne la composante connexe de 01 n O2 dans 01 n O2, Mais alors ceci entraine 
(1 -(2=0 d'ou le prolongement analytique de f1 par (2 dans O' n P ou Q' désigne 
la composante connexe de 01 U O2 dans 01 U O2 , 

Nous allons transformer l'énoncé de la proposition 1 en lui donnant un 
aspect nettement cohomologique. 

Si T satisfait dans 0 ouvert de IR inclus dans C à a+ et à a- nous savons 
qu'elle est analytique. Désignant par D'+(0) les T satisfaisant à la propriété a+ 
iI est naturel d'introduire les espaces vectoriels 
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ou H(0) désigne l'espace des fonctions holomorphes au voisinage de 0. Désignons 
par K(O) l'espace des formes distribution en d-Z définies dans O ouvert de C .  

On introduit K(0) = Lim K(O) .  --+ 0 :::> 8 

et 

Désignant par 0+ l '  ouvert O n P on peut introduire de même 

KV',p_(0) = LiT1l K p_ (O) ; P_ = c - P 
0 :::> 8 

on a la suite exacte : 

d'ou, 1 'opérateur d" étant clairement défini ,  une suite exacte : 

o � HO(KV',p_(0)) � HO(K(0)) � HO(KV,(0)) � H' (KV' ,p_(0)) -+ . . . 

. . .  � H' (K(0)) � . . . 

Mais HO(K(0)) s'identifie à H(0) . 
En outre, on a :  Hl (K(0)) =O puis HO(KV',p_(0)) = O .  
Le groupe HO( K+(0)) s'identifie aux germes de fonctions holomorphes dans 

le  demi-plan supérieur admettant une valeur au bord sur 0. Si  f admet une 
valeur au bord l'application f-+ar est b iunivoque, ar holomorphe signifie que f 
se prolonge au dessous de l' axe réel . 

Donc on constate, au vu de tous ces isomorphismes, que les deux suites 

( 1 )  

sont identifiables. On  interpete donc Hl (KV' ,p_{0)) comme étant l e  groupe 
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Reprenant les raisonnements du chapitre I I I  § 1 la proposition 1 polir 
n=.1 est conséquence du fait que HO(KV',p_«�»)) =0 pour tout 0 c (R car elle 
entraine que la relation de passage au quotient dans Z'(KV' , p_(0)) par les 
bords B'(KV',p_(0)) est de type local. 

Dans le cas général d 'apres les résultats du § 3 du chapitre IV 
HQ(Kp_(0)) = O pour tout q < n, et tout 0 c (Rn ou P- désigne le produit 
des demi-espaces Yl � O, . " ,Yn � O .  

D'ou la 

PROPOSITION 2 :  La relation de passage au quotient dans Zn(KV' ,p_(0)) 
par les bords Bn(KV',p_(0)) est de type local. 

Nous allons maintenant montrer que la propriété ó+ se conserve par 
prolongement analytique. 

PROPOSITION 3 :  a) Soit T(x, u, r,�) une distribution définie dans (Rn X U X 
X V x C  ou U c !R q, o urert, V c Cs, o urert, et holomorphe en r,�. On suppose que 
pour 'YJ<O,(�=�+ i'YJ) ,  il existe f(z, u ,r,�) holomorphe pour y, >O' ' ' ' 'Yn >O, (z=x+ iy) ,  
de  raleur. au bord T(x, u,r,�) . A lors f se  prolonge analytiquement en une fonction 
<I>(z, u,r,�) définie pour tout �, et Yl >0, . . . ,Yn >0 et de raleur au bord (en z) T(x, u,r,�) .  

b) Si  T e t  f sont à croissance lente, <I> est un polynôme en � à coefficients 
à croissance lente. 

c) cas local analogue à a) . 

DÉ MONSTRATION (du cas global ) .  

Procédons par récurrence en supposant le résultat acquis pour tout 
q � n- 1 ,  tout U, tout V. L'hypothese fait que T(x, u,r,�) est valeur au bord 
pour 'YJ<O  de f(z" " . ,zn-pxn, u, r,�) . Donc f(Z 1 1 " . ,Zn_pxn, u,CJ,�) se prolonge analy­
tiquement en une fonction <I>(Zl l "  " zn_pxn 'u,CJ,�) pour 'YJ > ° et de valeur au 
bord (en Zl l "  . ,zn-l ) T(x,u,CJ,�) . La fonction <I>(Zl l " . ,zn_pxn, u,r,�) est pour 'YJ < O 
valeur au bord en Zn de  f(zl l "  . ,zn_pzn, u,r,�) donc f se prolonge analytiquement 
en <I>(z" . . .  ,zn , u,r,�) pour 'YJ>O, et de  valeur au bord <I>(ZI , " . ,zn_pxn, u,r,�) . Cette 
fonction <I> a en conséquence comme valeur au bord en z, la distribution 
T(x, u,r,�) . Reste le cas q=1 .  Alors T(x, u, r,�) est de la forme ó(r(z, u, r,�)­
-r(z,u, r,�)) f+ et f- étant holomorphes en �, et en z pour y>O (resp. y< O) . 

Pour 'YJ< O f- se prolonge analytiquement dans le demi-espace y >O. Donc 
f- est holomorphe pour 'YJ< O  et y< O  en conséquence est la restriction à cet 
ouvert d'une fonction entiere <1>- des variables (z,�) .  Alors f+ -<1>- est un prolon­
gement analytique de f pour 'YJ >0 et ó(r -<1>-) = T(x, u,r,�) . C. q. f. d .  



316 A .  MARTINEAU  

COROLLAIRE a )  Soit T(x, u,(J,�) une distribution définie comme à la 
proposition 3 ;  on suppose que pour "1) < 0  T(x,u,(J,�) est "aleur au bord (en z) d'une 
fonction holomorphe Cf>1 . . . n(z,u, (J,�) définie pour Y, > O, . . .  ,Yn > 0 ,  et telle que 

Cf>1 . . . n = 2: (-1)hCf>1 . . .  h . . .  n pour "I) < ° ou chaque Cf>l  . . .  h . . . n est holomorphe pour 
n 

/'--.... 
y, > O, . .  " Yh>O, . . .  ,Yn > 0, entiere en Yh ' A lors il existe des �, . . .  h . . . n entieres en "I) 
localement à croissance lente telles que Cf> 1 . . . n = 2: ( - 1 )h� 1 . . . h. . . n . 

n 
b) Si T et les Cf> sont tempérées, les � 1 . •

• h . . .  n sont des polynômes en zh 
à coefficients tempérés des autres (Jariables. 

c) cas local analogue à a) . 

D ÉMONSTRATION : cas global 

On considere dans Cn+1 X U X V l 'ouvert n réunion de 7to={ (z,�) 1 "1) < O } ,  
1tj = { z,� I Yj > O }  ; Cf>, . . .  n d' apres la proposition 3 se prolonge pour "I) > ° , 
si Y,  > O, · . . ,Yn > O .  Donc la donnée des ��1 • • •  n = Cf>1 . . . n �Ol . . .  h .  . . n = Cf> ,  . . . h. . . n 
est un (n - 1 ) -cocycle du recouvrement de n pour les 7tj . 

En vertu du chapitre IV § 3 c'est un cobord c'est à dire qu'il existe des 

� ô . . . h. . . n telles que � ol . . . n = 2: (-1)h� ô . . . h . . .  n = Cf>, . . . n ; b) et c) se traitent 

de façon semblable. C. q. f. d .  

Pour terminer, supposons C { O }  dans fRn 
recouvert p ar (n+ 1 )  demi­

-espaces P o, . . .  ,P n ' N ous considérons le probleme õ+(k)* suivant : Caractériser les 
TES'(fRn) (Jaleurs au bord d'un systeme de k fonctions fo . . .  h . . . n 0 � h � k-1 , 
holomorphes respecti(Jement dans les oU(Jerts fR n X iPo . . . h . . . n et à croissance lente 
dans ces oU(Jerts. 

Désignons par uo" " , un les vecteurs associés aux P (soit Pj =Pu . avec les 
J 

notations du chapitre V § 1 ) par r(uo, " " uh' "  . ,un) le cône convexe engendré par les 
k-1 

vecteurs uo, , , , , Uh, . . .  , Un et par rk = U r(uo" " , uh' ' ' ' ' un) on vérifie immédia­h=o 
tement la 

PROPOSITION 4 :  T satisfait à õ+(k)* s� et seulement si '] T a son sup port 
dans rk . 
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Représentation des distributions de D' (fRN) par des fonctions u(z) holomorphes 

LP 
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rp(X) = ---;- dz , 
1 f (J>(z) 

21t� x -z 
L 
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C 
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3 (n) : 41-1 2 1 .  1 960. 
On considere plusieurs espaces de distributions généralisées représentables comme 
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I Ü(,, , · · · · " N) I « M .  CI (I Im 'i l
- ; + I Im 'i l

- ; - m) M, m constant 

{ u, (x)  = 2: ("" i) ü(x+ i.,,) } borné dans D' LP 
(j 
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Math. Z. 77 : 106-124 .  1 961 . 
Représentation des distributions de S' , 'D� ,  'D', S' : Soit H L le sous-espace de H( ( C  -IR )N) 

des fonctions il(�) qui satisfont à l'inégalité 

- ...!... _. n · 
I il(q I � M .  7t(1 + I � 12)mi . I 1m � I 2 � 

On a une application surj ective cp :  H L ---+ S' . Le noyau de cp consiste des pseudo­
-polynômes P(z) . 

P(z) = � zY . a . (z, . . .  z . . . . .  z
N

) ' a .  EHL( (C _IR ) N-l ) � J JV J JV 
j,ç 

'D�: On construit une application cp : Hp---+ 'D� , ou Hp est Ie sous-espace de H(( C-fR )N) 

N 1 
défini p ar les inégalités I il(z) I � k ( I z I ) . -' -' 1 1m Zj I-mj - 2' k(z) une fonction conti-

1 
nue, monotonement croissante. Le noyau de cp est 

N 

Hp,0 = 2: H( (C-IR )j-1 X C x ( C- IR )N-j) n Hp 
1 
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V' :  (cas d'une variabIe) H*(C - /R )  est I'espace des fonctions qui satisfont à une des 
conditions équivaIentes : 

(i) I g( z) I � M ( I z J )  . 1 1m z I-n( Z) 0 <  I Im z l � 1 

M(z) , n(z) des fonctions continues. 

(ii) Pour tout intervalle compact K c IR , iI existe un k, teI que la k-iéme primitive g(-k)(z) 
admette des vaIeurs au bord continues sur K. 

(iii) Pour tout a, iI existe un k ,  teI que g(-k) (z) rest borné pour 

I Re z I < a , O < 1 1m Z I � 1 

On a V' (/R)  � H* (C-IR ) I H(C) 
l1 8] ZERNER ,  M .  - Les fonctions holomorphes à �aleurs �ectorielles e t  leurs �aleurs au bordo 

Paris. Centre de Physique Théorique de L'École PoIytechnique. (Par un groupe de 
travai! sous Ie direction de M .  Zerner) . 

Vient de paraitre 

[19] BREMERMANN ,  H. - Distributions, complex çariables, and Fourier transforins. Lond(}n. 
New York. Addison-WesIey Publ. Company. 1965. 



RÉSUM Ê 

CHAPITRE I :  I I  a pour but d'esquisser à une variable le formalisme qui sera utilisé à 
plusieurs variables. En outre, les leçons étant orientées sur les cas fondamentaux de V' et 
de  S' les rappels sur les espaces de distributions mettent en évidence les théorêmes fonda­
mentaux ulilisés, ce qui permet de voir que bien des résultats qui vont suivre peuvent être 
facilement transcrits dans une autre axiomatique que celle de L. Schwartz. (Néanmoins, pour 
les résultats fondamentaux, proposition 2 Chapitre I I I, et appendice A les démonstrations 
indiquées relêvent des méthodes par dualité) , 

1 .  Rappels sur les espaces de distributions 

2 .  Valeur a u bord pour une fonction holomorphe 

Considéran t un ouvert n de C = iR 2, à fron tiêre ao três réguliêre, et une fonction 
holomorphe dans n à valeurs scalaires, on définit la valeur au bord de t, distribution de D'(ôn) .  

O n  mon tre alors que : 
pour que f admette une valeur au bord de n iI faut et ii suffit qu'elle soit prolongeable en une 
distribution T dans lR 2, 

3. Prolongement canonique d'une distribution 

On définit un prolongement naturel f de t ce qui permet de relier la valeur au bord de f 
à celle de 

ô __ , a - ar --- f + l -- f = 2 -ax ay ôz 
On montre (proposition 5 )  que ce procédé identifie en fait les valeurs au bord aux classes 

d'équivalence des distributions de iR 2  à support dans la frontiêre de n modulo un sous-espace 
convenable. 

4. Le problême des représentations 

On montre que le probléme de la représentation d'une distribution de iR comme valeur 
au bord d 'une fonction holomorphe dans C iR est un cas particulier de l'étude de l'équation 

a 
ai x = u ou X inconnu est dans V', U est dans V' donné. 

Le cas de S' est aussi esquissé. 
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CUAPITRE I I : Notíons S Ul' les fonctíons de plusíeurs çaríables complexes et S Ul' le calcul 
différentiel complexe, 

Ce chapitre n'a pas l'intention de se substituer à l'étude d 'ouvrages spécialisés, mais 
seulement de réaliser un résumé des notions qui vont intervenir dans la suite, orienté dans le 
sens qui me semble le plus utile à mon but, 

1 ,  Compléments sur Ies notions de distributions, les questions de variance, 

Nous fixons la terminologie et les notations 

a) distributions et courants 

b) identifications entre courants et distrib utions 

Ce point est capital pour la suite, 

2 ,  Fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes 

a) Quelques propriétés classiques 

On démontre en particulier qu'une distribution définie dans un ouvert de Cn = fR 2n 
a T  

solution du systême -_- = O : j = 1 ,2 ,  . . .  ,n  est une fonction holomorphe. az o ] 
b)  L'opérateur d" 

On introduit le formalisme des formes différentielles em dz, di, et l'opérateur 

d" � (2: a�j ázj ) II 
j 

c) Le théoreme de Dolbeault-Grothendieck et çariantes 

On donne des soIutions, dans des hypothêses qui interviennent fondamentalement 
dans la suite, du problême suivan t :  

Étant donné dans u n  ouvert O d e  Cn une forme distributionP�q telle que d" p;.l = O e t  dont les 

ffi ' t t' f t '  t '  d 't' t 
p,q-1 

II d"p,q-1 p,q 
L d ' 

coe lClen s sa IS on a cer ames con 1 IOns, rouver CJ) te e que w = w ,  es emons-
trations dépendent de l'appendice A ,  

d)  Formes dífférentielles associées à une sous-çariété 

C'est Ie pendant du point b) au § 1 .  

3 .  Quelques notions de cohomologie 

a) Suite exacte de cohomologie 
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b )  Exemples de groupes de  cohomologie 

blX) 
b�) 

by) 
bl») 

d"-cohomologie d'un ouvert ou d'un compact de Cn 
v 

cohomologie de Cech d'un recouvrement 

d"-cohomologie à croissance lente, et à supports fermés 
v 

cohomologie de Cech avec conditions de croissance. 

CHAPITRE I I I :  La notion de valeur a u  bord pour un systeme de fonctions holomorphes. 

1 .  La valeur au bord d'une fonction holomorphe 

a) La fonction est donnée dans une intersection d'ouverts à frontiàres três réguliàres 
et en position générale les unes par rapport aux autres. La valeur au bord est prise sur 
l'intersection des frontieres. On généralise ensuite la proposition 5 § 3 du Chapitre I 
(Théoremes I ,  I ' ,  I") en calculant certains groupes de «cohomologie) .  

On montre qu'une fonction admet une valeur au bord si et seulement si elle est prolon­
geable en tant que distribution . 

b )  Prolongement canonique. Il généralise le prolongement naturel introduit dans le 
§ 3 du Chapitre I .  

2 .  Indications sur l a  théorie de Sato 

3. Définition de la valeur au bord d'un cocycle localement à croissance lente. 

a) on énonce les théoremes fondamentaux 

THÉO RE ME 3 :  « Edge on the wedge) Soit <I> . . un cocycle (localement) à �o · ·  · �n-1 
croissance lente relativement au recouvrement. Une condition nécessaire et suffisante pour 
qu'il soit un cobord (localement) à croissance lente est que sa valeur au bord soit nulle pour n�2. 

THÉORE M E  4 :  Existence des représentations. 

b) Choix des coefficients. La définition de la v\lleur au bord d'un systeme de fonctions 
holomorphes <I> .  • impose le choix de certains entiers 0( .  • • Le but de ce para-�o · . .  �n-f lO ' . . �n-1 
graphe est de montrer que ce choix peut être fait indépendamment de la donnée des 
fonctions et que les O( sont une donnée géométrique. Ce fait, et le choix des 0(, étant évidents 
dans les cas usuels nous suggérons de sauter ce paragraphe jusqu'aux exemples. 

boc) le cocycle générique 

b�) la résolution générique 

by) réduction du cocycle générigue 

c) Indications sur la démonstration des théoremes 3 et 4. 
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d) Justification de la dénomination du théoreme 3. 

On montre que les énoncés classiques du théoreme du Edge on the Wegde résuItent 
bien du théorême 3 et du théorême des polydisques ; on constate en outre qu'ils restent vrais 
en théorie de Sato ( §  2 ) .  

CHAPITRE IV : Démonstration des théoremes fondamentaux 

Les deux premiers paragraphes de ce chapitre sont consacrés à la démonstration des 
théoremes I I I  et IV du Chapitre précédent. 

1 .  L'isomorphisme À 

a) des formes aux cocycles 

v 
b) des cocycles de Cech aux formes 

2. Les théoremes de représentation 

a) forme abstraite (et incomplete) des théoremes de T'eprésentation 

b) démonstration de la formule � = po8oÀo1t' . 
Le théoreme 4 résuIte de la démonstration de cette formule. On en donne quelques 

illustrations, montrant en particulier que toute distribution de fR n est valeur au bord d'un 
systeme de (n+ 1 )  fonctions holomorphes. 

3 .  Calcul de la  cohomologie à support dans un produit de demi-espaces fermés 

On démontre un lemme utilisé dans la justification de la dénomination du théoreme 3 et 
on le relie à certains problemes posés par des physiciens. 

CHAPITRE V :  La transformation de Fourier-Carleman 

1 .  La transformation de Fourier-Carleman - Définition 

On montre dans ce paragraphe comment la transformation de Fourier conduit natu­
rellement aux concepts étudiés dans les deux chapitres précédents. La transformée de Fourier­
-Carleman d'une distribution de S' apparatt comme une classe de «cohomologie) de Cech du 

recouvrement de C fR n par les demi-espaces qu'il contient, et sa valeur au bord est la trans­
formée de Fourier usuelle. 
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2 .  VaIeur au bord d'une fonction holomorphe dans un «cône�> convexe 

Le but de ce paragraphe est de comparer nos notions aux énoncés classiques. On termine 
le paragraphe en montrant que (n+ 1 ) ,  le nombre de fonctions suffisant pour représenter toute 
distribution, est la meilleure constante possible. 

ApPE N D ICE A :  Triçialité de la d"-cohomologie à croissance lente - Cas d'un conçexe 

On donne des indications succintes sur la solution du théorême I du point c) § 2 
Chapitre I I .  Elle dépend de généralisations à n-variables du théorême de l'indicatrice de Polya 
concernant les fonctions entieres de type exponentiel (ces généralisations sont nouvelles même 
pour n = 1 ) .  

ApP E N D IC E  B :  Questions de topologie 

On indique comment représenter la topologie de S' , de V' , par l'introduction d'une 
topologie convenable sur les systêmes de fonctions holomorphes. 

ApP E N D I C E  C :  Remarque sur les ultra-distributions 

On note que la constante, nombre minimum de fonctions permettant de représenter 
une distribution (une ultra-distribution) , ne dépend que de considérations géométriques. 
II faut en général une infinité de fonctions. 

ApPE N D I C E  D :  Probleme de Frisch 

On considere le probleme sui van t : 
Soit 0 un ouvert de fR n, r un cône ouvert strictement convexe de sommet l'origine. 

Que peut-on dire des distributions T de V'(0) telles qu'il existe un ouvert n voisinage de 0 
dans Cn, une fonction f holomorphe dans n n (fR n X ir) de valeur au bord T ?  

On montre deux faits : 

1 )  cette propriété est de type local (Frisch) 

2 )  elle est stable par prolongement analytique. 
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OF DISTRIBUTIONS 

by 

J. SEBASTIAo E SILV A 

INTRODUCTION 

In several papers dating from 1954 (see [8J, [9J, [10J, [11J and [12J in 
References), I have tried to emphasize the advantages of an axiomatic approach 
to the theory of distributions, in connection with an idea of Bochner [1]. As 
is well known, one of the theorems given by L. Schwartz, starting from his 
definition of «distribution», states that every distribution T on an open set ,Q 

in Rn can be represented, on each compact interval J contained in Q, as a deri­
vative D r F of a continuous function on J, where r is some system of n integers 
(F and r depending on J). If there is a system r and a continuous function F 
such that T=D r F, the distribution T is said to be of «finite order». 

The axiomatic characterization of distributions of finite order on an 
interval J in Rn, in terms of «continuous functions» and «derivatives», is a very 
simple task, which can be achieved by means of four elementary axioms. The 
extension to the general case can be carried out by the method of projective 
limits, which corresponds in this case to the Schwartz's «Principe du recollement 
des morceaux». 

However the case of distributions of infinite order seems to be of little 
importance in applications. So I shall here confine myself to distributions of 
finite order, which I shall for convenience call merely «distributions», without 
specification. But it should be observed that all the following discussion could 
be extended without difficulty to distributions of infinite order. 

The chief purpose of these lectures is to introduce the foundations of a 
general theory of the integral for distributions, giving a direct justification of 
the heuristic methods used by physicists, specially as far as convolution and 
Fourier transformation for distributions are concerned. Such a theory was already 
developed by the Polish school, in the case of integrals on a bounded interval of 
R, applying the Lojasiewicz's definition of limit of a distribution at a point of 
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R (see [5] and [6]). However, as will be shown, the definition of the limit of a 
distribution f(x) as x tends to infinity, given by Mikusinski and Sikorski, does not 
seem to be sufficiently general. So the theory that I am proposing to discuss here 
concerns specially the case of integrals on unbounded intervals. 

A feature of this theory, which will be somewhat surprising, is its elemen­
tary form. No elements of the theory of locally convex spaces are needed here. 
Definitions and theorems will appear as a simple extension of advanced calculus 
for undergraduate students. I must confess that my own conviction is that, 
in many questions concerning distributions, the intervention of topological linear 
methods is artificial, masking the simplicity of the essential ideas. As a matter 
of fact, it was the topological point of view that prevented Mikusinski and 
Sikorski from using the definition of limit that I shall introduce here, adopting 
the representation of distributions as derivatives of functions (according to the 
idea of Bochner), instead of as linear functionals (according to Schwartz) or as 
limits of sequences (according to Mikusinski-Sikorski). 

The first type of representation affords at the same time a natural exten­
sion of the «0» and «0» symbols to distributions, which underlie the whole theory 
of the integral and permit a generalization of several convergence tests. 

One of the avantages of this theory of the integral for distributions is to 
afford a general definition of conrolution, which has just the usual form: 

(f*g)(x) = f f(x-y)g(y)dy 

employed currently by physicists without any theoretical foundation. All the 
nice properties of convolution, in the most general situations arising in practice, 
can be proved in a very simple way, applying the rules which are valid for inte­
grals of distributions. 

The Fourier transformation also can be introduced by means of the 
standard integral 

and the whole theory of Fourier transformation for tempered distributions can be 
dereloped, without assuming any prerious theory of the same transformation for 
functions: we have only to follow more or less the intuitive methods employed 
by physicists, using them now in a quite rigorous way. This approach has at 
least a didactic advantage, since the direct theory of Fourier transformation 
for distributions is far more simple than the classical one. In this way, the 
classical difficulties can be avoided and, after all, we obtain a very simple and 
natural introduction to more refined theories. Thus the usual order is reversed. 

But at the same time some new results, which will probably be interesting 
in practice, can actually be obtained by this approach. 
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§ 1. PRELIMINARIES 

1. Notation and terminology 

We shall denote by N the set of all positive integers, by No the set of all 
non-negative integers, by R the real field and by C the complex field. Consider 
any nEN; given two points a=(a ll ... ,an ) and b=(b ll ..• ,bn ) of Rn we shall write 
a<b, iff aj<bj for j=1, ... ,n, and a~b iff aj~bj for j=1, ... ,n ('). By an inter­
ral I in Rn we shall understand the cartesian product of n intervals 11l ••• ,In in 
Rn; the interval I is said to be degenerate, iff at least one of the intervals 1j 
reduces to a point. We shall here consider only non-degenerate interrals. 

Consider the vector space C(I) of all complex-valued functions f(x)= 
=f(xll ••• ,xn ), which are defined and continuous on the interval I in Rn. For each 
system r=(r1, •• .,rn) of n integers rk?30, we shall put 

a 
Dr =D~I ... D~n , where Dk = aXk for k=1, ... ,n , 

and we shall denote by cr(I) the set of all functions f such that Dr f exists and 
is continuous on I in the ordinary sense, independently of the order in which the 
differentiations are performed. 

On the other hand, considering for each k a fixed point ck in ':h, arbitrarily 
chosen, we shall put for each fEC(I) and k=1, ... ,n: 

Xk 

':hf(x) = f f(Xl'···'~k,···,xn)d~k 
Ck 

and, more generally, ':t =:J~1 ... :J~n. Then:Jr is a right inrerse of Dr, i. e. Dr:Jrf=f, 
for all f E C(I). 

2. Axiomatic introduction of distributions (2) 

As each derivation operator Dk is not defined on the whole space C(I), 
there arises the problem of enlarging this set, in order that the operators Dp ... ,Dn 
may be extended as mappings of the enlarged set into itself, according to some 

(') The expression (<iff» is an abbreviation of «if and only if». 
(2) As we have said in the Introduction, we call here «distributions» the distribu­

tions of finite order according to Schwartz. 
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natural conditions, which we are going to state precisely, under the form of 
axioms. The new set will be denoted by Coo (I) and its elements will be called 
distributions on I. The set Coo (I), provided with the n basic operators D Il •.. ,Dm 
is just defined, up to an isomorphism, by the following system of axioms : 

AXIOM 1. If fEC(1), then fEC oo (1). 

AXIOM 2. To each fEC oo (1) and each k=1, ... ,n, there corresponds an element 
Dkf of Coo (1) (the deriratire of f with respect to xk), in such a way that: (i) if f is 
a function haring a deriratire f;k' with respect to xk, in the ordinary sense, and conti­
nuous on I, then Dkf coincides with f;k; (ii) the operators D Il ••• ,Dn are mutually 
interchangeable, that is: DjDd=DkD/, for all,j,k=1, ... ,n, and all fEC oo (1). 

DEFINITION 1. If r is any system (rl, ... ,rn) of n non negative integers, 
then Dr =D~1 ... Drn. 

n 

AXIOM 3. For each fE Coo (1) there exists a system r of n integers ~ 0 and 
a function FE C(I) such that f=Dr F. 

AXIOM 4. If r is a system of n integers tk~O and F,GEC(I), then we 
hare DrF=DrC, if and only if F-G is of the form F-G=8 1+ ... +8n, where 8k is 
a polynomial in Xk of degree < rk whose coefficients are continuous functions on I, 
independent of Xk (k---=1, ... ,n). 

It can be proved that this system of axioms is both consistent and categorical. 
The functions 8 k considered in axiom 4 are of the form 

r k-l 

8k(x) = .2 x'k. akv(x) 
v=o 

where the coefficients akv are continuous functions on I independent of xk' . \Ve 
shall denote by 'Pr the set of all functions 8 of the form 8=81 + ... +8k , which 
we shall call pseudo-polynomials of degree <r. In turn, N:," is the set of all systems 
of n non negative integers. 

Let us consider two distributions f and g on I. Then, according to axiom 3, 
there exist F,GEC(I) and r,sEN~ such that 

Take p E N~ such that r ~ p and s ~ p. Remembering that 'Jm is a right inverse 
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of Dm and applying the condition (i) of axiom 2, we can represent f and g in 
the form 

where F ='Jp- r F , G = 'JP-sC. And so we have, according to axwm 4: 

On the other hand we shall write by definition: 

for all (X.EC • 

By these two definitions the set ClO (1) becomes a rector space (orer C) and 
Dk , for each k=l, ... ,n, a linear mapping of the space Coo (1) into itself. 

Let now J he an interval contained in 1. We shall call restriction of f to J 
and denote by P Jf, the distribution Dr(p JF), where P JF is the restriction of the 
function F to J in the ordinary sense. It is readily seen that P J is a linear mapping 
of eX) (1) on to CrX) (J) . 

3. Locally summable functions and measures as distributions 

For the sake of simplicity we shall confine ourselves to the case n=l, 
since the extension to the general case offers no essential difficulty. 

Let f be a locally summable function on an open interval 1 in R. A primitire 
function of f is any function F of the form 

F(x) = k + fX f(E,) dE, , with arbitrary c E 1, k E C . 

c 

Then F is a continuous function such that F'(x)=f(x) almost everywhere, 
in the ordinary sense. Denote by f the function such that: (i) the domain 
of f is the set j of all points x of 1 for which F'(x) exists in the ordinary sense; 
(ii) f(x)=F'(x) for all XEr Then f is equiralent to f, that is f(x}=f(x) almost 
everywhere in 1, and we say that f is the standard function equivalent to f. 
From now on, when we shall speak of locally summable functions, it will be 
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understood that they are standard functions. The sum of two such functions 
f, g is defined by the formula 

x 

(f + g) (x) = :x f [f(~) + g(~) ]d~ 
c 

and the product ocf of any oc E C by f is defined in the usual way. Then the set 
of all (standard) locally summable functions on I becomes a vector space over C. 
We shall denote by L(I) this space; it is easily seen that: 

By assigning to each function fEt(I) the distribution f*=DF, where F is 
any primitif.Je function of f, there is defined a one-to-one linear mapping of L(I) 
into Coo (I) such that, if f is continuous on I, then f=f*· 

This proposition enables us to identify every function fEL(I) with the 
distribution DF, where F is a primitive a f. 

Let now f1. be a measure on I, i. e. a complex valued a-additive function 
defined (for example) on the family of all bounded intervals J such that J cl. 
A primitif.Je function of f1. is any function F of the form 

{ 
k + [ c,x ], if x ~ c 

F(x) = 
k--]c,x[, if x<c 

with arbitrary cEI, kEC. 

A necessary and sufficient condition for a function F on I to be the primi­
tive of a measure is that F be a function of (locally) bounded variation and 
continuous on the right at every point x of I. In particular, F may be abso­
lutely continuous, i. e. the primitive of some locally summable function f; then 
the measure f1. is identified whith the function f, so that f1.(J)=f(J) = fJf(~)d~ for 
ef.Jery bounded interf.Jal J such that J cl. 

We shall denote by 111(1) the vector space of all measures on 1. It is easily 
seen that: 

,..., 
By assigning to each f1. E 111(1) the distribution f=DF, where F is any primi-

'" tif.Je of f1. (and F the standard function equif.Jalent to F), there is defined a one-to-one 
linear mapping of 111(1) into Coo (I), such that, if f1. is a locally summable function, 
then f1.=f. 

This proposition enables us to identify every measure f1. on I with the 
'" '" distribution DF, where F a standardized primitive of f. 
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4. Multiplication and change of variable 

We shall confine ourselves to the case n=1 . 
Let I be an interval in R. For each pE No, we denote by Cp (1) the space 

of all distributions f of the form f=DP F, with FE C(I). The following theorem 
can be proved: 

For e(Jery pE No it is possible, in one single way, to assign to each couple (f,g) 
where fECP(1) and gECp(1) , a distribution fgECp(I) independent of p and 
satisfying the following conditions: 

(i) if gEC(I), then f g is the product of the functions f,g in the ordinary sense; 

(ii) if fECP+l(I) and gECp(T), then D(fg)=f·Dg+Df.g. 

By these conditions, if fECP(1) and g=DPG, with GEC(l), the distribution fg 
is uniquely defined by the formula 

Then it is natural to call f g the product of f by g. 
Besides, it is proved that, by this definition, Cp(1) becomes a module Mer 

the complex algebra CP(1). In particular, observing that 

00 00 

Coo (1)= U Cp(1) 
p=o 

Coo (1) = n Cp(1) 
p=o 

the space Coo (1) becomes a module o(Jer Coo (I) . 
The preceding theorem can be extended, replacing Cp(1) by the space 

7np(1) of all distributions f of the form f=DP F, where FE 7n(1)' and the condition 
(i) by the following one: 

(i') If gE7n(I), then fg is the product of f by the measure g according to the 
usual definition. 

Let now consider another interval 1* in R. The following theorem can 
be proved. For e(Jery p ENo it is possible, in one single way, to assign to each couple 
(f,g), where fECp(I) and g is a Cl mapping of 1* into I such that 11g' ECP(I*), 
a distribution fog, not depending on p and satisfying the following conditions: 

(i) if fEC(1), then (fo g)(x) = f(g(x)) . 

(ii) if fECp(1) and 11g' ECP+1(I*), then 

D(fo g) = g'(Dfo g) 
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By these conditions, if 11g' ECP(I*) and f=DP F, with FEC(I), the distri­
bution f og is uniquely defined by 

Moreover it can be proved that: 
If 11g' ECP(I*), g defines a linear mapping f~ fo g of Cp(l) into Cp(l*). 
If in addition h is a Cl mapping of an interral 1** into 1* such that 

ilh' E CP(I**), then 

(fog)oh=fo(goh) . 

§ 2. LIMITS AND INTEGRALS OF DISTRIBUTIONS OF ONE VARIABLE 

5. Limit of a distribution as x-++oo 

Let 1 be an open interval unbounded on the right, i. e. of the form 
1 = ] a, +00 [, with a E R or a= -00 . The two following definitions are well 
known in classica1 analysis: 

5.1. DEFINITIONS. Let f and <p be two functions on I. The function f 
IS said to be of order less than <p, iff there exist a real Xo and a function fo 
such that 

On the other hand, f is said to be at most of the order of <p, as x~ +00, 
iff there exist a real Xo and a function fo bounded for x >xo such that f = cp fo. 

In the first case we shall write 

(or on the right) 

and in the second case 

fEO(cp) as x~ + 00 (or on the right). 

These notations replace the classical ones f=o(cp) and f=O(<p), which are 
not logically correct and may produce some confusion in functional ana1ysis. 
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Observe that 

5.2 If there exists Xo such that <p(x)=i=O for X>Xo, then 

as x~ +00 <==? f(x) ~ 0 as x--+ + 00 
<p(x) 

fEO(<p) as x--++oo <==? f(x) is bounded on the right. 
<pfx) 

In order to extend the symbol 0 to distributions, we shall consider at 
first the case when cp=xri. with IX> -1 (for simplicity the sign ...... , of dummy rariable, 

x 

will be omitted). Let 'J be the integration operator defined by 'Jf(x) f fCc,)d~ 
c 

with c in I. 

5.3. LEMMA. If IX is a real number > -1 and f a continuous function 
such that f E o( xCG

) as x --+ + 00, then 

Proof. Suppose fE o(xri.) as x-++oo. This means that there exist Xo and fo 
such that f=xrt.fo for x> Xo and fo--+ 0 as x--+ +00. Let e; be an arbitrary positive 
number; then there exists Xl such that I fo(x) 1< e; for x>x1 • We may assume 
of course Xl> xo> O. Now, for every XEI: 

x ~ 

'Jf(x) = k + f ~ri.foCE,)d~ , where k = J~ f(~)d~ 
XI c 

Since I fo(~) 1< e; and ~ > 0 for ~ > X 1 we have 

and therefore, remembering that IX> -1 : 
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As e: is arbitrary, this implies that 'Jf(x)lx
fX
+1-,?O as x-+-+co, i. e. 'JfEO(XfX+1) 

as x-'? +co . 

5.4. REMARK. This lemma extends obviously to locally summable 
functions and even to measures. 

The lemma suggests the following: 

5.5. DEFINITION. Let r:t. be a real number> -1 and f a distribution 
on I. We write: fEO(XfX) as X-'?+CO, iff there exist an integer p~O and a continuous 
function F on I, such that 

f=DP F and F~~~ -'? 0 as x-'? + co . 
x 

5.6. REMARK. The lemma implies that, if there exist pENo and FEC(1) 
satisfying the preceding conditions, then erery integer m~p and erery function G 
such that G='Jm-p F +P, where PE 'Pm, satisfy the same conditions (observe that 
if PE'Pm, then P(x)/xfX+m-,?O as x-'?+co). 

5.7. LINEARITY PROPERTY. If fEO(XfX) and gEO(XfX) as X-'?+CO, with 
r:t.>-1, then 

For the proof, it is sufficient to represent f, g as derivatives of the same 
order of continuous functions, taking 5.6 into account. 

In particular, r:t. may be equal to O. Then xO=1 and, if fEo(1) as X-'?+CO, 
it is natural to say that f-'? 0 as x-+-+co. More generally, let A be any complex 
number and f E Coo (1); then: 

5.8 DEFINITION. We say that f conrerges to A as X-++CO, iff f-AEo(1) 
as X-+-+ co . A distribution f is said to be conrergent as X-++CO, iff there exists 
AEC such that f-+ A as x-+ + co. 

Taking the definition 5.5 into accollIlt and observing that A=DP(AP Ip I) 
for every pENo, we can define directly the preceding concept as follows: 

5.9. DEFINITION. We say that f-+A as x-'? +co, iff there exist p ENo and 
FEC(I) such that 

F(x) A 
f=DPF and -- -+ - as x-+ +co (in the ordinary sense). 

xP p! 
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REMARK. Instead of (<f tends to A as x-++co», we shall write sometimes 
«f(X)--+A as x-++CO». But it should be remembered that in these cases «x» is a 
dummy variable. 

5.10. If f-* A as x-*+co and f-* /L as X-*+CO, then A=/L. 

In fact, if f-A-*O and f-/L-*O as X-*+CO, then, by 5.7, (F-A)-(F-/L)= 
=/L-A-*O as X-++CO. But, for every integer p~O and every continuous function F 
such that /L-A=DP F, we have necessarily F=(/L-A)XP Ip! +P, where P is a 
polynomial of degree <p. Hence, according to def. 5.9, /L-A cannot tend to 0, 
unless /L = A • 

This legitimates the definition complementary to 5.8: 

5.11. DEFINITION. We say that A is the limit of f as X-*+CO, iff f--+A 
as X-*+CO. In this case, we shall write A = lim f(x) or A = f( + co) . 

x-++oo 
The uniqueness of the limit is guaranteed just by 5.10. Besides, from 5.7 

follows: 

5.12. LINEARITY PROPERTY. If f and g are conpergent as X-*+CO, then 

In turn, from 5.3 and the preceding definitions, it follows: 

5.13. If f is a continuous function such that lim f(X)=A in the ordinary 
x_+oo 

sense, then the same fact holds in the distributional sense, i. e. in the sense of defi-
nitions 5.4 and 5.8. 

Observe that, according to 5.4, this theorem extends to locally summable 
functions (and even to measures). However, it must be observed that the conperse 
of this theorem is not true,' 

5.14. EXAMPLE. As is well known, the function cosx is not convergent, 
m the ordinary sense, as X-*+CO. But we have 

and 

lim cos x=O, in the distributional sense 
x-++ oo 

To see that, it is enough to apply def. 5.4, observing that cos x=D sinx 
smx 
---*0 as x-* + co. x 

5.15. GENERAL REMARK. All preceding definitions may be extended and 
all propositions remain true, if we replace throughout +co by -co and «on the right» 
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by «on the left». In particular, we must then consider an inter()al I unbounded on 
the left, 1=]-00, a [, instead of an inter()al unbounded on the right. 

5.16. DEFINITION. We say that f tends to A as x-+oo and we write 
lim f{x)=A, iff lim f{x) = lim f(x) = A . 

x_oo x_+oo x_-oo 

For example, it is easily seen that (cf. 5.14): 

lim sin x = 0 (in the distributional sense) . 
x_oo 

6. Limit and value of a distribution at a point of R 

Let now I be any open interval la, b[, bounded on the left, i. e. with 
aER (but bER or b= +(0). Then, definitions 5.1 are readily extended to this 
case, replacing throughout «x-++oo» by «x-+ a+» and «on the right» by «on the left». 

x 

Besides, if we put ':Jf(x) = I f(f,)df" we prove, as we did for 6.1.3 (the proof is 

a 
even simpler): 

6.1. LEMMA. If f is a continuous function on I, such that fE O({x-a)~) 
as x-+a+, where ~ is a real number >-1, then 

This lemma justifies the following: 

6.2. DEFINITION. If fECoo(l) and ~>-1, we write fEo(x~) as x-+a+, 
iff there exist pENo and FEC{I) such that f=DPF and F(x)!(x-a)~+P-+O 
as x-+a+. 

6.3 REMARK. The lemma implies that, if there exist p and F satisfying 
these conditions, then e()ery integer m??: p, along with the function ':Jm- p F, satisfies 
the same conditions (but it must be observed that for each integer m;;::: p, there 
IS no function different from ':J1n-P F satisfying the same conditions). 

Now we are able to extend definitions 5.S and 5.11, as well as proposi­
tions 5.7, 5.10, 5.12 and 5.13, replacing +00 by a+. In particular, the conver­
gence as x-+ a+ can be defined directly as follows: 



INTEGRALS AND ORDERS OF GROWTH OF DISTRIBUTIONS 341 

6.4. DEFINITION. A distribution f on I = ]a, b[ tends to A as x-+a+, iff 
there exist pENo and FEC(I), such that 

f=DPF and F(x) ----;.. ~ as x -+ a+ (in the ordinary sense) . 
(x-a)p p! 

Besides, the concepts of convergence corresponding to the cases x-++oo 
and x-+a+ are related to each other according to the following rule: 

6.5. Suppose I = ]a,+oo[ and fECoo (1). Then, if g(t)=f(a+1/t}, we hafJe: 

lim g(t}=A <=> lim f(x) . 
x-+a+ 

Proof. We can obviously reduce to the case a=O and A=O. Suppose 
f(x)----;..O as x----;..O+. Then, there exist pENo and FEC(1} such that f=DPF and 
F(x)/xP----;..O as x-+a+. Moreover (cf. 4) we have g(t} = (-t2Dt)P F(1/t) and it is 
easily shown by induction on p that there exist p+1 numbers ak (whose expres­
sions are not needed here) such that 

6.6. 

Now, since F(x)/xP tends to 0 as x-+O+, tP F(1/t) tends to 0 as t----;..+oo. Hence 

tP+k F(1/t) 
lim ------;--- = 0 , 

t-++oo t
k 

for k = 0, ... ,p , 

which according to def. 5.9, means that all terms in the right side of 6.6 tend 
to 0 as t----;.. +00. Therefore, according to the linearity property, g(t) tends to 0 
as t----;..oo. In a similar way, we prove that, if g(t}----;..O as t----;..+oo then f(x)----;..O 
as x ----;.. 0+. We can obviously define the meaning of 

f(x)----;.. A 

as we did for the case x----;..a+ considering now an interval ]a, b[ bounded on the right. 
It is readily seen that all preceding propositions and remarks can be extended 
to this case. 
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Let I be now any open interval in R, 1=] a, be, and let c be any point 
of 1, that is a<c<b. Then, if fEC oo (1), we define the meanings of 

by considering, instead of f, its restrictions to the intervals ]a, c[ and ] c, b [. 
As in classical analysis, we shall put 

1{c+) = lim f{x) (right-hand limit of f at c) 
x--+a+ 

(left-hand limit of f at c) 
x--+ a-

whenever the limit in question exists. 

6.7. DEFINITION. We say that ftends to A as x-+c, iff f{X)-+A as x-+c+ 
and f{X)-+A as x-+c-. In this case we write A= lim f{x). 

x-+c 
According to the preceding definitions and remarks, we can also define 

directly this concept: 

6.S. DEFINITION. The distribution f tends to ,A as x-+c, iff there exist 
an integer p;?:.O and a function F continuous at every point x of 1 distinct from c, 
such that 

and 1
. F{x) 
lm ------=­

x-+c (x-c)P 
A 

p! 
in the ordinary sense . 

REMARK. Suppose that 1 is, more generally, any (non-degenerate) interval 1 
in Rand c is an inner point or an extremity of I. Then definition 6.S applies, 
even if is c an extremity of the domain I of f; for example, if c is the left extre­
mity of I, we have by definition lim f(x) = lim f{x). 

x-+c x-+c+ 

With the general hypothesis considered above, we have: 

6.9. DEFINITION. A distribution f on 1 is said to be continuous at the 
point c, iff there exist pENo and FEC(l) such that f=DP F and F(x)!(x-c)p is 
convergent in ordinary sense as x -+ c. Then we write 

f(c) = lim f(x) = p! lim F(x) P 
x-+c x-+c (x-c) 

and the number f(c) is said to be the value of the distribution f at the point c 
(or for x=c). 
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EXAMPLES - 1. Consider f(x)=cos 11x. Then f is a locally summable 
function on R and, since 

cos ~ = 2x sin i.- _D(X2 sin~), 
x x x 

lim (x . Sin~)= 0 
X~O x 

it is easily seen that f is continuous at the point 0 with the value 0 (in the distribu­
tional sense, not in the ordinary sense I). Observe that the right member has the 
value 0 efJen in the ordinary sense after the functions have been standardized. 

II. It can be seen, as an exercise, that lim 3(k)=O and yet 3(k) is not 
X~O 

continuous at 0 for any k=O, 1, ... 

Ill. It can be proved, as an exercise, that: If f is a distribution on an 
interfJal I minus a point c of R belonging to 1, and if f is confJergent as x~c, then there 
exists one, and only one distribution f on I plus c, which is continuous at c and such 
that f= f on I. 

REMARK. The previous concepts of limit and value of a distribution at 
a point of R have been introduced by Lojasiewicz [5]. As for the concepts of 
limit as x~ + Cf) or as x~ - 00, the definitions given by Mikusinski and 
Sikorski [6] seem to be too restrictive, as they are not invariant for very simple 
substitutions, such as x=llt and do not allow to justify certain integral formulas 
occuring in applications. The definitions that we are using here do not present 
these disadvantages. 

7. Primitives and integrals of distributions 

If f is a distribution with domain in R, we call primitifJe of f any distri­
bution tp such that Dtp=f. According to this definition: 

7.1. THEOREM. EfJery distribution f on an interCJal I has infinitely many 
primitiCJes and any two primitiCJes of f differ by a constant. 

Let f be a distribution on I. Then f is of the form f=DnF, with FEC(I), 
and every distribution tp of the form tp=Dn'jF +k, where 'j is an integration 
operator and kEe, is obviously a primitive of f. Suppose now Dtp1=D(Jh=F; 
then, if tpl = DncI>1 and tp2=DncI>2' with cI>17cI>2 E C(I), we have Dn+1cI>1 =Dn+1cI>2' 
which implies, according to axiom 4 (cf. 2), that cI>1-<P2 is a polynomial P 
of degree <n+1. Thus tp1-tp2=Dnp = const. 
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From here and 6.9 it follows immediately: 

7.2. COROLLARY. If there exists a primitire of f which is continuous at 
a point a, then erery primitire of f is continuous at a, and, for erery complex number k, 
there exists one, and only one, primiti(Je ~ of f such that ~(a) =k. 

I t will be natural to denote by the symbol. 

A 
X '" x 

f f(~)d~ or shortly by f f 
a a 

the primitive of f assuming the value 0 at a. (Remember that the sign'" , indicat­
ing that x is a dummy variable, may' be omitted, whenever no confusion is 
possible). Thus, according to 7 .2, if there exists at least one primitive of f which 
is continuous at the point a, the differential equation D~=f will have one single 
solution satisfying the initial condition rp(a)=k; and such a solution is 

x 

rp(x) = k + J f(~)d~ . 
a 

As we observed, it is understood that here x is only a dummy variable: the 
distribution cp need not actually have any value cp(x) at eCJery point x of I. 
But, obviously, if cp has a value at some point b of I, this value will" be given by 
the formula 

b 

cp(b) = k + f f(~)d~ 
a 

b b 

Thus the integral f f(~)d~ (in short f f) IS defined by the generalized 

a 
BARROW'S FORMULA: 

a 

b f f(x)dx = cp(b)-cp(a) . 

a 

The corollary 7.2 can be extended as follows: 

7.3. COROLLARY. If there exists a primitiCJe of f haring a limit as x----*a+ 
[resp. as x----* a-] , then, for e(Jery complex number k, there exists one, and only one, 
primiti(Je cp of f such that cp(a+)=k [resp. cp(a-)=k]. 
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Remember that the existence of both cp(a+) and cp(a-) does not imply the 
existence of cp(a). 

All preceding remarks and conventions may now be extended analogously 
./<. 

x x 

to new cases. For example, we shall denote by I f(~)d~ (in short I f) the 
a- a-

primitive of f on I which tends to zero as x-+a-; accordingly, if such a limit 
exists, the differential equation Dcp=f along with the initial condition cp(a-) =k 
will have the only solution. 

x 

cp(x) = k + I f(~)d~ . 

So we shall have by definition: 

b- b+ J f(x)dx = cp(b-)-cp(a-) , I f{x)dx = cp{b+)-cp(a-) . 

a-

If a < b, these are, respectively, the integrals of the distribution on the 
intervals [a, b[ and [a, b]. The integrals of f on la, b] and ]a, b[ are analogously 
defined. Naturally, such an integral is said to exist or to be conrergent iff the 
two corresponding limits exist. If b~a, we have of course 

b+ a- b+ a+ 

f f = - J f , f f = - If, etc. 
a+ 

Finally all preceding definitions may be extended to infinite interrals. 
For example, we have by definition: 

+00 I f(x)dx = cp(+oo)-cp(a-) , 

a-

+00 

if cp is a primitive of f such that the limits on the right side exist; and f f(x) dx 

a-
is called the integral of f on the interral [a,+co[. For other kinds of infinite inter-
vals such as ] -co, a[ , ] -00, +00 [, etc. the definitions are quite analogous. 

In general case, a distribution f is said to be integrable on an interral I, 

iff the integral of f on I exists. This integral may be denoted by Lf(x)dx or 

simply by if. 
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From the linearity property of limits it follows immediately the corres­
ponding property for integrals: 

7.4. LINEARITY PROPERTY. If two distributions f and g are integrable 
on I, so LS ocf+~g, for any oc,~E C and 

f (ocf + ~g) = oc f f + ~ f g . 
I I [ 

On the other hand, it should be observed that: 

7.5. If f is a function summable on I, then the integral of f on I, in the 
distributional sense, exists and equals the Lebesgue integral on I. ill ore generally, if f 

is a locally summable function on I, such that if is con"ergent in the classical sense 

(e"en simply con"ergent), then if exists with the same (Jalue, in distributional sense. 

However, the converse of this proposition is not true, as we shall presently 

see. Consider the integral f;iwtdt, where w is a real parameter. This integral 

is obviously divergent, in classical sense, for every value of w. However, for 
w =F 0, one primitive of eiwt is eiwt / iw and 

eiwt 1 . 
-- = -- D elwt 

iw (iw)2 t 
eiwt 

lim -- =0. 
t---+ 00 t 

Hence, we have in the distributional sense, for every w =F 0: 

+00 

f . 1 ( . . ) elwt dt = -.- lim elwt - lim elwt = 0 . 
LW t--+ + 00 t---+-oo 

-00 

For w=O this integral is divergent, even in the distributional sense. 
These results agree with the intuition of physicists, which have, since long, 
adopted the formula 

7.6. J eiwt dt = 27ta( w) . 

R 

However, a complete justification of this formula cannot be achieved, 
without a suitable definition of parametric integral, which will be given in § 3. 
Let us now prove the following proposition: 
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7.7. ECJery distribution with a bounded carrier on R is integrable on R. 

Proof. Let f be a distribution of bounded carrier on R. This means that 
there exists a bounded interval 1=[a, b] such that f=O outside 1. Hence, if 'P is 
a primitive of f, D'P=O outside 1 and cP reduces to constants C1 and c2 , respectively 
on ]-co,a[ .::l.nd on ]b,+co[. Thus 

b+ 

Hence f is integrable on Rand J f = .r f = .f f = c2 - Cl • 

R I a-

8. Orders of growth for distributions 

For brevity, we shall confine ourselves to the typical case when x--++co, 
since the considerations in the other cases are analogous. Let 1 be any interval 

x 

unbounded on the right and 'Jf(x) = J f with CE I, for fE C(1). The extension of 

c 
the ({O» symbol to distributions is based on the following lemma, whose proof 
IS similar to the one of 5.3, and even more simple: 

8.1. LEMMA. If f is a continuous function on 1 such that fE O(xrl..) as x--++co 
with tl>-1, then 'JfEO(XOC +1) as x-++co. 

8.2. DEFINITION. If fE Coo (I) and tl>-1, then we write fEO(XOC
) as x-++co, 

iff there exist xENo and FEC(I) such that: f=DnF and F(x)jxoc+n is bounded on 
the right. 

The lemma guarantees the linearity property for this case. In particular: 

8.3. DEFINITION. A distribution f on 1 is said to be bounded on the right, 
iff fEO(1) as x--++co, that is, iff there exist nENo and FEC(I) such that f=DnF 
and F(x)jxn is bounded on the the right. 

Now we are able to define the meaning of expressions such that «fEO('P»} 
and «fEO(CP)l) in the more general case when fECoo(l) and 'PECOO (1). For that 
purpose, we can take as a model the classical definitions 5.1: 

8.4. DEFINITIONS. We shall write fEO(cp) as x--+ +00, iff there exist a real 
Xo and a distribution fo such that: f=cpfo for x>xo and fo--+O as x--++oo. 
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We shall write f E O( cp) as x--+ + 00, iff there exist a real Xo and a distribu­
tion fo such that: f = cp fo for x> Xo and fo is bounded on the right. 

The first thing to do is to see whether these definitions are equivalent to 
the previous ones, in the particular case when cp is of the form xoc, with (X>-1. 
This is easily proved, by means of the formulas 

n 

xoc. DnFo = 2 (-1)k (~) Dn-k(Fo . Dkxoc) 

k=o 
n 

nn(xocGo) = L (~) (D~xoc)(Dn-kGo) 
k=o 

taking into account the linearity property. 
On the other hand, this same property can be now immediately extended 

to the general case. Moreover definitions 8.4 introduce a remarkable new 
property, which is a counterpart of the preceding lemmas: 

8.5. DIFFERENCIATION PROPERTY. If fEO(X OC
) on the right, then DfE O(XOC-l) 

on the right, for every (X ER. 
We shall begin the proof in the case (X=O: 

8.6. Iff is bounded on the right, then DfEO(X-i ) as x--++oo. 
Suppose f bounded on the right. Then there exist pE No, FE C(I) and c 

such that f=DP F for x>c and F(x)!xP is bounded on the right. We may choose 
c>Oj then we have D(=x-1(x. DP+1F) =x-1[DP+1(xF)-DPF] for x>c and it is 
readily seen that DP+l(xF) is bounded on the right, as well as DP F. Hence 
DfEO(X-i ) as x--+ +00. 

Suppose now f E O(x«) as x--+ +00, where (X E R. Then there exist Xo and 
fo such that f = x«fo for x>xo and fo E 0(1) on the right. It follows that 
Df=(X x«-i.fo +x«.Dfo, and it is readily seen, applying 8.6, that DfE 0(XOC-1) 
as x--+ + 00 . 

By an identical argument it is shown that the differenciation property 
extends to the «0) symbol. 

Furthermore it is a simple matter to prove the following properties, where 
the expression «on the right» or «as x--+ +(0» is omitted for simplicity: 

8.7. If f is convergent, then f is bounded. 

8.8. If fEO(cp) then fEO(cp). 
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8.9. I{ (E O(xrJ.) and Cl <~, then (E o(xp) . 

Obviously, we have chosen the case when X---'i>- +00 as a model; concepts 
and prop erties are quite analogous in cases when x ---'i>- - 00, x.--:;.. c+, etc. 

8.10. CONVENTION. If a distribution {has the same growth property as 
x.--:;..+oo and as x,--:;,,-oo, we shall say simply that {has this property as x.--:;..oo. If a 
a distribution { on an interval I is bounded both on the right and on the left 
(i. e. as x tends to the right extremity and to the left extremity), we shall say 
that { is bounded on I or simply bounded. 

REMARK. The concept of bounded distribution that we have just intro­
duced is more general than the concept of bounded distribution according to 
Schwartz, and it is necessary for the integral theory, as we shall next see. 

9. Convergence tests for integrals 

Let us consider, at first, the case of integrals on R. We have then the 
following test, which is not true in classical analysis: 

9.1. (A NECESSARY CONDITION FOR CONVERGENCE). I{ a distribution f 
~s integrable on R, then (E O(x-t ) as x.--:;.. 00 . 

Proof. Suppose that there exists a primitive cp of { such that cp is conver­
gent as x.--:;.. +00 and as x.--:;.. -00 (I). Then, by 8.7, cp is bounded on R and, by 8.5 
(and its analogue for the case X---'i>--oo), we have cpEO(X-1

) as X---'i>-OO. 
On the other hand, the following theorem extends to distributions a well 

known classical test: 

9.2 (A SUFFICIENT CONDITION FOR CONVERGENCE). I{ there exists a 
number Cl< -1 such that (E O(xrJ.) as x---'i>-oo, then { is integrable on R. 

Proof. Suppose (EO(XrJ.) as X---'i>-oo, with Cl<-1. Then there exist a number 
c> 0, an integer n;;::: 0 and a continuous function F, such that 

(=xrJ.nnF for [x[>c , with F(~) bounded for [x[>c 
x 

(1) This does not mean that f is convergent as x.--:;..oo, for the limits are in general 
different. 
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Set 

{ 
F(x) , for I x I> c IX n 

F 1(x) = , fl=X D Fl , f2 = f-fl . 
o ,for I x 1< c 

Then f2 is a distribution with support contained in [-c, c], hence inte­
grable on R. So we have only to prove that fl is integrable on R, for then we 

have I f = I fl + I f2' We shall put for simplicity fl = f and Fl = F. Then 

R R R 

n 

f = XIX Dn F = L (_1)kckDn-k(xfX-k F) 

k=o 

where clc = oc(OC-1) ... (OC-k+1)( ~). From here we deduce the following primi­

tive of f: 

~I x 

9.3. 1l = L (-1)kCkDn-k-l(xlX-kF)+(-1)ncn I ~rt.-nF(~)d~. 
k=o 0 

But, since FE O(xn) as x-+ 00, in the ordinary sense, we have ~fX-n F E O(~rt.) 
as x-+oo, with oc < -1, and, according to the classical test, this implies that 
the function ~rt.-n F is summable on R. Hence the last term in 9.3 is convergent 
as x~+oo and as X~-ClJ. 

As to the other terms, observe that the functions 

IX+l F(x) 
=X -­

xn for k=O, ... ,n-1 

tend to 0 as X-+OO, SInce oc+1<O and F(x)/xn IS bounded (in the ordinary 
sense). Hence, by def. 5.9, 

so that 

+00 

1l( +(0) = (-1)ncn I x IX
-
n F(x)dx , 

o 

-00 

q>( -co) = (-1)ncn I x IX
-
n F(x)dx . 

o 
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Therefore f is integrable on Rand 

We can deduce similar tests for integrals on intervals distinct from R. For 
example, consider an interval 1= Ja,+oo[ and fECoo(l). Then it is easily 
seen that: 

If f is integrable on 1, then fEO(X-') as x~+oo and fEO((x-a)-') as x~a+. 
If there exist oc < - 1 and ~ > -1 such that fE O(xtl) as x~ + CJJ and 

fE O((x-a)~) as x~ a+, then f is integrable on I. 

10. Multiplication and change of variable ill connection with limits and 

integrals 

It is a simple matter to prove the following propositions: 

10.1. If a distribution f on an interral I is conrergent as x tends to c+ with 
CE I, and if gECoo(I), then fg is convergent as x~c+ and 

lim (fg) = ( lim f) ( lim g) . 
x--+ c+ x--+c+ x--+c+ 

10.2. If a distribution f on an interval 1 is conrergent as x~c+ with cEI, 
and if cp is an increasing Coo mapping of an inter(Jal 1* into I, then f(!p(t)) is 
con(Jergent as t-+ y+, with !p(y) = c, and 

lim f(!p(T)) = lim f(x) . 
t--+y+ x--+c+ 

Obviously, these two propositions can be extended to the case when f is 
convergent as x -+ C-. Then the second one enables the usual substitution 
property to be extended to integrals of distributions on bounded intervals. 
For example, assuming that fECoo(I), a,bEI and cp is an increasing COO mapping of 
1* into I such that a = cp(oc) , b = cp(~), we have 

b- ~-

f f(x)dx = f f( !pet) )!p' (t)dt 

a+ tl+ 

whenever the first integral exist. 
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However these criteria are not sufficient in certain cases which occur in 
practice. Our next purpose is to introduce a stronger criterion than 10.2. 
For simplicity, we shall reduce our discussion to the case when x--++oo and 
cp( +00) = +00, which can be taken as a model for other cases: 

10.3. THEOREM. Let f be a distribution on an interfJal I unbounded on the 
right and cp a COO mapping of an inter()al 1* into I such that cp/(t) =1= 0 on 1* and 
cp(t)--++oo as t--++oo. Suppose that: 

(i) f is con()ergent as x--+ + 00 • 

(ii) cp' tends to a number c =1= 0 as t--+ + 00 (in the ordinary sense). 

(1'1"1) :e(k+l) E o(t-k ) + ( . h d' ) -f. II k 1 2 T as t--+ 00 m t e or mary sense ,or a =" .,. 

Then we hare 

lim f(cp(t)) = Em f(x) 
x--++cc 

Proof. Suppose f--+A as x--++oo. Then there exist nENo and FEC(l) 
such that f=DnF and F(X)jxn--+Ajn! as x--++oo. Now focp=[(1jcp')Dcr(Focp) 
and, according to the hypothesis, 

Hence 

10.4. 

lim cp(t) = lim cp'(t)=c 
t--++oo t X-r+a:J 

F(<p(t)) . (~)n ---+ AC
n 

(<p(t))n t n! 

On the other hand it is easily seen that 

n 

( ~, D)n(Fo<p) = ~ D~-k[(Xk(t)F(cp(t))] 
k=o 

where cxo=(1j<p't and (1.kEO(t-k) as t--++oo, for k=1, ... ,n. Thus all terms in 
last sum tend to zero as x--++oo, except D~[(1.o(Focp)], which, according to 10.4 
tends to A. 

This criterion and the corresponding ones for the cases when x--+-oo, 
t~ -00, etC'. lead to the following substitution rule for integrals: 
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10.5. COROLLARY. Let f be a distribution integrable on Rand cp a COO 
mapping of R onto R such that: 

(j) cp'(t) is * 0 on R and tends to numbers =F 0 as t-l>-+oo and as t~-oo 
(in the ordinary sense) 

(jj) cp(k+1)EO(t-k) as t-l>-oo (in the ordinary sense) for all k = 1,2, ... 

Then f(cp(t)) is integrable on Rand 

Jf(x)dx - Jf(cp(t)) I cp'(t) I dt . 

R R 

This rule is an immediate consequence of theorem 10.3 and its analogues, 
applied to a primitive of f. Observe that in the case cp'(t)<O: 

+00 -00 + 00 I f(x)dx = I f(cp(t))cp'(t)dt = - I f(cp(t))cp'(t)dt . 
-00 +00 

In particular, 10.5 applies in the elementary cases when x=t+a or x=ct, 
with a E Rand c E C. Then we have 

10.6 J f(x)dx = I c IJ f(cx)dx 

R R 

10.7 J~f(x+a)dx = J"f(X)dX. 

R R 

The last formula can be expressed by saying that the integral is invariant 
under translations. 

More refined criteria can be obtained, by using the concept of measure, 
as we did for multiplication: 

Remember that, if [L is a measure on an open interval I, the total (.!ariation 
of [L in a bounded interval J such that J cl is defined to be the supremum of 
the sums S p=}:f I [L(Ji ) I, for all finite partitions P of J in intervals J" ... ,Jp­
We shall denote by I [L I (J) the total variation of [L in J; as is well known, I [L I is 
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again a measure on R (the modulus of fL) such that: (i) if fLE£(I), then 1 fL 1 is the 
modulus of the function fL in the ordinary sense; (ii) 1 <PfL 1 =1 <P 11 fL 1 for all <P E C(I). 
On the other hand, if fL and 'J are two measures on I, we write fL~'J, iff fL(J)~'J(J) 
for each bounded interval J such that ] cl. 

Suppose I unbounded on the rigth. A measure fL on I is said to be bounded 
on the nght, iff there exist two numbers Xo and k such that 1 fL 1 ~ k for x>xo, 
i. e. 1 fL 1 (J) ~ k 1 J 1 for all bounded intervals J c [xo, + 00 [. On the other hand, we say 
that fL conrerges to a number c as x--+ +00, iff for every c: > 0 there exists a real Xo 
such that 1 fL-c 1 < c: for x < Xo' It is readily seen that these concepts coincide 
with the classical ones if !.I. turns out to be a function. Besides, the preceding 
lemmas for the «0» and «0» symbols keep true, if f is a measure. 

These remarks suggest the following refinement of the concept of conver­
gence for distributions: 

10.8. DEFINITION. Let fECoo(I), nENo and AEC. We write fn-~A as 
x--+ +00, iff there exist a real Xo and a measure F such that f= DnF for x>xo 
and F(X)/Xn--+A/n! in the measure sense as x--+oo. 

On the other hand, if <P E Coo(I), we shall write fE 0n(<P) as x--+ +00, iff there 
exist Xo and fo such that f = <pfo for x> Xo and fo n?- 0 as x--+ +00. 

The expression «f E On( <P )) can be analogously defined and the «dual» concepts 
of the preceding ones can be introduced as follows: 

10.9. DEFINITION. Let nENo' fECn(l) and AEC. We write f~?-A as 
x--++oo, iff f tends to A and f(k)EO(X-k) as x--++oo, for k=l,,,.,n (in the ordinary 
sense). We write fEOn(r.p) as x--+ +00, iff there exist Xo and fo such that f=r.p fo 
for x> Xo and fo -11--+ 0 as x--+ + 00. 

That being so, it is readily seen that: 

10.10. If fn-?-A as x--++oo and g--~"+fL as x--++oo then fgn~AfL 
as x--+ + 00 . 

10.11. If fEOn(<P) and gEOn(!.jJ) on the right, then fgEOn(<p!.jJ) on the right, 
and analogously for the «0» symbols. 

There are similar criteria, which extend theorem 10.3 and corollary 10.5, 
for change of variable. 
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§ 3. PARTIAL INTEGRALS AND MULTIPLE INTEGRALS 

11. Partial limits for distributions of two variables 

Let I and J be two intervals in R, and suppose that J is unbounded on 
the right. Given two fllllCtions f(x,y) and g(x) respectively on I X J and I, f(x,y) 
is said to conlJerge uniformly on I to g(x) as y~+oo, iff for every e>O there exists 
a "Y)EJ (independent of x), such that: I f(x,y)-g(x) I<e for all y>"Y) and xEI. On 
the other hand, if oc is any real, we write 

f(x,y) E o(yrt.) uniformly on I as y~ +00, 

iff f(x,y)/yrt.~O uniformly on I as y~+oo. 
Put for every f E C(I X J): 

x y 

Jxf(x,y) - f f(~,y)d~ , Jyf(x,y) = f f(x,"y))d"y) , 

xo yo 

where Xo resp. Yo is a fixed point, arbitrarily chosen in I resp. J. The following 
lemma is easily proved (cf. 5.3): 

11.1. LEMMA. If oc > -1 and f(x,y) E o(yrt.) uniformly on I as y~+oo, then: 

JxfEO(Yrt.) and JyfEO(yr:t+1) uniformly on I as y~+oo. 

This lemma leads to the following: 

11.2. DEFINITION. If fECoo(IxJ) and oc>-1, we write: 

f(X,Y)EO(yrt.) on I as y~+oo, 

iff there exist m,nENo and FEC(IX J) such that: 

(1) f(x,y) = D~ D~F(x,y) . 

(2) F(x,y) E o(ylX+n) uniformly on each compact interval I*cI as y-++oo (1) 

Applying this definition and the lemma, the following properties are easily 
shown (with oc> -1) : 

11.3. If f(x,y) E o(yr:!.) and g(x,y) E o(yr:!.) on I as y~ +00, then, for all 1..,[1. E C: 

Af+[1.gEO(yr:!.) on I as y~ +00 

(1) A more general condition might be considered instead of (2), but this definition is 
quite sufficient for applications. 
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11.4. If f(X,Y)EO(yrt.) on I as y--++oo, then 

Dxf(x,y) E o(yrt.) on I as y--+ +00 . 

11.5. If f(x,y) E o(yrt.) on I as y--+ +00 and cp(x) is multipliable by f(x,y), 

Consider. now gE Coo (I) and fECoo{l X J); then: 

11.6. DEFINITION. We say that f(x,y) confJerges on I to g(x), if and only 
if f(x,y)-g(x) Eo(1) on I as y--++oo. 

The uniqueness property as well as t4e linearity property of convergence 
are in this case immediate consequences of 11.3. Then we can write 

g(x) = lim f(x,y) or g(x) = f(x, + 00) on I, 
y-++oo 

to express that f(x,y)--+g(x) on I as y--++oo. 
On the other hand, the following important property, which does not hold 

m classical analysis, is an immediate consequence of 11.4: 

11.7. DIFFERENTIATION PROPERTY. If f(x,y)--+g(x) on I as y--++oo, 
then Dxf(x,y)--+Dxg(x) on I as y--+ +00, that is: 

Dx lim f(x,y) = lim Dxf(x,y) on I . 

In turn from 11.5 follows: 

11.7' MULTIPLICATION PROPERTY. If f(x,y)--+g(x) on I as y--++oo and cp(x) 
is mUltipliable by f(x,y), then 

lim [cp(x)f(x,y)] = cp(x) lim f(x,y) on I. 
x-++cc 

Moreover, applying 11.7 and the linearity property, it is easily shown: 

11.8. SUBSTITUTION PROPERTY. If f(x,y)--+g(x) on I as y--++oo, and if cp 
is a mapping of an interfJal 1* into I, such that f(cp(t),y) exists (1), then g(cp(t)) exists 
too and 

(1) The change of variables for distributions of several variables is defined according 
to criteria similar to those adopted for the case of one variable. 
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This substitution rule concerns the parameter x. Substitution rules concer­
ning the conCJerging CJariable y can be easily found, as generalization of the criteria 
given in 10. 

The «0» symbol is extended to distributions f(x,y) on I X J, with respect 
to y, in the following way: 

11.9. DEFINITION. If IX> -1, we write 

iff there exist m, nENo and FEC(Ix J) such that: 

(i) f(x,y)=D': D~F(x,y); 

(ii) for every compact interval I*cI, there exists a number M such that 

F(x,y) M 1* X J (1). 
(1 +1 Y 1)1X+n ::::;;; on 

More generally, if ~ECao(J), we write 

f(X,Y)EO(~(y)) on I as y-++oo, 

iff there exist a real Yo and a distribution fo(x,y) such that f(x,y) = cp(x)fo(x,y) 
for y > Yo and fo(x,y) E 0(1) on I as y-+ +00 . 

Besides, by the linearity property it is easily shown: 

11.10. DIFFERENTIATION PROPERTIES. If IX is any real and f(x,y) E O(ylX) 
on I as y-+ +00, then 

Obviously all preceding considerations extend to the case when J is an 
interval unbounded on the right and y-++oo . 

12. Partial integrals for distributions of two variables 

Let I and J be any two intervals in R, and f(x,y) a distribution on I X J. 
A distribution ~(x,y) such that Dycp(x,y)=f(x,y) will be called a (partial) primitiCJe 

(1) The choice of (1 + I y 1)IX+n instead of ylX+n is only to make the quocient continuous 
on 1* x J. 
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of f(x,y) with respect to y. On the other hand, a distribution u(x,y) on Ix J is 
said to be independent of y, iff it reduces to a distribution g of the only variable x, 
i. e, iff it is of the form u(x,y) = D'}!G(x) with m E No, G E C(I). 

12.1. LEMMA. A distribution u on I X J is independent of x, iff Dyu = O. 

Proof. It is readily seen that, if u is independent of y, then Dyu = O. 
Suppose now conversely that Dyu=O and assume u=D'}!D~U, with m,nENo 
and UEC(I). ThenDyu=D'}!D~+1U=O and therefore (cf. 2, axiom 4) Umust 

be of the form U(x,y) = ")m-l xiai(Y) + """,11. y j b,'(x) , with aiEC(J) and b)'EC(I). 
L....{O .L..o, 

Hence u(x,y) = D'}! D~ U(x,y) = n! D'}!bn(x) . 
Now it is easily proved, as in the case of one variable: 

12.2. THEOREM. Every distribution f on I X J has infinitely many primitives 
with respect to y and two such primiti(Jes differ by a distribution independent of x. 

We are able to define, in a natural way, the concept of partial (or para­
metric) integral of a distribution f(x,y). It will be sufficient to consider inte­
grals on R. Let I be any interval in Rand fEC:o(IxR); then: 

12.3. DEFINITION. The integral ff(x,y)dy is said to be con(Jergent on I, 

R 
iff there exists a primitive ~ of f with respect to y which is convergent on I as 
y-+ +00. Then we write 

ff(x,Y)dY = ~(x,+oo)-~(x,-oo) on I. 

R 

From 11.2 follows at once the uniqueness of the partial integral. From the 
properties of partial limits we can deduce the linearity property for partial integrals 
as well as the following properties: 

12.4. DIFFERENCIATION PROPERTY. 

is jr;(X,Y)dY and 

R 

If jf(x,y)dy ~s con(Jergent on I, so 

R 

Dx j f(x,y)dy = f Dxf(x,y)dy on I. 

R R 
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12.5 SUBSTITUTION PROPERTY. If jf(x,y)dy = g(x) on I and if tp is any 

R 
continuous mapping of an inter()al I* into I such that f(tp(t),y) exists, then 

jf(tp(t),y)dy=g(tp(t)) on I*. 

R 

As for substitutions concerning the integration variable y, the criteria 
established in 10 can be easily extended to partial integrals. In particular, we 
have for all hER: 

12.6. f f(x,y + h)dy = f f(x,y)dy 

R R 

12.7. f f(x,hy)dy = I h If f(x,y)dy . 

R R 

Applying lemma 12.1, criterion 7.7 can be also extended to partial integrals: 

12.8. THEOREM. If for any compact inter()al I*cI there exists a compact 
I" 

inter()al K such that f(x,y)=O on I* X (R- K), then.f f(x,y)dy is con()etgent on I. 

R 
Finally the following extensions of 9.1 and 9.2 are easily proved: 

12.9. THEOREM. If jf(x,y)dy is con()ergent on I, then fE O(y-l) on I as 

R 
y--+ 00. On the other hand, if there exists oc< -1 such that fE o (yrt.) on I as y--+oo, 

then j f(x,y)dy is con()ergent on I. 

R 

REMARKS-I. If f(x,y) is a function, then for the convergence of ff(X,Y)dY 

on I in distributional sense it is not sufficient (neither necessary) that the integral 
be convergent for each xEI. Obviously, a sufficient condition is that the integral 
be uniformly convergent on each compact set contained in I. More generally, it 
can be proved that, if f is summable on each set 1* xR, where 1* is a compact 
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interval contained III I, then j f(x,y)dy IS convergent on I III distributio­

R 
nal sense. 

n. The differentiation property can be associated with the linearity 
property in a more general property. Let p(D) be a deriration polynomial, 

that is an operator of the form p(D) = L~ akDk, with at, ... ,an EC. Then we have 

P(Dx)jf(x,y)dy jP(Dx)f(x,y)dy on I 1 

R R 

whenever the first integral is convergent on I. 

EXAMPLE. The preceding remarks offer a simple justification of for­
mula 7.6. Observe that in the usual sense: 

12.10. for each x ER.. 

This can be easily found by the method of residues. Besides, as x,y are 
real variables, we have I i xy I = 1 and 

for all X,YER.. 

Thus the integral 12.10 is dominated, for all XER., by the integral 

I(1+y2)~tdY, which is obviously convergent. Hence, according to the Weierstrass 

R 
test, the first integral is uniformly conrergent on R. and therefore con(Jergent on R 
in distributional sense. Consequently 

on R. 

On the other hand, Die-Ix, = - Dx(e-IX1sgx) = e-lxl-2e-lxl~(x), so that 
(1-Di)e-1x1=2o(x). Hence from 12.10 follows: 

12.11. j i XYdy=2rco(x) on R.. 

R 
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13. Multiple integrals (on Rn) 

Let f be a distribution on Rn and A any cOniplex number. We say that 
((x) converges to A as x-++oon, iff there exist rEN~ and FEC(Rn) such that 
(=DnF and 

F(x) A 
- -- -->- as XI -+ + 00 , ... ,xn -+ + 00 • 
X r1 xrn r I r I , ... n I···· n· 

Then we write A = lim ((x) or A=f( +oon). The uniqueness of the limit, as 
X-++OOn 

well as the linearity property can be proved by an argument similar to the one 
used in the case r = 1. The concept of convergence as x -+ - oon is analogously 
defined. 

On the other hand, every distribution cp such that Dcp=f(where D=D, ... Dn) 

will be caned a 1-primitive of f. It is easily seen that: 

13.1. THEOREM. Erery fECoo(Rn) has infinitely many i-primitives and 

two such primitives differ necessarily by a distribution of the form '27 Uj where Uj 

is a distribution independent of Xj (that is, of the form Dr U, where U is a conti­
nuous function on Rn independent of Xj). 

So we shall write by definition 

X' 

13.2. f f(~)d~ = ~x'-xcp(x) 
x 

where cp is any I -primitive of f and /5..h is the mixed difference operator ~1h1·· .~nhn . 

From 13.1 follows that formula 13.2 defines actually a distribution <I>(x,x') 
on R2n, independent of the choice of the primitive cp. To see this, it is sufficient 
to observe that ~h/j = 0 for every distribution Uj independent of j and 

every hjER. 

13.3. DEFINITION. A distribution f is said to be integrable on Rn, iff 
x' 

.If(~)d~ is convergent as (x, x') -+ ( -oon , + oon). Then we write 

x 
x' 

13.4. f f(x)dx = x~~oon f f(~)d~ . 
Rn X-++OOn X 
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For example, if n=2: 

f f(x 1 ,x2 )dx1dx2 = cp( +00, +oo)-cp( +00, -(0) -cp(-OO, +oo)+cp(-OO, -(0) 

R2 

where cp is a I -primitive of f with respect to x. 

The integral of f on Rn can be also denoted by J f or simply by J f. Uni-

Rn 
queness and linearity properties are immediate consequences of the corres-
ponding properties for limits. In order to obtain further criteria, it is convenient 
to introduce a suitable definition of a bounded distribution: 

13.5. DEFINITION. A distribution f is said to be bounded on Rn, iff there 
exist rEN~ and FEC(Rn) such that: 

(i) f=DrF 

(ii) for every regular matrix A of order n the function X 1-
r1 ... x;;rnF(Ax) 

IS bounded on Rn. 

The linearity property of boundedness is easily proved. 

13.6. DEFINITION. Given fECoo(Rn) and cpECo(Rn), we write fEO(cp) 
as 1 x 1--+00 or simply fEO(cp), iff there exists a distribution fo bounded on Rn and 
a real e::::- 0, such that f = cpfo for 1 xl> e: . 

The following generalisation of 9.1 is easily obtained: 

13.7. THEOREM. If there exists t:I.<-n such that fEO(lxr'), then f is 
integrable on Rn. 

On the other hand: 

13.8. THEOREM. Suppose fEO(lxllX) with t:I.<-n and let cP be a COO 
mapping of Rn onto itself such that: 

(i) the J acobian matrix [DiCPj] of cp is regular on Rn and conrerges to a 
regular matrix as 1 t 1--+ 00 ; 

(ii) DrDiCPjEOV) for all rEN~, r#O, i,j=1, ... ,n; (1) 
then the classical substitution rule applies: 

(1) As far as functions are concerned it is understood that the stated conditions are 
to be taken in ordinary sense. 
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We are going to outline the proof only in the case when qJ is a non degenerate 
affine mapping, that is a mapping of the form qJ(t) = c+ Mt, where c is any vector 
in Rn and M is a regular matrix of order n. This case may be taken as a model 
for the general case, since qJ behaves assimptotically just as an affine mapping, 
according to (i). 

Put h(x) = (1+x~ + ... x~)f/2 and suppose fE 0 (i x IGG
), with (1..< -no Then it 

is readily seen that f E o(htl..), i. e. there exist r E N~ and FE C, such that f = htl.. . nr F, 
with x:;-r, ... x;;rnF(Ax) bounded on Rn for every regular matrix A of order n. In 
such conditions it is easily found: 

ff(X)dX=( -1) Ilrll .r h(r)(x)F(x)dx, where Ilril = r1 + ... +r n . 

Now 

fh(r)(X)F(X)dX = f h(r) ( qJ(t) )F( qJ(t)) I det M I dt 

and it can be seen, without difficulty, that the last integral IS just equal to 

(-1)Urlljf(h(t))ldet Mldt. 

14. Partial and multiple integrals 

Let us consider a distribution f(x,y) on Rm +n with x E Rm and 

yE Rn (m,n = 1,2, ... ). The' concept of partial integral I f(x,y)dy can be easily 
Rn 

defined as a generalization of preceding concepts of partial integral and multiple 
integral, with similar properties. But there is also a new property: 

14.1. THEOREM. If f(x,y) is integrable on Rm+n and if, in addition, the 

integral J f(x,y)dy is conCJergent on Rm
, then 

Rn 

f f(x,y)dxdy = f [f f(x,y)dy ] dx . 

Rm+n Rm Rn 
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This is a consequence of a property for limits that we can state as follows: 

14.2. THEOREM. If f(x, y) is confJergent as (x, y) -+ (+oom, +oon) and if in 
addition f(x, y) is confJergent on Rm as y-+ +oon' then 

lim f(x,y) = lim [lim f(x,y)]. 
x--+ + COm 
Y--+ + COn 

It is sufficient to prove this rule in the case m = n = 1. Suppose that the 
hypothesis holds. Then there exist four integers p,q,r,s, two functions F 1,F2 EC(R2), 
a function GEC(R) and a number A, such that f= DEDpFl = D~D~F2 and 

(i) 

(ii) 

A 
-+--

p!q! 

G(x) 
-+-­

s! 

as (x,y)-+(+oo, +(0) 

, uniformly on -each compact set in R as y -+ +00 

We can assume p=r, q=s. Take e:>O. Then according to (i) there exist 
a, b>O such that 

11 F 1(x,y) A 1 14.3. p q - -'-I <e: , for x> a , y>b. 
, x y p.q. 

Take now p arbitrary points xj>a, q arbitrary points Yk>b and consider 
two pseudo-polynomials P 1(x,y), P 2(x,y) of degree (p, q) sucht hat F 1-P1 and 
F 2-P2 vanish on the lines x=Xj ,y=Yk' Then, if we put F o=F1-P1, we have 
again F o=F2-P2, so that f=DEDpFo' Now, taking 14.3 into account and 
remembering that the coefficients of the pseudo-polynomials P 1,P2 are obtained 
as linear combinations, respectively, of the values of F 1(x,y) and F 2(x,y) on 
the lines x=Xj, Y=Yk, it is easily seen that (i) and (ii) are again satisfied, replacing 
Fl and F2 by Fo and G by G*=G+P, where P is a polynomial in x of 
degree <p. Hence from 14.3 follows, with Fo in the place of Fl and taking the 
limit as Y-++ 00 : 

G*(X) __ A_I ~ q' e: for x>a. 
X

p 
,""" p. 

The number e: being arbitrary, this implies that G*(x) / xP -+ A / p! as 
x -+ + 00, which means that A = lim lim f(x,y) . 

x --++00 Y --++00 
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More generally: 

14.4. If f(x,y,z) is a distribution on Rm+n+p with xERm , YERn, zERP? 

such that J f(x,y,z)dydz is conCJergent on Rm and J f(x,y,z)dz is conCJergent on 

Rn+p RP 

Rm+n then , 

f f(x,y,z)dy dz = f [ f f(x,y,z)dz ] dy. 

§ 4. CONVOLUTION 

15. Convolution of two distributions on R 

Consider two distributions f = nm F and g = nnG, where F,G E C(R). Then 
we have 

f(x-t) = D~F(x-t) = (-1)mnrF(x-t) , 

so that, for every k = 0,1, ... , 

This suggests to write by definition 

n 

f(x-t)g(t) = f(x-t)n~G(t) = L (~)n~-k[G(t)n~f(x-t)] , 
k=o 

with G(t)n~f(x-t) = n~+k[F(x-t)G(t)], that is 

n 

15.1. f(x-t)g(t) = L (~)n~+kn~-k[F(X-t)G(t)] . 
It is easily seen that the «product)} f(x-t)g(t) does not depend on the 

representation of the distributions f and g. This can be proved as in the simpler 
case of the product of a Cn function cp by a distribution g of the form g = naG 
with GEC(R). The analogy between these two situations come from the well­
-known proposition (which is not needed for the present developments): 

The mapping t ~f(x-t) of R into the topological linear space Coo{R) is 
infinitely differentiable. 
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Consider now the expression f(x-t)g(t-y). We have two possible inter­
pretations; 

n 

f(x-t)g(t-y) = .2 ( ~ )n';!+k nr-k[ F(x-t)G(t-y)] 

k=o 
15.2. 

m 

f(x-t)g(t-y) = .2 (~) (-1)knr-k n~+k[F(x-t)C(t-y)]. 
k=o 

Now: 

15.3. The right members of the formulas 15.2 represent the same distribution. 

A direct proof of this proposition does not seem to be easy. On the contrary, 
a very simple proof can be found, remembering that the functions F and G can 
be aproached by two sequences (Fv) and (Gv) of COO functions, converging uniformly 
on each compact interval, so that nmFv----,;>-fand DnCv----,;>-g as v----';>-oo, in the distri­
butional sense (1). 

15.4. DEFINITION. 

the distribution 

If the integral I F(x-t)g(t)dt IS convergent on R, 

R 

h(x) = I f(x-t)g(t)dt 

R 

is called the conrolution of f and g and denoted by f*g . 

From this definition, taking into account the linearity property of the 
partial integral, as well as 15.1, follows immediately that the conrolution is bilinear, 
that is, we have: 

15.5. 

whenever fl*g and f2*g exist; and analogously for the right side. 

15.6. COMMUTATIVE LAW. If f*g exists, g*f exists too and f*g=g*f. 

Proof. Suppose that f*g exists and put h = f*g, that is h(x) = I f(x-t)g(t)dt. 

Then for each YER we have 

h(x-y) = f f(x-y-t)g(t)dt 

R 

R 

(1) This is a well-known result of the Schwartz's theory, which can be established 
directly without difficulty. 
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and it is obvious that the last integral is still convergent with respect to (x,y) 
on R2. On the other hand, for each yE R, we may perform on this integral the 
substitution t = u-y, which gives: 

h(x-y) = f f(x-u)g(u-y)du 

R 

Now, taking 15.3 into account, it can be seen that the last integral is also conver­
gent with respect to y for each xER. In particular for x = 0 we have 

h(-y) = ff(-u)g(~-Y)dU 
R 

Hence by the substitution y = -x , u = -t : 

h(x) = f g(x-t)f(t)dt that is h = g*f . 

R 

In the general case the convolution is not associative. But the following criterion 
can be used in several cases: 

15.7. Id f,g,h are distributions on R such that f*g and g*h exist and 

J f(x-y)g(y-t)h(t)dydt is con()ergent on R, then 

R2 

(f*g)*h = f*(g*h) = f f(X - y)g(y-t)h(t)dydt . 

R2 

This is an immediate consequence of 14.4. 
In turn, from the differentiation and substitution properties for partial 

integrals and from 15.6 follows immediately, taking definition 15.4 into account: 

15.8. DIFFERENTIATION PROPERTY. If f*g exists, then D(f*g) exists too and 

15.9. TRANSLATION PROPERTY. If f*g exists, then 'rh(f*g) exists for e()ery 
hER and 

On the other hand: 

15.10. If f*g and f*(xg) exist, then (xf)*g exists too and 
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Proof. It is sufficient to observe that (xf)*g is given by 

f (x-t)f(x-t)g(t)dt = x f f(x-t)g(t)dt-f f(x-t)tg(t)dt . 

R R R 

This important property shows that multiplication by x, with respect to con(Jo­
lution, beha(Jes like a deri(Jation operator with respect to multiplication. 

Finally, we can analogously prove that: 

·15.11. If f*g exists, then 

16. Convolution of distributions whose support is bounded on the left and 

(or) on the right 
- -

We shall denote by C~(R) or simply by C~ the vector space of all 
distributions with bounded support on R. 

16.1. THEOREM. The con(Jolution f*g exists whene(Jer fEC~ and gECoo. 
Besides: 

(i) f*(g*h) = (f*g)*h, whene(Jer f,gEC~, hECoo . 

(ii) 3*f = f, for e(Jery fEC~ . 

Proof. a) Suppose f E C~ ,g E Coo- Then there exists a bounded interval I 

such that g(x-t)f(t) vanishes for tER-I. Hence f g(x-t)f(t)dt is conver­

R 
gent on R and gives f*g. 

b) Suppose f,g E C~ , hE Coo. Then by an argument similar to the prece-

ding it is shown that the integral f h(x-y)g(y-t)h(t)dydt is convergent on R 

RZ 
and this, according to 15.7, implies (i), 

c) Consider f = DnF, where FE C(R), and put F, = FH, F2 = F -F,. Now 

+00 X 

H*F, = f H(x-t)F,(t)dt = f F,(t)dt . 
o 0 
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Hence '8*Dn Ft =Dn+1(H*Ft )=Dn Ft. It is seen analogously that '8*Dn F,,=Dn F 2 , 

so that '8*f=Dn Ft +Dn F2=f . 
This theorem along with 15.5 and 15.6, can be expressed by saying: 

16.2. The space C~ is a commutatifJe algebra under the confJolution and Coo 
is a module Mer that algebra, hafJing '8 as the unity element. 

Property (ii) in 16.1 can be expressed explicitely by the important formula: 

16.3. f(x) = J '8(x-t)f(t)dt 

R 

(DIRAC'S FORMULA) 

We shall denote by ct:, (resp. C~) the vector space of all distributions 
vanishing on the left (resp. on the right) of 0 and by C~ (resp. C~;) the 
space of all distributions whose carrier is bounded on the left (resp. on 
the right). 

16.4. The space c~ (resp. C;;;;) is an algebra under the confJolution and 
C~ (resp. C~) is a subalgebra of c~ (resp. C~) . 

In fact, if f,gE C!, there exists a real c such that f and g vanish for x<c. 

Then f(x-t)g(t) vanishes for t < c and for t> x-c. Hence kf(X-t)g(t)dt is 

convergent on R and vanishes for x < 2c. The remaining parts of the theorem 
are easily proved. 

17. Convolution and orders of growth. Tempered distributions and rapidy 
----
decreasing distributions (on R) (1) 

Several criteria can be found, connecting convolution with orders of 
growth of distributions. One of those criteria is the followin g: 

17.1. THEOREM. Let lI. and ~ be two real numbers such that lI.): ~ and 
lI.+~+n<-1, where n is the integer satisfying O::S;;lI.+n<1. On the other hand, 
let f and g be two continuous functions on R such that fEO(Xoc) and gEO(X~). 
Then f*g exists and f*gEO(XCl.) (2). 

Proof. a) Suppose lI.+~< -1 with lI.):O. Then, as fEO(Xoc), there exists 
a number M such that I f(x) I::S;;M(1+1 xi)oc for all xER. Hence 

I f( x - t) I ::s;; M (1 + I x - t I ) oc ::s;; M (1 + I x I ) Cl. (1 + I t I ) oc, V x, t ER 

(1) See (~Notes ajoutees pendant la correction des epreuves» after the (~Resume». 
(2) It is understood: (dn the ordinary sense as x -+ 00 ». 
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since lI. ~ O. So the integral f f(x-t)g(t)dt is dominated by the integral 

R 

M(l +lxl)OC ((1 +1 ti)oclg(t) Idt. Since gEO(t~) and lI.+~<-l, the last integral 
.; 

R 
exists. Hence the first integral is uniformly convergent on each compact set in R 

and its modulus is ~M K(l+1 x loc), where K = f(1 + It I)OCI g(t) I dt. Consequently 

f*gE O(xoc ) . R 

b) Let now n be the integer such that O~lI.+n<l and suppose 
lI.+~+n<-l, ~~lI.. Then xkf*xn-kg exists and is O(xoc+n) for k=O, ... ,n, according 
to the previous conclusion. Hence (cf. 15.10): 

n 

xn(f*g) = >: (~ ) (xkf*xn-kg)EO(Xoc+n) 

k=o 

17.2. COROLLARY. Let lI. be a real < -2, Aoc the set of all continuous 
functions f on R such that fEO(Xoc ) as X-'rOO and Boc the set of all continuous functions g 
on R such that there exists a real ~ (depending on g) satisfying the conditions: 
O(.+~< -1 and gEO(X~). Then Aoc is an algebra under the convolution and Boc 
is a module Mer Aoc . 

Proof. Applying to the theorem (changing the roles of lI. and ~), it is 
readily seen that, f*g exists and belongs to Boc whenever fEAoc and gEBoc; and 
that f*gEAoc whenever f,gEAI).' So we have only to prove the associative law: 

But this can be easily seen applying 15.7, as we did for 16.1. 

17.3. REMARK. The preceding theorem and corollary can be extended 
to locally summable functions, according to the following criterion (FUBINI-

-TONNELLI'S THEOREM): If f, gEL(R), then.r f(x - t)g(t)dt is convergent almost 
R 

everywhere in R and defines a functions hEL(R). It is also true that the preceding 
integral is convergent in the mean on R, so that f * g exists in the 
distributional sense. 

Applying 15.11 and taking the Fubini-Tonnelli's theorem into account, 
it is a simple matter to obtain the following generalization of 17.1: 
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17.4. THEOREM. Let IX, ~ be two real numbers satisfying the hypothesis of 
17.1, IX', W two real numbers such that 0(.' + W ~ ° and f, g two locally summable 
functions such that fEO(xrt.ert.l/xl) and gEO(x~e~/IXI). Then f*g exists and f*gEO(xoceYIXI), 
where y = max (0(.', W) . 

For the proof it is convenient to consider f and g in the form f= fl +f2 
and g=gl +g2, with fl,gl EL +, f2,g2 EL-, remembering that fl*gl EL+, f2*g2EL-. 

From 17.4 it is easily deduced a corresponding generalization of 17.2. 

Now, applying the differentiation property, we can derive from the 
preceding criteria corresponding rules for distributions. For example let us 

p 

denote by Aoc, for every IX< - 2, the set of all distributions of the form f= L Dnk F k, 
k=o 

where p,nl' ... ,np are arbjtrary integers and Fk locally summable functions such 
q 

that F kE o (xrt.) ; and by Boc the set of all distributions of the form g = L DrkGk 
k=o 

where q,rll ... ,rq are arbitrary integers and Gk locally summable functions su?,h 
that GkEO(X~) with IX +~< -1 (~ depending on g). Then it is easily seen that Aa 
IS an algebra under convolution and Ba a module over Aa. 

17.5. DEFINITION. A distribution on R is said to be tempered (slowly 
increasing or of polynomial type), iff there is a real 0(. such that fEO(xoc) (in the 
distributional sense). 

An equivalent definition to this is the following: f is tempered, iff there 
exist two integers n, k and a function FEC(R) such that f=Dn F and FEO(Xk) 
in the ordinary sense. 

We shall denote by Coo(R) or simply by Coo the set of all tempered distri­
butions. It is readly seen that Coo is a (.lector space closed under the operator D. 

17.6. DEFINITION. A distribution f on R is said to be rapidly decreasing, 
p 

iff, for every IX<O, f can be represented in the form f= 2DnkFk' where p,nll ... ,np 
k=o 

are arbitrary integers (nk ~ 0, p ~ 1) and F k continuous functions such that 
FkEO(Xrt.) in the ordinary sense. 

We shall denote by Coo the set of all rapidly decreasing distributions on R. 
From the preceding results it is easily deduced the well known fact: 

17.7. COROLLARY. COO is an algebra under con(.lolution and Coo a module 
O(.ler Coo. 

A similar result can be obtained, concerning the space Coo of all distri­
butions of exponential type (that is, of the form f=Dn F, where F is a continuous 
function on R such that FEO(eaIX1 ) for some real 0(. and the space Coo of all 
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exponentially decreasing distributions (that is, of the form f=Dn F where F is a 
continuous function such that FEO(eIX1X1

) for every r:t. < 0). 
A ...... u A 

Observe that C~ c C:>o C Coo c Coo c ex> c Coo . 

18. Convolution on Rn 

The concept of convolution of distributions on R is readily extended 
to the case of distributions on Rn and all preceding properties of convolution 
can be generalized to this case (now we have to consider derivation operators, 
translation operators, etc. for several variables). 

Theorem 16.1 is readily extended to distributions of several variables. 
As for theorem 16.4 it gives place to new possibilities in the case of n variables. Let 
r be any convex cone in Rn whose vertex is the origin and not reducing to an half 
plane. We shall denote by Coo[r] the set of all distributions on Rn vanishing 
outside some cone a+r, with aERn. Then it is easily seen that Coc(r) is an algebra 
under conrolution; besides there exists a maxinal subspace C.o(Rn) distinct from 
Co(r), which is a module over Coo(r). 

Finally the criteria given in 17. can be also extended to the case of n 
variables and connected between them and the preceding ones, according to the 
different variables (1). 

§ 5. FOURIER TRANSFORMATION 

19. Fourier transformation for tempered distributions on R 

Let f be any distribution on R. If the integral .feiXYf(Y)dY is convergent 

R 
on R, then the distribution 

19.1. g(x) = J iXYf(y)dy 

R 

is called the Fourier transform of f and we write 

g(x) = 'JxlYf(y) or simply g = 'Jf . 

(1) See further results in (IN otes ajoutees pendant la correction des epreuves~) after 
the (lResumee~). 
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" The Fourier transform of f is often denoted by f. For simplicity, we 
shall omit the subscript R in the integral symbol, when no confusion seems 
possible. 

For example, we have seen that J ixy ·dy = 7te-1Xf in the distributional 
1+y2 

sense. So we have 

1 -IXI 
1x I Y ·-1-+-y2-- = 7te 

From here we have deduced J iXYdy = 27t~(x). Hence 

19.2. 

On the other hand, since ixy~(y)=~(y), it is readily seen that 

19.3. 

We are going to establish in a direct way some fundamental properties 
of the Fourier transformation for distributions. 

19.4 If 1f and 19 exist, then 1(Af+fLg) exists too, for all A, fLEe and we 
hafJe 1('Af+fLg) = 'A(1f) + fL(1g) . 

This is an immediate consequence of the linearity property of integrals. 

19.5. If 1f exists, then 1(Df) exists too and 

1(Df) = -ix. (1f) (1). 

Proof. Observe that 

ixyf'(y) = Dy[ iXYf(y) 1- ixixYf(y) . 

If 1f exists, i. e. if J iXYf(y)dy is convergent on R, then iXYf(y) -+ 0 on R 

as y -+ 00, and so 

J iXYf'(y)dy=-ix J iXYf(y)dy 

that IS 1(Df) = -ix(1f) . 

(1) Here the sign A means that x is a dummy variable. 
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19.6. If 'Jf exists, then 'J(yf) exists too and 

'J(yf) = -iD('Jf). 

Proof. If f eixYf(y)dy is convergent on R, we have by the differentiation 

property 

that IS V('Jf) = i'J(yf), hence 'J(yf) = -iD('Jf) . 

Properties 19.4, 19.5 and 19.6 can be associated as follows: 
If p is any polynomial, then: 

19.7. 'J[p(D)F] = p( - ix)('Jf) , 'J[p(y){] = p( - iD)('Jf) . 

We shall now prove some existence criteria for Fourier transforms. 

19.8. If f is summable on R, the ';}f exists and is a bounded continuous 
function on R. . 

Proof. Suppose fEL(R). Since 1 e~xYf(y) 1 = I f(y) I for all x,YER, the 

integral .. [I eixYf(y) Idy is dominated by the integral fl f(y) Idy, which is conver-

(' . 
gent and independent of x. Hence the integral j eLxYf(y)dy is uniformly conver-

gent on R, which implies that it is convergent on R in the distributional sense 
and it represents a continuous function g(x) on R. Now this function is bounded, 

SInce I g(x) I:'(;fi f(y) I dy for all xER. 

We shall denote by Cb the space of all bounded continuous functions 
on R. Remember that we have denoted by Coo the space of all tempered distri­
butions on R (17.5). Now from 19.7 and 19.8 follows: 

19.9. If fE Coo, then 'Jf exists and 'JfE Coo . 
Proof. Suppose fECoo. Then there exist m,pENo and FEC(R) such that 

f=DmF and FEO(XP) (in the ordinary sense as x--+oo). Put et>=F/(1+ix)P+2. 
Then f=D m(1+iX)p+2et> and et> EC(R), et>EO(X-2). Therefore, by 19.7, 'Jet> exists and 
'Jet>ECb c: Coo. Hence, by 19.6, 'Jf exists too and 'Jf = (-ix)m(1 +D)P+2('Jet»ECoo' 
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We next purpose to study the problem of the inversion of 1. Observe 
that 1 transforms 1 into 27ta, a into 1, D into multplication by -ix and 
multiplication by x into - iD. Hence, if 1-1 exists, it should transform a 
into 1/27t, 1 into a, etc. and so we may expect that 1-1 is given by the formula: 

19.10. 1 f . f(y) = 27t e-LXY g(x)dx . 

R 

We shall provisionally denote by 1* the transformation g---+ f defined 
by this formula. Observing that, in this case, f( -y) = (27t)-11y1xg(x), it is 
readily seen that 1* has the required properties and that 1*f exists for all 
fEe 00. Moreover: 

19.11. If fEe oo and g=1f, then f='J*g. Con(Jersely, if gECoo and f=1*g 
then g=1f. 

Proof. Suppose fE Coo and put g=1f, h=1*g. Then 

h(y) = 2~ fe- iXY [f ixy' f(y/) dy] dx 

and, if it is allowed to interchange the integl ations, we find 

h(y) = 2~ f[feiX{Y'-Y)dX ]f(Y')dY' 

But feiX{Y'-Y)dx = 27ta(y' -y)=27ta(y-y') (by 19.2) and so, by the Dirac's formula, 

h(y) = fa(y-y')f(Y')dY' = f(y) , that is 1*g = f· 

It is shown analogously that, if gE Coo and f = 1*g, then g ='Jf, under 
the hypothesis that the integrations are interchangeable. To prove this, it will be 
enough (according to 14.2) to show that the double integral 

19.12. f feiX{Y'-Y)f(y')dXdY' 

is convergent on R. This can be made, at first, in the case when fEL; in this 
case the integral 

19.13. 
ff 

-ixy 
e ixy' f(y')dxdy' 
1+X2 
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is uniformly convergent on R, since for all x,y,y' ER, 

I i xy' f(y') I = I f(y') I 

and the functions (1 + :X2t 1
, f(y') are summable on R. Hence, by applying 

to 19.13 the operator 1-D~, it is seen that the integral 19.12 is convergent 
on R in the case when fEL. Finally this conclusion can be extended for every 
fECoo, by an argument similar to the proof of 19.9, observing that the integral 19.12 
represents 1*1 and applying 19.7. 

Hence we have proved that 1*=1-1 in the case when 1 is restricted 
to Coo. 

The preceding results can be summarized as follows: 

19.14. THEOREM. 1 is a 1-1 linear mapping of the space Coo onto itself, 
changing D into multiplication by - ix, multiplication by x into - iD, 1 into 27t~ 
and ~ into 1. The in(Jerse of 1 is gi(Jen by 19.10. 

20. Fourier transformation and convolution 

The following theorem is well known: 

20.1. THEOREM. If f and g are summable functions on R, then 1 trans­
forms the con(Jolution f*g into the usual product of the continuous functions 1f and 
'Jg, that is 

'J(f*g) = ('Jf) ('Jg) . 

We shall give here the proof of this theorem. It is known that, if f,gEL, then 
f*g exists and f*gEL (Fubini-Tonnelli's theorem, 17.3). Put f = 1f, g = 19. 

A A 

Then f, gECb (th. 19.8) and 

f(x) g(x) = f eiXUf(u)du . f eixPg((J)d(J 

R R 

= f eix(uW)f(u)g((J)dud(J . 

R2 
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Put now u+r=y, r=t. Then u=y-t, o=t ant it is readily seen that the trans­
formation defined by these formulas has a J acobian equal to 1 and maps R2 
onto R2. Therefore 

f(u)g(x) = f eixYf(y-t)g(t)dydt 

R2 

= f eixy [f f(y-t)g(t)dt] dy 

R R 

AA 

so that f g = 'J(f*g), that is 'J(f*g) = ('Jf)('Jg) . 

20.2. COROLLARY. Let f,g be two distributions on R of the formf=DmF, 
g=DnG, where F, G are l. s. functions satisfying the condition: there exists 
an integer p such that (1+ix)P F and (1+iX)-PG are summable on R. Then 
'J(f*g) = ('Jf) ('Jg) . 

This is a consequence of the theorem, in conjunction with properties 15.8 
and 15.10. The corollary can obviously be extended to distributions (,g t'ach 
of the preceding form. Remembering now the definition of the space Coo of 
all rapidly decreasing distributions (17.6), it is easily deduced from 20.2: 

20.3. COROLLARY. If fECoo and gECoo then 'J(f*g) = ('Jf)('Jg). 

In order to characterize in a direct way the Fourier transforms of rapidly 
decreasmg distributions, we shall at first establish two general criteria; 

20.4. THEOREM. If f is a distribution of the form DnF, where F is a locally 
summable function on R such that FE O(x-P), p being an integer"?;:-O, and if rp='J{, 
then rp is a CP-2 function such that rp(klEO(xn), for k=0, ... ,p-2. 

Proof. Suppose that the hypothesis is satisfied and put <p = 'JF. 
Then rp=(-iX)n<p and, since xkFEO(X-2) for k=0, ... ,p-2, it follows, by 19.6 
and 19.8, that Dk<pECb for k=0, ... ,p-2. Hence rpECP-2 and rp(klEO(xn) 
for k=0, ... ,p-2. 

20.5. THEOREM. If rp is a cP function such that rp(PlEO(xn), with n,p~No, 
and if f='Jrp, then f is of the form f=(1+D)n+2F, where F is a continuous function 
such that FEO(X-P). 

Proof. Suppose that the hypothesis is satisfied and put <p = (1- i xrn- 2rp, 
F = 'J<P. Then f = (1+D)n+2F. On the other hand, rp(kl E O(xn+p - k) for k=O, ... ,p, 
and this implies <p(Pl EO(X-2). Hence XPFECb and so FEO(X-P). 
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20.6. DEFINITION. A tempered CCO function on R is a function cpECCO(R}, 
satisfying the following condition: for every p = 0,1, ... , there exists an integer n, 
such that cp(P)EO(Xn) (in the ordinary sense as x--+oo). 

We shall denote by CCO the set of all tempered CCO functions on R. 
It is easily seen that CCO is a vector subspaee of Coo n Cco

, but it must be 
observed that COO =I=- Coo n Coo. Now from 20.4 and 9.2.5 follows: 

20.7. COROLLARY. The Fourier transformation maps the con~olution alge­
bra Coo onto the multiplication algebra Coo. 

Proof. a) Suppose fE Cco ' This implies that, for every p = 0,1, ... , f can 

be represented in the form f= L~ DnkFk where FkEO(X-P- z) for k=1, ... ,m. 

Then, if cp ='Jf, it is easily seen, taking 20.4 into account, that CPECP and 
cp(P)EO(X!J.) where [L=max (n 1, ••• ,nk)' Hence cpECoo . 

b) Suppose cpECoo . Then, for every p=0,1, ... , there exists n such 
that cp(P)EO(Xn). Hence, if we put f='J-1cp, we conclude applying 20.5 (which 
extends obviously to 'J-1

) that f is of the form (1+D)n+zF, where F is a 
continuous function such that FEO(X-P). Hence fEC oo ' 

The remaining part the of corollary is an obvious consequence of 20.3. 

21. Fourier transformation on Rn 

The Fourier transformation on Rn may be defined by the formula 

where f is a distribution on Rn and xy = L~ xhYh' If this integral is convergent 
OIl Rn we write g='Jf. A distribution f on Rn is said to be tempered, iff there 
exist two systems r,sEN~ and a function FEC(Rn) such that f=Dr F and 
FEO(xfl ... x~n) in the ordinary sense; then we write fECoo(Rn) or simply fECoo ' 

All preceding properties of the Fourier transformation can be extended 
to the present case, with the obvious modifications concerning the existence 
of n derivation operators and n coordinate functions, Xl" "'Xw Thus 

'-' n for all fECoo(R) and k=1, ... ,n. Moreover, in the inversion formula, the 
coefficient 1j(27t) must be replaced by 1j(27t)n. 
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Observe that, if rE Coo(Rn), we can define by the formula 

gk(x) = f eiXYk Ykf(x) dXk 

R 

the Fourier transform of f with respect to xk (it is easily proved that this partial 
integral is then convergent on Rn). Then we shall write gk ='Jx/ or simply 

gk ='Jkf and it is easily seen that 

But for the existence of 'Jkf it is not necessary that fE Coo(Rn): it is suffi­
cient that there exists an integer p such that 

fEO(xf) on IT Rxo as Xk -+ OC; • 
j=j:.k J 

Finally, applying theorem 13.8, it easily proved that Fourier transformation 
on Coo(Rn) is inrariant under isometric linear transformation of the Rn-space 
with the usual norm. 
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RÉSUMÉ 

1. Les symboles 0 et 0 pour des distributions 

Pour fixer les idées, nous nous bornerons au cas où x -'?- + 00. Soit I un 
intervalle ouvert de R, non borné à droite, I = ] a, + 00 [; si f er q? sont deux 
fonctions sur I, on écrit 

fEO(q?) lorsque x -'?- + 00 

s'il existe un nombre réel Xo et une fonction fo bornée pour x> Xo tels que f = q?fo 
pour x> xo. D'autre part on écrit 

fEO(q?) lorsque x -'?- + 00 

s'il existe un nombre réel Xo et une fonction fo tendant vers 0 lorsque x -'?- + 00, 

tels que f = q?fo pour x > Xo . 
En particulier, on peut avoir q? = XIX où oc est un nombre réel, c'est-à-dire 

q?(x) = XIX. Dans ce cas nous écrirons XIX au lieu de XIX, pour alléger les 
notations. 

Soit maintenant c un point de 1 et posons 'Jf(x) = lXf(~)d~ pour toute 

{onction f localement sommable sur I. Cela étant: 

LEMMES 1 et 2. Si oc est nombre un réel> -1 et { une (onction localement 
sommable sur I telle que f E O(xlX

) [resp. f E o (XIX) ] lorsque x -'?- + 00, alors 

Ces deux lemmes justifient les définitions suivantes: 

DÉFINITIONS 1 et 2. Si oc est un nombre réel > -1 et {une distribution 
sur I, on écrit 
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s'il existe un entier n ~ 0 et une fonction F localement sommable sur l, tels que 
f=D n F et FE o (x lX+n) [resp. FE o (xlX+n)] lorsque x --+ + 00, au sens usuel. En 
particulier, si fE 0(1) lorsque x--+ + 00, on dit que f est bornée à droite, et si fE 0(1) 
lorsque x --+ + 00, on dit que f tend çers 0 lorsque x --+ + 00 ('). Cela étant, on peut 
encore élargir les notions de 0 et de 0 de la façon suivante: 

DÉFINITIONS l' et 2'. Si cp est une fonction indéfiniment différentiable 
sur 1 et f une distribution sur l, on écrit 

fEO(cp) [resp. fEO(cp)] lorsque x--+ + 00, 

s'il existe un réel Xo et une distribution fo bornée à droite [resp. tendant vers 
zéro lorsque x --+ + 00 J tels que f = cpfo pour x > Xo . 

Les lemmes 1 et 2 permettent de voir que les définitions l' et 2' sont 
équivalentes aux définitions 1 et 2 dans le cas où cp = xrt. avec IX> -1. D'autre 
part, il est aisé de généraliser au cas des distributions plusieurs propriétés élémen­
taires des symboles 0 et 0, parmi lesquelles la 

PROPRIÉTÉ DE LINÉARITÉ. Si fEO(cp) et gEO(cp) lorsque x--+ + 00, et s~ 

À , fL E C. alors 
"At + fLg E O( cp) lorsque x --+ + 00 

(Et de même pour le symbole 0) 

Mais on obtient une propriété nouvelle: 

Si IX est un nombre réel quelconque et f E o (XIX) lorsque x --+ + 00, alors 
DfEO(XIX

-
1) lorsque x--+ + 00; et de même pour le symbole 0 (cf. lemmes 1 et 2). 

2. Limites et intégrales de distributions 

Considérons encore, pour fixer les idées, le cas où x --+ + 00 et soit 
1 = Ja, +00[. 

DÉFINITION 3. Si f est une distribution sur 1 et À un nombre complexe, 
on écrit 

f(x) --+ À lorsque x --+ + 00 

(,) Cette définition de <distribution bornée» est plus générale que celle donnée par 
L. SCHWARTZ. 
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si f-ÀEo(1) lorsque x-'7-+oo; ou, ce qui revient au même, s'il existe un entier 
n~o et une fonction F continue sur l, tels que f=DnF et F(x)jxn -'7-Àjnllorsque 
x -'7- + 00 (au sens usuel) (1). 

On démontre aisément que, si f -'7- À lorsque x -'7- + 00 et f ->- [.L lorsque 
x -'7- + 00, alors À = [.L. Cela justifie que l'on écrit ce cas À = lim f ou À = f( + (0). 

X->-+oo 

D'autre part, on généralise plusieurs propriétés usuelles de la notion de limite. 
Observons encore que 

Si une distribution f tend rers un nombre À lorsque x -'7- + 00, alors f est 
bornée à droite. 

On définit d'une façon analogue les notions de limite d'une distribution 
lorsque x -'7- -00 ou lorsque x -'7- a+, x -'7- a- or x -'7- a, où a est un réel quelconque. 

De ces notions de limite découlent des notions correspondantes d'intégrale. 
Soit par exemple f une distribution sur R. On sait qu'il existe au moins une 
primitive F de f; alors, on dit que f est intégrable sur R si F est convergente 
lorsque x -'7- + 00 et lorsque x -'7- -00, et on écrit 

f
+oo 

f(x)dx = F( + (0) - F( - (0) . 

-00 

L'intégrale de f sur R peut être aussi notée IRf. 
On démontre aisément l'unicité de l'intégrale, ainsi que sa linéarité, etc. 

Considérons par exemple l'intégrale IReif,X dx, où ç est un paramètre réel. 

Pour ç =1= 0, une primitive de eiçx par rapport à x sera eif,x fiç. À son tour 

eif,x 
et lim -- =0 

X-+oo X 

Donc, d'après les définitions précédentes: 

lorsque x -'7- 00 , 

et, par conséquent Etf,x dx = 0, pour tout ç =1= O. 

Si ç = ° l'intégrale I;if,X dx est divergente, même au sens des distribu­

tions. Ces résultats sont d'accord avec la formule 

(1) f eif,x dx = 27ta(ç) 

R 

(1) Cette définition est plus générale que celle donnée par MIKUSINSKJ et SIKORSKI. 
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qui a été depuis longtemps introduite par les physiciens d'une façon heuristique. 
Mais cette formule ne pourra être justifiée complètement que par une générali­
sation convenable de la notion d'intégrale paramétrique, ce dont nous nous 
occupons plus loin. 

Il est à remarquer que, d'après les définitions de limite d'une distribution, 

proposées, à notre connaissance, par d'autres auteurs, l'intégrale f;iE:xdX n'est 

convergente pour aucune (Jale ur réelle de ç. 

3. Critères de convergence pour des intégrales 

Considérons, par exemple, le cas d'une intégrale sur R. On a d'abord le 
critère (condition nécessaire de convergence), qui n'est pas valable dans le 
domaine classique: 

THÉORÈME 1. Si f est une distribution intégrable sur R, on a fEO(X- 1
) 

lorsque x -+ 00 . 

D'autre part, on obtient la généralisation suivante d'un critère classique 
(condition suffisante de convergence): 

THÉORÈME 2. S'il existe un réel oc < -1 tel que f E O(XOC
) lorsque x --+ 00, 

alors f est intégrable sur R. 

On peut encore établir des critères semblables pour d'autres types d'inter­
valles. Par exemple, considérons J = ] a, + 00 [, avec a E R, et soit f une distri­
bution sur J; alors: 

THÉORÈME 1'. Si f est intégrable sur J, on a f E O(x-1
) lorsque x --+ + 00 

et fEO((x-a)-l) lorsque x--+a+. 

THÉORÈME 2'. S'il existe deux réels oc et ~ tels que oc<-1, ~>-1, fEO(Xoc
) 

lorsque x--++oo et fEO((x-a)~) lorsque x--+a+, alors f est intégrable sur J. 

4. Limites partielles et intégrales paramétriques 

Nous nous bornerons ici à un cas particulier qUI serVIra de paradigme: 

DÉFINITION 4. On dit qu'une distribution f(x,y) sur R2 tend (Jers une 
distribution g(x), lorsque y --+ + 00, s'il existe deux entiers m, n): 0 et deux 
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fonctions continues F(x,y) et G(x), respectivement ~ur R2 et sur R, tels que: 

1) f(x,y) = Dr: D; F(x,y); 2} .g(x) = Dr:G(x); 3) F(x~y) -+ G(~)_ lorsque y -+ + 00, 
y n. 

uniformément sur tout borné. 
On démontre d'abord l'unicité de la limite, ce qui permet d'écrire 

g(x) = lim f(x,y) ou g(x) = f(x, + (0) 
y ... ;+-HI:J 

Ensuite on établit des propriétés élémentaires telles que la linéarité, etc., et encore 
la propriété nourelle: 

Dx lim f(x,y) = lim Dxf(x,y) 

La définition 4 et la définition correspondante pour le cas où x-+-oo, permettent 
de définir l'intégrale paramétrique sur R. 

DÉFINITION 5. On dit que l'intégrale fRf(X,y)dY est convergente sur R 

(par rapport à x), si, étant donnée F(x,y) telle que DyF= f, les limites F(x, +(0) 

et F(x, -(0) existent. Alors on écrit fRf(X,y)dY = F(x, +(0) - F(x, -(0). 

Evidemment, on aura non seulement l'unicité et la linéarité de l'intégrale 
paramétrique, mais aussi la propriété nourelle: 

Dx f f(x,y)dy = f Dxf(x,y)dy 

R R 

En particulier, cela permet de démontrer la formule (1) par une méthode rigoureuse, 
dont la technique se rapprouche des méthodes heuristiques des physiciens. 

5. Limites et intégrales multiples 

Nous prendrons encore un cas particulier pour modèle: 

DÉFINITION 6. On dit qu'une distribution f(x,y) sur R2 tend vers un 
nombre À lorsque x -+ + 00 et y -+ + 00, s'il existe deux entiers m,n ~ 0 et une 

fonction F(x,y) continue sur R2 tels que: 1) f(x,y) = Dr: Dyn F(x,y); 2) F(x,y) 
xmyn 

À 
tend vers lorsque x-+ + 00 et y-+ + 00 (au sens usuel). 

mIn! 
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On peut écrire dans ce cas: 

À = lim f(x,y) = f( + 00, + (0) 
x--*+oo 
y--*+oo 

l'unicité de la limite étant assurée (ainsi que sa linéarité). 
On définit d'une façon analogue les limites f(-oo, -(0), f(-oo, +(0) 

et f( + 00, -(0). Ces définitions conduisent à la définition suivante d'intégrale 
double: 

DEFINITION 7. On dit que f est intégrable sur R2, s'il existe une distri­
bution F, telle que f = DxDyF, pour laquelle les limites F( +00, +00), 
F(-oo, +(0), F( +00, -(0), F(-oo, -(0) existent. On écrit alors: 

r f(x,y)dxdy = F( +00, +(0) - F(-oo, +(0) - F( +00, -(0) + F(-oo, -(0) 
., 
R2 

L'unicité et la linéarité de l'intégrale sont assurées. En outre: 

THÉORÈME 3. Si l'intégrale fl(X,Y)dY est conçcrgente par rapport à x 

sur R et si f est intégrable sur R2, alors 

f f(x,y)dxdy = f [f f(x,y)dY] dx 

R2 R R 

Toutefois l'intégrale double, telle que nous venons de la définir, n'est pas 
invariante pour les rotations. Mais cet inconvénient disparait dans les cas où 
s'applique le critère de convergence que nous indiquerons plus loin. 

Dans le cas général, où il s'agit d'une distribution sur Rn
1 on définit d'une 

façon semblable les limites multiples et l'intégrale sur Rn 

l f(x)dx = l f(x 1 ,··· ,xn)dx1•• .dxn 
Rn Rn 

Plus généralement encore, étant donné une distribution f(x,y) = f(x1,·· .,Xm'Yl'·· ',Yn) 
sur Rm+n on définit l'intégrale multiple-paramétrique 

l f(x,y)dy= l f(xl' ... ,xm 'Yll"·'Yn)dYl··· dYn' 
Rn Rn 

en généralisant de façon triviale les définitions précédentes d'intégrale multiple 
et d'intégrale paramétrique. 
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Enfin, pour généraliser les critères de convergence aux intégrales multiples, 
il faut d'abord prolonger le symbole 0 aux distributions de n variables. 

DÉFINITION 8. On dit qu'une distribution ( est bornée sur Rn, s'il existe 
un sistème r de n entiers rl' ... ,rn et une fonction F continue sur Rn tels que: 

1) (=Drp 
2) pour toute matrice A régulière d'ordre n la fonction x-;-r': .. x;;:rnP(Ax) 

est bornée sur Rn. 

DÉFINITION 9. Si cp est une fonction indéfiniment différentiable sur Rn, 
on écrit 

(EO(cp) sur Rn, 

s'il existe une distribution (0 bornée sur Rn et un nombre réel e: > 0, tels que 
(= cp(o pour ! x! > e: • 

Cela posé, on démontre le critère suivant: 

THÉORÈME 4. S'il existe un réel a<-n tel que (EO(!Xj'.(), où 

! x! = Vx~ + ... + x~, alors ( est intégrable sur Rn. 

6. Convolution et transformation de Fourier 
-------------------------------

Les notions et les résultats précédents permettent, en particulier, de cons­
truire une théorie directe de la convolution et des transformations de Fourier et 
de Laplace pour des distributions, qui se rapproche beaucoup des méthodes 
heuristiques des physiciens et qui offre des moyens d'obtenir des résultats 
essentiellement nouveaux. 

D'abord deux distributions ( et g sur Rn sont dites composables, si 
l'intégrale 

est convergente, par rapport à x, sur Rn; alors la distribution h(x) définie par 
cette intégrale est nommée la coneJolution de f et g, et on écrit h = f*g. La 
convolution est bilinéaire et commutative; en outre, on a les propriétés suivantes: 



388 J. SEBASTIÀO E SILVA 

(on sous-entend que l'existence de deux des convolutions x(f*g), (xf)*g et f*(xg) 
entraîne l'existence de la troisième). 

Toutes ces propriétés permettent d'étudier plusieurs cas intéressants de 
couples de distributions composables et d'établir des conditions suffisantes pour 
que l'associativité se vérifie (dans le cas général, la convolution n'est pas 
associative) . 

D'autre part, si f est une distribution sur Rn telle que l'intégrale para­
métrique 

est convergente sur Rn, on définit une distribution cp(x) sur Rn qui s'appelle 
la transformée de Fourier de f et on écrit cp = 'J.f. Cela étant, on établit aussitôt 
les propriétés élémentaires de la transformation de Fourier, 1, et on démontre 
aisément que 1 définit une application biunivoque de l'espace des distributions 
tempérées sur lui-même, etc., etc. 



NOTES AJOUTÉES PENDANT LA CORRECTION DES ÉPREUVES 

1. Sur la notion d'intégrale d'une distribution. Récemment nous avons pu vérifier 
que la notion d'intégrale d'une distribution f d'une variable, telle que nous l'avons définie, 
coincide, dans le cas où f est une fonction localement sommable, avec une notion d'intégrale 
généralisée, que Du Bois-Reymond a introduit en 188'7 (Journal de Crelle, vol. C, p. 356), en 
étendant aux intégrales les méthodes de sommation de Cesàro pour les séries. Voici l'idée de 
Du Bois-Reymond: 

Soit r un entier ~ 0 et a un nombre réel quelcomque. Si l'on pose 

Ix (x-w 
F(x) = f(t)dt, 

a r! 

on a F=J~+1f, donc Jaf= f:f=D
r 
F. Alors, si la fonction F(x)jx

r tend vers une limite finie 

lorsque x --+ + co, on dit que l'intégrale Ja+

oo 

f(t)dt est sommable (C, r) et on écrit: 

f+OO r! F(x) JX( t )r 
f(t)dt = lim r = lim 1- - f(t)dt 

a x_+oo x x_+oo a x 

Or, on voit aussitôt que, dans ce cas, la fonction f est intégrable au sens des distri­
butions sur [a, +co [ et que son intégrale sur cette intervalle a pour valeur la limite ci-dessus 
indiquée. 

Cette notion de sommabilité (C, r) peut évidemment s'étendre au cas où r est un nombre 
réel non-négatif quelconque. 

Pour les détails, voir E. W. HOBSON, «The theory of fonctions of a real rariablm>, Dover 
Publications, Inc., New York, pp. 384-388, '73'7-'741. 

2. Sur les critères d'existence de la convolution, faisant intervenir les ordres de 
croissance. Les critères que nous avons indiqués au n.O 1'7 (Convolution and orders of growth) 
font intervenir seulement les notions usuelles d'ordre de croissance pour les fonctions. On 
obtient des critères beaucoup plus fins, si l'on emploie les notions d'ordre de croissance d'une 
distribution (cf. définitions 10.8 et 10.9). Par exemple: 

Si f est g sont deux distributions sur R telles que f E On(xrl.) et g E on(x~), et si IX, ~ réri­
fient la condition ri. + ~ < -1, alors f*g existe au sens des distributions. 

On peut se demander quel est dans ce cas l'ordre de f*g. Il n'existe peut-être pas des 
critères généraux à cet effet. Mais on peut trouver des réponses intéressantes dans des cas 
particuliers. Posons, par exemple, 
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Alors, on a la proposition: 

Si f est une distribution telle que f E o (XIX) , où a < 1, la cOMolution hy*f existe pour tout 
y=/= 0 et on a encore hlJ*fEO(xIX). 

Observons que, si l'on pose dans ce cas 

1 
cp(x,y) = - hy(x) *f(x) , 

TI 
pour xER,y> 0, 

cp est la solution de l'équation de Laplace .:lu = 0 dans la demi-plan y> 0, telle que 

cp(x,O+) = f(x) , cp (x,y) EO(VX2+y2) 

Ces résultats, que nous n'avons d'ailleurs pas eu l'occasion de vérifier en détail, sont 
en rapport avec l'étude de la transformation de Stieltjes (voir notre article (<La théorie des 
ultradistributions et les séries de multipôles des physiciens}), à paraître dans «Mathematischen 
Annalem». 

Nous estimons que ce point de vue pourra conduire à des résultats nouveaux, intéressants 
pour les physiciens, dans le cas de distributions de plusieurs variables. 

Observons d'autre part que l'on obtient encore un critère probablement utile, en 
remplaçant dans la proposition 17.2 (corollaire de 17.1) la condition «IX < -2}) par la condition 
«IX entier ~ -ho 
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