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ALLOCUTION DU PROFESSEUR JOSE SARMENTO,
VICE-RECTEUR DE L’UNIVERSITE DE LISBONNE

Minhas senhoras e meus senhores:

Foi com o maior agrado e simpatia que a Universidade de Lisboa deu o
seu patrocinio a este curso de alto nivel cientifico que hoje se inicia. Cedeu estas
instalagbes, onde aqui nos encontramos, pois considera seu dever acarinhar e
fomentar todas as oportunidades que proporcionem o aperfeicoamento e expansao
de novos ramos do saber.

No caso presente a Teoria das Distribui¢des é um dos tais ramos que bem
merecem ser desenvolvidos, aperfeicoados e divulgados. Acresce ainda o particular
interesse da Universidade de Lisboa, por este curso internacional, o facto de
um dos seus mais notaveis cultores ser um Professor desta Universidade.

Os expositores que vio figurar neste curso sdo figuras mundialmente conhe-
cidas no campo da Matematica. Posso afirmar até que, praticamente, todos os
cientistas que criaram e desenvolveram a Teoria das Distribui¢fes se encontram
hoje aqui reunidos.

Aos Srs. Professores e ilustres Expositores deste curso, Laurent Schwartz
da Universidade de Paris, J. B. Diaz, da Universidade de Maryland, J. L. Lions
da Universidade de Paris, A. Martineau da Universidade de Montpellier,
E. T. Poulsen da Universidade de Aarhus, desejo apresentar as mais sentidas
homenagens da Universidade de Lisboa, desejando-lhes as maiores facilidades
no desempenho da missdo que aqui os trouxe. Tenho a certeza que deste curso
e dos contactos que ele porporcionara, resultard uma nova expansdo e aperfei-
coamento da Teoria das Distribuigdes.

Ao Sr. Professor Doutor Sebastido e Silva, director do curso e meu muito
ilustre colega na Faculdade de Ciéncias, desejo exprimir-lhe a satisfacdo da
Universidade de Lisboa pelos seus trabalhos sobre a Teoria das Distribuigdes
e pela posicdo de alto relevo internacional que ocupa neste dominio. Recordo que,
a pedido da Universidade de Maryland, o Sr. Professor Doutor Sebastido e Silva
efectuou nessa Universidade, durante o segundo semestre do corrente ano, um
curso sobre a sua tdo querida Teoria das Distribuigdes.

A Comissio Coordenadora da Investigagio para a OTAN, aqui represen-
tada pelo seu ilustre Presidente, Professor Doutor Herculano Amorim Ferreira,
a quem apresento as minhas saudacgdes, desejo exprimir o reconhecimento da
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Universidade de Lisboa pelas facilidades concedidas para a realiza¢do deste
14.0 Curso de Verdo.

A Fundagdo Calouste Gulbenkian, aqui representada por um dos seus mais
insignes membros o Sr. Embaixador Pedro Teotonio Pereira, a quem rendo as
minhas mais profundas homenagens, desejo patentear mais uma vez a gratiddo
desta Universidade pelos auxilios que tantas vezes nos tem dispensado, e muito
particularmente por hoje ter permitido que o Centro de Calculo Cientifico do
Instituto Gulbenkian de Ciéncia assegurasse e organizasse este Curso.

Finalmente as minhas tltimas palavras sdo para o Sr. Professor Doutor Carlos
Alves Martins na sua dupla qualidade de representante de Portugal no Comité
Cientifico da OTAN e de Director do Centro de Calculo Cientifico, do Instituto
Gulbenkian de Ciéncia. Apresentando-lhe as minhas saudac¢des deseja expri-
mir-lhe, em primeiro lugar, a satisfagido da Universidade de Lisboa por em méaos
tdo competentes se encontrar a representacdo de Portugal no Comité Cientifico
da OTAN, em segundo lugar o agrado por V. Ex.2 se encontrar a testa da orga-
nizacdo deste Curso de Verdo, o que de antemdo faz prever o seu pleno éxito.



ALLOCUTION DU PROFESSEUR AMORIM FERREIRA,
PRESIDENT DU COMITE NATIONAL PORTUGAIS DE LA
RECHERCHE SCIENTIFIQUE POUR L’OTAN

Monsieur le Président:

Au nom du Comité National Portugais de la Recherche Scientifique pour
I’OTAN, j’ai ’honneur de vous saluer, en vous remerciant d’avoir bien voulu
présider & cette séance d’ouverture du Cours d’été sur la Théorie des Distributions.
Je vous prie aussi de transmettre & Monsieur le Recteur de I’Université de Lisbonne
nos respectueuses salutations et nos vifs remerciements pour la cession de cette
magnifique salle et des locaux de la Cité Universitaire pour les travaux et les
services auxiliaires du cours.

Des remerciements également vifs sont dis a la Fondation Calouste
Gulbenkian pour le généreux appui financier qu’elle a donné au Comité Scienti-
fique de ’'OTAN pour la réalisation du cours d’été et pour I’assistance substantielle
qu’elle a donnée et qu’elle donne pour le fonctionnement du cours. Il est pour
moi un privilege — en adoptant la fagon anglaise de dire — de les adresser, au
nom du Comité National Portugais, au représentant de la Fondation ici présent,
I’Ambassadeur Teotonio Pereira. Je n’insisterai pas — il ne serait pas opportun
de le faire en cette occasion — sur I'ceuvre magnifique de la Fondation en ce
pays et dans le monde, en faveur de la culture dans tous les domaines.

Une salutation spéciale va au directeur du cours d’été, M. Sebastido e Silva,
membre de I’Académie des Sciences et professeur a la Faculté de Lisbonne, avec
les meilleurs veeux pour le bon succés des travaux du cours.

Mesdames, Messieurs:

Je pourrais — et peut-étre je devrais —- faire terminer ici mon allocution,
forcément courte pour ne pas vous fatiguer. Mais il y a des renseignements que
je considére approprié de donner en cette occasion, sur le Comité Scientifique
de ’OTAN, son but et ses programmes, spécialement en ce qui concerne ce pays
comme membre de la Communauté Atlantique.

Le Comité Scientifique a été créé en Décembre 1957 par le Conseil Minis-
tériel de ’OTAN. Chaque pays membre de 1’Organisation y est représenté par
un scientiste qualifié. Son but principal est de prendre et proposer les mesures
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necéssaires pour activer le développement scientifique et technologique des pays
membres, «base essentielle de la culture, de I’économie et de la force politique
et militaire de la Communauté Atlantique».

Pour atteindre ce but, le Comité Scientifique de I’OTAN maintient
actuellement un certain nombre de programmes dont j’indiquerai ici les plus
importants.

Le programme des bourses d’études scientifiques est destiné a la formation
et spécialisation de personnel scientifique. Deux millions et demi de dollars
ont été attribués en 1963 a ce programme, duquel ont bénéficié jusqu’a
présent 197 diplomés universitaires portugais.

Des projets internationaux de recherches sont subventionnés, totale ou
partiellement, par le programme de subventions pour la recherche scientifique.
Le montant actuel du budget de ce programme est 735 000 dollars par an. Les
chercheurs portugais ont regu jusqu’a présent des subventions dont le total
atteint 140000 dollars.

Le but du programme d’études supérieures avancées est de permettre
quun certain nombre de diplomés universitaires puissent acquérir des connais-
sances sur quelques disciplines scientifiques plus necéssaires pour la recherche,
ou encore peu connues parce que récentes. Le montant actuel du budget de ce
programme est 650 000 dollars.

Quelques secteurs spécialisés de la recherche scientifique, tels que océano-
graphie, recherche opérationnelle, radioastronomie, radiométéorologie, etc. sont
aussi subventionnés par le Comité Scientifique de I’OTAN.

Pour ce qu’il s’agit du programme des cours d’été, la commission consul-
tative du Comité Scientifique a choisi, sur un total de 70 demandes, 40 activités
qui feront I’objet de cours d’été en 1964. Celui qui va commencer & Lisbonne,
sur la théorie des distributions, est le 14éme de la liste et le troisiéme qui se réalise
au Portugal. Le premier a été sur l’utilisation des calculateurs électroniques
dans le domaine du génie civil. Le deuxiéme a bénéficié, comme le troisiéme,
non seulement d’une subvention de ’OTAN, mais de ’appui financier de la
Fondation Calouste Gulbenkian.

Le Comité National Portugais de la Recherche Scientifique pour ’OTAN
est d’avance stir du bon succés des travaux de ce cours d’été, dans lequel parti-
ciperont six professeurs distingués et quelques dizaines d’étudiants de plusieurs
nationalités.

En travaillant ensemble, les participants du cours d’été viendront & mieux
se connaitre les uns les autres. Par cette voie ils arriveront facilement a se
comprendre et & s’apprécier, condition éssentielle pour que les hommes puissent
vivre heureux sur la Terre, en paix.



ALLOCUTION DU PROFESSEUR J. SEBASTIAO E SILVA
DIRECTEUR DU COURS

Monsieur le Vice-Recteur de 1’Université de Lisbonne

Monsieur le Président de la Commission Portugaise de Coordinétion de la
Recherche Scientifique de 'OTAN

Monsieur le Représentant du Président de la Fondation Gulbenkian
Monsieur le Représentant du Portugal au Comité Scientifique de ’OTAN

Mesdames, Messieurs:

Il y a deux ans, un de mes amis m’a suggéré d’organiser au Portugal un
cours international sur la théorie des distributions. A ce moment-la, cette idée
m’a paru un réve. Aujourd’hui, je tiens a remercier vivement le Comité Scienti-
fique de 'OTAN et la Fondation Gulbenkian, d’avoir permis, avec leur géné-
reuse contribution, de transformer ce réve en réalité. J’adresse aussi mes vifs
remerciements au Rectorat de 1’Université de Lisbonne, pour avoir mis & notre
disposition ses excellentes installations, pour toutes les séances du Cours. Enfin,
je dois souligner la contribution essentielle du Professeur Alves Martins, dans
Porganisation de ce Cours. Dés le premier moment, depuis deux ans, il a soutenu
ce projet avec tout l’enthousiasme et tout le dynamisme qui le caractérisent,
et 11 a mis 4 notre disposition la magnifique machine administrative du Centre
de Calcul Scientifique. Au nom de nous tous, quil sommes venus ici pour mieux
connaitre les progrés et les nouveaux problémes de la théorie des distributions,
je lui adresse ’expression de toute notre reconnaissance.

Aux mathématiciens distingués de tant de pays qui sont accourus ici je
souhaite cordialement la bienvenue, et je remercie vivement les professeurs qui
ont bien voulu préter leur précieuse collaboration a ce cours. Les conférences
qui seront tenues ici seront publiées en un volume spécial par le Centre de Calcul
Scientifique. Elles donneront, je I’espére, une idée assez juste des progrés de la
théorie des distributions et de ses applications, accomplis pendant les trois dernieres
années, aprés le Cours International sur cette théorie, tenu en Italie au mois
de Septembre 1961.

Je n’ai nullement 'intention de faire ici ’histoire de la théorie des distri-
butions. Je veux en tout cas rappeler que cette théorie est née en 1945. Evidem-
ment, elle a eu des ancétres: les procédés heuristiques des electrotechniciens de
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I’école de Heaviside et des physiciens comme Dirac, par exemple. On peut dire
que les physiciens utilisaient les distributions, comme M. Jourdan faisait de la
prose. Mais on sait que ces méthodes manquaient complétement de fondements
rationnels. Quelques mathématiciens ont fait des tentatives pour construire une
théorie rendant compte de ces méthodes hétérodoxes. Je dois aussi rappeler que
Bochner, dans I’étude de la transformation de Fourier, et Sobolev, dans I’étude
des équations aux dérivées partielles, avaient introduit des concepts précurseurs
de la théorie des distributions. Mais cette théorie, qui est venue mettre définiti-
vement de l'ordre partout, est née en 1945, comme je 1’ai déja rappelé. Depuis
lors, elle s’est développée rapidement, par I’ceuvre de son fondateur et d’autres
chercheurs. Nombre de mathématiciens, dans plusieurs pays, se sont jetés
sur ce nouveau filon. Il est aujourd’hui difficile, dans plusieures questions concer-
nant les équations aux dérivées partielles ou la physique théorique, d’ignorer les
distributions, sans devenir obsoléte. C’est comme si I’on prétendait ignorer les
nombres complexes dans la théorie des équations algébriques & coefficients numé-
riques.

Moi-méme je me suis intéressé aux distributions depuis dix ans. Quel-
ques amis me disent que, depuis dix ans, Je ne fais que parler de distributions,
en suggérant qu’il s’agit 1a d’une sorte d’idée fixe. Alors je leur observe que, depuis
des siécles, les mathématiciens parlent de fonctions: voild aussi une idée fixe.
Et, désormais, les mathématiciens devront aussi parler de distributions, en
employant ce terme ou un autre équivalent.

Pour terminer, je dois parler de la belle surprise qui nous a été offerte
au commencement de ce Cours. Le Professeur Laurent Schwartz n’était pas str
de pouvoir venir: c¢’est pourquol sa conférence n’avait pas été annoncée. Mais,
en méme temps, il m’avait promis de faire I'impossible pour étre présent, fiit-ce
seulement a I’inauguration. Il y a exactement une semaine M. Schwartz m’a
communiqué par télégramme sa décision finale. Donc, I'impossible s’est réalisé:
le créateur de la théorie des distributions est parmi nous, il va nous parler. Et
je vais finir, parce que, commnie tous les autres auditeurs, je suis impatient de
I’écouter.
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MESURES DE RADON SUR DES ESPACES
NON LOCALEMENT COMPACTS

par
L. SCHWARTZ

§ 1. Introduction

Sur un espace localement compact X, une mesure de Radon est une forme
linéaire continue sur I'espace topologique C(X) des fonctions continues & support
compact. Par rapport & cette mesure, si elle est >0, on peut définir les mesures
des ensembles, les fonctions intégrables a valeurs dans des espaces de Banach
et les intégrales de ces fonctions, les applications mesurables, au sens de Lusin,
de X dans des espaces topologiques Y (1).

Il y a une autre théorie, tres différente, celle des mesures abstraites. Une
tribu de parties sur un ensemble X est un ensemble de parties, contenant J et X,
et stable par complémentation et par réunions et intersections dénombrables.
Une mesure abstraite >0, sur la tribu C, est une fonction m sur C, a valeurs >0
finies ou non, dénombrablement additive, ¢. a d. telle que, pour toute suite
(An)neIN d’ensembles disjoints de la tribu T, on ait m( UINAn') =Z|Nm(An).

ne ne

‘Par rapport a une mesure abstraite, on peut encore définir les ensembles
mesurables et leurs mesures, les fonctions intégrables a valeurs dans des espaces
de Banach et leurs intégrales; et les applications mesurables dans les espaces
topologiques Y (2).

Toute mesure de Radon>0 sur un espace localement compact X définit
une mesure abstraite sur la tribu borélienne C de X. Les ensembles mesurables
et leurs mesures, les fonctions intégrables a valeurs dans les Banach et leurs
intégrales, sont alors les mémes pour la mesure de Radon et la mesure abstraite
qu’elle définit; par contre les applications mesurables dans les espaces topolo-

(*) Ontrouveraun exposé dela théorie des mesures de Radon dans BourBaki[1],[2],[3].
(3 On trouvera un exposé de la théorie des mesures abstraites dans un grand nombre
d’ouvrages; voir par exemple HaLmos [1].
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giques Y, si elles sont les mémes pour les espaces métrisables séparables Y, mais
ne sont pas en général les mémes pour Y arbitraire. Redonnons donc les deux
définitions:

A) Soit X un espace localement compact, . une mesure de Radon>0 sur X.
Une application H de X dans Y est . — mesurable au sens de Lusin, si, quel que
soit le compact K de X et quel que soit 8>0, il existe un compact Kg< K, tel que
w(K—Kg) <3, et que la restriction de H a K soit continue.

B) Soient X un ensemble, C une tribu sur X, m une mesure>=0 abstraite
sur C. L’application H de X dans Y est m-mesurable, si, pour tout borélien B de Y,
H™' (B) est m-mesurable.

La mesurabilité-Lusin de H, pour une mesure de Radon p, entraine sa
mesurabilité pour la mesure abstraite définie par w; mais non l'inverse, comme
le montrent des contre-exemples connus.

Pourquoi beaucoup d’analystes se sont-ils entétés & considérer surtout
des mesures de Radon, ce qui exige I’hypothése de locale compacité de X ? Les
probabilistes ont cependant besoin, de toute évidence, de mettre des lois de proba-
bilité sur des espaces de Banach'de dimension infinie. D’ou un état de tension
et de guerre froide entre les divers partisans de diverses théories de la mesure.
Il y a & cela une raison assez impérieuse. Les mesures de Radon ont des propriétés
tres fortes, d'un usage constant en analyse, que n’ont pas les mesures abstraites:

1) En utilisant la partition de 1’unité, on montre que la mesure exté-
rieure d’une réunion filtrante (méme non dénombrable) d’ouverts est la borne
supérieure de leurs mesures extérieures. En particulier, toute mesure de Radon qui
induit 0 sur une famille (méme non dénombrable) d’ouverts induit O sur leur réunion.

Rien de tel ne subsiste pour.les mesures abstraites, qui ne permettent
jamais de sortir des réunions dénombrables. On étend d’ailleurs ce résultat aux
limites filtrantes croissantes de fonctions semi-continues inférieurement; et d’autre
part on démontre un théoreme de recollement des morceaux de mesures, qui
n’a pas d’équivalent en théorie des mesures abstraites. De méme la mesure d’une
intersection filtrante (méme non dénombrable) de fermés de mesures finies est
la borne inférieure de leurs mesures.

2) Soit m une mesure abstraite>0 sur une tribu C d’un ensemble X,
et soit H une application m-mesurable de X dans Y. On peut alors définir une
mesure image H(m) sur la tribu borélienne de Y; pour B borélien dans Y, on
pose (H(m))(B)=m(H'(B)). Si alors B est une partie quelconque H(m)-mesu-
rable de Y, on montre que H '(B) est m-mesurable, et que l’on a encore
m(H~Y(B))=(H(m))(B). Mais la réciproque est inexacte.

ExempLE (1.1) Soit Y lintervalle [0,1] de /R ; et soit X une partie de Y,
non mesurable pour la mesure de Lebesgue v=dz, de mesure extérieure 1. Tout
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borélien A de X est I'intersection de X avec un borélien A’ de Y; posons
m(A)=v(A’). La valeur trouvée est indépendante du choix de A’, car, si A”" est un
autre choix, la différence entre A" et A" (c. & d. I’ensemble des points qui appar-
tiennent & un seul des deux) est un borélien de Y— X, donc sa mesure pour v
est nulle puisque la v-mesure intérieure de Y —X est supposée nulle. Alors
A-—>m(A) est une mesure abstraite sur la tribu borélienne de X. La mesure image
de m par I'injection naturelle H de X dans Y est la mesure de Lebesgue v sur Y,
puisque, pour tout borélien B de Y, on a justement v(B)=m(H (B))=m(X n B).
Si alors on prend I’ensemble non borélien B=Y—X, son intersection avec X
est vide donc m-mesurable, et cependant lui-méme n’est pas v=H(m)-mesurable,
par hypothése; il donne le contre-exemple souhaité.

On peut naturellement retourner la situation de diverses maniéres, on
ne supprime pas cet inconvénient. Au contraire, si i est une mesure de Radon >0,
H une application p-mesurable-Lusin de X dans un espace topologique Y
(condition plus forte que la mesurabilité abstraite en général), et moyennant
certaines conditions supplémentaires (par exemple si p est bornée), on a une
mesure de Radon image H(p) sur Y; mais, cette fois, BcY est H(p)-mesurable,
st et seulement st H '(B) est p-mesurable, et les mesures sont égales ('). Le but de
cet article est de donner une théorie des mesures de Radon valable sur des espaces
non localement compacts, avec les mémes propriétés que les mesures de Radon
sur des espaces localement compacts; et de provoquer ainsi la fin de la guerre
froide et la réconciliation générale. Que les probabilistes aient ou non besoin
du caractére Radon de la mesure, les mesures qu’ils considérent sont en fait de Radon,
a cause de notre proposition (8.3.).

Bien que la théorie soit valable pour des mesures quelconques, nous ne la
donnerons, pour simplifier, que pour des mesures bornées >0, de masse totale 1,
c. a. d. pour des lois de probabilité; mesure voudra dire, partout, mesure >0 de
masse 1.

§ 2. Définition. Principales propriétés.. Prolongement de Lebesgue

Soit B(X) ’espace de Banach des fonctions continues bornées sur I’espace
topologique X, muni de la norme Hcp||:SuXp |o(2)].
re

DeriNiTION (2.1). On appelle mesure de Radon sur X une forme linéaire
continue p. sur B(X), vérifiant n(p) =0 pour ¢ =0, n(1) =1, et en outre la condition
que nous appellerons (g,K):

(e,K): Quel que soit €>0, il existe un compact K de X tel que ¢eB(X),

()} Boursaxki [2], § 6, n.c 2, corollaire de la prop. 3.
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| ¢ |<1,9=0sur K, entraine | x(¢) |<e('). Cette définition coincide bien avec la défi-
nition habituelle des mesures si X est compact (il suffit de prendre K=X); et on
démontre sans peine qu’elle redonne les mesures habituelles (=0 de masse 1) si X
est localement compact.

Dans la suite, nous supposerons toujours, méme st ce n’est pas explicitement
répété, que les espaces considérés sont complétement réguliers (c. & d. uniformisables
ou plongeables dans des compacts); c’est dans ce cas seulement que les mesures
auront de bonnes propriétés. Rappelons que tout espace vectoriel topologique
séparé est complétement régulier. Nous appellerons M(X) ’espace des mesures
de Radon sur X.

DEFINITION (2.2). Soit p. une mesure de Radon sur X. St f est une fonction
semi-continue inférieurement sur X,>=0, a valeurs finies ou non, on appelle intégrale

* *
supérieure de f par rapport d w, et on notef fz)du(z) ouffdp., la borne supérieure
X X
des (@) pour les ¢ de B(X) vérifiant 0 <o <f. St maintenant f est une fonction >0
quelconque sur X, a valeurs finies ou non, on appelle intégrale supérieure de f et on

%
note de la méme maniére, la borne inférieure des f gdw, pour les fonctions g semi-
X
-continues inférieurement, vérifiant f<g<-+oo.
En somme, les définitions sont exactement les mémes que pour X loca-
lement compact. En outre, on démontre que toutes les propriétés sont les mémes;
en particulier I’inégalité de convexité dénombrable:

f*<§fn>d("'< if*fnd“‘

X ‘=0 n=0y

pour des f,>=0 quelconques, et la formule

* *
sup [ fdu= [ (Sup 1; e
si les f; forment un ordonné filtrant croissant (non nécessairement a base dénom-
brable) de fonctions semi-continues inférieurement >0. La mesure extérieure

d’un ensemble étant l'intégrale supérieure de sa fonction caractéristique, la
mesure extérieure d’une réunion dénombrable de parties est majorée par la

() Cesontces mesures que LEcam a introduites dans[1] sousle nom de «tight measuress.
Cette définition est aussi équivalente & une autre donnée par CaoQuET dans [1]. Il y a d’ailleurs
eu tellement de travaux sur la théorie de la mesure qu’il est probable que ces définitions figu-
rent aussi chez d’autres auteurs. Il semble cependant que personne
la patience de vérifier que, parmi les diverses définitions possibles de classes particulieres de
mesures abstraites, celle-la et celle-1a seule possédait exactement toutes les propriétés désirées,
notamment celles qui sont données dans BourBak1 [2].



MESURES DE RADON 9

somme des mesures, et la mesure extérieure d’une réunion filtrante croissante
(non nécessairement dénombrable) d’ouverts est la borne supérieure des mesures
extérieures de ces ouverts.

Soit maintenant F un espace de Banach, et soit F(X,u;F) ’espace vecto-

riel des fonctions f sur X, a valeurs dans F, telles que N(f) =I* |f| dw. soit fini;
bq

munissons-le de la semi-norme V. C’est un espace vectoriel semi-normé non

séparé complet. La forme linéaire p:B(X)—C, se prolonge en une application

linéaire B(X)@F—F appelée intégrale, et notée f— [f(x)du(z) ou [fdu. Alors:
X X

DEFINITION (2.3). On appelle espace des fonctions p-intégrables sur X a
valeurs dans F, et on note C'(X,u;F), Uadhérence de B(X)®F dans F(X,u;F).
L’intégrale B(X)®@F—F se prolonge par continuité en une application linéaire
continue de norme <1 de C'(X,u;F) dans F, encore appelée intégrale et notée de la
méme maniére. On appelle mesure d’une partie A de X Uintégrale de sa fonction
caractéristique; elle se note ausst p(A).

Cette intégrale a toutes les propriétés habituelles, en particulier le théoréme
de convergence majorée de Lebesgue.

§ 3. Mesure image

DEriniTION (3.1) Sotent H: X—Y une application d’un espace compleé-
tement régulier X dans un espace topologique Y, n une mesure sur X. On dit que H
est p-mesurable si elle vérifie la propriété de Lusin:

Quel que soit 3>0, il existe un compact Kg de X tel que u(X— Kg)<3 et que
la_restriction de H a Kg soit continue.

Une partie A de X est dite w-mesurable si sa fonction caractéristique est
w-mesurable. Les parties mesurables sont exactement les parties intégrables. Les
parties boréliennes sont mesurables, et p définit donc une mesure abstraite sur la
tribu borélienne de X (Voir a ce sujet le §8).

ProposiTioN (3.1). Si X et Y sont complétement reguliers, si p. est une
mesure sur X, st H est une application p-mesurable de X dans Y, alors, pour toute
eeB(Y), U'image réciprogue o H est p-intégrable sur X. En posant (H(w))(¢)=
= [(po H)dw, on definit H(w) comme mesure de Radon sur Y. On Uappelle la mesure

X

image de w par H.
En outre, on conserve toutes les propriétés qui font les avantages des
mesures de Radon sur les mesures abstraites:

Prorosition (3.2) Une partie B de Y est H(w)-mesurable, si et seulement
st H'(B) est p-mesurable, et leurs mesures sont les mémes. Plus généralement,
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si F est un espace de Banach et f une application de Y dans F, f est H(u)-intégrable,
st et seulement si fo H est p-intégrable, et les intégrales sont les mémes; st Z est un
espace topologique, f une application de Y dans Z, f est H(u)-mesurable, si et seule-
ment si foH est p-mesurable, et alors (fo H)(n)=f(H(n)) (transitivité des mesures
images ).

St F est un Banach, f une fonction sur X a valeurs dans F, f est p-intégrable
si et seulement si [ est p-mesurable et ||f| d’intégrale supérieure finie (*).

ProrositioN (3.3). Soit H une application continue injective de X dans Y.
Alors p—H(p) est injective de M(X) dans M(Y). Pour qu’une mesure v sur Y soit
Uimage par H d’une mesure sur X, il faut et il suffit que v soit concentrée sur H(X),
et que Uapplication réciprogue H™': H(X)— X, définie v-presque partout sur Y, soit
v-mesurable; et alors 'unique mesure p. sur X telle que v=H () est H™'(v).

Il en résulte en particulier que, si T, et T, sont deux topologies complé-
tement réguliéres sur le méme ensemble X, T, plus fine que T,, toute mesure de
Radon p, sur (X,T,) définit une mesure de Radon p, sur (X,7,), et que ’appli-
cation ainsi définie p,—~p, est injective: on peut considérer U'ensemble M(X,T,)
des mesures de Radon sur (X,T,) comme un sous-ensemble de l’ensemble M(X,T,)
des mesures de Radon sur (X,T,).

DEriniTION (3.2). Sotent X et Y deux espaces topologiques, X comple-
tement régulier, et soit H une application de X dans Y. On dit que H est univer-
sellement mesurable, si elle est mesurable par rapport a toute mesure de Radon
sur X.

On dit que deux topologies complétement réguliéres T, et T, sur un ensemble X
sont Radon-équivalentes, si Uapplication identique de T, dans T, et Uapplication
identique de T, dans T, sont toutes deux untversellement mesurables. Alors il existe
une correspondance bijective entre les espaces M(X,T,) et M(X,T,) de mesures de
Radon sur (X,T,) et (X,T,).

En particulier, si T, est plus fine que T,, T, et T, sont Radon-équivalentes,
si et seulement si l’application identique de 7, dans T, est universellement
mesurable, ou encore si l'injection w,—>p, de M(X,T,) dans M(X,T,) définie
ci-dessus est une bijection. Alors:

ProposiTioN (3.4). St X est. un espace vectoriel topologique localement
convexe métrisable, toutes les topologies intermédiaires entre sa topologie initiale
et sa topologie affaiblie sont Radon-équivalentes, et elles ont les mémes mesures de
Radon (?).

() Voir Boursak1 [2], § 6.

(3) Ceci n’est que la traduction, dans le langage des mesures de Radon sur des espaces
topologiques non localement compacts, d’'un théoréme du essentiellement a PHiLipps. Voir
a ce sujet GROTHENDIECK [1], § 4, n.c 1, théoréme 4, page 104.
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ProposiTiON (3.5) Soit H: XY une application continue de X dans Y.
Soit v une mesure de Radon sur Y. Pour que v soit U'image par H d’une mesure
de Radon sur X, il faut et il suffit que, pour tout €0, il existe un compact K de X
tel que v(H(K))>1—c¢ .

Si H est un homéomorphisme de X dans Y, alors il faut et il suffit que v
soit concentrée sur H(X); Uapplication p.—H(p) est alors une bijection de I’ensemble
M(X) des mesures sur X, sur Uensemble My x,(Y) des mesures sur Y concentrées
sur H(X).

Prenons le cas particulier -ou X est simplement un sous-espace
topologique de Y, H étant linjection canonique. Alors on peut canoni-
quement idéntifier les mesures sur X, et les mesures sur Y qui sont concentrées
sur X.

Cect permet de donner une nouvelle définition des mesures de Radon sur un
espace topologique X complétement régulier. Soit en effect X son compactifié
universel de éech dire que X est complétement régulier revient a dire que X
peut étre identifié & un sous-espace topologique dense de X. On connait alors
les mesures de Radon sur X qui est compact. On pourra donc définir une mesure
de Radon sur X comme une mesure de Radon sur X, concentrée sur X. Cette
définition est necessalrement identique & la définition antérieure (en outre on
pourrait remplacer X par n’importe quel autre compact Y dont X soit un
sous-espace topologique).

On dispose donc en fait de deux méthodes complétement différentes pour
faire cette théorie des mesures de Radon sur des espaces non localement compacts.
Oubien on donne la définition du § 2; on regarde alors pas a pas tous les théorémes
démontrés dans les espaces localement compacts, en lisant Bourbaki page aprés
page, et on vérifie que ’on peut partout éliminer la locale compacité. Ou bien
au contraire, on adopte la définition donnee ici, utilisant la théorie des mesures
supposée déja faite sur le compact X. Par exemple, sil’on veut démontrer le théo-
réme de convergence majorée de Lebesgue, on considérera une suite de fonctions f,,
sur X & valeurs dans un Banach, convergeant p.-presque partout vers une limite f,
w-intégrables, et majorées en norme par une fonction g=0, p-intégrable. On peut
alors identifier u & une mesure p. sur X concentrée sur X. Les f,, f, g, sont alors
u-presque partout définies sur X. On peut leur apphquer le theoreme de Lebes-
gue, demontré pour les mesures sur le compact X. Donc f est y-intégrable, et

lim ffndp. :ffdp.; donc f est p-intégrable, et lim ffndp« =ffdp,, cgfd. De
¥ X

n—>w .y n—>oo

toute facon, bien entendu, on doit montrer que les deux définitions données
sont équivalentes, pour toutes les notions introduites.

Il est bien évident que la premere méthode est la seule qui soit justifiable,
au point de vue logique; car pourquoi introduire d’abord une théorie de la mesure
sur les espaces localement compacts pour démontrer ensuite que ’hypotheése de
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locale compacité ne servait a rien ? Néanmoins, tout en gardant pour le présent

exposé cette méthode pure, c’est la deuxiéme méthode, plus courte et plus
paresseuse, que j’ai, en fait, utilisée, pour toutes les démonstrations.

§4. Produit par une fonction. Mesure induite. Produit tensoriel de deux

mesures

ProposiTiON (4.1). Soit n une mesure de Radon sur X, et soit p une
fonction >0, up-intégrable, d’intégrale 1. Alors la forme linéaire sur B(X) définie
par ¢— [ pedp. est une mesure de Radon sur X; on Uappelle produit de w par p

X

et on lUécrit pp.
Si f est une fonction sur X a valeurs dans un Banach F, f est pp.-intégrable
st et seulement st pf est p-intégrable, et Uon a toujours [ fd(pp)= [ (pf)dw..
X X

Sotent p. et v deux mesures sur X. Pour que v soit de base yu, c. @ d. de la
forme pu,p w-intégrable, p=0, [ pdu=1, il faut et il suffit que toute partie p.-négli-
geable de X soit aussi v-négligeable (Lebesgue-Nikodym) (*).

ProposiTIiON (4.2). Soit w une mesure sur X, et soit Z une partie n-mesu-
rable de X. La forme linéaire sur B(Z) définie par ¢-> [ odu (on Uintégrale sur Z
z

d’une fonction est Uintégrale sur X de sa prolongée par 0 sur X—Z7 ) est une mesure
de Radon sur Z ; on Uappelle la mesure induite par p sur Z, et on la note u.,. L’image
de w, par Vinjection de Z dans X est le produit de w par la fonction caractéristique
X, de Z ; on peut donc aussi définir p., en utilisant la définition du § 3, en Uidentifiant
a la mesure Yz sur X concentrée sur Z. On a les propriétés habituelles, en parti-
culier la transitivité des mesures induites; et, st f est une fonction sur Z a valeurs
dans un Banach F, elle est p,-intégrable si et seulement su elle est w-intégrable sur Z,

et Uon a |fdp, = |fdyu (?).
/ z

ProposiTioN (4.3). Soient X et Y deux espaces complétement réguliers,
w et v des mesures sur X et Y respectivement. Il existe une mesure A\ et une seule
sur XxXY qui vérifie, pour 9eB(X) et $eB(Y), la formule Ne®@¢) = m(@)v(}).
Cette mesure s’ appelle produit tensoriel de p et v et se note u®@v. Elle vérifie les
propriétés habituelles, en particulier le théoréme de Fubint (3).

(") Voir BourBakl [2], §5.
(3 Voir BourBakr [2], §§1 et 7.
(®) Boursakr [1], chapitre III, §5, et BourBak1 [2], §8.



MESURES DE RADON 13

§ 5. Limites projectives de mesures

Les théorémes de la théorie de la mesure sur les espaces localement compucts
s’ étendent aux mesures sur des espaces complétement réguliers. Il r’y a que deux
exceptions: les théoremes relatifs aux limites projectives non dénombrables, et
les théorémes relatifs aux intégrales de mesures. Pour ceux-la, certaines hypo-
theses supplémentaires sont nécessaires. Nous regarderons dans ce paragraphe
le cas des limites projectives non dénombrables.

Soit I un ensemble ordonné filtrant d’indices. Pour tout i, soit X; un
espace topologique complétement régulier. On suppose en outre donné, pour
tout couple (i,7),:<j, une application continue =; ; de X; dans X;, de maniére
que, pour ij<k, on ait T jo wj k= 7k, et que w;; soit identité pour tout .
Il existe alors une limite projective du systéme considéré; elle est définie par
un certain espace topologique Z et des applications continues 7; de Z dans les X,
telles que, pour i<{j, on ait m;=m; ;o ;. Il peut arriver que Z soit vide; mais,
si les X; sont compacts, Z est non vide et compact.

Supposons données des mesures w; sur les X;, telles que, pour i<j, on ait
p="T; J(p.J) Existe-t-11 sur Z une mesure @ telle que, pour tout i, y;=m;(w)?
C’est vrai si les X; sont compacts ou si I est dénombrable (ou si X; est compact
sauf pour une 1nf1n1te dénombrable de valeurs de icI), mais ce n’est en général
pas vral si les X; sont seulement des espaces complétement réguliers (méme
localement compacts), et I non dénombrable.

Posons-nous un probléeme plus général. Soient un systéme projectif du type
précédent, et en outre un espace topologique complétement régulier X et des
applications continues /; de X dansles X;, telles que, pour 1<{j on ait H;=m; jo H;.
Cela revient exactement a se donner une application continue H de X dans la
limite projective Z, avec H;=m; o H. Les mesures u; sur les X étant données,
existe-t-11 une mesure p sur X telle que, pour tout i, u,=H;(1) ? Le systéme de X,
des X;, des i des H;, des u;, s’appellera un systéme projectif d’espaces topo-
loglques munis de mesures de Radon.

Proposition (5.1).  Sout X,(X;)ier, (%ij)iel, jeI, i <j,(Hyiel, ()iel, un
systéme projectif d’espaces topologiques munis de mesures de Radon. Pour qu’il
existe une mesure w sur X, telle que p,=H;() pour tout i, il faut et il suffit
que, pour tout € >0, il existe un compact K de X tel que, pour tout i,
wi(H;(K)) =1—e.

La démonstration se fait en utilisant la proposition (3.5) et le fait que,
puisqu’il s’agit de mesures de Radon, la mesure d’un ordonné filtrant décroissant
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(méme non dénombrable) de fermés est la borne inférieure des mesures.

Aucun théoréme aussi général ne peut donc exister en théorie des mesures
abstraites (').

§6. Mesures cylindriques sur un espace vectoriel localement convexe (2)

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé sur
le corps /R (pour simplifier). Soit I I’ensemble de sous-espaces vectoriels fermés
de codimension finie de E, ordonné en sens inverse de l’inclusion. Pour iel,
nous désignerons aussi par E; I’élément i de I. Appelons H; I’application cano-
nique de E sur son quotient de dimension finie E/E;; pour i<j, ¢. ad. E;> Ej,
appelons m;; application canonique de E[E; sur E/E;. Alors les espaces E[E;,
munis des 7;j, ont une limite projective Z, qui est, comme on le voit aisément,
le complété faible de E, ou dual algébrique E’* du dual topologique E’ avec la

topologie o(E"*,E’). Les H; déterminent une application linéaire continue H de
X=E dans Z, qui n’est autre que linjection canonique de E dans E'*.

DEFINITION (6.1). On appelle mesure cylindrigue p sur E un systéme
projectif de mesures au sens du § 5, relatif aux E|E;,w;j,H;; c. d d. la donnée,
pour chaque t, d’une mesure p.;, sur E[E; de maniére que, pour i<j, on ait
py = 70, j(145) -

Il en résulte qu'une mesure cylindrique n’est pas en général une mesure
(sauf évidemment si E est de dimension finie); pour qu’elle soit une mesure, il
faut et il suffit que, pour tout e > 0, il existe un compact K de E tel que, pour
tout i, w;(H;(K))=1—ce (proposition (5.1)).

On peut cependant faire avec les mesures cylindriques des opérations remar-
quables. Si p et v sont deux mesures cylindriques, on peut les convoler, et définir
une nouvelle mesure cylindrique p#v sur E. Si u est une application linéaire
continue de E dans un espace localement convexe séparé F, et si u est une mesure
cylindrique sur E, on peut définir une image u(w), mesure cylindrique sur F;
et u(wxv) =u(p)*u(v). Enfin on peut définir I'image de Fourier Fu=¢ de p;
c’est une fonction & valeurs complexes de type positif sur le dual E’, égale a 1

() 1l existe précisément un théoréme analogue démontré par ProkHoOROV, [1], mais ou
les X; sont supposés étre des espaces vectoriels de dimension finie, X un espace de Fréchet
séparable, les 7;;, et les H, linéaires continues. Il s’agit certes 14 d’ hypothéses excessives, mais
de toute fagon, en théorie des mesures abstraites, on ne peut jamais sortir des réunions et inter-
sections dénombrables, et des restrictions sévéres sont inévitables. En outre, la démonstration
est plus compliquée.

(3 Voir GELFAND-VILENKIN [1], chap. IV.
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a l'origine, dont la restriction & tout sous-espace vectoriel de dimension finie est
continue; et inversement, toute fonction ¢ sur E’ ayant ces propriétés est 'image
de Fourier d’une mesure cylindrique unique sur E. Si u est linéaire continue
de E dans F, si p. est une mesure cylindrique sur E, d’image de Fourier ¢ sur E’,
alors 'image de Fourier de u(u) est I'image réciproque ‘u*(¢)=¢ o tu, par ‘u, de o.

DEFINITION (6.2). On dit qu’une mesure de Radon p sur E est concentrée
a & prés sur une partie A de E, si p(4)=>1-—3.

On dit qu’une mesure cylindrique p. sur E est cylindriquement concentrée
a 8 prés sur une partie A de E, st, pour tout i, w;(H;(A))=1—38; on dit qu’elle est
scalairement concentrée a 8 prés sur A, si Uon a Uinégalité précédente toutes les fois
que E; est de codimension 1 dans E (cest donc une condition plus faible).

Soit © un ensemble de parties de E; on dira que p est S-concentrée ou
cylindriquement ou scalairement &-concentrée, si, pour tout 8 >0, il existe
Ae® telle que w soit concentrée ou cylindriquement ou scalairement concentrée
a 3 pres sur A. On peut alors dire que p est une mesure de Radon si et seulement
si elle est cylindriquement c-concentrée, ¢ étant ’ensemble des parties compactes
de E, et elle est alors ¢ concentrée.

ProposiTioN (6.1). Supposons lUensemble © filtrant et invariant par les
homothéties. Alors les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :

1) La mesure cylindrique p. est scalairement S-concentrée;

2) La fonction de type positif o=3Fu est continue sur E's (E’' muni de
la topologie de la &-convergence) ;

3) Lapplication £—E(u) est continue de E'g dans Uespace M(IR) des
mesures sur [R muni de la topologie vague ().

On peut aussi raisonner en termes de variables et fonctions aléatoires.
Si (Q,m) est I'espace des épreuves (nous supposerons € completement régulier
et m de Radon), une variable aléatoire a valeurs dans un espace topologique X
est une classe d’équivalence d’applications m-mesurables de Q dans X (deux
applications étant équivalentes si elles sont m-presque partout égales).

L’espace de ces variables aléatoires sera noté Mes(Q2,m;X). Si X est un
espace uniforme, Mes(2,m;X) peut étre muni de la structure uniforme de la
convergence en probabilité:

Si U est un entourage de la structure uniforme de X, et si €0, I’ensemble
des éléments (z,y) de Mes(Q,m;X) X Mes(Q,m;X) tels que Pr{(zy)¢U}l=

() Si £€E’% est une application linéaire continue de E dans IR, donc il existe une
image £(u) € M(IR) de la mesure cylindrique p. sur E.
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=m({weQ;(x(w), y(w))¢eU })<s est un entourage de cette structure; et on obtient
ainsi un systeme fondamental d’entourages.

La topologie correspondante est dite topologie de la convergence en
probabilité. On appelle maintenant fonction aléatoire f sur un ensemble T a
valeurs dans l’espace topologique X, une application de 7T dans Mes(Q,m;X);
pour tout teT,f(¢)e Mes(€2,m;X) est donc une variable aléatoire sur X. Deux varia-
bles aléatoires zeMes(Q,m; X),x’'e Mes(Q2',m’;X) (correspondant éventuellement
a des (Q,m) et (Q',m’) distincts, mais au méme X supposé complétement régulier),
sont dites tsonomes (ou de méme loi de probabilité), siles mesures images x(m),z’'(m),
sur X, coincident. Deux fonctions aléatoires f,f’, (correspondant a des (Q,m),
(Q’',m’) éventuellement distincts, mais aux mémes 7,X) sont dites isonomes, si,
pour tout systéme fini de valeurs ti,tz,...,tn, de T, les variables aléatoires
(F@).f(t2),--of20)) 5 (f()of'(82),-.-,f'(2,)), & valeurs dans X", sont isonomes. La
fonctlon aleat01re f sera dlte canonlque 8’1l existe une varlable aleat01ref a
valeurs dans le prodult XT (X compactlﬁe de Cech de X), telle que, pour tout ¢
de T, flt)=pr, of, ou encore (f&))(w prtf m-presque slrement; nous abré-
gerons par f= prof.

Les propriétés des limites projectives de mesures sur des espaces compacts,
montrent alors que toute fonction aléatoire est isonome & une fonction aléatoire
canonique (pour laquelle Q= XT,f =1identité). En outre, si deux fonctions alea—
toires canonlques f=pro f et f'=pro f( sont isonomes, les varlables aléatoires f,f ,
a valeurs dans X7, sont isonomes; si en outre f*= f, alors f f presque stre-
ment. Noter quen général, f est a valeurs dans X7 et non XT.

Si T est topologique et X muni d’une structure uniforme, la fonction aléatoire
fsur T & valeurs dans X est dite continue en probabilité, si elle est une applica-
tion continue de 7' dans l’espace topologique Mes(Q,m;X); c. & d. si, lorsque ¢
tend vers ¢, dans 7', la variable aléatoire f(t) sur X converge en probabilité vers
la variable aléatoire f(z,)

Pour T et X topologlques une fonction aléatoire canonique f=pro f est
dite presque sirement continue (sous-entendu a valeurs dans X lut-méme et non
seulement dans X ) si, pour m- presque tout w de Q, I’élément f ) de XT, qui est
donc une application de 7 dans X est une application contmue de T dans X.
Plus généralement, si 4 est un sous-ensemble de XT, on dira que f est presque
stirement dans A, si, pour m-presque tout W,)‘ ) appartient a 4.

PropositioN (6.2). Soit E un espace vectoriel topologique sur /R, locale-
lement convexe séparé. Il existe une correspondance bijective entre les mesures
cylindriques p sur E et les classes d’isonomie de fonctions aléatoires f réelles linéaires
sur E’. La mesure cylindrigue p est scalairement &-concentrée, si et seulement
st la fonction aléatoire f est continue en probabilité sur E'g . Si u est cylindrique-
ment ©-concentrée, et f canonique, alors f est presque stiremert continue sur E'g;
la réciproque est vraie si E est semi-réflexif et quasi complet et si & est l’ensemble
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de toutes les parties convexes équilibrées faiblement compactes. Enfin, si f est cano-
nique, . est une mesure de Radon sur E faible, st et seulement st f est presque siirement
a valeurs dans E, et une mesure de Radon sur E, si et seulement si f est presque
stirement d valeurs dans une réunion dénombrable de compacts de E.

En changeant les rdles de E et E’:

ProrosiTioN (6.3). Soit F un espace vectoriel topologique localement
convexe séparé. Ily a une correspondance bijective entre les mesures x-cylindriques
sur son dual F' muni de la topologie o(F',F) ('), et les classes d’isonomie de fonctions
aléatoires f linéaires sur F.

La mesure x-cylindrique p. sur F’' est x-scalairement e-concentrée (¢ désignant
Uensemble des parties convexes équilibrées équicontinues faiblement fermées), st et
seulement si [ est continue en probabilité sur F. Si f est canonique et st p. est
cylindriquement e-concentrée, alors f est presque stirement continue; la réciproque est
orate si F est tonnelé. Enfin, si  est canonique, . est une mesure de Radon
sur F' muni de la topologie o(F',F), st et seulement si f est presque siirement
continue.

§ 7. Les théorémes de Minlos

Cette théorie des mesures de Radon permet de généraliser les théorémes,
démontrés (et énoncés sous une autre forme) par Minlos dans le cas particulier
d’espaces de Fréchet séparables; la raison fondamentale est qu’on peut utiliser
la proposition (5.1), qui ne fait pas d’hypothéses de dénombrabilité.

DErFIniTION (7.1). Soient E et F deux espaces de Banach, u une application
linéaire continue de E dans F. On dit que u est radonifiante, si, pour toute mesure
cylindrigue p sur E, scalairement concentrée sur U'ensemble des boules, l'image
u(n) est une mesure de Radon sur F.

Prorosition (7.1). (MINLOS) Si E et F sont hilbertiens, u est radoni-
fiante si et seulement st elle est de Hilbert-Schmidt (?).

J’ignore si un opérateur nucléaire d’'un Banach E dans un autre F est
radonifiant.

(') Le symbole % exprime que F’ est considéré comme dual de F, muni de la topo-
logie 6(F’,F). Par exemple, «x-scalairement...» veut dire: «pour tout f€F,...», alors que: «calai-
rement...» voudrait dire ou pourrait vouloir dire: «pour tout f” du dual F” de F’ fort,...»

(3) Voir GELFAND-VILENKIN [1], chap. IV, et MinNvos, [1].
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DeriNiTION (7.2). Rappelons qu’un espace vectoriel topologique localement
convexe séparé E est dit nucléairve, si, pour tout voisinage convexe équilibré ouvert
U de O dans E, il en existe un autre V<U tel que Uapplication naturelle E—E
soit nucléaire. Si © est un ensemble de parties convexes équilibrées fermées com plé-
tantes (') de E, E est dit ©-conucléaire, si, pour toute A€ ®, il en existe une autre
Bo A, telle que Uinjection canonique E  — E g soit nucléaire.

Alors E est nucléaire si et seulement si E’ est s-conucléaire, ¢ étant la
famille des parties convexes équilibrées équicontinues faiblement fermées; si ¢
est 1’ensemble des parties convexes équilibrées compactes de E, E est nucléaire
si et seulement si E est c-conucléaire.

On a alors:

ProposiTioNn (7.2) (THEOREME DE MINLOS GENERALISE) (). Si E est
&-conucléaire, toute mesure cylindrique sur E, scalairement ©-concentrée, est une
mesure de Radon sur E, S-concentrée; toute fonction continue de type positif sur
E'c est U'image de Fourier d’une mesure de Radon sur E, ©-concentrée.

Si & a un systéme fondamental de parties A hilbertiennes (c. a d. telles que
E 4 soit hilbertien ), la réciproque est vraie: si toute mesure cylindrique sur E, scalai-
rement ©-concentrée, est une mesure de Radon &-concentrée, ou encore si toute
fonction continue de type positif sur E'g est 'image de Fourier d’une mesure de
Radon &-concentrée sur E, alors E est &-conucléaire.

Si E est quasi-complet et admet un systéme fondamental de parties convexes
équilibrées compactes hilbertiennes, alors E, est nucléaire ou E est c-conucléaire,
st et seulement si toute mesure cylindrique sur E, scalairement c-concentrée, est une
mesure de Radon, ou encore si et seulement si toute fonction continue de type positif
sur E, est U'itmage de Fourier d’'une mesure de Radon sur E.

COROLLAIRE. Soit E lun des espaces D,D’,E,E,S,5,04,0,, de la
théorie des distributions; toute mesure cylindrique sur E, scalairement concen-
trée sur la famille des parties bornées, est une mesure de Radon; toute fonction
continue de type positif sur E' est I'tmage de Fourier d’une mesure de Radon
sur E.

Le théoréme de Minlos ne donnait de résultat que pour E=$§',D’.

(') Une partie 4 de E, convexe équilibrée fermée, est dite complétante, si ’espace
normé E 4 est un Banach. Si 4 est compléte, donc si E est quasi-complet et A fermée, elle est
complétante. Voir Scuwartz [1], page 198.

() Ce méme théoréme, sans hypothése de dénombrabilité, a été trouvé indépen-
damment par d’autres auteurs. (Yasuo UmeEMURA, BADRIKIAN; a paraitre prochainement).



MESURES DE RADON 19

§ 8. Espaces radoniens, polonais, lusiniens, sousliniens

DErINITION (8.1). Une mesure abstraite m (comme toujours, =0 et de
masse m(X)=1) sur la tribu borélienne d’un espace topologique X est dite intérieu-
rement réguliére si, pour tout borélien B,m(B) est la borne supérieure des mesures
des compacts de X contenus dans B.

ProrosiTioN (8.1). Toute mesure de Radon . sur un espace com plétement
régulier X définit, par B—u(B), une mesure abstraite sur la tribu borélienne,
intérieurement réguliére. Inversement, toute mesure abstraite sur la tribu borélienne
de X, intérieurement réguliére, provient d’'une mesure de Radon unique.

En d’autres termes, on peut identifier 'ensemble M(X) des mesures de
Radon sur X, au sous-ensemble de l’ensemble des mesures abstraites sur la tribu
borélienne, formé des mesures abstraites intérieurement réguliéres.

On aurait pu prendre cela comme définition des mesures de Radon sur
X, a la place de celle du §2. Elle est, en tant que définition, plus simple que
celle du §2; mais certaines complications s’introduisent dans les démonstrations,
ce qui la rend sans doute équivalente en difficulté.

Reprenons I’exemple (1.1). La mesure m sur X est une mesure abstraite
sur la tribu borélienne de X, qui n’est pas intérieurement réguliére; en effet,
si elle 1’était, cela reviendrait a dire que X a la mesure intérieure 1 pour v, et
comme il a la mesure extérieure 1, il serait mesurable, contrairement a I’hypo-
théese. Comme d’ailleurs I'injection X—Y est continue, si m était une mesure
de Radon sur X, on n’aurait plus trouvé la le contre-exemple cherché au §1,
en vertu des propriétés des mesures de Radon images. Donc m n’est pas de
Radon, mais son image v est de Radon.

DErFINITION (8.2). Un espace topologique complétement régulier X est
dit radonien, st toute mesure abstraite sur la tribu borélienne de X est intérieurement
réguliére, en d’autres termes, est une mesure de Radon sur X.

ProposiTioN (8.2). Si X est radonien, il est universellement mesurable,
au sens sutvant: pour tout espace complétement régulier Y ayant X comme sous-
-espace topologique, et toute mesure de Radon p sur Y, X est p-mesurable. Soit X
un espace radonien, et soit Z un sous-espace de X; alors Z est radonien st et seulement
s’il est mesurable pour toute mesure de Radon sur X.

C’est la le secret de la construction du contre-exemple (1.1). On verra
que Y=[0,1] est radonien (proposition (8.3)); alors, X étant non-mesurable pour
la mesure de Lebesgue v sur 7Y, il n’est slirement pas radonien.
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DErinNITION (8.3). Un espace topologique X est polonais s’il peut éire
défini par une métrique pour laquelle il est complet, et s’il est séparable (c. a d.
admet une partie dénombrable dense).

Par exemple, un espace de Fréchet séparable est polonais.

Un espace topologique X est dit lusinien s’il est séparé et s’il existe une topo-
logie plus fine pour laquelle il est polonais (autrement dit s’il existe une bijection
continue d’un espace polonais sur X).

Un espace topologique X est dit souslinien s’il est séparé et s’il existe une
surjection continue d’un espace polonais sur X (1).

Un espace lusinien ou souslinien le reste si I’on affaiblit sa topologie,
pourvu qu’elle reste séparée. Un sous-espace lusinien d’un espace séparé est
borélien dans cet espace; un sous-espace d’un lusinien est lusinien si et seulement
s’il est borélien; tout borélien d’un souslinien est souslinien.

ProposiTiON (8.3). Un espace topologique complétement régulier souslinien
est radonien, et le reste pour toute topologie complétement réguliére plus faible. Sa

topologie est Radon-équivalente a toutes les topologies com plétement réguliéres plus
fawbles (2).

ProposiTioN (8.4). Soient E, F, deux espaces vectoriels topologiques,
limites inductives strictes d’espaces de Fréchet séparables. Alors C,(E;F) est lusi-
nien; en particulier F et E, sont lusiniens ().

COROLLAIRE. Les espaces D, D', E,E,S,S',0,,0,, de la théorie des
distributions, sont lusiniens; ils sont donc boréliens dans tout espace topologique
dont ils sont sous-espaces; ils sont radoniens et le restent pour toute topologie com plé-
tement réguliére plus faible; et leur topologie est Radon-équivalente a toute topologie
complétement réguliére plus faible.

Depuis la premiere impression de cet article, quelques perfectionnements ont
été apportés. André Meyer a donné une définition différente, rendant inutile ’hypo-

() On trouvera ces définitions dans BourBak1 [5], § 6. Cependant, dans cet ouvrage,
les espaces lusiniens ou sousliniens sont, avec beaucoup de précaution, supposés métrisables.
Le lecteur se convaincra que c’est complétement inutile, et que cela a pour unique résultat d’intro-
duire des complications, car on est alors obligé de montrer ou de supposer qu'un espace est
métrisable, pour démontrer qu’il est lusinien ou souslinien!

C’est & cause de cette hypothése de métrisabilité que P. CArTIER avait introduit dans [1]
les espaces standards; il a remarqué ultérieurement que I’hypothése de métrisabilité de Bourbaki
était superflue, de sorte que désormais les lusiniens ne sont plus nécessairement métrisables,
et la notion d’espace standard disparait.

(?) Conséquence facile du théoreme de Choquet; voir BourBaxr [4], théoreme 5 du
§6, n.o 9.

(®) Le résultat relatif a E;. et F est dii & P. CARTIER, Vvoir [1].
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these de complete régularité des espaces topologiques. D’autre part, j’ai donné
en Aolit-Septembre 1965 des conférences au Tata Institute of Fundamental
Research de Bombay, ou les mesures de Radon sont introduites, comme il est
dit a la proposition 8.1, sans aucune théorie supposée connue antérieurement
pour les espaces localement compacts, et sans hypothése de complete régularité;
les mesures ne sont pas nécessairement finies ni>0. Ces conférences, ainsi que
d’autres que j’ai données a Paris, paraitront ultérieurement, avec toutes les

démonstrations.
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RESUME

Les mesures de Radon sont habituellement définies seulement sur des
espaces topologiques localement compacts; elles sont un cas particulier des mesures
abstraites, qui peuvent se définir sur des ensembles arbitraires. Mais les mesures
abstraites n’ont pas toutes les propriétés des mesures de Radon.

Le présent article définit des mesures de Radon sur des espaces topologiques
séparés arbitraires. Elles ont toutes les propriétés des mesures de Radon classi-
ques sur les espaces localement compacts. Pour qu'une mesure abstraite = 0 finie,
définie sur la tribu borélienne d’un espace topologique, soit une mesure de Radon,
il faut et il suffit qu’elle soit «ntérieurement réguliére».

Sur certains espaces, dits radoniens, toutes les mesures abstraites sur la
tribu borélienne sont des mesures de Radon. Les bons espaces topologiques de
I’analyse sont des espaces radoniens.

Sur les espaces vectoriels localement convexes, on peut introduire la
notion de mesure cylindrique, plus générale que celle de mesure de Radon.

Le théoreme de Minlos permet de reconnaitre, sur les espaces nucléaires,
a quelles conditions une mesure cylindrique est une mesure de Radon. Le
théoréeme de Minlos nécessitait des conditions assez particulieres de dénombra-
bilité. Le présent article étend les résultats aux cas plus généraux, et des appli-
cations aux fonctions aléatoires sont esquissées.
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Introduction

1. Soit Q un ouvert d’un espace euclidien /R"* et P un opérateur différentiel
donné dans Q; soit P* 1’adjoint formel de P.

On suppose qu’on a pu attacher & P* un probléme aux limites bien posé
dans Q; plus précisément, on suppose connus deux espaces E(Q) et F(Q) de
fonctions (de distributions, {M;} — distributions ...... ) sur Q tels que P* soit
un isomorphisme de E(Q) sur F(Q).

Evidemment, de trés nombreuses situations de ce genre sont connues;
en outre, lorsque l'on est dans une situation ou l’on connait un couple
{EQ),F (Q)} tel que P* soit un isomorphisme de E(Q) sur F(Q), alors, en général,
on connait une infinité de couples {E’(Q) , F(Q)} donnant lieu & la méme propriété.
Par transposition, (et X’ désignant l’anti-dual de I’espace X), on en déduit que
P est un isomorphisme de F'(Q) sur E'(Q).

L’interprétation de cet isomorphisme conduit a la théorie des problémes
aux limites non homogenes, selon E. Magenes et I’A.

2. Le chapitre 1 développe l'idée précédente, dans le cas le plus simple
ou P est I'opérateur Laplacien, le probléeme aux limites étant celui de Dirichlet.
C’est un cas ou le choix du couple {E(Q), F(Q)} est particulitrement large.
Nous prenons ici un cas (développé dans un article de E. Magenes et I’A.
Annali di Mat., 1963) conduisant naturellement & 1’utilisation de fonctionnelles
analytiques.

Les démonstrations, dans ce Chapitre, ne sont pas en général détaillées,
puisque déja (dans un cas plus général) dans le travail cité de Magenes
et ’A.

2*
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3. Comme on pourra s’en rendre compte, la difficulté principale dans
le Chapitre 1 est dans le théoréme de traces du n.° 6; par ex. le n.° 6 contient,
comme cas particulier, le résultat suivant (d4 & Cimmino): si u est une fonction
(indéfiniment différentiable) harmonique dans un ouvert Q de /R", a frontiére I'
analytique réelle, on peut définir, dans un sens raisonnable, la trace de u sur I
soit ¥/p et “[p est fonctionnelle analytique sur T

Il est alors naturel de voir dans quelle mesure on peut étendre ce genre
de résultat au cas général du 1.

C’est ce que nous avons fait, toujours en collaboration avec E. Magenes,
pour les opérateurs paraboliqgues (voir bibliographie placée dans-les Commen-
taires aux Chapitres 2, 3).

Mais il est alors indiqué de se placer dans un cadre «abstrait» plus général.
C’est ’objet des Chapitres 2 et 3.

4. . Le Chapitre 2 étudie les équations d’évolution (ou différentielles opéra-
tionnelles) abstraites dans les espaces hilbertiens, de la forme

(1) Au+ L=t

On y étudie les propriétés de régularité de la solution du probléme (1);
par transposition, selon le programme de 1, on en déduit I'existence de solutions
distributions de (1).

A partir de 14, repassant au cas concret des opérateurs paraboliques, on
peut étudier la situation selon 1; c’est ’objet d’un travail de E. Magenes et I’A.,
Annali Scuola Norm. Sup. Pisa, 1964 — travail qui n’est pas analysé ici.

Les résultats du Chap. 2 sont, pour ’essentiel, contenus dans notre livre,
Springer, Collection Jaune, t. IIT (1961). La méthode du n.° 3 (régularisation
elliptique) a été donnée dans notre cours au C. I. M. E., Varenna, Mai 1963;
nous reproduisons cela, avec quelques compléments.

5. On étudie ensuite (Chap. 3) le probléeme de lultra-régularité de la
solution de (1); moyennant des hypotheéses supplémentaires sur f et sur A(Z)
—par ex.

| ARG <c LMy vk,

(dans une norme convenable) —on en déduit (sous certaines hypothéses sur la
suite {My}) des propriétés analogues pour u.

Par transposition, on en déduit lexistence de solutions { M} — distri-
butions.

On peut ensuite retourner au cas concret des opérateurs paraboliques;
cela est fait dans un travail & paraitre de E. Magenes et I'A.
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6. D’autres cas (opérateurs de Schroedinger, opérateurs «bien posés» au
sens de Petrousley, opérateurs hypo-elliptiques) sont ou seront étudiés dans des
articles ultérieurs de E. Magenes et 'A. ('); des probléemes de méme type sont
étudiés dans des travaux de Baiocchi, Geymonat, Pulvirenti.

Nous espérons possible d’arriver a une classification des opérateurs diffé-
rentiels P selon les propriétés des traces des distributions u — ou { My} — distri-
butions — solutions de Pu=0.

7. Chaque chapitre est suivi de commentaires, contenant, en particulier,
I’essentiel de la bibliographie.

8. Plan

Chapitre 1. Fonctionnelles analytiques et problemes aux limites elliptiques.

Le probleme de Dirichlet pour — A
Transposition

Espace = (€.

Fonctionnelles analytiques sur I'.
Choix de la forme L.

Théoréme de traces.

Interprétation de résultats.

NSO~

Chapitre 2. Régularisation elliptique et équations d’évolution.

Equations d’évolution du ler ordre.
Démonstration de 'unicité dans le théoréme 1.2.
Le probleme «régularisé elliptiques.

Un résultat de régularité.

Résultats docauxy.

Transposition.

AN A e

Chapitre 3. Ultra-régularisation et solutions { M} — distributions d’équa-
tions d’évolution.

Espaces &€,(X), D, uy(X), -
Espace D, (X)) -
Résultat d’ultra-régularité pour les équations d’évolution du ler ordre.

Solutions { M} }—distributions des équations d’évolution.
Exemples.

A

() Cf. aussi Lions, J. L.; Magenes, E., Ann. Mat. Pura et Appl., 68 341-418, 1965;
69, 1966; et Livre a paraitre. t. 1, 1967; t. 2, 1968.



CuariTRE 1 — FONCTIONNELLES ANALYTIQUES ET PROBLEMES
AUX LIMITES ELLIPTIQUES

1. Le probléme de Dirichlet pour A

1.1 Soit Q un ouvert borné de /R", de frontiére I' que I’on suppose variété
indéfiniment différentiable, Q étant d’un seul coté de I
Considérons le probléeme de Dirichlet:

(11) —Au=f, A=82/ax12‘|‘ """ +62/a
(1.2) ulp=0,

ou f est donnée dans Q.

Sous diverses hypothéses sur f, le probléme (1.1), (1.2) admet une solu-
tion unique.

Si f parcourt un espace F(£2) de fonctions ou de distributions sur €, alors
u parcourt un espace E(Q) de fonctions ou distributions sur Q ('). Il est clair
— et, en outre, démontré — que ’on peut choisir F(Q) d’une infinité de fagons
différentes.

Nous allons prendre ici:

(1.3) F(Q)=D(Q) =espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Q a
support compact dans Q (muni de la topologie de L. Schwartz).

1.2 On sait (c’est la régularité au bord du probleme de Dirichlet) que
lorsque fe D(Q), la fonction u est indéfiniment différentiable dans Q (en abrégé:

ue D(Q)).

Supposons en outre que

(1.4) la frontiere I' de Q est analytique réelle. B
Alors, il est connu que u est analytique dans Q en dehors du support de f.

() Naturellement, on précisera ces espaces dans la suitel!
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Résumons:
(1.5) Si F(Q)="D(Q) alors toute fonction u de E(Q) a les propriétés suivantes:
() ueDQ);
(1) u est analytique réelle dans un voisinage (variable) de T'.

(i) uw|p=0.

Munissant E(Q) de la topologie image réciproque de celle de D(Q) par
(—A™), on a évidemment:

(1.6) —A est un isomorphisme de E(Q) sur D(Q).

2. Transposition

2.1 Transposons (1.6).

Désignons par D'(Q) le dual de D(Q), espace des distributions sur Q — et
par E’(Q) le dual de E(Q).

Alors (*m désignant le transposé de 'application =):

{(—A) est un isomorphisme de D’(Q) sur E’(Q) .

Autrement dit:

91 si Le E'(Q) , il existe ueD’(Q) unique, telle que
@D Y cu—Ae>—L()  weeEWQ).

2.2 Raisonnons maintenant formellement, le reste du chapitre consistant
précisément a justifier ce qui suit.
Prenons

Vad a‘)
(2.2) Livy= | fodz— | g doe , veEQ),

f,g donnés dans des espaces convenables pour que les intégrales (généralisées)
écrites atent un sens, et do désignant 1’élément d’aire de I'. Mais (toujours
formellement!):

<, —Ar> — J W —Ao)dz = — f 0 do 4 J OB e J (Aujedz
on on
Q r r Q
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et comme |['=0 si veE(Q), on a:

<u,—Ay> = J (—Au)vdx—j u aa_u do
Q I "

t (2.1) et (2.2) donnent alors:
(2.3) —Au=f,
(2.4) ”‘I‘ =g.

Ceci est le probléeme de Dirichlet rorn homogéne (g+£0) avec les caracté-
ristiques sulvantes:

(1) la solution est une distribution dans Q, telle que —Au=f;
(i1) les deuxiémes membres f,g doivent étre pris tels que (2.2) définisse
une forme linéaire continue sur E(Q).

Les problémes a résoudre sont alors les suivants:

(j) trouver les f «les plus générales» (2) telles que

0 —>Jfodx

définisse une forme linéaire continue sur E(Q) ;

() trouver les g les plus générales telles que

o—>+fg gz do
T

définisse une forme linéaire continue sur E(Q) ;

(jJ) st u est une distribution sur Q telle que —Au=f, définir sa trace
sur I, u/p .

Nous allons résoudre successivement ces problémes, puis interpréter les
résultats.

(» 11 n’y a probablement pas de solution optimale & ce probléme.
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3. Espace=(Q)

3.1 Soit =(2) un espace de fonctions sur Q tel que
(3.1) D(Q) est dense dans=(Q) ;
(3.2) EQ)c=(Q).

Alors, d’apres (3.1), le dual ='(Q) de =(Q) est un sous-espace de D'(Q),
donc un espace de distributions sur Q, et, d’apreés (3.2), si fe='(Q), la forme

0= <f,0>

(le crochet désignant la dualité entre ='(QQ) et =(Q)) est continue sur E(Q).

Donc:
(3.3) on peut prendre fe='(Q) pour satisfaire (j), point 2.2.

3.2 Reste maintenant a choisir =() «e plus petit possible».

C’est ici qu’il n’existe probablement pas de solution optimale. Voici
I’espace que nous choisirons.

Soit ¢ une fonction continue dans Q, telle que

o(X) = (distance de X a I') =d(«,I") si XeQ et d(X,I")<p,.

p(X) =po 81 d(X,I')=>0p, .

On pose alors:

(3.4) =(Q) :{u| "MD" ue Ly(Q) V0t={oc1,...,ocn}}
<|°°V=a.+...+an , D*=D ... D' | Di:a/ >
or;

L’espace =(Q) est un espace de Fréchet pour la famille de normes:

| o™ D% L,(Q)

Il est clair que (3.2) a lieu; la vérification de (3.1) est laissée en exercice
— (cf. [1], Lemme 5.1, dans la bibliographie placée dans les commentaires).
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3.3  Structure du dual

ProrosiTioNn 3.1. L’espace ='(Q) est formé des distributions f pouvant
se représenter (de fagon non unique) sous la forme

(3.5) f=ZD°‘(p!°"fu) . fheLy@).
finie

Cela résulte du Théoréme de Hahn-Banach.

4. Fonctionnelles analytiques sur T

41 On désigne par H(I') Uespace des fonctions analytiques réelles sur T'.

Voici une définition, commode pour notre objet, de H(I').

Soit Ar lopérateur de Laplace-Beltrani sur I

On montre (en utilisant un théoréme de Kotake-Narsimhann, Fractionnal
powers of a linear elliptic operator, Bull. Soc. Math. France, t. 90 (1962),
pp- 449-471) que H(I') coincide avec 1’espace des fonctions f indéfiniment déri-
vables sur I' telles que l’on puisse trouver des constantes ¢ et L telles que

(4.1) Ak <cL*2k)! , k>0, k& entier; )
INETANeD

et ceci avec p fixé quelconque, 1< p<<(Ly(I') est I'espace de (classes de)
fonctions L, sur I' pour la mesure de surface do).

Désignons par HL(T') 'espace des f telles que (4.1) ait lieu avec L donné;
c’est un espace de Banach pour la norme

1 k
(4.2) sup. — -+ A" ¢fllz,
P TRER)! A" Fil L
(on prend p=2 dans (4.1), pour fixer les idées).
Alors
(4.3) HT) = U HLr(T)

Ln
L, suite tendant vers + oo, et on munit #(I') de la topologie (CF) (limite
inductive de Fréchet —et méme de Banach) correspondante.

42 On peut alors définir H'(I'), dual de H('); c’est l'espace des
fonctionnelles analytiques sur T.

(®) Une démonstration immédiate de ce résultat se fait en «ajoutant une variablen;
cf. Lions; Magenes, Annali di Mat. Pura ed Appl. 1965.
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On montre [1] la

Proposition 4.1. Soit geW'(I'); il existe alors des fonctions gje L,(T),
périfiant

(4.4) > Lem! lalgm <@ L,
h=0
telles que
“-;\
(4.5) g= > Mg
k=0

5. Choix de la forme L

Si ve E(Q), on sait ((1.5), (i1)) que ¢ est analytique réelle au voisinage
de I', donc

oy |
(5.1) -

r e ()

. oo | . : :
et 'application v—>a—0 r est linéaire continue de E(Q)— H(I).
n

Par conséquent
si ge W (I'), la forme

(5.2) 0—><g, 2—"; F> (dualité entre H'(T) et H(T))

est linéaire et continue sur E((2)

Noter que, utilisant (4.5), on peut écrire

On peut donc énoncer:
Prorosition 5.1 St fe='(Q) et geW (), la forme
oy
5.3 ) > _< ,— > — I
53) o (fr0) = (8o | ) =L0)

est continue sur E(Q).
3
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6. Théoréme de traces

6.1 Revenons mantenant & (2.1), L étant choisie par (5.3):
Il existe ueD'(Q) unique telle que

(6.1) <u,——Av>=<f,a>—<g,2—;

Prenant en particulier veD(Q), on déduit de (6.1) que

I‘> , MveE(Q)

(6.2) —Au=f
Définissons alors
(6.3) Dp= {u | ueD'(Q) , Aue z’(Q)} ,

espace muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continuees
les applications u—u et u—Au de D dans D'(Q) et ='(Q) respectivement.

Alors (on a fait ce qu’il fallait pour ¢a!) la solution u de (6.1) appartient
a Dp — et, conformément & ce qu'on a vu en 2.2, le probléme est maintenant
d’essayer de définir la trace 4 de ueDp.

6.2 On montre d’abord [1]:

LemME 6.1. L’espace D(Q) est dense dans Dy .
Le résultat de traces est alors [1]:
THEOREME 6.1 L’application

u—u
r

de D(Q) dans D(I") (fonctions indéfiniment différentiables sur I') se prolonge par
continuité, en une application linéaire continue, encore notée u—>u r de Do —H'(T).

La fonctionnelle analytique u,r serd encore appelée trace de u.

Cette fonctionnelle donne lieu a la formule de Green:

(6.4) <Au,v>—<u,Av> =—<utr, —§’%>, ucDp , veEEQ) ;

dans (6.4) le premier crochet désigne la dualité entre ='(Q) et = (Q2), le deuxiéme
entre D'(Q) et D(Q), le troisitme entre H'(I') et H(I'). La démonstration du
théoréme 6.1 utilise, entre autres, le théoréeme de Cauchy — Kovalewska — Cf. [1].
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7. Interprétation des résultats

Il est maintenant immédiat d’interpréter (6.1). On obtient:

TutoriME 7.1 On suppose que Q est un ouvert borné de frontiére I' analy-
tique réelle. Pour f donné dans ='(Q) et g donné dans H'(T'), il existe ueD'(Q)
unique, vérifiant

(7.1) —Au=f,
7.2 =g,
(7.2) u‘r g
En outre Uapplication {f,g}—u est continue de ='(Q) X ¥ (I') = D'(Q).



COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE 1

Tous les résultats de ce chapitre sont (strictement) contenus dans

[1] Lions, J. L.; MaceENEs, E.— Problémes aux limites non homogénes — (VII). Annali di
Matematica, Vol. LXIII: 201-224. 1963.

Nous avons pris ici F(Q)=D(Q), et considéré uniquement ’opérateur A et le probléme
de Dirichlet. On peut prendre pour F(S)) des espaces de Sobolev et prendre des opérateurs
elliptiques d’ordre quelconque, avec des conditions aux limites «générales»; pour cela, nous
renvoyons a

[2] Lions, J. L.; MacenEs, E. — Problémes aux limites non homogénes— (I) ... (VI). Annali
Scuola Norm. Pisa, 61, 62, 1960; Annales Institut Fourier, 1961; Journal d’Analyse
Israel, 1963.

Il y a d’autres possibilités ,qui n’ont pas encore été étudiées systématiquement, en
prenant pour F(Q) des espaces plus petits que D(Q), de fonctions ¢ € D(Q) pour lesquelles
existent des constantes ¢ et L telles que

(1) |DPoa)| < e LP'My ~p={p,,...0n},
la suite MP étant une suite non quasi-analytique donnée. De tels espaces sont étudiés dans

[3] Roumieu. C.— Sur quelques extensions de la notion de distribution. Annales E. N. S.,
t. 77: 47-121. 1960.

[4] Roumieu, G.— Ultra-distributions.... Journal Ad’Analyse Israel. Vol. X: 153-192. 1962-63.

Le probléeme est alors, F(Q) étant choisi par (1), de décrire aussi précisément que
possible I'espace E(Q) des solutions.

On peut également songer & prendre pour F(Q) un espace de fonctions qui ne s’annulent
pas identiquement au voisinage de I' — tout en satisfaisant & des inégalités du type (1).

Le théoréme de trace du N.° 6 généralise un théoreme de

[5] Cimmino, G.-—Su alcuni esempt notevoli di dualitd fra spazi lineari topologici, Rend.
Sem. Mat. Fis. Milano. 1962.



CuariTRE 2 — REGULARISATION ELLIPTIQUE
ET EQUATIONS D’EVOLUTION

1. Equations d’évolution du ler ordre

1.1  Notations
On désigne par V, H deux espaces de Hilbert, de produits scalaires respectifs
((z,¢)), (f,g). Les normes correspondantes sont désignées par |ju| et [f|. On

suppose que

1) V < H, Vinjection de V dans H étant continue,
2) V est dense dans H.

De fagon générale, X' désignera l’anti-dual (') d’un espace vectoriel topo-
logique X; on identifiera H a son anti-dual; alors

VecH<V.

SiveV’, veV, (v,0) désigne le produit scalaire entre V' et V (il est donc anti-
-linéaire en v¢); si ¢'e H,(¢',¢) coincide avec le produit scalaire dans H.

1.2 Opérateurs A(t).

Dans la suite ¢ désigne un parameétre réel, (le temps), de signe quelconque.
Pour chaque te/R, on se donne une forme sur VXV:

u,v—>a(t;u,v)

qu’on suppose continue, linéaire en u, anti-linéaire en ¢.

(') 1.e. ’espace des formes anti-linéaires continues sur X.
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Ou supposera pour commencer (?)
(1.1) pour tout u,weV, la fonction t—a(t;u,v) est mesurable et
la(t;u,e)| < Mu| |of wteR;
(1.2) Rea(tiu,w) = alv|?, x>0, vteR , »vel.

Puisque ¢ —a(t;u,v) est anti-linéaire continue sur V, elle peut s’écrire (par
définition de V'!):

(1.3) a(t;u,v) = (A(@t)u,p) , A@QueV’;
alors
(1.4) Aelv, vy , [ADlvs>vws< M

On va, dans ce qui suit, et sous les hypothéses (1.1) (1.2) (}) résoudre le
probléme de Cauchy relatif a Iopérateur d’évolution

d
A@t) +——
(t) + pr
Il nous faut auparavant introduire quelques espaces supplémentaires.

1.3 Espaces Ly(X),L, (X),....

Soit X un espace de Banach.
On désigne par L,(a,b;X) l’espace des (classes de) fonctions de carré
sommable sur (a,b) a valeurs dans X; c’est un espace de Banach pour la norme

( f bll f(e) II%«#) ’

et c’est un espace de Hilbert si X est lui méme un espace de Hilbert. On écrira

Ly(—0, +00; X) = Ly(X) .

(3 Des variantes ou des renforcements de cette hypothése seront donnés au fur et
a mesure des besoins.
(® Ce ne sont pas les plus générales sous lesquelles on peut résoudre ce probléme!
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On désigne par L, ,(X) le sous espace de L,(X) des fonctions & support limité
a gauche; plus précisément on pose:

(1.5) Lo X) = U L(—n, +@; X)
ou
(1.6) Ly(—n, +o0; X) = {f|feLy(X),f=0 si t<—n}.

Si X est un Banach (resp. Hilbert), L, (X) est muni de la topo-
logie de limite inductive de Banach (resp. Hilbert) correspondante a (1.5).

af

Si fe L,(a,b; X), on peut définir sa dérivée o au sens des distributions sur ]a,b[

a valeurs dans X.
On posera:

d" f
di™

wras X ={fif, oL, . Sk enapi o) ;

muni de la norme

A

<\’E\ dtl

.

2 Y
La,b; X)
j=o

c’est un espace de Banach (resp. Hilbert) si X est un Banach (resp. Hilbert).
On pourra définir de fagon analogue a (1.6) (1.5):

Wi (—n, +00; X) ={f| fe Wp(—, +00; X),f=0 si t<—n]
Wi(X) = U Wi(—n, +o; X)
n=1

Noter que si

fe WT(—n; +00; X), alors f(—n)=f(—n)=...= fm=0(_p) =0
= A
(=L, ).

1.4 Premier théoréme d’isomorphisme

Si feLy(V), on désigne par A(t)f la fonction ¢t— A(?)f(t), & valeurs dans

V’: alors

b}

A(®)feLy(V') (grace a (1.1).
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Nous introduisons:

(1.7) Ly(V;V')y=ju|ueL,(V) ,% e L, (V')
(1.8) Ly(—n,0;V;V')={u|ueL,(V;V'),u nulle pour t<—n};
(L9) Ly (ViV)= U Lif—n, +0;V3V)

Ceci posé:

THEOREME 1.1 Sous les hypothéses (1.1) (1.2), Vo pérateur A(t) —1—% définit

un isomorphisme de L, (V;V') sur L, (V') .
Ce théoréme est conséquence immeédiate du

TaEOREME 1.2 Sous les hypothéses (1.1) (1.2) Do pérateur A(t) + % définit

un isomorphisme de L,(ty,00;V,V’) sur L,(t,00;V"), t,e/R fixé quelconque.

Le plan du chapitre est le suivant:
on démontrera d’abord le théoreme 1.2 (avec quelques variantes) puis 1’on
démontrera un théoréme de régularité (*) qui, par transposition (comme au
Chap. 1) fournira des solutions disirtbutions. Au chapitre suivant, des théorémes
d’ultra-régularité fourniront des solutions ultra-distributions.

2. Démonstration de D'unicité dans le Théoréme 1.2

On peut évidemment prendre #,=0 .

On a donc une fonction ue L,(V), nulle pour <0, telle que g—? e L,(V")
et A(f)u(f) + u'(¢)=0. On veut montrer que u=0.

Prenant le produit scalaire entre V' et V, on a:

(2.1) (A(t)u(t),u(t)) —I—(u’(t) , u(t))=0 pour presque tout te/R .

On montre que

t

2Re f (w'(s)u(s))ds = | u(t) P—| w(0) P = | u(t) P (car u(0)=0)

)

() Sous des hypothéses supplémentaires sur A(z).
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de sorte que (2.1) entraine:
t
(2.2) ZRefa(s;u(s), u(s))ds + |u(t)p=0
d’ou (utilisant (1.2)):
t
(2.3) Qaf |u(s) *ds + | u@t) P <0
0

d’ou le résultat suit.

REMARQUE 2.1 On a implicitement démontré que si
du

f donné dans L,(t,, + o;V’), alors

t t

(2.5) 2Refa(s; u(s),u(s))ds + | u(t) f— |u(ty) P = 2Ref (f(s),u(s))ds -

to lo

3. Démonstration de Pexistence dans le Théoréme 1.2 par la méthode de

«régularisation elliptique».

3.1  Le probléme «régularisé elliptiquen.
Définissons

(3.1) V:!ol veL,(0,00; V), i—‘;eLz(O,oo;H) , #(0)=0¢,

espace de Hilbert pour la norme

(J o+ o) < 101,

0



42 J. L. LIONS

A
Pour u,weV, on pose:

(3.2) be(u,o)=f a(t;u,o)dt—|—af (u',v’)dt—i—f (u',0)dt .

0 0 0

ou € est un paramétre > 0.

On a: ®
2Ref (v, 0)dt=—|0(0)2=0

0

(car ¢(t)—0 dans H si t— + ), de sorte que

(3.3) 2Re bg(v,v) = 2ocf | v(t) |2 dt + Ef“| o' (2) Pdt
[} [}

Par conséquent:

PropositioNn 3.1 Sous les hypothéses A(1.1) (1.2), pour chaque >0, et
pour f donnée dans L,(0,00;V"), il existe uceV unique, tel que

(3.4) be(tt,?) = f (fo)dt  woeV .

0

(le probléme (3.4) est ce que nous appelons le probléme «régularisé elliptique»).

3.2 Interprétation du probléme (3.4)

Prenant dans (3.4)
=09Q®x,

¢ étant dans D(]0,0[) (fonction indéfiniment différentiable et & support compact
dans 10, + oo[) |
xeV ,

on en déduit que
(3.5) —su, + up + A(t)ue=r,
a quoi on ajoute (par définition de 17):

(3.6) 1(0) = 0



QUELQUES APPLICATIONS AUX PROBLEMES AUX LIMITES... 43
3.3 Passage a la limite (1)

La majoration (3.3) nous apprend que, lorsque €—0,

— du
© L0500 ; V) + H \/8 dte

Par conséquent, de toute suite ¢ —0, on peut extraire une sous-suite &’
telle que

(3.7) u <C

Ly(0500 :H)

(3.8) ug, —u dans L,(0,00;V) faible,
(3.9) \/ s'_ddL:’—>g dans L,(0,00;H) faible.
dug/ du

Mais, d’apres (3.8), W» = dans D’(0,00;V) (distributions sur ]0,00[

a valeurs dans V), donc \/ g due

—0 dans D’(0,0;V), donc g=0.
Ecrivons «e» au lieu de «e'»; de (3.8) et (3.5) on déduit que
—e g + Uug = he (= f—A(t)ue)

(3.10)
he —h(=f—A(t)u) dans L,(0,00;V’) faible.

Mais alors (puisque ug€L,(0,00; H)):
LL; = Ee * ha )

* = produit de composition en ¢t sur R,

(3.11) 0 sit<O

1 _ .
—— exp (Fle) st >0

Il en résulte (avec (3.10)) que

d d
“e L% dans L,(0,00;V") faible.

A
(3.12) dt dt

De (3.8) (3.12) résulte que u,(0)(=0) —u(0) dans H faible donc que u(0)=0.
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Passant a la limite dans (3.5) avec (e=¢’), on obtient finalement:

2 Awu=t,
(3.13) d‘

I u(0)=0.

Donc ueWjy(0,00;V,V’) et le Théoréeme 1.2 est démontré.

3.4 Remarques diverses

1) Vérifions le

due  _du

TutorEME 3.1 Lorsque € —0,u.—u dans L,0,00;V it

dans L,(0,00;V") fort.

DEMONSTRATION

Tout d’abord, d’apres l'unicité de la solution de (3.13) on sait déja que
du, du .

- 0 a4 .
A TR r dans L,(0,00;V’) faible

Ensuite, introduisons la quantité

X, = ef | ug(t) P dt —|—f (ug—u' , ug—u)dt + f a(t;uc—u , us—u)dt .
0 0

0

u.—u dans L,(0,00;V) faible

Utilisant et la définition de b.(u,0) on peut écrire

(3.4)
f (f,ue)dt f [(w',ue—u) + alt;u,ue—u)]dt—
—f [(ug,u) + a(t; ue,u)]dt
‘—‘f (f,u)dt—f (e + A(D)ue,u)dt ;

comme ug+ A(t)uc—u'+ A(t)u={f dans L,0,00;V’) faible, il en résulte que

(3.14) X, 0.
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Or

(3.15) 2ReX. = 2¢ fw[ ue(t) Pdt + 2361.00 a(t;uc—u, u—u)dt
0 o
d’ou résulte que
(3.16) u.—u dans L,(0,00;V) fort
(et que Ve u.—0 dans L,(0,00;H) fort).

De (3.16) résulte que he—h dans L,(0,00;V") fort (Cf. (3.10)) ce qui, avec
(3.11) entraine que u,—u' dans L,(0,00;V"’) fort et achéve la démonstration du
Théoréme.

2) De la Remarque 2.1 on déduit que, si u est la solution du probleme

(3.13), on a:

1
3) On aura des résultats entiérement analogues aux précédents en intro-
duisant la «régularisation elliptique» que voici. Définissons

dy d™

o g € L0203 H) ; 0(0) =0/ (0) == (0) =0

V =10|veL,(0,00;V),

Pour u,¢€ V, posons:
ZL(u,a):f a(t;u,a)dt—l—sf (u(m),v(m))dt—l—f (u',0)dt
[} 0 0
Il existe ici encore un u, unique dans ¥, satisfaisant a
(3.18) be(ue,0) = j (fio)dt soeV
0

et on a des résultats analogues aux précédents.
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4) Si A(t) correspond a un opérateur elliptique A<x,t, ?a—> d’ordre 2m ,
Z

alors I’équation correspondante a (3.18), i e.

am dug

(3-19) (—1) & ue—l—m——i—A(t)ue:f,

est une équation elliptique d’ordre 2m — d’ou la terminologie adoptée.

4. Un résultat de régularité

4.1

THEOREME 4.1 On suppose que les hypothéses (1.1) (1.2) ont lieu et
qu’en oulre

t—a(t;u,v) est une fois contintiment dérivable sur R ,
(4.1)
v u,veV, avec |a'(t;u0y| < M, |ul o] wteR .

Alors si feW, (V') la solution u de

(4.2) Ayu+——=f

d
est dans W, (V) et TLZ e Wy (V')

DEMONSTRATION

u(t+h)—u(?)
h

Soit he/R et uh(t)=

On déduit de (4.2):

d’ou

(4.3) A+t + =
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Supposons f fixé dans W, (V') & support limité & gauche par ¢,. Alors,
pour |2|<1 par exemple, f* est & support limité a gauche par t,—1 et u” est la
solution dans L, .(V;V’), & support limité & gauche par {,—1, de (4.3).

De 3.4, 2), on déduit alors que

(4.4) | <L |fh—ar, | =t .

Lty 5V) Lo(tyo0 5V) 7 !

Mais gréace a I’hypothése faite sur f et a (4.1),

| A—AP(u | < constante,

Ly(t;%0 V)

de sorte que u" demeure dans un borné de Ly(t,,0;V). On peut alors extraire
h"—0 tel que

u >w dans L,(t,00;V) faible.

. , . du
Mais nécessairement w = T donc

. d
(4.5) u” —>—dl;— dans L,(t,,o0;V)

On peut passer a la limite dans (4.3); il vient:

d ’

, u
(4.6) A’ +—

=f—A(t)u

y du’ , - .

d’ou résulte que WeLz(t,,oo;V ). Le Théoréme suit.
4.2 Autre formulation du théoréme 4.1

On définit de facon générale, pour m entier > 0:

, d ,
(4.7) W (V3 V') = v]aewgﬁ(V),%eW';;(V) :

(4.8) We ViV =L, (ViV)



48 J. L. LIONS
Alors:

THEOREME 4.1 bis. Sous les hypothéses (1.1) (1.2) (4.1), A(¢) —|-st est un
isomorphisme de W, (V;V') sur W, (V').

4.3 Généralisation

Par réitération de la démonstration de 4.1, on obtient:

THEOREME 4.2 On suppose que (1.1) (1.2) ont lieu, ainsi que

t—a(t;u,r) est une fois continiiment dérivable dans /R

(4.9)
et |a"(t;u,0)| < My, |u| |o] €

Alors A(t) + —5? est un isomorphisme de WJ;, (V5 V') sur WJ;, V"), pour tout entier

J avec
0<j<m.

4.4 Cas limite

Faisons maintenant «m = oco» dans le théoréme 4.2.
Pour cela, introduisons d’abord I’espace DL2 +(X) (X=Banach).

On définit

E.(X)={f|f indéfiniment différentiable de /R—X fPeL,(X) wj}, muni
de la topologle (d’espace de Fréchet) définie par les semi-normes

79 ] 00
Puis
Dy (—n, 400 X) ={flfe & (X), f=0 si t<—n)

et

Dr, (X) = U D(—n,+a0;X).
? n—

(%) Dol résulte que |a®(t;u,0) | < Mj |uf o, 1 <j< m—1.
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On déduit du Théoréme 4.2 le
THEOREME 4.3 On suppose que (1.1) (1.2) ont lieu, et que
(4.10) t—a(t;u,r) est indéfiniment différentiable sur /R,
yu,veV, bornée ainsi que chacune de ses dérivées.

Alors A(t) —|——3—t est un isomorphisme de Dy (V) sur Dp, (V') .

5. Résultats «ocauxy.

5.1 Posons:
Ly 10o(X) ={f | f€ Ly(a,b;X) pour tout a,b, finis} ;

c’est un espace de Fréchet pour les semi-normes

(fbe(t)'l;dt)i/ g

ou a,b sont pris dans deux suites tendant respectivement vers —oo et + oo,
Soit

L, 1o6(toy+00;X) = { f| f€ Ly(to,b; X) pour tout b fini},

également espace de Fréchet.
Posons ensuite:

(= <]

LavetoelX) = U Ly poel—n, +0; X);
oo X) = {u] w'y .., u"eL, | 1,(X)};
Wi ViV') ={ulu e Wi 15(V), 0 €W, 10(V')} .
On a alors le

THEOREME 5.1 On suppose que

(5.1) ~u,weV, t—alt;u,v) est m fois contintiment différentiable;
4
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(5.2) T, il existe Ap tel que

Re a(tyw,0)+Ap |9 = ag|ol?, ap>0, woev, [t T,

Alors A(t)+% est un isomorphisme de Wy 1,(ViV') sur Wiy 1,.(V') .

DEMONSTRATION

1) Soit B(t) un opérateur ayant des propriétés analogues a A(f) avec

Bit)=A@) si te(o,T).

Soit f,ge L,(0,00;V") avec f=g sur (0,T) (p. p.)-

Alors si u,ve L, ,,(0,00;V), du 3 v € L, 15¢(0,20;V7)
dt * dt ’
u(o)=v¢(0)=0, et si
A)u+u =7,
Bty +v' =g,

alors (démonstration analogue a celle du n.° 2) u=¢ (p.p.) sur (0,7).
Il suffit donc de résoudre 1’équation

(5.3) Ayu+u' =f

sur (ty,T) — puis faire T —oc0—; on peut donc se ramener au cas ou (4.9) a lieu.

2) Changeant u en exp(kt)u, on peut changer dans (5.3) A(¢) en A(t)+k
et ’on peut donc supposer que (5.2) a lieu avec A¢+=0. Prenant B(t) coincidant
avec A(t) sur (t,7) et donnant lieu a (5.2) pour tout ¢t avec Ar=0, on se ramene

aux conditions du n.° 4. Le Théoréme suit.

5.2

Si D,(X) = espace des fonctions indéfiniment différentiables sur /R a

valeurs dans X et & support limité a gauche, on a:

D,(X) = (W™, ool X) .

m=0



Alors

(5.4)
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TukorEME 5.2 On suppose que (5.2) a lieu et que

vupeV,t—a(t;u,w) est indéfiniment différentiable.

Alors A(2) —}—% est un isomorphisme de D, (V) sur D.(V') .

6. Transposition

(6.1)

6.1 Opérateur A*(t) .
On pose par définition:

a*(t;u,0) = a(t;v;u) ,

et on désigne par A*(t) I'opérateur défini (dans C(V;V’)) par a*(t;u,v):

(6.2)

a*(t;u,0) = (A*(t)u,0) .

51

Tous les résultats établis jusqu’ici sont évidemment valables en rempla-
cant A(t) par A*(?).

6.2

Notons aussi que tous les résultats établis jusqu’ici sont wvalables

remplacant % par — % et les espaces L, (X),... par L, (X),...,
L, (X)={f|feLy(X),f & support limité & droite} .

(6.3)

(6.4)

Donc en particulier:

Hypotheses (5.1) (5.2), alors A*(t)—% est un isomorphisme
WZ?—,loc(V;V’) sur WZ,L—,loc(V,) )

Hypotheéses (5.2) (5.4), alors A*(t)—% est un isomorphisme
D_(V) sur D_(V') .

ou

de

de
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La transposition de ces résultats est un simple exercice de dualité: il

suffit de déterminer «explicitement» les duals des espaces intervenant dans
(6.3) (6.4).

6.3

Notons que le dual de L,_;0(X) est L, j,,(X’). On en déduit que

(W;?~,loc(vl)), =W kioe(V) =

(6.5)

= espace des distributions f= Z o0 , 7€ Lo,y goc( V) -
j=0

On vérifie ensuite que

- ) d 1o
I ( 2,— ,loc(V 4 )) 2,’?:,loc(V ) + 7 Wz,’f,loc( V)=
(6.6)
] = espace des distributions g+ d by €W 10e(V') s REWT 156(V).

Alors, par transposition de (6.3):

THEOREME 6.1 Sous les hypothéses (5.1) (5.2), Vopérateur A(t) + % est un

& m

T W2,+,loc( V).

isomorphisme de W, 15.(V) sur W3t 10(V') 4 0

Transposons maintenant (6.4); le dual de D_(V) est I’espace D\ (V') des
distributions sur /R, & valeurs dans V' et & support limité a gauche.
Alors:

THEOREME 6.2 Sous les hypothéses (5.2) (5.4), Uopérateur A(t) —i——:lit— est

un tsomorphisme de DL(V) sur DL(V’') .
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pitre, cf.

[1] Lrions, J. L.— Equations différentielles opérationnelles et problémes aux limites. Springer.
1961. Collection Jaune, t. III.

—en particulier Chap. VI.

Le Théoréme 1.1 (et 1.2) est contenu dans [1], ainsi que la méthode du n.o 2
(Unicité).

La démonstration de I’existence utilise le procédé dit de «régularisation elliptique»,
introduit dans

[2] Lions, J. L. — Cours. du CIME. Varenna. Mai 1963.

La démonstration est analogue a celle donnée dans [2], les résultats étant ici un peu
plus précisés en ce qui concerne le mode de convergence.
Sur un intervalle fini [0,T), on pourra utiliser la méthode de la fagon suivante:

A

vV

I

{V|VeL,0,T;V), ¢ €L, 0,T;H), olo)=0}
T T T

be(u,w) =¢ f (w',0")dt —f (w,v’)dt + f a(t;u,9)dt+ (u(T),¢(T))
0

0 0

Les détails sont laissés au lecteur.

Cette méthode est susceptible de nombreuses variantes (dont I’une, immédiate, est
donnée en 3.4.3) utiles en diverses occasions; pour certains systémes différentiels linéaires. Cf.
[8] Coun, J.; NirenBERG, L.— Comm. Pure Applied Maths. 1965.

Pour des équations d’évolution non linéaires, cf.

[4] Lions, J. L.— Singular perturbations and some non-linear boundary value problems.
M. R. C. Univ. of Wisconsin. Octobre 1963.

[5] Lions, J. L.—- Simp. Inter. Fisica Mat. Cagliari—Sassari. 1964.

Les résultats du n.° 4 sont démontrés autrement dans [1], Chap. V, n.c1 a 6; la méthode
suivie ici, simple variante de [1], Chap. V, n.° 7, est I’adaptation au cas présent de la méthode de



54 J. L. LIONS

[6] NIRENBERG, L.— Remarks on strongly elliptic partial differential equations. Comm. Pure
Applied Maths. 8: 648-674. 1955.

Naturellement, comme il est dit également dans le texte, il y a bien d’autres méthodes
de résolution des équations d’évolution, correspondant a des hypothéses différentes sur A(z);
consulter en particulier

[7] Kato, T.— Cours CIME, Varenna, Mai 1963.

Il1 ne semble pas que le probléeme de remplacer dans, par ex., le n.° & ’espace L,
par L,,1 < p << o0, p7#2, ait été systématiquement abordé; mais il a été étudié lorsque A4(¢)
n’est plus un opérateur abstrait mais un opérateur différentiel; cf. en particulier

[8] SoronnNikov, A.— Evaluations & priori pour les equations du 2éme ordre de type para-
bolique. Troudi Stekloff. LXX: 133-212. 1964.

Notons que ce travail correspond a remplacer ¥V (espace de Hilbert) par un espace de
Banach (construit sur L, (Q),Q ouvert de /R™). Nous ignorons si I’étude de ces problémes
d’évolution dans les espaces Ly(o,T;L4(Q2),p,q quelconques, a été abordée systématiquement;
cela serait, trés probablement, utile dans les problémes non linéaires. Cf. P. Grisvard, C. R.
Acad. Sc. Paris, 1965 et 1966.

Pour les conditions aux limites différentielles les plus générales pour les opérateurs
paraboliques d’ordre quelconque, cf.

[9] Acranovitch, M. S.; Visik, L. M. — Ouspechi Mat. Nauk, t. XIX (117): 53-161. 1964.

Signalons en passant qu’il serait probablement intéressant d’appliquer aux résultats
de [8] et [9] les méthodes de E. Magenes et I’A. (cf. pour bibliographie les Commentaires du
Chap. 1). Dans un ordre d’idée voisin, signalons

[10] Lrons, J. L.; Magenes, E. — C. R. Acad. Sc. Paris. t. 251: 2118-2220. 1960.

[11] Lions, J. L.; MAGeNES, E. — Sur certains aspects des problémes aux limites non homogénes
pour des opérateurs paraboliques. Annali Scuola Norm. Pisa. 1964.

[12] Baroccur, C. — Sui problemi ai limiti per le equaziont paraboliche. Boll. U. M. 1. Vol. 19:
407-422. 1964.

I1 est évidemment indiqué d’interpoler en m entre tous les résultats des n.° & et 5. Cela
est esquissé dans [1], Chap. V, n.2 7 (le probléme indiqué a la fin de ce n.° n’étant toujours pas
résolu, a notre connaissance).



CuaPiTRE 3 — ULTRA-REGULARISATION ET SOLUTIONS {Mk } — DISTRIBUTIONS
DES EQUATIONS D’EVOLUTION

1. Espaces ng(X) , 'D+,Mk(X),...

1.1 Soit X un espace de Banach et M; une suite de nombres > 0,
k=1,2,...

DEriniTiON 1.1 On désigne par £Mk(X) I’espace des fonctions t— f(¢)

de /R - X, indéfiniment différentiables, telles que, pour tout T finj, il existe ¢
et L, (dépendant de T et de f) tels que

(1.1) 100 g < e LMy, wk=0,1,..., i, [t|<T.

On munit 8Mk(X) de la topologie sutvante.
Soit d’abord I un intervalle borné de /R ; et soit L, une suite tendant vers
L
+ o en croissant; on désigne par £M'; (I;X) D’espace des fe E(X) (indéfiniment

différentiables a4 valeurs dans X) telles qu’il existe une constante ¢ (dépendant
de f) avec

1P x < cLiMy , wtel , k.
On munit cet espace des semi-normes usuelles sur £(X) et de

sup. sup. | 7% lx

(12) k=0 tel Lk M,

On pose ensuite

LYY Ln,r.
(1.3 £ 13X) = U E2U3X)
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muni de la topologie de limite inductive (d’espace F). Enfin:
Ln
(1.4) E1, (X) =&, (1;X),
k I, "k

les I, formant un recouvrement de /R, espace muni de la topologie de limite
projective.

DEriniTION 1.2 On pose

(L5) Dy a1, (X) = £4 (D) N D)

espace que 'on munit de la topologie bornée supérieure.
On supposera la suite My non quasi-analytique, de sorte que D+,Mk(X)

n’est pas réduit a {0} (cf. commentaires).
1.2 On fera toujours dans la suite ’hypothése suivante:

(1.6) il existe des constantes d et H telles que
' My, <dH*M, vk>0

Il résulte aussitot de cette hypothése que si fe En (X) (resp. 'D+’Mk(X))
df df

alors d—tESMk(X) (resp. 'D+’Mk(X)), Papplication f e étant linéaire continue

dans les espaces correspondants.
Verifions le
Lemme 1.1 Soit q fixé, 1<qg <. On suppose que (1.6) a lieu.

Alors 'D+,Mk'(X) coincide (algébriguement) avec Uespace des fonctions f

périfiant:
1) f est a support limité a gauche;

1) pour tout T <oo, il existe ¢, ,L, tels que

(1.7) (f“ F01) “j{dt)vq <o LMy , vk,
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DEMONSTRATION

1) Soit fED+,Mk(X) et soit a la limite & gauche de son support;

alors (f H £9) l dt) q (T—a) a sup. ”f(k)(t)”

X
1
< (T—a) le cLkM, , dou (1.7)

2) Soit maintenant f indéfiniment différentiable a valeurs dans X, satis-
faisant a (1.7), et soit encore a la limite & gauche de son support; on a:

t
() = f F&(s)ds

d’ou
t 1
Hf(k)(t) ”x < (t—a)1/Q’ (! H f(k+1)(3) ”ids) /q’ z_ + %_ 1

d’ou le résultat suit, en utilisant (1.6).
Considérons maintenant les topologies. On peut munir I’espace
D(Ln)(—n,—i—OO;X) des semi-normes:

L§1Mk ( f”“ gy Hi dt ) Te

Il résulte de la démonstration de Lemme 1.1 que cela définit sur Dg{ﬁ)(—n, + 003 X)
la méme topologie que celle considérée initialement.

(1.8) Sup.
£<0

1.3 Espace DMk(X)

DEriniTION 1.3 On pose

(1.9) Dy, X)={<P[<P€€Mk(X)7 ¢ & support compact}.

A

Précisons la topologie dont on munit DMk(X) .
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Soit L fixé; posons:
(L) ) .
(1.10) DMk(—n,n,X) ={o| PEE(X) , 9=0 si [t[=n, et
| e®@) lx < cLXM, ~k, ¢ constante convenable } .

C’est un espace de Banach pour la norme

1
_ . ) ; )
Sup Sup (L’ka | #®) ’X
k=0 [t|<n
Alors
(1.11) 'DMk(X) = DS‘IJ’Z)(——n,n;X) , L, suite — 400,
n

muni de la topologie (LF) correspondante.

Comme au Lemme 1.1, on voit que I'on peut munir D(IIW‘;C(——n,n;X) de la norme

1 ! (k) 2 I/2
s g (flevofa)

Il est commode pour la suite de remplacer la condition «¢p & support compact»

par des tnégalités. Vérifions ceci:

(1.13) la condition nécessaire et suffisante pour que ¢, indéfiniment différen-
tiable a valeurs dans X, appartienne a 'DMk(X) et soit nulle hors de

(—n,+n) est qu’il existe une constante c telle que

(Fw ” |2 126%() H;dt)% <cL'mIMy vk, ¥q(g=0,1,..)

—00

En effet si ¢ est nulle hors de (—mn,n), alors

(fm l |t o ®2) ‘l;dt)1/2< rﬂ( f "

—00 —-n

«®(1) ”; dt )1/2

d’ou les inégalités voulues si <peDMk(X) .
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Réciproquement, soit ¢ indéfiniment différentiable a valeurs dans X telle que

(7 (S Jawiaf ae) " < criany .

—00

Nécessairement ¢=0 si |t|>n— et alors, pour ¢=0, il vient

(71

—00

1

12
) < cLfm,

d’ou le résultat.
Alors, a toute cpeDMk(X) on va faire correspondre la suite -double

|£]2¢% et, & Taide de 1’application
(1.14) o —>[tlle?,

on va considérer 'DMk(X) comme un sous espace d’un espace de suites doubles,

dont les éléments (|th<p(k)) sont dans L,(X) (notations du Chap. 2).
Définissons donc

(1.15) E={e={gk), k=0,1,...,9=0,1, ... |greLo(X) Vg,
et il existe c¢,L,n tels que ||gkql|L,(X)<chonk}.

Il est clair que (1.14) applique DMk(X) dans E.

Munissons E de la topologie suivante.
Choisissons une suite L, — 4 oo et définissons

(1.16) E™ =le|e={g),}, tels qu'il existe ¢ avec | g, |0 < ¢ LEnM, Vk,q}.
On munit E™ de la norme

1

Sup. _—
up Lflon]f

k,q

Ly(X)

et
E = U Em
n

de la topologie de limite inductive correspondante.
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Alors (on-a fait ce qu’il fallait pour c¢al) I’espace DMk(X) est 1somorphe
au sous espace de E image de DMk(X) dans l’application (1.14).

Ce résultat nous sera utile pour établir la structure des espaces duals.
Notons encore ceci:

(1.17) DMk(X) est dense dans D(X) .

2. Espaces D}Wk(X) ) D;,Mk(X).

2.1 On supposera pour simplifier que X est un espace de Banach reflexif;
soit X’ son dual fort (on pourrait tout aussi bien considérer les anti-duals). On
pose, par définition

(2.1) D, (X) = (D, (X))’
[On peut montrer que cet espace coincide avec l’espace
L(Dy, i X)

des applications linéaires continues de DMk= DMk((C ) dans X', muni de la topo-

logie de la convergence uniforme sur les ensembles bornés de DMk]'

DErinNiTION 2.1 D;\,Ik(X) est l'espace des { M} — distributions & valeurs

dans X.
D’aprés (1.17), D'(X) (dual de D(X’)), espace des distributions a valeurs
dans X est un sous-espace de ‘wak(X) .

Voici maintenant la structure de D;wk(X):

ProrosiTioN 2.1 Tout fe D””k(X) peut se représenter, de facon non unique,

sous la forme:

[ <]

g
(2.2) f= Z e Ik

k=0

on

(2.3) fkeLz,loc(X)
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(2.4) ZMkL (ka t) <o ML et ¥n.

k=0

Réciproquement, tout f de la forme (2.2), avec (2.3) (2.4), représente un
élément de D;\,,k(X).

Si cpeDMk(X’), le produit scalaire <f,p > est donné par

(2.5) <fio>=— Z f <fuld), 9%)>dt,

(ou le crochet dans les intégrales désigne le produit scalaire entre X et X’).
DEMONSTRATION

La réciproque est immédiate.
Montrons le théoréme direct. Par hypotheése

o> <f,0>

est donc une forme linéaire continue sur DMk'(X’). Considérons 1’application
(cf. (1.14))

o —|t|79™ =n(p)

de 'DMk(X’) dans E (E défini par (1.15), en remplacant X par X') et soit E,
I’image de DMk(X’) dans E par w. Alors

eo—> < f,m ey >

est linéaire continue sur E, et, d’apres Hahn-Banach, il existe donc e’'€E’ telle
que

<e,e>=<f,m'e,> Meck,

(26) <e\m(@)> =<f,0> ¥geD, (X).
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Mais la structure de E’ est connue: tout e'€ E’ peut se représenter, de
facon non unique, par une suite double

(2.7) ¢ ={gkq} )

8kq € (Lz(Xl)), = L,(X) ,

telle que
2.9 D Lty |gigl <o ¥L, ¥n,
k.q
et
-+o00
(2.9) <é,np> = f < Erq?) , |£]9o% @) > dt .

k)q —

Utilisant (2.6), on en déduit le résultat, en posant:

(2.10) fro=(—1)k Z |t grg -

g=0

Vérifions que (2.4) a bien lieu:

(f |t :dt)1/2< > an |t8g

g=0 —n
et (2.4) résulte de (2.8).

) "< o]

LX)

2.2 On peut définir le support des { M;}—distributions (vectorielles)
comme on le fait pour les distributions vectorielles ordinaires.

De facon générale, il faut alors soigneusement distinguer entre, par ex.,
les distributions a support compact et celles qui sont scalairement & support compact.
Mais cette distinction est sans object dans le cas, en particulier, des distributions
a valeurs dans un Banach,— et il en va de méme dans le cas des ultra-distri-
butions.

On pose alors:

D;,Mk(X) = (D_,Mk(x'))’ ={M,} distributions a valeurs

dans X et a support limité a gauche,

(2.11) {
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Ev (X) = (&, (X)) ={M;} distributions a valeurs dans
(2.12) ko k

X et a support compact.
Comme 'DMk(X’) < “’Mk(.X/) - SMk(X') :
chaque espace étant dense dans le suivant, on a:

(2.13) 8}\4k(X) = D;,Mk(X) = ngk(X) .

Le résultat de structure de la Prop. 2.1 s’applique donc; on peut natu-
rellement préciser; par exemple:

ProposiTiON 2.2 Soit fe D;’Mk(X); on peut la représenter (de fagon non

unique) sous la forme

(2.14) f:z—dﬁ’fk )
k

(2.45)  fr€Lyjoe(X),fr=0 si t<t, (f indépendant de k).

(2.15) ZMkL"(kafk(t)H;dt)%<oo wL et ¥n.
lo

k>0

Si [ est nulle pour t <t, on peut choisir ty=t,—e,e>0 fixé quelconque.

DEMONSTRATION

On peut, sans diminuer la généralité, supposer le suite M; logarithmiquement
convexe, 1. e.

(216) M%ngqukH y k>1 B

Soit oceng(C) =8Mlc’ nulle pour t<t,=¢—e,a=1 pour t=t,—e/,. Alors

<f,p>=<f,00> ¥ CPED——,Mk(X')§ d’aprés la ProposiTioN 2.1, on peut écrire

<k | |

f= ngk (on écrit g au lieu de f) ,
k=0
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d’ou
dk P (»
<f,CP>= <gk7( 1) dtk (“(P)>= < f ¢ >
k=0 p=0
ou
o= (1 > (1P () athrig
k=p
comme
Ia(k P) | < CLk—pM/r p
on a-:
n 1
) A
S o lpolfa) "<
p=0 Lo
n 1
—\ k k—- 2 Y /2
\CZ L—”Mp(p)L PM,f_p(f ” 24 (2) ]th)
p=0 k=p fo
k n \ 1/2
= > (D () ) ([ e )
k=0 =0 Lo

P
Mais d’aprés (2.16), M, My_, < MM}, donce

<cM, Z2L ka(“lgk { dt)

k>0
d’ou (2.15).

3. Un résultat d’ultra-régularité pour les équations d’évolution du ler ordre

3.1  Hypothéses

Les notations sont celles du Chap. 2. On désignera par | |4 la norme

dans V'.
On suppose que a(t;u,w) est fonction indéfiniment différentiable de

telR, »u,weV et que
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l pour tout 7' < oo, il existe Ay et o tels que

(3.1)
] Rea(t;o,0) +Ap|o=ar |0]?, ¥eeV, |¢|<T.

La fonction ¢ —A(¢) est indéfiniment différentiable de /R —>L(V;V’). On supposera
davantage:

(3.2) t—A(t) est dans EMk(C(V;V’)) (notations du n.o 1).

3.2 Voici maintenant le résultat d’ultra-régularité que nous avions en vue:

TuEorEME 3.1 On suppose que (3.1) (3.2) ont lieu. On suppose que la
suite M} satisfait @ (1.6), ainsi qu’a la condition sutvante:

(3.3) il existe une constante ¢ telle que
k - :
(/.)Mk_ij<ch , Mk, ¥j<k.
Alors A(t) + —Zt— est un isomorphisme de D+,Mk(V) sur 'D+,Mk(V’) .
La démonstration de ce théoréme occupe les points 3.3 et 3.4 ci aprés.

3.3 Montrons d’abord que A(t)+ %t est un opérateur linéaire continu

de D+,Mk(V) dans D+,Mk(V’).

Tout d’abord, grace, a (1.6), ~;—t est un opérateur continu de D+,Mk(V’).

On a:

k
(3.4) (A@)w)® = Z (k) AR *Dutig) |
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Soit T fini quelconque. On a:

| u®@) | <cL¥My , pour |¢|< T

||A(k)(t)||£(V;V,) < CLkMk , pour [¢|< T 5

donc (3.4) donne:
k

| (ADuD)* |4 < e, >

Lt
J=0

k .
(j)Lf_]LJMk_ij 1< T

utilisant (3.3) (cette hypothése pourrait étre, ici, considérablement .affaiblie),
il en résulte:

k
| (40u@) Pl < cedy > 1L |1 < T
j=0
d’ou, en particulier
(3.5) | (A@u®)®ly < e L+L) My, wk,[t|<T.

Donc A(t)ueD+’Mk(V’) (étant, évidemment, a support limité a gauche).

Papplication u— A(t)u est en outre continue, d’ou notre assertion.

3.4 Reste maintenant & démontrer le point essentiel: soit f donné dans
'D+,Mk(V’) et soit u la solution dans D (V) (cf. Chap. 2) de

(3.6) A(t)u + %‘ —f

Alors ueD +’Mk( V) (et dépend contintiment de f dans les espaces correspondants).

Soit t, la limite & gauche du support de f; alors ¢, est également la limite
a gauche du support de u:

Soit T fini fixé quelconque avec |t,| < T .

Pour montrer que ueD +’Mk( V) 11 est équivalent de montrer que
eMue D +’Mk(v) (A fixé quelconque dans /R), puisqu’alors u=e *(eMu), et que la
multiplication par €%, £€/R, est linéaire continue de D +’Mk( V) dans lui méme.

Al .
Donc, changeant u en e * u, on voit, d’aprés (3.1), que I’'on peut supposer

(3.7) Re a(t;o0) = a|o|? (a=ap>0) MoeV, i< T
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Pour un peu simplifier la suite, on peut modifier la norme dans V (en une
norme équivalente!) de sorte que, au lieu de (3.7), on ait:

(3.8) Re a(t;e,0) = |o]?.
Désignons par | || la norme duale de | |.

Si ¢ (resp. g) est une fonction & valeurs dans V (resp. V'), on pose:

g A

N(o):(f H o(t) dt) ,
lo

T

Natg) = ( [ ] et

to

2 'l
)
*

Nous savons que
(3.9) | AR gy < aLf My, [t < T, ¥k
et que (Lemme 1.1):
(3.10) Ni(f®)y < e LMy, , v E.
Nous introduisons

3 =12c, ,
(3.11)
B =maz ((1 +2¢,8)L,, L,) .

Nous allons montrer
(3.12) Nu®)y < sB*M, ~k,

ce qui implique (Lemme 1.1) que ueD+,Mk(V) (puisque T est quelconque).

On va raisonner par récurrence sur k.
On déduit de (3.6) —en prenant le produit scalaire avec u(t) —

2

d — 2Re(f(2) , u(t)) ;

2Re a(t; u(t), u(t)) +—

ol u(t)
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intégrant de t, & 7T, et utilisant (3.8), on en déduit

T T

(3.13) 2 f ”ut f (f(t), ult)) dt
to to

d’ou
T . T
[REC <[ o] uo]a < N@Np  done
to to

(3.14) N(u) < Ny(f) .

Alors, avec (3.10): N(u)<czM°=-—;— SM,, d’ou, en particulier (3.12)

pour k=0.
Admettons le résultat par récurrence jusqu’a k—1 et démontrons le
pour k. On déduit de (3.6), par dérivation (loisible d’aprés le Chapitre 2):

k—1
d o
(3.15) A@Wu® + —— = — E ( ;?)Aﬂf—ﬁ(t)u(ﬁ: 2 -
=

On peut appliquer & cette situation l'inégalité (3.14):
(3.16) N(u®) < Nalgr) -

Mais

k-1
#(8) < Na(f®) +Z ( )N* A®D()u)
Grace a (3.9),
Ny (A*D@0)uP) < ¢ L My N (u?)

et grdce a I’hypothése de récurrence, ceci est < c, Lk JM;y,_ JSBJM

Alors, utilisant (3.3):

(f ) N(A% D)D) < ee, SLETBIM, .
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Ceci, joint a (3.10), entraine:

k-1
(3.17) Nlgr) < [ch§+ c1532L{f—iBf'] My, .
J=0
Mais
k—1
Bf Lk BF
k_] ] — 1
ZL, B _@__1 <3 »
=0 Li L1
et comme L,< B, on déduit de (3.17):
- 1 k
Nylgr) <| 6,3 '+ ¢ ¢ 5 SB"M; =
—1
L L, i
1 1 k
=|-— 4 ¢,C - | 8B* M, .
2 B 9
B L, 4
A . - 1 1 )
et grace au choix de B, ¢, ¢ 5 < o d’ou
—1
L,

Nalgy) < 3B*M, |

ce qui, joint & (3.16) montre (3.12).

69

La continuité de l’application f—>u résulte des majorations obtenues.

4. Solutions {M;} — distributions des équations d’évolution.

Naturellement, sous les hypotheses du Théoreme 3.1, A*(t)—% est un

ismorphisme de D"Mk( V) sur 'D_,Mk(V'), par transposition, en en déduit

TuEOREME 4.1 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1, A(t) +ditest un

isomor phisme de 'D;,Mk(V) sur 'D;,Mk(V').
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Par conséquent, pour une {Mj}—distribution fe 'D;,Mk(V’), il existe une

{ My} — distribution ue'D;,Mk( V) et une seule, telle que

du

5. Exemples

Prenons
(5.1) M= (&)Y , a>1.

Alors la suite M) est non-quasi-analytique (cf. commentaires ci apres).
La condition (1.6) a lieu, ainsi que (3.3) [on a:

k
(7) ¥ < o

Les résultats des n.° 3 et 4 sont donc valables dans ce cas.
Les espaces ‘D+,Mk(X) sont, dans ce cas, des espaces de Gevrey d’ordre «.



COMMENTAIRES DU CHAPITRE 3

Les {M k}—distributions ont été introduites dans

[1] Rouwmieu, C.— Ultra-disiributions définies sur [R™ et sur certaines classes de variétés
différentiables. Journal d’Analyse Math. X: 153-192. 1962-63.

M. Roumieu appelle «ultra-distributions» ce que nous appelons ici «{M k} distributionsp,
nous nous sommes écartés de sa terminologie parce que le terme «ultra-distributions» a été
antérieurement utilisé, pour désigner une notion différente, par

[2] SiLva, J. Sebastiao e — Les fonctions analytiques comme ultra-distributions dans le calcul
opérationnel. Math. Annalen. 136: 58-96. 1958.

On a considéré ici le cas de fonctions vectorielles, a valeurs dans un espace de Banach X,
ce qui n’entraine pas de difficultés nouvelles.
On peut supposer la suite M logarithmiquement convexe, i. e.

(1) M < My_y My, , k>1

Alors, d’aprés les résultats de Denjoy-Carleman et de Mandelbrojt, si
o
My

) e

< o
k=1

alors la suite M; est non quasi-analytique, et il existe des fonctions pEGEM (IR)
k
(cas X=/R),p€(t) =0, paire, de support [—e,e] et telle que j pe(t)dt=1 .

Cf.
[8] Carvteman, T.— Les fonctions quasi-analytiques. Paris. Gauthier-Villars. 1926.

[4] ManpEerLBROJT, S.— Séries adhérentes, régularisation des suites. Applications. Paris.
Gauthier-Villars. 1952.

Le n.o 2 donne quelques indications sur les ultra-distributions & valeurs vectorielles.
Pour les distributions & valeurs vectorielles, cf.

[5] Scuwartz, L. — Théorie des distributions a valeurs vectorielles, I, II. Annales Institut
Fourier. t. VII: 1-141, 1957; t. VIII: 1-209. 1958.
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On a suivi les méthodes de [1], étendues (sans peine) au cas vectoriel et utilisé, dans
le résultat de structure des Ultra-distributions vectorielles, les résultats de

[6] KortuEe, Gottiried — Die Stufenriume...... Math. Z. t. 51: 317-345. 1948.

Selon [1] th. 4, p. 103 on ne peut en général prendre t,=¢,, dans la Prop. 2.2, mais c’est
possible dans un certain sens, si la suite M} est logarithmiquement convexe et si

(e )
Mk—1 : ( My )
A g () < oo .
My My_,

les résultats des n.° 3,4 sont extraits de

=1

[7] Lions, J. L.; Macenes, E. — Annali di Mat. Pura ed Applicata, t. LXVIII: 341-418.
1965.

Dans le cas du probleme de Cauchy pour des opérateurs paraboliques, un résultat du
type de celui du théoréme 3.1 est donné dans

[8] FrieopmAN, A.— Classes of solutions of linear systems of partial differential equations of
parabolic type. Duke Math. Journal. 24. 433-442. 1957.

Dans [8], variables d’espace et de temps jouent des réles analogues; cela est différent
du Théoréme 3.1.

Pour les opérateurs paraboliques, on peut considérer la situation d’un point de vue
analogue a celui du Chapitre I (et alors différent de celui de ce Chapitre!); c’est ce qui a été
fait dans

[9] Lions, J. L.; MAGENES, E. — Sur certains aspects des problémes aux limites non homogénes
pour des opérateurs paraboliques. Annali Scuola Norm. Sup. di Pisa. 1964.

Toujours pour les opérateurs paraboliques, il serait, semble-t-il, intéressant de voir
comment on peut étendre les résultats de ce chapitre a la situation de

[9] Commentaires du Chap. 2.

» De méme serait-il intéressant d’étendre, autant que possible, les résultats des Chapi-
tres 2 et 3, ala situation de [1] (commentaires Chap. 2). Chapitre VII (complété par les résultats
de Karto, T., TanaBe, T, et ’A., Osaka Math. Journal, 1962).

Les résultats de ce chapitre s’étendent, au moins partiellement, & des équations
2

dt?

d’évolution du 2éme ordre en t(A (t) + ) et & des équations du type Schrddinger, cette

derniére situation sera étudiée, dans un travail en préparation de E. Magenes et I’A.

(Date de reception du Manuscrit: Septembre 1964).
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I

SOLUTION OF THE SINGULAR CAUCHY PROBLEM FOR A SINGULAR
SYSTEM OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS IN THE
MATHEMATICAL THEORY OF DYNAMICAL ELASTICITY

1. The singular system of partial differential equations and the corresponding

singular Cauchy problem

An important role in mathematical physics is played by the so called
wave equation, that is, by the partial differential equation (in the n real «space»
variables z,,...,z, and a single real «time» ?): '

o%u

Au =
ot?

, (W)

* The research of this author was supported in part by the Air Force Office of Scien-
tific Research, under Grant AFOSR 400-64 with the University of Maryland, and in part by
the U. S. Naval Ordnance Laboratory, White Oak, Maryland. Present Address: University
of California, Riverside.
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where the second order partial differential operator

o2 o2 0?2
= — + + ...+ is the Laplacian, and u(z,,...2,,t)
o o ox?,

is a real valued function, the speed of sound having been taken as unity. The
theory of the (regular) wave equation’ (W) is closely connected with the theory
of the (singular) second order partial differential equation

o2y k du

Au = — -
ot? t ot

: (EPD)

where k is a parameter. This singular partial differential equation has occurred,
for special values of £ and n, in many important and classical problems since
the time of Euler. (For self contained accounts of the theory of the Euler-Poisson-
-Darboux equation, (EPD), which has been extensively studied by the Maryland
school, reference is made to A. Weinstein [1], [2], J. B. Diaz and H. F. Weinber-
ger [3], J. B. Diaz and G. S. S. Ludford [4], J. B. Diaz [5], for solutions in the
classical sense; and to J. L. Lions [6] and R. W. Carroll [7], for solutions in a
generalized or «distributional» sense).

Another important role in mathematical physics is played by the system
of the dynamical equations of elasticity (which will be referred to, for brevity,
as the «elasticity system»), that is, the system of partial differential equations:

n
9 ou; o2
2 . 242 ]l |- .
a*Au; -+ (b “)_axi[ E ax]_] = (E)
7=1

i=1,...,n, where the n real functions u; are the displacements, and the real
numbers a?, b? are physical constants. The present discussion originated from
a conversation between J. L. Lions and the writer, during which they realized
that (essentially) they had asked themselves, in equivalent forms, the following
specific question: does there exist a (singular) system of partial differential
equations which plays the same part, in the theory of the (regular) elasticity
system, as the single (singular) Euler-Poisson-Darboux partial differential equation
plays in the theory of the single (regular) wave equation? It is clear that, if
such a singular system does exist, then it appears highly desirable to develop
its theory, as a counterpart to the known results concerning the single Euler-
-Poisson-Darboux partial differential equation, or even purely for its own mathe-
matical sake, if nothing else. Accordingly, the following question was formu-
lated explicitly, at the time of the initial conversation: Question I: Is there a
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singular system of partial differential equations, call it (S), such that (expressed
in the familiar geometrical language of proportion ratios) the system (S) is to
the regular elasticity system (E) as the (single) singular partial differential
equation (EPD) is to the (single) regular partial differential equation (W)? To
repeat this question in an obvious symbolical notation: Is there a system (S)
such that (S): (E) = (EPD): (W)?

In a sense, question I is not well posed, because it appears, on the one
hand, that the choice of the system (S) is, without further detailed specification,
largely arbitrary; while, on the other hand, the system

n

. 2. .
0 Z Oup | 2w —|-—k— it , 1=1,..,n,

7=t

a*Au; 4 (b

2

<a system which is obtained merely by replacing —a:%, on the right hand side
a2ul k du;

Tt o
to the mind as a logical candidate for the system (S). But, in order that this
system may be truly regarded as a system (S), in the sense of the symbolic propor-
tion (S): (E)=(EPD): (W), it must be true that there is «somethlng» in the
explicit solution of the singular Cauchy problem for this system:

of the elasticity system (E), by ——% presents itself immediately

n
0 ou; o%u. k ou.
a’Au:+(b2—a? ] |=— 4=
it ) o, [Z ax-] 012 + t o
7= !
ou; .
w; (.52, 0)=f(24,...,2,) (24y..+,2,,0)=0, 1=1,...,n,
ot

which plays a role exactly analogous to that played by the «peripheral spherical
mean value of a single function» in the explicit solution of the singular Cauchy
problem for the Euler-Poisson-Darboux equation:

a2y k ou
Ay = —_
" o2 + t ot
ou
u(ty,...,2,,0)=g(x4...,2,) , a—t(x,,...,xn,0)=0 .

This raises the second question, roughly speaking, for the moment, as to just
exactly what this «something» really is. In order to arrive at a more precise
formulation of this second question in a natural manner, it is appropriate, at
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this juncture, to recall briefly the pertinent known results concerning the singular
Cauchy problem for the Euler-Poisson-Darboux equation (compare, e. g., the
references given above, for a more detailed discussion of all the matters under
review).

When k=0, the (EPD) equation reduces to the wave equation (W), while
if k#0 then the coefficient %/t occurring in the (EPD) equation is infinite on the
«plane» t=0. «The» singular Cauchy problem for the (EPD) equation consists
in the determination of a solution u(z,,...,z,,t) of the (EPD) equation which
satisties the following initial conditions on the «ingular» plane t=0:

ou

Tt (x‘lv"',xnao)zo ’

u(x,,...,xn,0)=g(x,,...,xn) )

where g(z,,...,x,) is a given function. For % any real number, this problem was
first solved by A. Weinstein [1], who employed what he termed the «method of
recurrence» and a «generalized method of descent».

It is well known that, for k=n-1, the singular Cauchy problem consisting
of the particular (EPD) equation

o n-1 ou
Au =
ot2 T t ot

i. e., the (EPD) equation with the particular value of &k taken to be n-1, and the
same initial conditions

ou
u(x,,...,xn,O)=g(__x,,...,xn) ’ Tt(xn"'axmo)zo )

1s given by a generalization of a formula of Poisson:

1
un-1 (1'1,. . -7xn’t) = ‘a—fg(xi +E1t7x2+€2t, v -7xn+Ent)dmn(E) ’
" n
2,81
=t

where the exponent n-1 is a reminder that k=n—1; dw,(&) is the surface element
n

of the unit sphere in real n-dimensional Euclidean space, and o, = 22":) is the
'

area of the same sphere, in terms of Euler’s gamma function. Using the formula
just written, and Hadamard’s «¢method of descent», the following explicit formula
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for the solution of the singular Cauchy problem for the Euler-Poisson-Darboux
equation:

uk(z,...,2,,t) =

n k—n—

_ Bkti1-n V(1 2| 2
- e fg(x,+£,t,...,xn+ant)<1 ZEl) d, .. dE,

n =
2 B<t
1=t

may be obtained when k is any positive integer of the infinite sequence n, n-+1,
n—+2,.... This formula may then be readily verified to give a solution of the singular
Cauchy problem for any real k>n—1 (Notice that the ratio of the w’s is defined for
any such k in terms of Euler’s gamma function). (This procedure s called by Wein-
stein the «generalized method of descent»). For k<n—1, with k = —1, —3, —5,...
(the odd negative integers, —1, —3, —b,..., play an «exceptional» rdle in the singular
Cauchy problem, as was first pointed out by Weinstein [1]), one may obtain a
solution of the singular Cauchy problem by either: (1) analytic continuation of
the last definite integral, with respect to the parameter &, to values of k<n—1,
as was done by J. B. Diaz and H. F. Weinberger [3], or else (2): as was done by
Weinstein [1], by employing his «recurrence relations» which relate solutions of
the (EPD) equation for various values of the parameter k. Thus, it is clear that
the explicit solution of the singular Cauchy problem for the (EPD) equation
for the particular value k/=n—1 is of fundamental importance in order to cons-
truct the above described theory of the singular Cauchy problem for the (EPD)
equation for an arbitrary value of the parameter k.

Now, the «wegulary Cauchy problem. for the elasticity system (E) which
corresponds, in a natural manner, to the regular Cauchy problem considered
above for the wave equation (W), is precisely that which consists in determining
a solution, i. e. an n-tuple of functions u(z,,...,7,,t),...,8,(Zy,...,7,,t), which satisfies
the elasticity system (E) and at the same time fulfills the initial conditions

ot

ui(xh'"axmo):fi(xh"'7xn) ) (x,,...,xn,0)=0 3

for i=1,...,n, where the n functions f,(,,...,2,),-..,fn(Z1,...,2,) are given functions.
(The Cauchy data now consists of an n-tuple of given functions f;,...,f,, rather
than of a single function g). Supposing that the singular system described before
is indeed a singular system (S), of the nature required by question I above,
then the system (S) does contain a linear parameter £ and a coefficient %/t which
is singular on the plane t=0. Further, the «ingular» Cauchy problem for the
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system (S) will consist merely in finding a solution u,(z,,...,%,,t),...,8,(Zy,-..,2,,1)
of the singular system which fulfills the same initial conditions just encountered,
to wit

ou;

WXy, @y 0) =1y sy) a—tl (Z4y0.92,,0) =10,

for i=1,...,n. Still further, when one puts k=0 in this particular singular
system (S), the singular Cauchy problem for the singular system (S) will reduce
to the above described «regular» Cauchy problem for the elasticity system (E),
because when k=0 the singular system (S) does reduce to the (regular) elasticity
-system (E).

The second question alluded to above, just after the first question, now poses
itself. Presumably, for this particular system (S) there is a «distinguished» value
of the parameter k& (perhaps it is n—1, as for the (EPD) equation) which is
fundamental in the solution of the singular Cauchy problem for the particular
system (S). For this particular («distinguished») value of & there should be an
explicit formula for the solution of the singular Cauchy problem for the system (S),
purely in terms of the n given functions f,(z,,...,2,),...,f5(Z,,...,2,). By analogy
with what happens in the singular Cauchy problem for the (EPD) equation, this
expected explicit formula for the solution of the singular Cauchy problem for the
singular system (S), with the parameter %k equal to the «distinguished» value,
will be termed, for the time being, the «peripheral spherical mean value of an
n-tuple of functions f,(x,,...,2,),....f,(Z,..,z,)». Using this terminology, the
second question mentioned above may be formulated thus: Question II: What
is the explicit formula for the «peripheral spherical mean value of n functions
f1(@gsesZy)se s (@gy-- 2, )», and what is the «distinguished» value of the parameter
k? The answer to this question, and the explicit solution of the singular Cauchy
problem for the singular system (S), which is to appear in full in [8], will be discussed
in the next three sections only for the particular «distinguished» value of k.

2. The heuristic process leading to the definition of the «peripheral spherical

mean value of n functions»

The procedure which was actually followed in finding an answer to ques-
tion II will now be presented. The single guiding idea behind the procedure
is the special part played, in the solution of the Cauchy problem for the wave
equation in three dimensional space, by the «peripheral spherical mean value
of a single function g(z,,z,,2,)» (see the exposition in Goursat [9, pp. 99-104],
for example).
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Now, consider the following regular Cauchy problem for the three dimen-
sional wave equation (W), 1. e.
o2 0% 9% 8%

_l_

ox? ox2 ox? ot?

?

plus the initial conditions

oy
V(.CCHLZ?Z,SC:,,O):O ; Tt (xhxz?xsao):g(xhxmxa) ?

. . . . . . 0
(notice that here the value g is assigned to the time derivative ?(;- for t=0,

and not to the function ¢ itself, which is assigned the value 0). The solution
0(g; %4,4,25,t) of this Cauchy problem, as is well known (see, e. g., Goursat
(9], pp- 99-104) is given by the formula

V(ga x,,xz,xa,t)zt ll(g, x1,x2,x3,t) ?

where the function u(g;x,,2,,2,,t) is just the «peripheral spherical mean value»
(here, dw,() 1s the surface element of the unit sphere whose equation is

g+6+8=1):

1
U(g 5 T1,%y5%a,t) 24—fg(x,—l—£1t, TaF-8at, T3+Est)dwy(E)

70

3

2 _
.=t
=1

which is a solution of the singular Cauchy problem (notice that, since n=3,
here n—1=2):

d%u i o%u i d2u o2 n 2 ou
o2 oa2 @ a2 a2t &t
ou

W(Z4,02,%3,0) = g(x4,25,%5) 3 a—t (%4,%5,23,0) =0 .

These formulas can be interpreted as follows: in order to obtain the peri-
pheral spherical mean value u(g;,,2,,2;t) of a function g(z,,r,,z,), one first
6
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solves the particular regular Cauchy problem for the wave equation which has
(g 324,2,,25,t) for solution, and then divides v by ¢ to obtain the peripheral spherical
mean vaiue; that is

- 1 .
U(g 5 Z95%5,%3,8) = T (83 %1,22,T3,t) -

This last equation gives a «recipe» for finding the «peripheral spherical mean
value», ie.: first find ¢, and then divide ¢ by ¢. Applying this «ecipe» (proceeding
strictly by analogy) to the system of elasticity, one is led to suppose that the
¢peripheral spherical mean value of 3 functions f;(2,,2,,Z3), f2(%1,22,%3), f3(%4,%2:25)»
consists of the three functions

1 . .
U(fif a5 1,22, %a,8) = TV,-(f”fz,fa; X4, %qyTaet). 1=1, 2,3, where the three functions

¢; solve the regular Cauchy problem for the elasticity system (E) for n=3:

3
2. 2 . 2.
2 a%,; + 0% F (bt 0y _ 0%¢; '
3?2 oz Z : o oz

=

with the initial conditions

_ oy .
Vi(xuxzaxaao)zo ) 75;“ (4,%2,%5,0) = f(x,,xz,w?,),

for i=1, 2, 3 (notice that here the values f; are assigned to the time derivative ?‘;ﬂ

for t=0, and not to the functions ¢, themselves, which are all assigned the value 0).
The solution of this last mentioned Cauchy problem, as given in Tedone’s ([10],
pp- 232-243) paper, may be expressed in the following form, in the standard
customary notation of three dimensional vector analysis:

(01 (.’L" 7x27x37t),02(x1,xmxa,t)aoa(xl7x2ax3at)) = t(fi(xhxmxa)’fz(xl 7x27x3)7f3(xhx2x3))

bt

n 4% grad{ f [ f (f. E)dm,(&)] bdf}

T=0
251

=1

at

4 Z::; curl {f [f(fx E)dwa(ﬁ):, adT} .

T=0 3
2 _
2 ;=1
=1
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where f=(f,,fafs), for example, denotes the three dimensional vector whose z,

component is f,, its x, component is f,, and its x; component is f;, and (f,,f/s)
denotes the same vector, but with its components all multiplied by ¢; the vector

. . 0 0 . .
differential operator grad = —a—, ——, — ) and the vector differential operator
ox, 0Ox, Ox,
0 0 0 0 0 )
curl f=curl (f1,f2afs)=< h _ % : h o , f _ 2l ; the vector f in
0%, or, = 0x, ox, o, 0%,

the integrands is evaluated at the point (x,4&,7,2,4&,7,2,+&,57) ; the notation f.§
stands for the three dimensional scalar product of the two vectors f and &, that
is to say f.E=f,&,+1.£.+[:&s; and, finally, the notation fx& stands for the three
dimensional eector, or cross, product of the two vectors f and &, that is to say
[XE=(fEs—FEuf:E1—[Esf1E2—[:Ey). Dividing this formula for ¢=(¢,,0,,0;) by ¢;
which, luckily, it seems, occurs as a common factor, one arrives at the conjecture
that the «peripheral spherical mean value of the 3 functions f,,f,.fo», if it is
anything at all, must be precisely the vector function

(U4 (Z1,00,%3,8),Up (T4, 95T 358) y Ug (T 130y Ty t) ==

= (f1(21,2,73),[2(%1,%2,23), f3(1,22,25) ‘l‘grad{f—" [ff &)dw, (&) :ld"-'} +
T=0

Moreover, again to judge from the considerations immediately preceding, there
is a very strong suspicion that «the distinguished value of the parameter %» is
just the number 2 in this particular case under consideration, and that the
putative «peripheral spherical mean value of 3 functions f,,f,,f3» 1s just a solution
of the singular Cauchy problem:

02 2 9
azAui+( 2__g?) __I:Z ]_ u; +_ aL;z ,

($1,£E2,QL‘3,0) f(xhxmxs) 3 —a_‘ (x,,xz,x3,0)=0 ’
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2

. 02 h 0 . . .
for 1=1, 2, 3, where A= —5 + —5 + — is the three dimensional Laplacian.
ox; ox, oy

The next step would be, it appears at first glance, the direct verification
that the supposed «peripheral spherical mean value of 3 functions f,,f,,f» does
solve the singular Cauchy problem just indicated above.

However, before embarking upon this verification, 1t should be observed
that the supposed «peripheral spherical mean value of 3 functions f,,f,,f», as
defined above, 1s still linked to the particular number of dimensions (or of
functions, 1. e., 3) — because of the presence of the three dimensional differential
operator curl and the three dimensional cross product of two vectors — in such
a way that it does not, at first blush, seem to lead in a perfectly straightforward
way to the definition of the «peripheral spherical mean value of n functions
fisfas--ofn». For the express purpose of removing this difficulty that the extension
of the concept to n functions f;,...,f,,, is not obvious, the above tentative definition
of «the peripheral spherical mean value of 3 functions» will now be expressed
differently.

In the same notation as will be employed in section 3 below, let M(g;x,,2,,24,t)
denote the «peripheral spherical mean value of the function g(z,,x,,)», that is

M(g;2,25,75,t) = ZLfg(x1+E1t, T, +E5t, 134-Eqt) do)a(i) 5

71
3
S 8-

and also, let M j(g;x,,xz,xs,t) denote the «j’th first spherical peripheral moment
of the function g» for j=1, 2, 3, that is

1
M]-(g;x,xzxs,t) = _4; fg(x1+51t, Z,+-E,t, xa’*‘ist)E]dwn(g) )

3

2,51

1=t

for j=1, 2, 3. Now, the first component, u,(fy,f2f3;%1,%2,%4t) of the above supposed
expression for the «peripheral spherical mean value of 3 functions f,,f,,f» is given
by the formula

ui(fﬁfz’fa 3 T1y%23%a58) = f1(21,72,%3)
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+ fl:4 f af1 "171‘{“‘2»1"r $2—|—E2’t‘ CL'3—|—E3T)£1 f ‘Ez af &3) dwa(g)]df
24 ox,

St

=1

at
T (o, o
_fli'gf<ax1 &, — oz, ‘22> d(‘)s(a]d’r '

since the first component of the cross product of the two vectors curl f and &,

3} o
that is, of the vector (curl f)XE, is ]ust< o _ >§3 < fa _ f‘)gz .

04 ox, ox, ox,
This formula may be written a bit more concisely in terms of the JM; notation
introduced above; one obtains

By(f15farf3s 15Ty %sst) = f1(%4,%2,%5)

T f [ZM < af-: : x,,xz,xs,’r>:|d~r

T=0 j—

0 0
‘l‘f l:Mz< fLQ x,,xz,xa,r>-M2 <i 3 xnxmxa,"-'):ld'f
ox,
at
0 3]
_f [Ma <i‘ ) x11x27x317> —M, <i 3 x1ax27x3a7>]d7 .
0% 0%,
T=0
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Now, on the other hand, in order to beautify this formula one must first
observe that, for any function g(x,,z,,7;), one has the following obvious identity

1
E;fg(xi +-&1t,%, 851,y HEat) 0y (8) — 84,70, %)
3
e
=1

4
1 3
= [fé’(ﬂ%+€mxz+iz’f,xs+ia‘f)dws(i)] dr

4t ot
3
2__
> =1
i:‘l

T=0

t 3 |
= __l.kl?f I:-[{Z _;;f_ (x1_|_E_IT,x2+E_2T,x3+E.-3¢)E”]’} dﬁ)z(E)J & !

T=0 3  j=t !
2_
Z g;=1
=1

which, in the M, M]- notation, becomes

M(g;2,75,%5,t) — g(%1,%2,%s)

I3 3
og )
= M\ ——; ®,22,%7T dr .
/ 6113]'
7=t

T=0

Replacing ¢ by at in this last formula, and also replacing g by f,, the result is the
equation

M3 4,00, %5,08) —[1(%1,2,7T5)

at
M af1 . M af1 .
= "\ arg. 3 3%y %3y ) + My | ——- § X4,25, %37
Z, . 0%,
T=0
0
+ M3 i 7y L19T25T3,T dr ;
0%,

which, when it is solved for f,(x,,%,,2,;), and the value of f,(z,,z,,%;) so obtained
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is substituted into the last formula given above for u,(f,.f2f3; Z1,%2%35t), yields
simply

1912939 “19¥ 294 19 MV 2943dr
i (fisfasfa; Z1y%as%ast) = M(fy; 24,%4,%5,aL)

*f [Z P

T=0 j=1

- :[ O[Z <af1 x“xmeﬂdT,

= M(f1,x1,x2,x3,at)
bt 3 af
‘l‘f [Z M] <_—J s xiaxzaxsa'r)JdT .
ox,
T=at j=1

Finally, in view of the equalities (the desire of performing this particular trans-
formation right here was the actual origin of the «integration by parts on the
unit sphere» lemma which appears as Lemma 3.1 below):

og og
Mj( o, >—Mi< ax]-> ’

where i,j=1,2, 3, which are valid for any function g(z,z,,,2,), the last formula
for ¢, may be rewritten

Ui(ffarfas T1:%0%a,t) = M(f, ; 24,2,,%5,08)

e[S ) o

T=al j=1

= M(f1 ) xhxz)xaaat)

bt 3
M % d
+ 1 8_ 3 L1502y 037T T
j
7=t

T=al
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which is the desired formula for u,. Although only u, has been considered in the
computation, it is clear that one must have

ui(f1 2:fas 1,0, %)) = M(fi; L4309, L3, 01)

bt
+f Ml(dl() f7 xiaxzaxsﬂ) dr ’

T=at

3

ofj

oxj
=1
this formula from n=3 to n arbitrary.

In view of the preceding considerations, the long heuristic quest for the

«peripheral spherical mean value of n functions f,(2,,...,2,),...,f5(Zs,...,2, ) 18
now at an end, and this desired mean value appears, on purely circumstantial
evidence, to be given by the formula

where 1=1, 2, 3, and div f= There 1s no difficulty now in extending

ui(fhf27“°7fn; xhxzr",xmt) = M(fp xhxzr",xmat)

bt
+f M (die f;24,%g,...,Zp,7)d7T

T=at

n
a .
where 1=1,2,...,n; the divergence operator div f= E —ai; and M and M, are
x.
. )
=1
the mean values in n dimensional space as defined in section 3 below, for a
function g(z,,z,,...,2,):

M3 @4 g l) = — f 2@ sty )y (E)

n
n
S5

7=

and

Mj(g;thzr")xn’t) =

[ttt u B B,

mn
n

> e

=
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for j=1,...,n, with w, and dw,(§) being the area and the area element, respectively,

n
of the n dimensional unit sphere Z&;=1 . This answers the first part of
7=t
question II. The second part of question II is answered by: «the distinguished»
value of & i1s the number n—1. That is to say, the functions
@ (fry o sfniTas-r Tyet), 1=1, ..., n, are expected to be a solution of the
singular Cauchy problem

o [ ™ ou . n—1 o
a?Au. + (b2—a? I 1= ¢
i ) ox; l:z jl ot? T t ar '

aui

? (.’171,.’1?2,. . 'axnao):O )

ui(xhxm- . .,.’l’n,O) :fi(xirxm’ . "xn) )

for t=1,...,n. But this means that question I has also been completely answered,
and that a sought singular system (S) of the nature desired is indeed, as was
suspected all along, exactly:

d 2 du; d%u; k du;
a?Au; b2 —a? o= "
i 1 ) o [g 8x]-] 12 + t ot '

i=1,...,n, and that the singular Cauchy problem consists of this system, together
with the initial conditions

ou. , .
U; (4,85 T, 0) =1 (%1,%5,- -, Zp) 5 #(x,,xz,...,xn,O):(), for i=1,...,n.

3. Notations and auxiliary lemmas

With the heuristic considerations of sections 1 and 2 now out of the
way, the present section discusses the prerequisites for an exact formulation and
proof, in section 4, of the two intuitive statements that «he distinguished
value of the parameter k& is n—1» and that «the peripheral spherical mean
value of n functions f,,...,f, solves the singular Cauchy problem for the
system (S) when k& equals precisely n—1».
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Let n be a positive integer, and R" be real Euclidean space of n dimen-
sions, with z=(z,,...,z,) a typical point of R". The Laplacian operator will be
denoted, as usual, by A:

82 82 82
A= .
o + ox; Foee ox3,

In general, the chief concern will be with vector valued functions f(z)=f(z,,...,x,)
defined on a subset of R™ and having values in R" itself, i. e.

f(xn'-wxn) = (fl(xh'“axn)r-wfn(xh-"axn)) ?

or, more briefly, f=(f,...,f,), where each (component) function f,(z,,...,z,),
i=1,...,n, is real valued. In dealing with such functions, the following notation
will be employed:

Af:(Athfm"-’Afn) .
The elasticity operator E will be understood to be
E=a?A+(b2—a?) grad div ,

where a and b are real constants; and, as usual, «grad» denotes the gradient
operator:

grad o= <

o9 oo og >
b

) gy

ox, ox, ox,

whenever ¢(z,,...,x,) is a real valued (differentiable) function, while «div» denotes
the divergence operator

d 9 3 noof:

0%, oz, ox,, = 0%

div f=dio(fyy..of,) =

?

whenever f=(f,,...,f,) 1s a vector valued (differentiable) function. The (physical)
constants a? and b? occurring in the operator E are given, in terms of the Lame
constants of elasticity A and @, and the density p, by the relations

_ P g A2 =2
P P e
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More explicitly, if f=(f,,...,f,) is a twice continuously differentiable vector valued
function, then Ef=((Ef),(Ef),...,(Ef),) is again a vector valued function, with
real components

(Bf);=aAf;+ (b —a?) — (div f) .

Using the summation convention for repeated indices (over the set of integers
1,2,...,n), and letting subscripts preceded by a comma denote partial differen-
tiation with respect to the corresponding component of r=(z,,...,z,), this last
equation may be rewritten, in abbreviated form,

(Ef);= a'-’fi'].]. + (bz—az)fj,ﬁ ;

where, by definition,

l

2
£ :Afi:

f )] 2
7=1 J

S 2
— 0x

and, by definition,

& 9% 3 /< o 9
7. axiaxj ox; ox; or

j:] j=1 ] i

If ¢ 1s the time, consider the operators L, defined by

k
L, = -
k at2+tat’

where k is a real parameter. If f(x,t)=f(z,,...,2,,t) 1s a vector valued function
of z and ¢, that is

f(x’t) = (f1 (xat)afz(xat)’-- -7fn(x,t)) )

then
ka: (kaﬁkaz:- . -,kan) ’

where f(2y,...,p,8),. . sfn(T4,...,2,,t) are the n real valued components of f.
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In order to treat the singular Cauchy problem for the system (S), certain
surface spherical means will be employed, which are defined as follows (for the
sake of definiteness, it may be supposed at first that the integer n=2; under a
suitable interpretation the considerations are also valid when n=1):

Surface mean. Let g(xr)=g(x,,...,x,) be a continuous real valued function
defined on all of R™. If tis any real number, then the surface mean M(g;x,t) of
the function g is, by definition, the definite integral

q]

g2 doy(E) | (3.1)
" fe =1

M(g;xat) =

1 n

TS - n
where £=(&,,....,) and |§| = + (E2+...+E2) * ; the constant w,=2x * [T <—2—>
is the surface area of the unit sphere in n dimensional space R"; and dw, is the
surface element of this sphere. Notice that M(g;z,t) is defined and continuous
for all z in R™ and any real ¢, and is an even function of ¢, that is

M(g;zt)=M(g;x,—t) . (3.2)

Further, if g(x,,...,7,) has continuous partial derivatives up to and including the
order r for all (z,,...,z,)) (briefly: «s of class C" for all (z,,...,z,)») then M(g;z,,...,.2,,1)
is of class C" for all (z,,...,2,,t). For ¢t >0, and this justifies the use of the name
«surface mean»y, M(g;z,t) is the mean value of the function g over the surface of
the sphere with center  and radius t> 0; since, putting y=x+&¢, one has that

»

1
‘M(g;x7t) = - g(fc-l—ﬁt)dwn(g) ’

(*)n
& =1
1 L]
= mnt”‘r g(y)d2(y) , (3.3)
Ty—al=t

where, in the last surface integral, dX(y)=t""'dw, is the surface element of the
n

sphere with center z and radius ¢, which has as its equation \y—x|2=2(yi—xi)2=t2.
=1

Weighted surface means. Again, let g(xr)=g(«,,...,x,) be a continuous real

valued function defined on all of R™. If j=1,...,n, and ¢ is any real number, the
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J’th weighted surface mean of g (¢’th first surface moment» of g), denoted by
M ]-(g;x,t), will be understood to be the following definite integral-:

f gla+ENEdw,(E) . (3.4)
" e =1

1
M](ga x‘lt) =
[¢Y]

Notice that, for each j=1,...,n, the function M]-(g;x,t) is defined and continuous
for all (=y,...,7,)) and any real ¢, and is an odd function of ¢, that is

Further, if g(z,...,7,,) has continuous partial derivatives up to and including
the order r for all (z,,...,z,) (ds of class C" for all (z,,...,z,)») then Mi(g;zp) is
of class C" for all (x,,...,2,,t). For >0, and this justifies the use of the term

._x.
«weighted surface mean», M ]-(g ;Z,t) 1s the mean value, with weight Ji ; I, of the

function g over the surface of the sphere with center « and radius ¢> 0; since,
putting y=x+-E&¢, so that y,==z;+E&;, one has

M;i(g;2t) =

n

f gz +E)Edo,(E)
E|=1

L]

1 .
e st (AT )z

n-1
w,l -
ly—z|=t

Similarly, if i=1,...,n and j=1,...,n, and ¢ is any real number, the i,j th
weighted surface mean of g («the i,j th second surface moment of g»), denoted
by M i]-(g;x,t), will be understood to be the following definite integral:

gx+E L de,(E) . (3.7)
"fEi=1

1
Mi]-(g;x,t) R

The function Mij(g;x,t) is defined and continuous for all (z,,...,7,) and any real ¢;
is an even function of ¢ when i=j, and an odd function of ¢t when i3j, and

M (g;,0) = My{g; 2,0) - (3.8)
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Further, if g(x) is of class C" for all z, then M (g;,t) is of class C" for all z,t.

For t>0, and this justifies the use of the term «weighted surface mean», M i]-(g;x,t)

Yi—% Y%
t

surface of the sphere with center z and radius ¢>0, that is

is the mean value, with «weight» , of the function g over the

1

" Te)=1
_ (3.9)
1 . . .
= jg(y) (1) (4% ) az
T ly—al=

Section 3 of J. B. Diaz and J. L. Lions [8] contains several fundamental
properties of the mean values M,M;, M, . Besides their use for later consider-
ations, these results appear to be of interest in themselves. A few of the results
are not new, for example, the Euler-Poisson-Darboux partial differential equation
of corollary 3.6, but the systematic unified presentation of all these basic properties
of the various mean values is essential for the purposes of [8]. In the present
exposition, use will be made of these mean value properties in section 4. For
this reason, the present section 3 will conclude with detailed statements, without
proofs, of relevant results from section 3 of [8], to which a general reference is
made for the complete proofs.

The initial lemma 3.0 determines the values, for t=0, of M/ s M, My, and
their x and ¢ partial derivatives:

Lemma 3.0. (0) Suppose that the real valued function g(z,,...,x,) 1s of
class C for all (z,...,z,). Then

M(g;x,0)==g(x) .

If, further, g is of class C', then

. Migiz0) =2 (2)
- . = —— (X
o, £ o ’
for i1=1,...,n, and
0

ot
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(1) Suppose that the real valued function g(z,,...,z,) 1s of class C for all
(24,--%,). Then

for j=1,...,n; and
a .( ) )
a ; ]g,xv 0

for i,j=1,...,n. If, further, g is of class C’, then

9 ) 1 og

(2) Suppose that the real valued function g(z,,...,z,) is of class C for all
(4y---y2,). Then
0,ifj#k,
”;g(x)v l'fJ:ka

for j,k=1,...,n. If, further, g is of class C’, then

0, if j#k,
d
M (g5 2,0) =
ox- 7ke 1 og e
L I _’; axi (.’L‘),Lf]—k,

for i,j,k=1,...,n, and
o
— Mg 2,0)=0 .

Lemma 3.1. furnishes a formula for «ntegration by parts» on the unit
sphere, which is needed for the derivation of the subsequent lemmas:

Lemma 3.1. Suppose that the real valued function g(&,,...,£,) is of class C*
for all (&,,...,£,). Then

og _ og
f *az E]-dwn(?,) —f ?E]_ Eidmn(g) ?

|€]=1 lE]=1

for every i, j=1,...,n.
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The equality of lemma 3.1 is to be compared with the «identité curieuse»
of Ghermanescu ([11], p. 290, equation (1.7)), which contains as a special case
(when the domain of integration is the unit sphere) the result of lemma 3.1.
Notice also the related considerations of F. John ([12], p. 135) (the equality of
lemma 3.1 can be obtained by putting r=1 and choosing the a,(z) in a particular
way in equation (7.27) on page 135 of John’s book).

Lemmas 3.2, 3.3, 3.4, and 3.5 give formulas for the first order partial
derivatives of the four mean values M,M]-,M ko and Mjy, respectively:

LemMma 3.2. Suppose that the real valued function g(z,...,x,) 1s of class C’
for all (x,,...,z,). Then

n—1
Mg ,

o
M(g;t)=— M.(g;t) + -
o, (g7 P A(g3t) +
for t=1,...,n, and t#0; where the abbreviated notation M ]-(g;t), for example,
stands for M ]-(g ;2,t), the dependence upon z being understood. (This abbreviated
notation will be employed in the sequel, wherever deemed convenient.)

Lemma 3.3. Suppose that the real valued function g(z,,...,z,) is of class ("
for all (z,,...,x,). Then

O Mgyt = —— + ) Mijles) — — Mig; 08
_Ji ](g’)_ ot 1 z]gy)_"t— g3t)og5

for i,j=1,...,n, and t#0; where §;j is the usual Kronecker delta, having value
one when 1=j and value zero when t#;.

LemMma 3.4. Suppose that the real valued function g(z,,...,z,) is of class
for all (z,,...,z,)). Then

9 A n+1 o
o Mgst) = () Mt

1 1
— ry Mj(g;t)gik — 7 Mk(g§t)8ik )
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for i,j,k=1,...,n, and t+#0; and where, by definition (compare the definitions
(3.1), (3.4) of M and M,, respectively)

Mijr(g; t)=M;jk(g;z,0)

1

w

gx+ENEELrdw,(E) ,
n
: &=
for i,5,k=1,...,n

LemMa 3.5. Suppose that the real valued function g(z,,...,z,) is of class C*
for all (x,...,x,). Then

) 2
< + nt >Mijkl(g;t)

)
— ’ 't ]
jki(g;?) ” "

ox .

12
1 1 1
— — Mjile; ik — — Mirlg; 03— — Mulg; 355 » -

for ,j,k,l=1,...,n, and t#0; and where, by definition (compare the definition
of M;jx in lemma 3.4)
Mijri(g;t) = Mijn(g; x,t) =

~ L f (oD Edeon(®)

n

[ﬁl:l
for i,5,k,l=1,...,n.

Lemmas 3.6, 3.7 and 3.8 yield formulas for the second order partial deri-
2

0

vative

of the three mean values M,M,,My;, respectively.

Lemma 3.6. Suppose that the real valued function g(z,,...,z,) is of
class C? for all (z,,...,z,). Then

02 2 2n—1 8 n(n—2)> 1 <a n—2>
Mz | | M:i(o: ) )5
axiaxj (g’t) < ot? t ot 12 ) (g’t) t \ ot I 1 M(g,t) =

_<a n—1><8 n>M ., 1<8 n—2>M8
= 8_t+ ; 54_—[ i]'(g, )—T a‘f‘—’t— i

for i,j=1,...,n, and t#0.

-
/4
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CororLLARY 3.6. Under the same hypotheses as lemma 3.6, one has

& 92 u N = AM(e: ot o2 n—1 2 Mg:nt
Z ax"; (g7xa):—' (gvx’)_ ot2 "l_ ¢ at> g,x,)

=1

for t£0 and all z, which is the fundamental singular partial differential equation
(the Euler-Poisson-Darboux equation) satisfied by the mean value function
M(g; ).

Lemma 3.7. Suppose that the real valued function g(z,,...,x,) is of class C?
for all (x,...,x,). Then

82

o2 2n+1 @ n2—1
Mk(g;t)=-< + + + )Mijk\g;t)

ot? t ot t?

1 /9 n—1
”—<—at‘+ ; >[Mi(g;t)SijrM,-(g;t)SikJer(g;c)aij]

0 n G n-+1 NV
_<_87+—t>< o + ; >Mz]k(gat)

9 n—1

1
- — <?{+*7_> [ M (850085 + M (g3 )din+ M85 6)8] ,

for i,j,k=1,...,n, and t0.

CoroLLARY 3.7. Under the same hypotheses as lemma 3.7, one has

ng O Mozt =AM, (e 2t @ rt o rlN
ey N B .
ax% k(g’xa) k(gaxa) o2 ; ot 1 k(g1 1))
i:1
_ 2 e+ —— ("L Myen
— —.atz ( k g’x1t)) ot ¢ ° k(g7x7 )> 9

where £=1,...,n, for t#0 and all z, which is the fundamental singular partial
differential equation satisfied by each of the n «peripheral first moment functions»
My(g;x,t), k=1,...,n.
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It appears to be worthy of notice that this singular partial differential
equation bears a close relationship to the Euler-Poisson-Darboux partial differ-
ential equation, for, upon dividing both sides by t#0, the last equation may
be rewritten thus

; * ot

A My(g;zt) /9  ntl @ M (g; )
_<at2 t 8t>< >

for k=1,...,n.

Lemma 3.8. Suppose that the real valued function g(x,,...,x,) is of class C?
for all (z,,...,z,). Then

Il

o . 2 | 2n43 8 (n4+-2)n s
axiax]- Mialg;1) < 12 + t at + 12 'Mljkl(é:,- 3%)

1 0
. —(———l— %)[M]-l(g;t)gik—{—Mjk(g;t)3il+Mkl(§;t)8ij+
+ Mg 003, + Minlg;1)3;]

1
+ e M(g;)[3;387; + i1 Ojk]

. 0 n+1 0 n—+2 o
—-< ot + ; ><at + ; >szkl(g7t)

1 9
_ T(a_t + —7:-> [M]-l(g;t)Sik—l— M]-k(é’; )31 + Myi(g; 13 +

+ Minlg; 031 + Mia(g; 1)3,]

1
+ —tz_ M(g;1) [giksjl + 8ilSjlf] ’

for i,j,k,l=1,...,n, and t+#0.
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CororrarYy 3.8. Under the same hypotheses as lemma 3.8, one has

n

a2M o) = AM e ot) — o2 n—1 0 2nM(°t
Zaxf; ki(8; 2,8) = kl(g,x,)—<at2+ g k(g z,t) +

i=1

2
+ 5 M(g;x,t)dp ,

where k,l=1,...,n, for t#0 and all z.

It appears to be worthy of notice that the n?2 weighted second order spherical
surface means of g, the n? functions My(g;x,t), where k,l=1,...,n (which are of
class C%1n (z,t) when g is of class C? for all z) are a solution of the singular Cauchy
problem consisting of the singular system of n? partial differential equa-
tions (which arises from the last equation merely upon replacing M(g;z,t)

n
by 2 Mii(g;z1):
=1

02 n—1 o 2n

2 n
AMpi(g;2,t) = <a—t2 +_t—?t—?> Mpug;x,t) —I—?;M”g ALY

for k,l=1,...,n, for t+#0 and all z, plus the following initial conditions (see
lemma 3.0):

1 )
Mp(g; 2,0) = - g(x)dx 3 Mp(g;2,0)=0,

for k,l=1,...,n, for all z on the «plane» t=0, which is a «ingulars plane for the
system of partial differential equations.

Finally, lemma 3.9 contains a singular system of partial differential equations
which is satisfied by certain n linear combinations of the M;; and M. This
special and, at first glance, totally unrelated result is employed at a crucial point
in part (B) of section 4, in the direct verification of the formula for the solution
of the singular Cauchy problem for the particular value n—1 of the parameter £,
for the system (S). This special result is included in section 3 in order not to
interrupt the continuity of the argument during the course of part (B) of
section 4.
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LemMMa 3.9. Suppose that the n real valued functions f,(z,,...,z,),
fo(Tyseesy)se e sfp (@4 ,,) are of class C? for all (z,,...,2,), and define, for i=1,...,n,
the functions o¢,(f;,....fn; %1 Tyt) = 0(24,...,2,,t) by means of the equation

Oi(fh---afn;xh--'axmt) =n Z Mij(fj;x’t)—M(fi;xat)

7=t

for any (z,t). Then, for t#0 and all z, one has

Lo, =22 Vi"‘i apiJ,

t ot o] t ot .

for 1=1,...,n, which is a system of n «ingular» partial differential equations
satisfied by the n functions ¢,,...,0,.

4. Solution of the singular Cauchy problem for k=n—1. Existence theorem.

The purpose of the present section is to prove the following existence
theorem for the solution, in the «classical» sense, of the singular Cauchy problem
for the singular system of partial differential equations (S), in the special case
when the parameter £ has the particular value n—1. It is to be noticed (see the
introductory section 1) that the explicit solution to be given here of the singular
problem for the singular system (S) is the «analogue», in the theory of the
singular system (S), of the peripheral spherical mean value M(g;x,t) — see
equation (3.1) for the definition of M — in the theory of the Euler-Poisson-
-Darboux partial differential equation

A 02 02 02 —|—k 3] 41
= = — ) u. .
" <ax3+ +axz>“ (s +7r) &

Because, when the real valued function g is of class C? for all z, then the spherical
mean value function M(g;x,t) is of class C? for all z,t, and is a solution of the singular
(Clauchy problem consisting of the singular partial differential equation (4.1),
with k=n—1, for t#0 and all z, plus the initial conditions

ou

5 (©0)=0, (4.2)

u(x,O) :g(x) )

on the singular «plane» t=0, for all z. Thus, the solution to be given explicitly below,
appears to be, loosely speaking, a certain sort of «peripheral spherical mean value»
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of a vector valued function f=(f,,...,f,). The solution, in the «classical» sense,
of the singular system (S), will be sought here explicitly for all ¢, —co<t<<+oo0,
as was done in J. B. Diaz and G. S. S. Ludford ([4], pp. 73-81) for the classical
solutions of the Euler-Poisson-Darboux equation (EPD).

THEOREM 4.1. Suppose that the vector valued function f(x) is of class C?
for all x=(a,,...,x,). Let the vector valued function u(z,t) be defined for all («,t),
in terms of the vector valued function f, by means of the formula

bt
%Uwﬁ=me&Wﬁﬁ%MWﬁ%Wh, (4.3)

T=at

for i=1,...,n, where u,(f;z,t)=uf,,....f,;:t), of course, and the mean values M
and M; are defined by (3.1) and (3.4), respectively. This vector valued function
u(z,t) is of class C? for all (z,t)=(x;,...,2,,t); it is a solution of the singular system
of partial differential equations (S), with the parameter k=n—1:

Eu=L, u, (4.4)

for t#0 and all x; and satisties the initial conditions
w0 =) , - (2,0 =0 , (45)

for all z. Further for t=0, and any z, the function u(x,t) satisfies the system
of partial differential equations

(4.6)

(Since, as pointed out above, in the introduction, the right hand side of
(4.3) is a sort of a «spherical mean» of the vector valued function f, it seems of
some interest to record here the definition (4.3) of u without the intervention
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of the letters M and M, but only as a sum of definite integrals taken over the
unit sphere:

to { | I:i:TfJ:(erET)]Eidwn(&)}dr.
" . j

Proor. The argument will be divided into two parts, (A) and (B), each
of which furnishes a complete proof of the theorem, each of interest in itself,
but proceeding along different lines. In part (A) it is assumed at the outset that
the vector function f is of class C® rather than C?, and then the argument is
completed in part (B) by means of a «Weierstrass approximation theoremp
procedure. It turns out that the additional smoothness assumption on f, that f
1s of class C? simplifies the calculations somewhat in part (A). In part (B) it
is only assumed, from the start, that f is of class C2 The calculations are a bit
more involved in part (B), but the verification again follows directly upon
employing some of the lemmas from section 3.

PArT (A). Suppose first that the vector function f is of class C? for all z.
Then equation (4.3) clearly defines a function u which is of class C? for all (z,t),
in view of the definitions (3.1) of M and (3.4) of M; (see (4.7)). Further, since M
is even in t (see (3.2)), and M; is odd in t, it follows from (4.3), (4.7) that u is
even in t:

u(f; zt)=ulf;z, —t) . (4.8)
Since u is of class C?in x and ¢ (that f be only of class C?, which would imply that
u is of class C' only, would be enough for this initial condition) it follows from
(4.8) that —a% (f;2,0)=0, and the second initial condition of (4.5) is indeed fulfilled.
As to the first initial condition of (4.5), it follows at once from the definition

(3.1) of M (here, that f be of class C' would suffice for this particular result) that

ul(fa .’13,0) - M(fux70)=fz(x) ’

for i=1,...,n, and the first initial condition of (4.5) is also fulfilled. It remains
only to verify that u satisfies the singular system (4.4) for t0; since this,



104 J. B. DIAZ

together with the fact that u is of class C? for all (,t), and the fact that u satisfies
the second initial condition, % (f5x,0) =0, of (4.5), immediately implies (4.6).

(For an application of the same argument in the classical solution case of the
Euler-Poisson-Darboux equation (4.1) see J. B. Diaz and G. S. S. Ludford
((4), pp- 73-81). Taking the derivative with respect to ¢ of (4.3) yields

%‘;i (fi,t) = a_at M(f;;at)+bM; (div f;b0)—aM; (div f; at) . (4.9)

It should be recalled that, in (4.9), as usual, _aaT M(f;; at) stands for the partial

derivative with respect to ¢, at the point (z,t), of the function whose value at
each point (z,f) is the number M(f;;x,at), that is to say, for the following limit:

i M(fi;x,at) = lim M(fl,7x7a(t+h))—M(f”x,at)
o h—>0 h

and that, if a0, as will be of use below, then

M(f;; at+ah)— M(f;;at)

ait M(f;5x,at)=a lim

h—o ah
H—>o0 H

Differentiating (4.9) with respect to ¢t now gives

i epty= O M(fiat)+b—2 Mi(dio fibl)—a—— M(dio f:at). (410
12 (f7x7 _a—tz Laa) ot (A [, ) a ot AL B . . )

Formulas for L,,_u;, for (b2—a?) —aa— div u, and for a?Au; will now be
Z

derived; these are, respectively, equations (4.12), (4.16) and (4.19) below. It
should be observed that, in the derivation of equations (4.12) and (4.16), only
the fact that the function f is of class C? will be used. It is orly in the deduction
of equation (4.19) that the extra hypothesis that the function f is of class C?
enters. This remark will be employed in part (B) of the proof of the present.
theorem.
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First, from (4.9) and (4.10), one computes L, ,u; for ¢t#0:

. o2u;  n—1 ou;
Ln-1ui(f,x,t)= o + : ot !
[ Z Mg+ 2= 2 Mg a
=| S M+ T s
(4.11)
- 5 . _

1
M; (div f;bt)

+b a—tMi(diV f;bt) +

9 , n—1 :
—af—- M (div f;at) + — M (div f; at)

(It should be noticed that if a=0 then the first and third terms on the right
hand side of (4.11) are zero, while if 5=0 then the middle term on the right hand
side 1s zero). In view of the Euler-Poisson-Darboux equation of corollary 3.6
(notice that all that is needed for this is that f be of class C?), equation (4.11)
becomes

L, _u,(f;x,t) = a*?AM(f;; at)

| 2 o fib + 2

t

M (div f;bt) (4.12)

—a ait M ;(div f;at) +

n—1

M(dio at)] ,

with the same provisos concerning a and b. It should be noticed that what is
being used here is just that if the function w(x,t) satisfies, for t#0, the partial
differential equation

02 n—1 2

Aw(x,t) = —at_2 W(x7t) + £ i a—t W(x7t) ’

and, by definition, the function z is defined by the equation z(z,t)= w(z,ct),
where ¢#0 i1s a real constant; then, since (see the considerations following
equation (4.9))

2

0 —1 9
Aw(x,ct) = Y w(z,ct) + nT o w(z,ct) ,
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it follows that

Az(z,t) = —-

and

1 02 n—1 2
Az(x,t) = e [ o Z(x,t)—|— ; Tt z(x,t):l .

(f;z,t). From the definition (4.3) of u; one

n
Next, one computes Z :

ox;
has that (see the definition (3 ) of M, the definition (3.4) of M 2 and notice that
LN , 0 :
Z—~ M; (die f;7) = — M(div f;7))
= ax]- ot

the following equation holds:

Z_: (div f;at) +f Z§M dwf, Ydt

7= T=at j=1

M(dwo f; at) —I—f

T=at

M(dio f;7)dx (4.13)

= M(div f; at) + [ M(div f;~ ]al ,

=M(div f;bt) .
Therefore (notice that only the hypothesis that f is of class C? is used in this
computation):

n 2,7,
au]

0
= —— M(div f; bt) ; (4.14)
= axiax]- axi
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which, in view of lemma 3.2 (again, only the fact that f is in C? is used), becomes,
for t£0:

1
M(dio f3bt) + ”—b?— M {(div f;bt) (4.15)

for 60 (if b=0 then the right hand side of (4.13) equals zero and also that of
(4.14) and (4.15)). (It should be noticed that, in the application just made of
lemma 3.2, one employs the fact that, if ¢+0, then,

O Mgiey— L M('t)+n_1M(°t'
Eﬁ; (g,C)—— e "5;' ] g;5¢ __z;_ ]g,c),

because (see the considerations immediately following equation (4.9)), here

o Mi(g;ct) = lim M;(g; c(t+h))— Mj(g; ct) .
ot P 7

Thus, finally,

l’%i M;(div f; bt)] . (4.16)

)
ox;

(*—a)

div u=(b*—a?) [% %— M;(dio f; bt) +

Lastly, one computes a?Au;(f;x,t). From the definition (4.3) of u; one
has that (it is here that the hypothesis that fis of class C?is first really used, notice
the integrand in (4.17))

bt
Auy(f; z,t) =AM (fy,at) + | AM(dio f;x)dv ; (4.17)

T=al

which, in view of the singular partial differential equation satistied by M}, see
corollary 3.7, may be rewritten as follows

ot?

bt
Suft) = M Gat) + [ | -2 o i)+ 2 (M o i ) o,
T=al

(4.18)

) n bt

O Miaio i)+ =2 Mo f;r)]

=AM(f;; at) +[

<

at
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Therefore (recall the considerations following equation (4.9)):

a*Au(f; x,t) = a*AM(f;; at) +

1 @ . n—1 :
+ a?| — —— M (dwo f; bt) + ——— M;(div f; bt) (4.19)
| b ot bt
_ 5 B
— a? _%_5 M (div f; at) + nat1 M (div f; at)] .
The desired conclusion, equation (4.4):
9 . o%u; n—1 ou;
a*Au; + (b*—a?) o, (div u) =——a£2‘——|— — atl , (4.20)
for i=1,...,n, now follows immediately from equation (4.12), which gives
92y _ :
! + it L = L, _,u;; equation (4.16), which gives (6>—a?) div u;

ot? t ot ox;
and equation (4.19), which gives a?Au;. This completes the proof that, when
the function f(z) is of class C?® for all z, then the function u(f;z,t), defined in terms
of f by means of (4.3), is a solution of the singular system of partial differential
equations (4.4) for :#0 and all x. '

Part (B). Suppose now that f is only of class C? for all . The proof
of the theorem may now be completed in two different ways, both based on the
argument given in part (A) above. First, and the idea will only be sketched here,
one may use what essentially amounts to employing Weierstrass’ theorem on the
approximation of continuous functions by polynomials. That is, one may deduce
the desired result for f in C? by «approximating» f and its partial derivatives by
a suitable sequence of functions of class C? (for each of which the desired conclusion
holds, by part (A) above) and then «passing to the limits. In the second place,
and this will be carried out here in detail, since it is of interest in itself, one may
seek to verify (4.20) directly, now using only the hypothesis that f is of class C2.

As was remarked in part (A) above, equation (4.12) for L, u;, and

o
equation (4.16) for (b2—a?) 5 div u, remain valid, with the same argument

X

given in part (A), under the sole hypothesis that f is of class C2. Therefore, since
the desired equation (4.20) follows immediately from (4.12), (4.16) and (4.19),
it only remains, in order to complete the present direct deduction of (4.20), to
prove that (4.19) itself still holds under the sole hypothesis that f is of class C2

In part (A), in the argument leading to (4.19), the hypothesis that f is
of class C® was explicitly employed in obtaining (4.17) from the definition (4.3)
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of u, and also in applying the singular partial differential equation, of corollary 3.7,
satisfied by the first moments M, in passing from equation (4.17) to equation
(4.18), since one needs that div f be of class C2. In the argument to be given now,
the starting point will be an alternative definition of u, which is equivalent to
(4.3) and (4.7), and then use will be made of the singular system of partial differ-
ential equations of corollary 3.8, which is satisfied by the second moments M.

Now to obtain the alternative definition of u. For f of class C’, from (4.3)
and lemma 3.3, it follows that, for ¢540,

uif2,0)= M(f;3 at +f Z - My(fj;n)de

T=at ;=1
(4.21)
3 n . 1
M(f;; at) +f Zl:(a— ~>Mij(fj;’f)— = M(fj;T)Sij]dT ;
T=at j=1
and hence, for t#0 and all z,
n
u;(f32.0)=M(frm,at) + > [ Mify; 2.bt)— My(fj; z,a0)]
a (4.22)

dr

M

e nz Mi(fj; 27) — M(f;;2,7)
+f =

T
T=al

which is the desired alternative formula for u. It is to be noticed that the definite
integral in (4.22) is convergent, because the numerator in the integrand has the
value zero for t=0, since

nz ML](f:],.’E,O) = M(fuxao) )
7=

for i=1,...,n. If it is understood that the definite integral in (4.22) has the value
zero when t=0, for any «, then (4.22) may be regarded as defining u for all (z,t),
just as (4.3) does; furthermore, already for functions f of class C' these two defi-
nitions coincide for all (z,t).
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Is i1s interesting to rewrite the alternative definition of u, equation (4.22),

as a sum of definite integrals, without the intervention of the letters M and M;;
(compare equations (4.3) and (4.7) above):

1 1 &
uilfi ) = 4= [fila-+Eandon(® + —— > [tile-eb) —fia-+Ean e don

&=t =1 & =1 (4.23)
f {% [”zfj(x‘F&)ii‘%—f i(x—l—if)] dwn(i)} dr.
T=al | £| =1 7=t

Now, using f in C?, and the singular system of partial differential equaéions
of lemma 3.9, it follows that, for t0

—i— A [n Z Mii(f52m)— M(f; ;x,T)] =

7=1
3] n [ =
T e { -2 _nzMii(fj;x"r)_M(fi;xﬂ)]+ (4.24)
1 8 [ <
T _”Z Mif(fj;xﬂ)—M(fi;xn)]} ;

7=t

which, together with (4.22), and the singular system of partial differential
equations of corollary 3.8 for the M}, implies that (recall again the considerations
immediately following equations (4.9) and (4.12):

Aug(f; z,t)=AM(f;; at) +

+Z[ g (o Mt + 5 0
02 n—i 0 n 1 9
— Z I: < ot 2 ot - 12 MU(f];at) + ?‘ t—2 M(f];at)gl‘]:l

n

bt n
0 1 9
[ [ it =i |+ D Myt e [}os

T=at 7= 7=

(4.25)
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When the last integration is carried out in full, equation (4.25) becomes (attention

should be paid here to the «extra» factors 1 and L, which arise upon carrying
a

out the integration; they arise for exactly the same reason explicitly indicated
in the considerations immediately following equation (4.9) above):

Auy(f; ) =D M(f;; at)

S 1 02 n—1 @ 2n 92
+Z[:b2 <8t2 + t ot 12 >sz(f]7bt):|‘|“'—5“2;2—M(f“bt)

n

1 92 n—1 9 20 9
_z[ag <8t2 + ; w r >Mij(fj;at):|— Y M(fi;at)

=1
+ e[ M50 M(f00) | (4.26)
j=1
1 1 o[ <
T Tw [”Z Mij(f3 00 M(fi,bt)]
7=1
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Upon collecting like terms on the right hand side, equation (4.26) may be

rewritten thus:

Au(f;2,0)=AM(f;; at)

n
1 62 2n—1 a nZ_zn
+Z b? <at2 T a T n )Mij(fj,bt)
=1
+ b2t2 (fw )_ b2t —87 (fia ) ( )
$ 1 0? 2 1 9 2_9
n— n:—2n
_Z a? <az:2 T w T g >Mij(f],dl)
7=t
2—n d
= - Ml at) + - — M{fi5ah) 5
which is readily seen to coincide with
Auy(fs;z,0)=AM(f;,at)
n
- Z — ") M3 Ly b
T a b o T bt> ij(f5 ”‘7 (15 )l,}
7=1
1 < 1 8 1
n— n
bt Z{( b + bt> (7300 bt (fj; )u}
=1
] (4.28)
1 G 8 1 o n 1
T a M..(f::at) — —— M(f::at)d::
a ot LJ{< e ot + al > ”(fj,a) ; (f;; at) ”}
7=
1 < 1 @ {
n— < n
at L/{< a ot T at > lJ(f}’a) ; (fjva) LJ}
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Since, for example (compare lemma 3.3), for t#0, b0 one has that

0
axj

1 n 1
M) = (o + ) Mgt — —- Migito,

it follows from (4.28) that, for a#0, b#0

Auylfsz,t) = AM(f;; at)

[ 1 9 n—1 i
— % M-die f- M (div f; b
+ 5 M(div f; bt) + - i(div f; bt) |
1 9 : n—1 ) ]
— __a_ —?t— Mi(dlf) f, at) -+ _at_ Mi(dl() f, at)d ;

113

(4.29)

which, upon multiplication by a?, is immediately seen to be identical with the
sought equation (4.19). The particular cases when either a=0 or b=0 being
easy to dispose of, this completes the proof that, when the function f(x) is of
class C? for all z, then the function u(f;xz,t), defined in terms of f by means of
(4.3), is a solution of the singular system of partial differential equations (4.4)

for t#0 and all z.
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REFLECTION PRINCIPLES FOR LINEAR ELLIPTIC SECOND ORDER PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH CONSTANT COEFFICIENTS

5. Reflection principles for the Helmholtz equation

Reflection principles, analogous to the classical Schwarz [13] reflection
principle for harmonic functions, were obtained in [14] (see also section 3 of [15]),
for functions satisfying the Helmholtz equation (see (5.1) below). The results
of [14] are an improvement over previous results in that the boundary condi-
tions employed are supposed to be satisfied in a limiting sense only, and do not
require (a priori) the existence of the functions or their derivatives on the
boundary. This is true even in the case of the Neumann condition (zero normal
derivative) for the Laplace equation (see Sobolev [16], pp. 182-183), or for the
Helmholtz equation (see Courant [17]), both of which are included as special cases
in [14]. In connection with reflection with respect to the boundary condition
appearing in theorem 5.2 below, special reference must be made to Poritsky [18].

The main device employed in the proofs of [14] is what Hadamard [19]
calls the «method of descent». The following two theorems will illustrate the
type of results obtained:

TrEOREM 5.1. Let D be a domain (i. e., an open, connected set) in real
Euclidean n dimensional space, which is symmetric about a hyperplane P,
and d denote the (supposed non-empty) intersection of P and D, while DT
and D~ designate, respectively, the two open symmetric parts into which D—d is
divided by P. Suppose that u(z,,...,z,) is a real, single-valued, twice continuously
differentiable solution of the Helmholtz equation

H,(u)=Au+rm=0, (5.1)

n 82
in DT, where A, = Z
’ n ox?

=1 t

is the Laplacian, and A is a real constant; and that,

further
lim u(zx)=0, (5.2)

T—>7T
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for z=(2,,...,2,) in Dt and z=(Z,,...,Z,) in d. Then the function U, defined
in D by «odd reflection»:

u(z) , for x in DT |
Ulx)= 0 , for xind (5.3)

—u(z*), for z in D™

where z* is the «mirror image» of x with respect to the hyperplane P, is an
analytic solution of the Helmholtz equation (5.1) throughout D.

Proof: Since the partial differential equation (5.1) is invariant under
translations and rotations, the plane P may be taken to be x,=0, without loss
of generality, with DT lying in the half space z,>0, and D~ in the half-space
2, <0.

Consider the cylindrical open set D in real Euclidean n+1 dimensional
space which is defined as follows: D is the set of all points (,,...,%,,%, ,) such
that (z,,...,x,) 1sin D and —oo < x,,;, < +oo. Then, clearly, D isdivided by its
subset in the hyperplane z,=0 (this subset will be denoted by d) into two parts D*
and D, corresponding respectively to Dt and D~. Let the function # be defined
in Dt by the equation

-1 Vo
) W(Tgye.nZy) €7 A0,
W(Zgye e By yy) = (5.4)
W(Zy,...,%,) €08 (Zy, V-A),if AZ0,

whenever (z,,...,z,) is in D*. This function # is a twice continuously differen-
tiable solution, in DT, of Laplace’s equation in n-+1 variables:

as is readily verified. (Notice that, since such a solution of Laplace’s equation
in n+1 dimensions is necessarily analytic in (2,,2,,...,%,,,) 1t then follows imme-
diately that any twice continuously differentiable solution of the n dimensional
Helmholtz equation (5.1) is analytic in (2,,2,,...,2,), from the theory of Laplace’s
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equation, without appeal to any general theorem on the analyticity of solutions
of elliptic equations. Further, the function # is such that

lim & (X)=0 (5.6)
X—>X

. A+ ‘__ —-— — — . A .
for X=(z,,74..-,2,,2,,,) In D* and X=(0,%,,...,%,,%,,,) ind . Hence, according

to the classical reflection principle forAharmonic func/’?ions (see Kellogg [20], p. 262,
Ex. 2), it follows that the function U, defined on D by the equation

2(X), for X in D,

U(X) = 0, for Xin 4, (5.7)

—@(X), for X in

where X*=(—2,,2,,...,2,,2,_,)
respect to the hyperplane x,=0, satisfies Laplace’s equation

1s the mirror image of X=(z,,2,,...,2,2,,,) With

n+ ~

92U
E =0 (5.8)
_ ox?

1=1

throughout lA), and hence is analytic in (2,,2,,...,2,,2,,,) throughout D.
Now, when (x,,...,xn)Ais in D, it follows from the definitions (5.3), (5.4),
and (5.7) of U, @, and U, respectively, that

U@,y n,0) = Ulay,...,2,) -

Since U is analytic in its 41 arguments, the function U must be analytic in
its n arguments (notice that U is the «restriction» of the function U to the
plane Ty, +1=0). Further, again from the deﬁniif;\ions of (7, i, U, and the fact
that U satisfies Laplace’s equation (5.8) in D, an easy computation yields
that U is a solution of the Helmholtz equation

AU +2U =0 (5.9)

in D, and the proof is complete.
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A second reflection theorem given in [14], is concerned with the boundary
condition (instead of (5.2) of the theorem just proved).

lim |: ou (x)—i—ku(x)]:O , k=a real constant ,

T—>z on

where a—u denotes differentiation in a fixed normal direction to the plane P.
n

In this case the function u defined in D* can be extended analytically, in general,
only to a proper subset of D™, as may be shown by examples (see [14]). In order
to avoid this difficulty, (of possible lack of extension of u to all of D), this second
reflection theorem of [14] will now be given in an equivalent form, by imposing
an additional geometric restriction on the domain D. The proof to be given
here is simpler than that given on pages 89-92 of [14]; it was kindly suggested to
the writer, in a conversation, by Dr. S. R. Kraft.

THEOREM 5.2. Let D and u be as in theorem 5.1, except that now the
domain D is further required to possess the geometric property that, if x is
any point of D, then D also contains the entire closed straight line interval, on
the perpendicular from z to d, which joins x to a point of d; and that the
boundary condition (5.2) on the function u is now replaced by

lim I: ou (x) + & u(x)] =0 , k=a real constant, (5.10)

x>z L on

. - — . 0 . _
for x=(x,,...,z,) in D* and z=(,,...,%,) in d, where . denotes differentiation
n

in the direction of the unit normal vector to the plane P which points into D™,
Then there 1s a uniquely determined real single-valued function U (for its definition
see equation (5.21) and the proof below), defined throughout D, which satisfies
the Helmholtz equation throughout D, and coincides with u in D,

Proof: As in the proof of theorem 5.1, there is no loss of generality in
taking the plane P to be simply the plane z,=0, with D* lying in the half space
2,>0, and D~ lying in the half space z,<<0. The boundary condition (5.10) is then

lim [ ou (x,,...,xn)—|—ku(x,,...,wn):|=0, (5.11)
z—>zl 0%y

where z=(x,,2,,...,2,) is in D™ and =(0,2,,...,%,,) is in d .
Since u is twice continuously differentiable and satisties the Helmholtz
equation (5.1) in D* it follows that (see the parenthetical remark just after (5.5)
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above) the function u is analytic in (z,,...,z,) on D". Hence if one defines
(compare the boundary condition (5.10))

ou
1%

i

+ku (5.12)

ox;

in D¥, it follows that the function ¢ satisfies the hypotheses required of the
functicn u of theorem 5.1, and hence the function V defined on D by

() , for 2 in DT,

Viz) = 0 , for  ind , (5.13)

—v(x*), for a2 in D™,

where r*=(—ux,,2,,...,2,) is the mirror image of z=(x,,2,,...,2,) with respect to
the hyperplane x,=0, is analytic in (z,,...,7,), and satisfies the Helmholtz equation

AV +rV =0, (5.14)

throughout D.

The geometric restriction placed upon D means simply that if (z,,2,,...,2,)
is a point of D* then the set of all points (s,z,,...,2,), where 0<s<z,, is a subset
of D*; while if (z,,%,,...,2,) is a point of D~ then the set of all points (s,z,,...,7,),
where z, <s<0, is a subset of D™. The desired extension U of u will be obtained
from the function V, making use of this additional geometric property of D just
mentioned, by integrating V along straight line segments which are perpen-
dicular to the plane x,=0.

A priori, the hypotheses of the theorem (and, in particular, the boundary
condition (5.11)) do not seem to guarantee the existence of the limit.

lim u(z), (5.15)

rT—>2

where z is in D" and 7z is in d. It will be shown, however, that this limit does
indeed exist, and that the function U, which will at first be defined only locally
in D, is actually single valued throughout D.

For each point (0,%,...,%,) in d, choose a number h=h(2,,...,Z,) >0 so
small that all points (z,,2,,...,2,) satisfying both |z,| <% and |z;—=;| <h, for
1=2,...,n, are points of D. Such a choice of & is always possible, since (0,2,,...,%,,)
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is an interior point of D. Now, let Tp = T} (Z,,...,z,) denote the «open cylindrical
tube» consisting of all (z,,z,,...,2,) in D such that the «perpendicular projection
on dy, i. e. the point (0,2,,...,2,), satisfies |z;—7Z;|<<h, for i=2,...,n. Each T},
is an open subset of D. A function Uj will be defined on each T(z,,...,Z,) by
means of the formula (compare the boundary condition (5.11)):

Z
Un(Z1, % . T,y) =€ [ ektV(t,xz,...,xn)dt+e"hu(h,x2,...,xn)] . (5.16)
t=h
3] . . .
Since V = au + ku in D* a simple computation shows that
Z4

Up(@yyZgy- .. L) =W(Z4,Z4,...,2,) for (2,,2,,...,2,) in Tp and z,>0 (for then the
. . .. o .
integrand in (5.16) is just o [ekt u(t,z,,...,x,)]). Hence, without any computa-

tion, from (5.1) it follows that A, Up+AU,=0 for (z,,x,,...,2,) in T} and z,>0.
But, from (5.16), since the integrand is analytic in (¢,z,,...,2,) and the second
term inside the square bracket is certainly analytic for (z,,z,,...,2,) on all of Tp,
it follows that Uy is analytic in (z,,2,,...,z,) throughout T, and this means that
the function A, Ujp, 4 AUy is also analytic throughout 7. .Since it has just been
shown that this function, A, U, + 21Uy, is zero for (z,,z,,...,2,) in Tp and z,>0,
it follows, from its analyticity throughout T, again without any computation,
that one must have

A, Up+02Up=0 (5.17)

throughout Tp. This simple argument leading from (5.16) to (5.17), suggested
by S. R. Kraft, replaces the computational argument in [14], p. 91, leading
from equation (10) to the equation on top of p. 92, which is the same as the
present (5.17).

So far, the desired analytic extension of u has only, apparently, been
obtained locally, on each tube T';. However, it is readily seen that formula (5.16),
upon varying (0,Z,,...,Z,) in d, may be used to define a single-valued function U
throughout D, this function U being the sought extension of u to all of D. The
function U is single valued in D, because, whenever the tubes T}(Z,,...,,) and
Ty(Z,,-..,%,) have a non-empty intersection, then their corresponding analytic
functions Uy and U’p must coincide with u for all points of T4 and T3’ lying
in D*, and hence U and U’p must be identical troughout the entire common
part of Tj and T'p’. This completes the proof of theorem 5.2.
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Since U is continuous in D, the limit appearing in (5.15) exists, and is
given by

lim u(z)= lim Ux)=U(x) , (5.18)

T—>x z—>z

for z in D* and z in d, and will be denoted, for simplicity, by u(0,z,....,Z,).

Thus, a posteriori, and with this agreement as to the meaning of u(0,2,,...,%,),
which was not initially included in the hypotheses, one may «put ~2=:0» in the
definition (5.16), to obtain

z,

U(xy,%s,...,T,) = P [fekt V(t,z,y,...,x,)dt+ u(O,xz,...,xn)] . (5.19)

t=0

For z,<0, the definite integral in (5.19) may be rewritten, using the
definition (5.13) of V:

.’1}1 —:I?1
fekt[—v(—t,xz,...,xn)dt: [e"kso(s,xz,...,xn') ds
= 50 (5.20)
= e‘ks[uxi(s,xz,...,xn)+ku(s,x2,...,xn)]ds;
§=0
and by integrating this last integral
u(z) , for z in D% ;
lim u(z) , where y is in D*, for z in d ,
Yy—>x
Ux) = Z1 (5.21)
u(—x,,xz,...,xn)+2ke_kx1feksu(s,xz,...,xn") ds ,
s=0
for x=(z,,2,,...,2,) in D™.

Another reflection theorem given in [14] concerns the boundary condition
(instead of the boundary condition (5.10) of theorem 5.2):

lim [_a_u (x)+k u(x)]:O , k=a real constant, (5.22)
z—>z|l ©s
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. — . 0 . C e . . .
for z in D* and z in d, where e denotes differentiation in a fixed direction which
s

1s not tangential to the plane P. This theorem, whose proof is similar to that
of theorem 5.2, will not be considered here in detail

The following simple example, given in [15], pp. 87-88, shows that
reflection need not be possible, at least when n=3, when the differentiation in
the boundary condition (5.22) is actually tangential to the plane P. For defi-
niteness, take n=3, and write z,y,z for z,,2,2, respectively. Let f(z,y) be
continuous in the closed half plane x>0, —0 < y <<-} o0, and satisfy Laplace’s
equation in the open half plane >0, —o0 <y<< + 0. Further, suppose that the
function f(0,y) is not an analytic function of y. (Such a function f can be easily
obtained, by means of Poisson’s integral formula for the solution of the Dirichlet
problem for Laplace’s equation f,,~+f,,=0 for the half plane z>0). Now define

0
u(z,y,2) = f(x,y) for x>0, —0 <y, 2<< +o0 . One has then that Tu (,y,2)=0
2

there, and consequently

uxx+uyy+uzz=0 ) x>0,
(5.23)
lim _ou (x,y,2)=0 .
(z,y,2) - 0,y,z) 02
x>0

In this example, D" is the half space >0, the plane P is the plane =0, and

the boundary condition in (5.23) involves the tangential derivative = But,
Z
since the function f(0,y) is not analytic in y, the function u(x,y,z) cannot

be continued analytically across the plane z=0.

6. Reflection principles for elliptic equations

Consider the general linear elliptic second order partial differential equa-
tion with real constant coefficients

n

n
% ow o
2 A g+ 2, Py 00 o

1,J=1 =1
where the second order coefficients A;; are not all zero, they are symmetric,

i e A=A

n
ji» and also the quadratic form Z A;Z,Z; =20 for any real numbers Z;,

1,J=
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with t=1,...,n. It is well known that under a suitable orthogonal (i. e. such
that the row vectors of the transformation matrix are mutually perpendicular,

and of non-zero, but not necessarily unit length) linear transformation of the
independent variables, such an equation goes over into

»
AnW —|— Z bi
=1

where the b; and c¢ are also constants. If one now writes

n
1
w=u . exp <— —5- Zbixi> y (63)

=1

n

82
+cw=0; A, = Z - (6.2)

axi

ow
ox;

l :
=1

n
then u satisfies the Helmholtz equation (5.1) with A=c— —Z— Z b%. Under such
=1

transformations it is clear that a boundary condition such as (5.22) is transformed
into a boundary condition of the same kind. This implies that the results obtained
for the Helmholtz equation extend immediately to the larger class of linear
elliptic second order partial differential equations with constant coefficients.

It has been demonstrated in the present section 6 that the consideration
of the general elliptic equation (6.1) can be reduced to that of the Helmholtz
equation (5.1), while the essence of section 5 is simply that the consideration
of the Helmholtz equation can be reduced to that of the Laplace equation.
Consequently, the «moraly, so to speak, to be drawn from sections 5 and 6, is
that the derivation of reflection principles (of the nature considered here) for
the general linear elliptic second order partial differential equation with constant
coefficients (6.1) can be reduced to the derivation of reflection principles for
Laplace’s equation.
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REMARKS ON A GENERALIZATION
OF BANACH’S PRINCIPLE OF CONTRACTION MAPPINGS

7. Introduction

A generalization of Banach’s ([21]; pp. 160-161; Théoréme 6) principle
of contraction mappings appears in the book of Kolmogorov and Fomin [22].
The purpose of the note [23], by Sherwood C. Chu and J. B. Diaz, is to
simplify the proof of the generalization in the book; and to obtain, by
proceeding along the lines of the simpler argument, several improvements to
the above mentioned generalization (thereby showing that this generalization
is merely a special case of an elementary fact). The present discusssion is
patterned after that in [23].

Section 8 contains a succinct summary of both Banach’s principle and
its generalization. In Section 9, a simpler proof and several improvements of
the generalization of Banach’s principle are given. Finally, section 10 consists
of several examples, showing that the results of section 9 hold for a wider class
of transformations than theorem 2.

8. Banach’s principle of contraction mappings and its generalization

The following exposition of Banach’s[21] principle of contraction mappings
appears in the book of Kolmogorov and Fomin ([22], p. 43):

«Let R be an arbitrary metric space. A mapping A of the space R into
itself is said to be a contraction if there exists a number a<<1 such that

(1) e(Az,Ay) < ap(z,y) ,

for any two points x,ye R. Every contraction mapping is continuous. In fact
if , -z, then, by virtue of (1), we also have Ax,— Ax.
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THEOREM 1 (PRINCIPLE OF CONTRACTION MAPPINGS). Every contraction
mapping defined in a complete metric space R has one and only one fized point
(i. e., the equation Ax=x has one and only one solution ).

Proof. Let z, be an arbitrary point. Set z,=Axyz,=Axr,=A%, and
in general let z,=Az, ,=A"%, We shall show that the sequence {z,} is funda-
mental [i. e., Cauchy]. In fact

(L Zp) = p(A"’xo,Amxo) < “np(%axm_n)
< “n{P(xo,x1) + e(zy,%) + ... + P(xm_n~1"xm_n)}

< 0" p(@o,y) {1+ ato? +... 4 o™ oo (g, 27 (L — ) !

Since a<<1, this quantity is arbitrarily small for sufficiently large n. Since R
is complete, lim z, exists. We set x= lim z,. Then by virtue of the continuity
n—-co .

n—-oo
of the mapping A, Az=A4 ’finwxnzrft_inooAxnzrfL_r)nwxnﬂzx.

Thus, the existence of a fixed point is proved. We shall now prove its
uniqueness. If Az=x, Ay=y, then p(z,y) <<ap(z,y), where a<<1; this implies
that p(x,y)=0, 1. e., z=y».

In the same book of Kolmogorov and Fomin ([22], p. 50), there also appears
the following generalization of Banach’s theorem:

«We note first of all that the principle of contraction mappings can be
generalized in the following manner:

THEOREM 2. If A is a continuous mapping of a complete metric space R
into itself, such that the mapping A" is a contraction for some [ positive integer] n, then
the equation

Ax=zx

has one and only one solution.

In fact, if we take an arbitrary point xe¢R and consider the sequence
Aknx(k=0,1,2,...), a repetition of the argument introduced in § 14 [see theorem 1
quoted above] yields the convergence of this sequence. Let zo= lim A"z, Then

X 3 k—>c0
Az [=A(lim A™z)]= lim A" Ax.
k—c0 k—>c0
Since the mapping A" is a contraction, [there is a constant «, with 0<a<<1,
such that p(4"z, A™y) <ap(z,y)] and we have

o(ARP Az, AR ) < ap(A%Im A, ARIg) < . < oFo(Az2).



SOLUTION OF THE SINGULAR CAUCHY PROBLEM... 125

Consequently,

lim o(A"" Az, A*"2)=0

k—>c0
1. e., Axog=u1xy.
[Clearly, A has a unique fixed point, for if Ay=y, then A"y=y, hence
y=1,, since A™ has only one fixed point].

In the above quotations, the numbering of the theorems as 1 and 2, and
also the statements within square brackets, are our own.

9. Improvements of the generalization of Banach’s principle of contraction

mappings

REmaRk 1. The proof of theorem 2 may be simplified somewhat, as follows:
Since A™ is a contraction, it possesses, by theorem 1, a unique fixed point, call
it z,, such that A"z,=x,. It will now be shown that Az,—=z,. Since

e(Axq,2) :P(AAnxo,Anxo) ——'P(AnAxoaAn%) < & p(Azg,To)

and a<C1, one has p(Az,2,)=0, i. e., Ax,=x,.

Thus, the argument just given shows that the assumption that A itself
1s continuous, made among the hypotheses of theorem 2, is superfluous. However,
it should be noticed that the proof of theorem 2 reproduced in section 8, never-
theless, does make use of the continuity of 4, specifically when it is asserted that,

since xozklim A*"z one has
—>00

Az,=A(lim A"z)= lim A" Ax .
k—>c0 k—>o0

Therefore, the following theorem is an extension of theorem 2:

Tueorem 3. If A i1s a (single valued) function defined on a complete
metric space R into itself, such that the function A" is a contraction for some
(positive integer) n, then A has a unique fixed point.

RemMark 2. The conclusion that A has a fixed point can:be reached in
an even more direct manner, still without assuming that A itself is continuous.
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Since A" is contracting, it follows from theorem 1 that A™ has a unique fixed
point z, such that A"z,=z,. Hence

Ax,—=AA"z,=A" Az, ,

which means that Az, is also a fixed point of A". But A" has only one fixed
point, and therefore Az,=wx, Thus, z, 1s a fixed point of A. It is clear that z,
is a unique fixed point of A, as was shown earlier.

REmMARK 3. An examination of the preceding argument shows that there
is no need to assume that A" is contracting and defined on a complete metric
space. All that is used in obtaining the conclusion of theorem 3 is that A" has
exactly one fixed point. Hence one has

THEOREM 4. Let § be any non-empty set of elements, (called «pointsy)
and A be a single valued function defined on § and with values in S. Suppose
that, for some positive integer n, the function A" has a unique fixed point z,.
Then A also has a unique fixed point, namely z,.

(When S is a complete metric space R, and A is a single valued function
on R to R, such that A", for some positive integer n, is contracting, then theorem 4
reduces to theorem 3).

ReEmMARK 4. An inspection of the argument leading to the last theorem
reveals that the essential property (besides uniqueness of the fixed point
for A™) employed is that A™ and A commute with each other. This suggests
immediately the following:

THEOREM 5. Let § be any non-empty set of elements, and B be a single
valued function defined on § and with values in §. Suppose further that B
possesses a unique fixed point z,. Then, if A 1s any single valued function on §
to § which commutes with B, that is, such that AB=BA, then A also has z,
as a fixed point (not necessarily unique; however, if B happens to be an iterate
of A, that is B=A", with n a positive integer, then it is unique).

It should be noticed that theorem 5 includes theorems 2, 3 and 4 as
special cases.

The proof is immediate, starting from the equation Br,=z,, upon noti-
cing that

Azxy=ABry=BAzxz, ,

which means that Az, is also a fixed point of B, but B has only z, as a fixed
point, by hypothesis.
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Notice that all that is really used in the above argument is that both z,
and Bz, are in the domain of definition of A, which need not be all of §, and
that A and B commute at z,, 1. e., that A Bx,—=BAx,.

It should also be noticed that it is precisely the above argument, with
B=A", which is employed in the proof of theorem 4.

10. Examples

Example 1. This example shows that theorem 3 is indeed more general
than theorem 2, by displaying a transformation which is not continuous, but
whose second iterate is contracting. We are indebted to I. I. Glick for this
example. The metric space R is taken to be the Banach space of all real valued
continuous functions, C([0,1]), on the closed interval 0 <z <1, with the norm
of a function f(¢) being the maximum of | f(z) | for z in this interval. Consider the
linearly independent elements (1. e., such that any finite subset is linearly inde-
pendent) of C([0,1]):

z 2 3
e 1,x,22,23%,...,

and extend this linearly independent set to a Hamel basis H (i. e., a maximal
linearly independent set; see N. Dunford and J. T. Schwartz [24], p. 36). The
transformation A is defined, for elements of H, as follows:

A(e”) = ;— 1, and A(1)=1T. e,

while A(h) = % h for any element of H which is different from 1 or * (notice that,

therefore, A(z")= i2 2" for n=1,2,...). Since H is a basis for C([0,1]), the defini-
tion of A may be extended, from H to all of C([0,1]), merely by defining

n n

Aly) = zociA(hi) whenever y = Z a;h; (With n a positive integer, real numbers
=1 =1

a; 70 for i=1,...,n, and k; in H for i=1,...,n); further, let A(0)=0. Then

A= ZI’ where I is the identity mapping. Thus, A2 is contracting. But 4 1is

not continuous at e*, that is

. S‘n 1 & z 1
llm A ) —X # A(e ) = —,
n—>-oo ~ ! 2
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because

lim | 4 1+§:ka — lim iex+il—1xk
i <kl =2 2 2 &kl

Example 2. It is of interest to notice that an example of a discontinuous
transformation 4, with A2 contracting, can be given even when the metric space R
is the set of all real numbers. Let the numbers 1 and = be contained in a Hamel
basis H for the real numbers (i. e., a set H of rationally independent real numbers

such that every non-zero real number may be uniquely written as a finite sum,
n

y= > a;h;, where n is a positive integer, the o; are non-zero rational numbers
L. ’ L ’
=1

and the h; are numbers of H (see G. Hamel [25]). The transformation A will be
defined, for elements of H, as follows:

i 1

A(i):En, and A(TC)=7. 1,

while A(h) = %h for any number of H which is different from 1 or =. The defi-
nition of A may be extended, from H to all the real numbers, by defining

n n
A(y) = z a;A(h;) for any non-zero real number y= z a;h;; and by putting

i=1 1=t
. . 1
A(0)=0. The transformation A satisfies A(A(y))= " y for every real y, hence A2
1s a contraction. But A cannot be continuous. For, from the way it was defined,

A satisfies the Cauchy functional equation A(x)+ A(y)=A(x+y). If the function
A were continuous, then it would have to be linear, that is

Ay=cy ,

for some real number ¢, and any real y. Since c=A4(1)= —g— , then one would then

2
have that A(r)=c.n= %, contradicting the original definition of A, which

states that A(w) = % .
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Example 3. This example shows the «power» of theorem 5, as compared
with the preceding theorems. This is done by displaying a transformation A4
which is not contracting, not continuous, and such that no iterate of A 1is
contracting. Nevertheless, it may be shown, «strictlys as a consequence of
theorem 5, that A has a fixed point, while this conclusion cannot be inferred as
a consequence of the previous theorems 1 to 4 (since A has, obviously, as will
be seen from its definition, more than one fixed point). The set S is taken to
be the set of all finite complex numbers z=z-}+iy, with « and y real. The
function A is defined as follows:

for z not zero, where z=x— iy is the complex conjugate of the number z (so far,
A is essentially a «Kelviny inversion); further, let A(0)=0. It is not a surprise
that the function A, obviously, has zero, and the set of numbers of absolute
value one, as its fixed points. Hence, it is not possible to «deduce», strictly as a
consequence of any of theorems 1, 2, 3, 4, that A has a fixed point. However,
if B is a rotation of the complex number plane about the origin, through an angle
which is not an integral multiple of 2x, then B has zero as its only fixed point,
and B commutes with A. Hence, it is strictly possible to «deduce», as a conse-
quence of theorem 5, that zero is also a fixed point of A.
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SUMMARY

The present account is divided into three distinct parts, according to the
three different topics which are indicated in the title of the paper. Part I, entitled
«Solution of the singular Cauchy problem for a singular system of partial differ-
ential equations in the mathematical theory of dynamical elasticity», is based
upon a paper of the same title, written with J. L. Lions [8] (numbers in square
brackets refer to the bibliography at the end of the paper). Part II, entitled
«Reflection principles for linear elliptic second order partial differential equations
with constant coefficients», is based upon a paper of the same title, written with
G. S. S. Ludford [14]. Finally, part III, entitled «Remarks on a generalization
of Banach’s principle of contraction mappings», is based upon a paper of the same
title, written with Sherwood C. Chu [23].
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1. Introduction

Quantum theory has motivated the study of families of linear opera-
tors, which

a) are defined in a vector space with a scalar product, and

b) are required to satisfy certain specified algebraic relations (commuta-
tion relations, symmetry, etc.).

The best known example is the finite or countable twofold family of opera-
tors p,,p,,... and ¢,,q,,... which are required to be self-adjoint and to satisfy
the canonical commutation relations

[p]’pk] = [q])Qk] =0 ’
[P gk] =—18 »

where [a,b]=ab—ba.

Since it is required that a scalar product exist in the carrier space, most
investigations have naturally been concerned with the situation, where the carrier
space 1s taken as a Hilbert space. Itisthen easily seen that the conditions stated
above do not suffice to determine the family of operators p; and ¢;,j=1,2,...
uniquely (modulo unitary equivalence, of course), and the problem most intensively
studied has been that of formulating weak additional conditions which ensure
uniqueness.

() A report on joint investigations by P. Kristensen, L. Mejlbo and E. T. Poulsen ([13]
and [14]).
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For the case of a finite number of pairs of operators p; and ¢;, the most
important realization of the commutation relations is obtained by taking the
carrier space as C(R") and defining p; and g; by

with the maximal domains of definition. This canonical realization is character-
ized by irreducibility together with the existence of an element ¢, (a Gauss-
-function), called the cyclic element, satisfying (pj—ig;)$o=0 for j=1,2,...,n.
Weaker conditions, which characterize the canonical situation have been formu-
lated by v. Neumann [16], Rerrica [17], Dixmier [2], Foias, GEHER and
Sz.-Nacy [4], Kirp1 [12], Foias and GeHER [5], and Tiumann [21,22].

The case of a countable number of pairs of operators p; and ¢; has proved
much more involved. From the early days of quantum field theory one solution
—the so-called canonical solution, for which a cyclic element (in this case called
a vacuum element) exists —was known. A rigorous mathematical analysis of
this solution has been given by Coox [1].

To the surprise of most. physicists it was shown by van Hove [11],
FriepricHs [6], FUGLEDE [unpubl.], and others, that there exist several sensible
solutions which are not unitarily equivalent. A complete characterization of all
solutions satisfying the canonical commutation relations (and further weak
conditions) was then given by GArbping and WicHTMAN [9] (see also WIGHTMAN
and ScHWEBER [25].

A slightly different version of the problem of infinitely many pairs of
operators 1s obtained when the indices j=1,2,... are identified with the elements ¢;
of a real orthonormal basis in some space of functions. If we then write P(ej)
and (Q(e;) instead of p; and ¢;, and extend P and Q by linearity, we obtain a pair
of operators P and (), called canonical field operators, with the following pro-
perties:

(i) P and Q are distributions defined on a space of testing functions and
with values in the space of linear operators in the carrier space. P(x) and Q(z)
are self-adjoint, when z is a real testing function.

(i) [P(2),P(y)] =[0(x),Q)] =0,
[P),Q)] = —i<zy>,

where <2,y> denotes the scalar product in the testing space.
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If the testing functions x are functions of a point ¢ in some Euclidean
space, these commutation relations can also be written formally as

[P(2),P(s)] =[Q(t),Q(s)] =0
[P(t),0(s)] = —i8(t—s).

A motivation for the study of such mathematical structures also arises
in non-linear functional analysis. Taking for the carrier space some space of
(non-linear) functionals, defined on ordinary functions z(¢) of a real variable, the
operations

Q) () =x(t)¥(z) ,

constitute, in a formal sense, a representation of the canonical field operators.
We have here adopted the notation 3/3x(t) for the first Volterra derivative, viz.

3V
Poty) V(o) = f V0o,

where these symbols of course do not have a well defined meaning until appro-
priate topologies are chosen.

The present lectures are primarily concerned with describing an alternative
approach to the study of such a pair of canonical field operators. One of the
main difficulties of the classical theory is that even though the theory of Hilbert
spaces is extremely well developed and in most respects very simple, operators
satisfying the canonical commutation relations cannot be bounded and everywhere
defined (cf. WieLanpT [24]). Consequently, when several such operators are
involved, difficult questions concerning their common domain of definition arise.

Instead of requiring the carrier space to be a Hilbert space, we require the
operators to be everywhere defined and continuous, and then we analyze the
structure of the possible carrier spaces. When we require the operators to be
continuous, we imply in particular that the carrier space has a topology, and,
in fact, we require the carrier space to be a locally convex vector space.

For applications it is desirable to have a theory, which —in the end —
can deliver numerical results expressed by means of continuous linear functionals,
and it is well known that a topological vector space can be given a locally convex
topology, such that the continuous linear functionals are the same in the two

9*



138 EBBE THUE POULSEN

topologies. In fact, ultimately the relation between theory and physical reality
will be established via an interpretation of certain quantities, expressed in terms
of bilinear forms, as expectation values. Obviously the topology determined by
the totality of all such expectation values is a locally convex topology on the
carrier space (the expectation values are semi-norms), and all desired continuity
properties hold for this topology. Hence, from the point of view of applications,
the assumption of local convexity is no essential restriction.

It turns out that the choice of a carrier space which in a sense is smaller
than a Hilbert space, offers another advantage in addition to the facilitation in
the algebraic manipulation with the operators: In the formulation of the algebraic
properties of the operators p; and g;, the assumption of self-adjointness is essential.
We replace this assumption with the requirement that they be symmetric with
respect to the scalar product on the carrier space. This scalar product induces a
natural embedding of the carrier space into its dual space, which is larger than
Hilbert space. Now, in quantum theory as well as in non-linear functional analysis,
representations of a pair of canonical field operators are desired as tools for the
investigation of linear operator equations (linear variational equations). The
natural way to impose (homogeneous) boundary conditions on equations of this
nature is to require the solution to be an element of some linear space. To take
this space as Hilbert space is in many cases so restrictive that only trivial mani-
folds of solutions are obtained. Thus, to give an example, the structurally
extremely simple «gradient» equation P(z)¥=0 possesses no proper solutions
with the boundary condition that ¥ be an element of Hilbert space, but it does
have a solution in the dual of our carrier space.

2. Summary of results

It is well known from the study of the canonical commutation relations
that for technical reasons it is convenient to work with the operators

bj=2"(p;—ig;)
and their adjoints
— 92y 1 .
b =27 (p+ig;).
Correspondingly, for the case of the field operators, we introduce

a =2"(P—iQ)
a*=2"(P+iQ) .
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As a and a* are operator valued distributions, a space of testing functions
for these distributions has to be decided upon. In most applications it is requested
that differentiation and other «one-particle operations» can be given a meaning
on the field operators. To make such operations possible, we have chosen as a
space of testing functions for a and a* a space of type § whereby we understand
a space with the following properties:

(1) The space is a locally convex space with a continuous scalar product.

(i) There exist operators b and b*, which are continuous linear mappings
from the whole of the space into itself, which are adjoint with respect
to the scalar product, and which satisfy the canonical commutation
relation [b,b*]=1.

(i) In the space there exists a normed element ¢, which verifies the
equation b{,=0, and which is cyclic relative to b and b*, i. e. R{,
is dense in the space, where R denotes the algebra of all polynomials
in b and b*.

It is known from the works quoted above on the finite dimensional problem
in the framework of Hilbert space that the condition (ii1) has here been given
an unnecessarily strong formulation. As shown by MEesrLBo [15], the condi-
tion (iii) can be weakened also in the framework of locally convex spaces. However,
we shall not worry about this here.

Obviously, such a set of requirements comes close to a characterization
of a subspace of Hilbert space which bears essentially the same relationship to
Hilbert space as does Schwartz’ space (S§) of rapidly decreasing infinitely often
differentiable functions to £2

An analysis of spaces of type § is given in Section 3, where also the corres-
pond ng problem for the case of an arbitrary finite number of operators ; and bj"
1s considered. This analysis is carried through in relatively great detail in order
that a similar analysis in Section 4 may be reduced. Apart from some technical
material needed in later sections, the main results are:

There exist a minimal space § and a maximal space S both of type S, such
that if $7 is any space of type S then

S§c8’¢s

in
In

algebraically and topologically. The space § is dense in §?, and §? is dense in §. We
further prove that the topology of the maximal space § is determined by a
sequence of increasing norms |.|,,r=0,1,2,..., where |¢|2=<¢,(bb*)"¢>. The
maximal space may be identified with the space of all sequences c={cv}, which are
rapidly decreasing with respect to the index in the sensethat all norms ||c||2=2| ¢, [2(v+1)"
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are finite. Finally, we prove that the maximal space § can be identified with
Schwartz’ space (S).

Thus, the space of testing functions for temperate distributions may be
characterized uniquely up to unitary equivalence as a subspace of abstract
Hilbert space in this way: (§) is a maximal space of type §.

For the case of n pairs of canonical operators we define spaces of type $"
in a similar way and obtain corresponding results.

For the investigation of the canonical field operators we have chosen the
maximal space § as the space of testing elements. Precisely speaking, we have
investigated spaces of type &, which we define as spaces with the following
properties:

(i) The space is a locally convex space with a continuous scalar product.

(i1) There exist operator valued distributions a and a*, which are conti-
nuous linear mappings from § into the space of continuous linear
mappings from the whole of the space of type & into itself. This
space of continuous linear mappings is here equipped with the topo-
logy of uniform convergence on bounded sets. Further, a(¢) and a*(¢p)
are adjoint and satisfy the commutation relations

[a(e),a(d)] =[a*(@),a*({)]=0,

[a(é)#l*(q))] =< <P7‘*l">

for all elements ¢, of S. Here ¢ denotes the conjugate of the
element ¢ in the sense of the natural conjugation in §.

(iii)) There exists an element ¥, called the vacuum element, which satis-
fies the equation a(p)¥,=0 for all ¢€S, and which is cyclic relative
to a and a* ie. RY, is dense in the space, where /R denotes the
algebra of all polynomials in all a(¢) and a*(e).

(iv) To every self-adjoint operator keR there exists a self-adjoint conti-
nuous mapping K from the space of type & into itself, such that

[K,a*(¢)]=a*(ke) .

Here, by the condition (iii) we single out the particular (canonical) solu-
tion for which a vacuum element exists. This greatly facilitates the analysis
and also leads to a case of interest for quantum physics. However, this might
not be the only interesting case. The condition (iv) is motivated in the
quantum theory of free fields (K is called a bi-quantization of k).

An analysis of spaces of type & is given in Section 4. The main results
are: There exist a minimal space &', a minimal complete space & and a mazimal
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space © of type ©. The topology of the maximal space is determined by a
sequence of seminorms || .|, where || @||t,= <®,H"®3». Here £.,.» denotes
the scalar product in &, and H is the mapping which according to (iv) corresponds
to the operator bb*eR. All spaces of type & have so-called Fock representa-
tions [3], in which the elements are represented as {¢®,0(",...,0™, .}, where
the n’th coordinate is an element in the symmetric part of a space of type S$".

[e)
In this representation we have ||ld)||!?r)=2 o2
n=o
The Fock representations of the extreme spaces &,8, and & are

characterized explicitly, and it is shown that they all have simple topological
structures.

In Section 5 the dual spaces of © and & are studied. In the Fock repre-
sentation &* consists of all sequences T={ T(”)} of symmetric temperate distri-
butions, while &* consists of sequences T, which in a certain sense are of at most
polynomial growth with respect to n. Furthermore we have the situation

ScBcB*cB*

algebraically and topologically, and each of these spaces is dense in each of the
larger spaces.

As © is a counterpart of Schwartz’ space (§) for the case of infinitely
many dimensions, elements of &* may be looked upon as temperate distribu-
tions in infinitely many dimensions.

It is further shown that the field operators and certain tensor products
of them (Wick products, cf. [23]) have continuous extensions to various dual
spaces, the main results being: The operator a* has a unique continuous extension
which maps $§* into the space L(&* &%) of continuous linear mappings in &*.
The operator a has a unique continuous extension which maps $* into L(S,S).

In particular, putting a(r)=a(3,) and a*(z)=a*(3,), we give a well-defined
meaning to the field operators at the point z. We note that a*(z)a(x) is well
defined as a continuous linear operator from & into &*, while it is not possible
to give a meaning to the expression a(z)a*(z), a fact which is well-known (cf., for
instance, Haac [10]).

In Section 6 we generalize to &* the notion of Gaussian functions in §".
It seems natural to include such limiting cases as 8 and I among the Gaussian
elements, and hence to investigate the existence of Gaussian temperate distri-
butions. Accordingly, in the infinite-dimensional case, we look for analogous
Gaussian elements in the largest available space &*, and in particular we identify
a d-element in &*.

Section 7 is concerned with an extension to the infinite-dimensional case
of the group of translations in $§". This group, of course, is parametrized by
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means of vectors heR", and in the infinite-dimensional case, we consider a family
of operators D(f)eL(&,&*), parametrized by means of vectors feS*. Since these
operators map & into &*, they cannot, in general, be composed, but for fe}
(the completion of § in the norm |.[|), the operator D(f), which is determined up
to a numerical factor only, can be normalized so as to be isometric with respect
to the norm ||.|| in &, and its isometric extension to § (the completion of & in
this norm) is a unitary operator in §. This family of unitary operators in §
is of course identical with the family considered by all writers on the Hilbert
space version of the commutation problem.

Finally, in Section 8, the space & is identified with a space of (non-linear)
functionals on the real part of § by means of the above-mentioned 3&-element
in &* and the normalized displacement operators constructed in Section 7, and
it 1s shown that in this functional representation the operators P(¢) and
Q(¢),peReS act in a way completely analogous to the finite dimensional case.
Finally, a Fourier transform is constructed in the functional representation of
the space €, and it is shown that this Fourier transform plays the role of a Fourier
transform with respect to the (non-existing!) Lebesgue measure on the real part
of #. We remark that unfortunately the domain of this Fourier transform is
so small that it appears to be of almost no use for applications.

n

3. Spaces of type §

DEFINITION.

By a space of type S" we understand a locally convex space §° with the
following properties:

(3.1) There exists a scalar product <-,-> on §?, and the corresponding
norm | .| is continuous on §?.

(3.2) There exist continuous linear transformations bj,bj*, j=1,2,...,n in §? such
that b; and bj’-“ are adjoint with respect to the scalar product, i. e.

<@bih> = <bfp, 4>,
and the following commutation relations hold

(3.4) [b;b%1=8;x -
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(3.5) There exists an element §,eS§?, called the cyclic element, such that ||| =1
and b;y,=0 for j=1,2,...,n, and such that

(3.6) Ry, is dense in §?, where R denotes the algebra generated by all b; and
b¥*,j=1,2,...,n.
J? 1 )

ANALYSIS.

It is an immediate consequence of (3.3) and (3.4) that every operator ke R
can be written as a linear combination of operators of the form b, .p%Ve ¥ pbn,
and then it follows from (3.5) that Ry, is generated by the vectors b™1...b*Vn,.

For an arbitrary vector ¢S’ we have, applying (3.2) and the commutation
relations,

<b¥obEM. bEV,> = <g,bibi%. . bE,>

_ < BT B> i v >0,

Now let V" denote the set of all ordered n-tuples v=v,...v,, of non-negative
integers. The above calculation shows that the elements ¢,ve N", defined by

1

(3.7) by=(v,l..ovy 1) 2 bV bk,

constitute an orthonormal basis for the subspace Ry, of §’. The elements ¢,
are called the Hermite elements in §?, and the subspace Ry, spanned by them
will henceforth be denoted §?.

Straightforward calculation shows that

(38) b;kkpvz (Vj—f—l)i/zila'v,...(\)j+1)...vn y
V'1/2¢v (v._1) Y] if v; >0
. — 17 - ... Vp f] )
(3'9) b]q)v {0 ’ lf V]=0 .

We now turn to a study of the topology of a space §? of type §". It
follows from (3.1) and (3.2) that all semi-norms |.|; defined by

lolk=1kel, pes,

are continuous for kR, where R denotes the algebra defined in (3.6). Thus, the
topology J on §? determined by these semi-norms is weaker than the topology
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of §?, and it is the weakest topology on §? for which the norm | .| and the opera-
tors b; and b} are continuous.

(3.10) TurorEM. The topology T on S’ is determined by the sequence of norms
| -], defined by

(3.11) lo2=<oo>,  r=01,..,
where
n
(3.12) h— Z bt .
J=1
The norms | - |, satisfy
(3.13) lolF=nlels-

Proof: First note that (3.13) is a consequence of the relation

n
7=

Note also that in view of (3.13) any subsequence of the sequence |- |,
determines the same topology as the whole sequence. Since | ¢ [,z=|/°¢],
all norms | .|, are continuous in the topology J, and hence, in order to prove
that the norms | .|, determine the topology J,.it is sufficient to prove that all
norms |- [x, k€R, or, equivalently, all operators b; and b7, are continuous in
the topology determined by the norms | .|,. This, however, follows from the
identities

N ok
b¥R'b; = (h—1)'(b;b7 —1),

RTh* — rp.b*
bil'b} = (h+-1)"b;7 ,

which give

n
> Iyl = <o, (-1 (h—nyp>,
7=1

n
> 150l = <o, (17>

7=
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~Nn
THE MINIMAL SPACE § .

For each veN", let C, denote a copy of the complex field, and define

§"=ZCV

veEN®

as the direct sum of the spaces C,. Thus, algebraically, "

multiple sequences

1s the space of all

¢= {CV}VEN"

with only a finite number of coordinates ¢, different from zero, and the topology
of §* is the direct sum topology, i e., a semi-norm on 5" in continuous iff its
restriction to each summand space C, is continuous (in this particular case this
simply means that every semi-norm on §" is continuous — later, however, we
shall need the general concept of a direct sum topology).

We define a scalar product in §" by

(3.14) <c'>= CyCy

and operators b; and b} by

(3.15) (BjOvy vy = 1) 20, 401, »
0 if v.=0
A * = e J ’
(3 6) (b] c)v,...Vj...Vn {V}/zcv,...(vj—1)...v,, if Vj >0.

It is then easily checked that 5" is a space of type S$".
Now let $? be any space of type $” and let §? be the dense subspace of §?
mentioned above. The mapping J defined by

(3.17) J: c—»Z eydy

is then an algebraic isomorphism of §* onto §?. By the properties of the direct
sum topology, J is continuous. Furthermore, J preserves the scalar product
10
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and «commutesy with the operators b; and b]’?< in the respective spaces in the
sense that

(3.18) b;jJ=Jb;, bJ?"Jsz]’F .

Thus, J preserves the type-S”-structure, and hence it is justified to call 5"
a minimal space of type S§".

THE MAXIMAL SPACE s".

Since 5" is a space of type §", it has a topology J as explained above.
The completion of §* with respect to this topology is denoted s™. Since the
scalar product and the operators b; and bJ’?‘ are continuous on §" in the topology 7,
they have unique continuous extensions to s", the algebraic relations (3.2), (3.3),
(3.4) and (3.5) hold for these extensions, the cyclic element ¢, of §" being also
cyclic in s". Furthermore, in s we have R{y,=5", which is dense in s", and
hence s™ is a space of type S".

We shall now prove that s" is a maximal space of type S".

Let §? be any space of type $”, and let J be the mapping defined by (3.17).
It is clear that J is a homeomorphism of 5 onto §? when both spaces are given
the topology J. It then follows from the analysis above that J~' is continuous
from §? with the topology of §? into § with the topology 7, and since §? is dense
in §?,J7" has a unique continuous extension J' which maps §? into s".

Clearly J' maps -the normalized cyclic element in §? into the normalized
cyclic element in s”, it preserves the scalar product, and by continuity it follows
from (3.18) that

b =J'b;,  bEI'=JbE.

Hence, J' preserves the type-$"-structure.

In the sequel we shall use the symbols §" and S to denote an arbitrary
minimal resp. maximal space of type $"—any two spaces §° or $"” having of
course isomorphic type-§”-structures.

With this convention, if §? is any space of type §*, we may write

algebraically and topologically, where §" is the space formerly denoted §7?, and
provided with the topology of §", while §"” denotes the completion of §? in the
topology J.
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Before proceeding, we give a concrete representation of the space s" as
a space of fast decreasing multiple sequences.

(3.19) TurorEM. The space s can be identified with the space of those multiple
sequences C={Cv}vezvn (with N™ defined as above), for which all the sums

D (v le=lel?,

veN?

where |v|=v,+...4v,, are finite. The topology of s" is determined by the norms
|- Il defined above, the scalar product by (3.14), and the operators bj and bj* by (3.15)
and (3.16).

Proof: Trivial, since hd,=(|v|+n)d,.

REPRESENTATION OF $§" ASs ScHWARTZ' SPACE (§") IN 7 DIMENSIONS.

Schwartz’ space (§") over the n-dimensional space R" is the space of those
infinitely often differentiable functions ¢ on R™ for which all the semi-norms

sup |t*DPq(1) |
teR"

are finite, where

861 aBn

£ DP(t) =121, . 1% (t) -

T Y

The space (§™) is given the topology determined by these semi-norms.
It is clear that if we put

. 0
=4 BT

bj=2""(p;—ig;),  bF=2""p;+ig;),

then the operators bj and b]’-" satisfy (3.2), (3.3), and (3.4), the semi-norms

(™)
lol, —=sup |ko()]
teR"
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are continuous in the topology of (§") for all operators keR, and the topology
of (§") is determined by these semi-norms.

It is well known that (§") = £? (w. r. t. Lebesgue measure) and that the
L*norm | - | can be estimated by

lel=clolS,

where

n
E=+ > gy
=1
with 4s>n.

On the other hand we have

. OBOLEV'S LEMMA . S 1S an integer with s > ——, then there exists
(3.20) S ’ ([20]). Ifs is an integer with ’2‘ hen th '

a constant K such that

sup [9() | S K(lo |+ > [ .pfre])
ek By+...+Bu=s

for all oe(S™).

Consequently, the topology of (§") is determined by the system of
semi-norms

[ le=l%e], keR,

so that the topology of (§") is in fact the topology 9.
It 1s well known that the Hermite functions

Gy=(vy L..vp, )72V b3y,
where
bolt)=n"*  exp (—Z2/2)
are elements of (§"), that they constitute a complete orthonormal system in L2,

and that (3.5) holds. Let (§") denote the linear subspace of (§") spanned by
the Hermite functions. Evidently, (§") can be identified algebraically with §".
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Since ($") has the topology J of the maximal space $" and is complete, it
follows that (§") contains a maximal space S§".

On the other hand, for any element ¢e(§"), the norm |A"¢|=¢|,
is finite, since h"¢ is an element of (§").

Now, if
P = Z qu-’v ’

velN?
then

<‘~pwhr(9> = <hr¢'w(9> = ( [ VI + n)rcv ’

and hence, by Parsevals formula,

D (vl + n e = [pl<eo.

velN?

Thus, (§") may be identified with a subspace of the maximal space $".

Hence we have the result: Schwartz’ space (§") in n dimensions is a copy
of the maximal space S".

We remark that the algebraic and topological isomorphism of Schwartz’
space (§") with the space s of fast decreasing sequences is well known (cf., for
instance, Schwartz [18]).

The remaining part of this section contains material needed later.

A CONJUGATION IN THE SPACE §.

In the sequel § will always denote the maximal space §=S§', which,
as noted above, can be represented as a space of sequences or as Schwartz’
space (§) over the real line.

If we interpret § as Schwartz’ space of rapidly decreasing testing functions
on the real line, then there is defined a natural conjugation ¢—¢* in § by

P*(t) = 9(1) .
It is easily verified that {F=¢, and (b*¢)*=—b*¢*, and hence, in the
sequence representation,

(ch‘['n)* = Z(__1)nzn“l’n ’

¢, being the Hermite elements in §.
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THE TENSOR PRODUCT $”® AS A SPACE OF TYPE §".
Let $"® denote the n-fold algebraic tensor product
'O =§®...05 ,
i. e. §"® is a vector space having the family of ordered n-ics of the form
P=Qy...Q, , ¢;€S for j=1,...,n,

as generators.
We define a scalar product on $”® by putting

<L Qe Py Dy 0 > =

for the generating n-ics and then extending by linearity.
Let b and b* denote the operators b, and b in §=§', and define

Bi(@4--@je--P) = Pyeo(b9)). -0 »
b (@1 9j--Pn) = Py---(0%))...0p -
It is clear that if we determine a topology on $”® by means of the norms

|- |, defined by (3.11), then §"® is a space of type $", and its topology is the
topology J. Observe that $”® is not complete for n>1.

THE sYMMETRIC SPACES $"® AND §7.

We add a few remarks on the symmetric parts of the n-fold algebraic
tensor product $*® and of §”.
On the generating elements of $"® we define an operator sym by

Sym (CPI"'(Pn)z(n!)-'chﬂ(ﬂ‘"‘\O‘N(n) ’

neS,

where §,, denotes the symmetric group of degree n, and extend sym by linearity
to the whole of §"®, It is easily verified that sym is an orthogonal projection
w. r. t. the scalar product in §"®,
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Furthermore, if k£ is any linear operator in §, and if we define &; by
(3.21) kj(cp,...cpj...cpn)ch,.....(kcpj)...cpn
on the generating elements of $*® and extend by linearity, then
sym KW=k"™ sym,
where
(3.22) KM=k, .. 4k, .
Hence, if we define
§1® =sym (§"®),

then §"® is invariant under " for any linear operator k in §.

In particular, $"® is invariant under the operator A%, which we
earlier denoted &, and which determines the topology J.

It also follows that

|sym ¢ o = [A™ * sym @ | < [ *o | = [ @ [ls

for ¢e$”®, which shows that sym is continuous on $§*® in the topology .
Consequently, sym has a unique continuous extension to $"; we shall
also denote this extension by sym — it is of course a projection in §", and its
effect in any of the two standard representations of $" is exactly what one
could expect. The symmetric part sym $" of §" is denoted S§7.
Finally, let us prove the following useful lemma.

(3.23) Lemma. If T is a linear transformation from $"® into some vector
space V and if

T(e™)=T(p...9)=0 for all €S,

then T(w)=0 for all weSt®.
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Proof: 1t is sufficient to prove that T(sym(e,...¢,))=0 for all generating

elements o,..., in §"®. By assumption we have, for all complex numbers

CyyeeesCry

T((c191+---+a00)")=0 .

The left hand side is a polynomial in ¢,,...,c,, and since it is identically 0,

all coefficients must be 0. In particular, the coefficient to the term c,c,...c, must
be 0, and this coefficient is n!T(sym(e,...q,)).

(3.24)

CoroLLARY. The elements of the form ¢", ¢€§, generate S'®.

4. Spaces of type &.

DEFINITION.

By a space of type & we understand a locally convex space &’ with the

following properties:

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)
(4.5)
(4.6)

(4.8)

(4.9)

There exists a scalar product << , >> on &7, and the corresponding norm
Il |l is continuous on cS?.

There exist continuous linear mappings a and a* from § into L(&?,&7)
(the space of all continuous linear transformations of &’ into &’ provided
with the topology of uniform convergence on bounded sets), such that

a(e*) and a*(p) are adjoint with respect to the scalar product in &? for
all €8s,

[a(e®),a(d*)] =[a*(¢),a*(¥)] =0,
[a(e*),a*(d)] = <o,4> .

There exists an element ¥,e&?, called the vacuum element, such that
| ¥ol =1 and a(e*)¥,=0 for all €S, and such that

IR¥, is dense in &?, where /R denotes the subalgebra of L(&?,&?)
generated by all operators a(e*) and a*(¢), ¢€S.

To every symmetric operator keR (cf. (3.6)), there exists a symmetric
operator KeL(&?,&?), satisfying

[K,a*(9)]= a*(ke) .
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ANALYSIS.

Exactly as in Section 3 we conclude that the subspace &’=/RY, of
an arbitrary space &’ of type & is spanned by all elements of the form

a*(cp,)a*(cpz)...a*(cpn)‘l"o, n=0717"'7 CP]eS
The operator a**® defined on the generating elements of $*® by

a*"O(@,...0p)=a*(9,)...a%(9,)

can be extended by linearity to all of §*®. Since any two operators a*(¢) and
a*(y) commute, we have

nex) n
a*"® =g¥"® sym ,

so that the range of a*"® is attained on $®.
As in Section 3 we further prove that

\/<a*(cp)mq/'° ) a*(q-‘)n\Fo>> =3l <o, =",
and from Corollary (3.24) we then conclude

(4.10) Tueorem. If &? is any space of type &, then the mapping

1
o—(n!)" 2 a*"O(w)¥,

ts an isometry of S™® into &7 .

The images of these mappings are pairwise orthogonal, and their direct
sum is equal to &’ (for convenience, we define $°® =§°®—=(, and for ceC we
define a**®(c)=cl). Thus, every element ®c &’ has a unique representation as a
finite orthogonal sum

[o.o]
’ 1
¢= Z (n) ™2 a**O (™M),
n=o0

with ¢™esn®

When investigating the consequences of the requirements (4.8) and (4.9),
we need the following lemma.
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(4.11) LemmA. The set of equations
a(e*)¥'=0 for all ¢e$§
have in &7 the only solutions
Y=c¥,, ceC.

Proof. A solution orthogonal to ¥, is easily seen to be orthogonal to all
of &?, which, however, is dense in &7.

Next, note that if K is symmetric and satisfies (4.9), then we get, taking
adjoints,

(4.12) [a(¢*), K] = a((k9)*) .

(4.13) Lemma. If k is any linear operator in S, then there exists a unique linear
operator K in &7 satisfying the conditions (4.9), (4.12), and
(4.14) KV¥,=0.

Any operator K, satisfying (4.9) and (4.12) differs from K by a multiple
of the identity.

The operator K is characterized by (4.14) and

1

(4.15) K((n)) 2 a*”®(co)‘lfo)=(n!)_% a*"® (kM) P,

for n>0 and weS*®, where k™ is the operator defined in (3.22).

Proof. It follows from (4.9) that
Ka*(0)"=a*(¢)" K +na*(ke)a*(e)"",
and then from Corollary (3.24) that
(4.16) [K,a*"®(0)] = a*"O(kMw)

for we$?®. The formula (4.15), and hence the uniqueness of K, now follows
from (4.14) and (4.16).

On the other hand, it is easily verified that the operator K defined on &?
by (4.14) and (4.15) satisfies (4.9) and (4.12).
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Finally, if K, satisfies (4.9) and (4.12), then it follows from Lemma (4.11)
that K,¥,,=c¥,, and hence the operator K=K,—cI satisfies (4.14). Obviously,
K satisfies (4.9) and (4.12), and the lemma is proved.

Note that since &’ is dense in &?, a continuous operator K on &7 is
uniquely determined by the conditions (4.9), (4.12) and (4.14).
For any operator keL(S,S), both the operator K defined on &’ by (4.14)

and (4.15) and its continuous extension to &7 (if it exists) are called the normalized
bi-quantization of k.

THE MINIMAL SPACE @, AND ITS FOCK REPRESENTATION.

We define the space & as the direct sum

(417) &= >ae,
n=o0

and we shall write elements ®e &’ in one of the forms

O— {(P(n)} {CP(O) oM. }
Theorem (4.10) can now be formulated: The mapping

1
(4.18) J: {cp(n)}_>z (n)) 2 a*n® (o),

is an algebraic isomorphism of &' onto the dense subspace &’ of any space &7
of type S.

We give &' the direct sum topology as explained in Section 3. Then,
if we define a scalar product in &' by

(4.19) LD,0y = <¢Mo®>

n=o

this scalar product is continuous.
We shall now show that &' can be organized as a space of type &.
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The operators a*(¢) and a(e*) in &’ should of course be defined in such

a way that J preserves the type-&-structure. It is clearly sufficient to define
these operators on the subspaces §"® of &, and since we have

a*(@)((r ) 2a*n® () ) =((n+1) ) 2a* D ((n-1)12 sym ow) ¥,
and

a(o*)((n!)T2a*r O (Y)W o) =((n—1) ) 2a* IO (204> )W,

in any space &’ (with trivial modifications for n=0), we are led to the fallowing
definitions, in which we consider the summand spaces §*® as embedded in &':

1
(4.20) a*(@)w=(n41)2 sym (pw) for we§?®
z f "® if p>0
<,0> or oe$ i n>0,
4.21 fHo=1"" ® +
( ) ™) {o for we$® .

Here <¢,.>( denotes that linear mapping from $§7® into §"~V®,
which on the generating elements w=q,...,€$"® is given by

<(Pam>(1):<cP7(Pn>(P1"'an—1 .

Straightforward calculations show that the linear operators a and a*
thus defined satisfy the conditions (4.3) — (4.7). It remains to prove that the
continuity requirement (4.2) is satisfied. The proof is based on the two lemmas
(4.22) and (4.25) below, which, for purposes of later reference, are given a formu-
lation slightly more general than presently needed.

(4.22) Lemwma. If oeS™ and eS", then oieS™™", and

r

(6.29 el = () el 141

§=0

Consequently, the bilinear mapping (¢,9)—o¢¢ from §™XS§" into §*
is jointly continuous.
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Proof. 1f Schwartz’ representation is used, then it is obvious that ¢fe$™*™.
The relation (4.23) is a consequence of

led |2 = <o, A "o >

= <oy, (R"™+ 1M o>

r
=D (&)< g w7y

S§=0

:§<Z>ucpns 41

§=0
the notation being obvious.

For ¢e§™, ¢e§", m=<n, we define < ¢,} >, in analogy with the case
m=1, that is, using the function representation,

(4.24) <<P,¢>(m)(?/)=f@*(x)¢(y,x)dx,
z and y denoting points in R™ and R™™ respectively.
We then have
(4.25) Lemma. If e§™ and eS§", where m<n, then <¢,0>,,€S" ", and
(4.26) | <@sb>em lr = lol 141

Consequently, the sesquilinear mapping (¢,9)— <@,¢>(,, from S s"
into $*™ is jointly continuous.

Proof. We have

| <@=>em > = f f o*(x)d(y,x)dx
smnz( f ‘wy,x) dx>dy

=lel* ¥l

2

dy
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for all $eS”, and consequently also

| <@>my lr = | Ry A Png) < s> gy |
= [ <Oyt AP y) 2> g |
S|l [ (At 4hpp) |
<lel [¢]--

From (4.23) and (4.26) it follows that a*(¢) and a(¢*), €S, are continuous
from $"® (considered as a subspace of &’) into &', and from the definition
of the direct sum topology it then follows that a*(¢) and a(e*) belong to L(&',&’)

In order to prove that a* and e are continuous from § into L(&’,&’),
when the latter space is provided with -the topology of uniform convergence on
bounded sets, we first note that every bounded set B in &’ is contained in a set

N
of the form ZBn with N <co, where each B, is a bounded set in §"® .
n=o0
Thus, it is sufficient to prove that a* and a are continuous from § into

L(§"®,&’) for each n, and this again follows from (4.23) and (4.26).

Next, it follows from Lemma (4.13) that the normalized bi-quantization K
of a symmetric operator ke R must be defined by

K (k™o  for weST® if n>0,
(4.27) (0:{0 for ©es®,

and it is easily verified that if K is defined by (4.27), then (4.9) holds. Also, if &
is symmetric in §, then so is k™ in §”®, and hence K is symmetric in &'.
All that remains to be proved is the continuity of K. As in the case of a*(¢)
and a(¢*), this follows from

(4.28) Lemwma. If keL(S,S), then for each r=0,1,... there exist constants A(r)
and q(r), which do not depend upon n, such that

(4.29) | 5P|, < A(r) |o|yp for dl ©es™®,
when n>0 .

Proof. Since k is continuous in §, there exist constants C(r) and p(r)
such that
| ke |, < C(r) l@lpe for all ges,

where we may assume p(r) =r in view of (3.13).
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Now consider one of the operators k; ,J 1,...,n (cf. (3.21)). For defini-
teness, let us assume j=1. Every element meS"® can be written in the form

(v.):z (Pv"]"\! ’
v

where ¢, runs through the Hermite elements of $*~7®, while ¢,= <y, 0> €S,
the multiple series being unconditionally convergent in $"®. The norms of
are given by

lol2= <> o, (by+ ...+ 1) > o>

=<Zcpv¢v, 2, (7)) s (tnnys 3«o¢>

=0

r

:Z(Q)?u%ns lowls

5=0

so that also

r
[kyollz = > (5 ) > Idsl? Ireulis
S=0 \
<2'C(r Z Iy "p(r) | oy “p(r)
= 2I‘C(r)2 Z <<Pvlpy : hf(r)h(n_1)p(r)@v¢v>
v

<2C(r)? |w Hzpfr)
It follows that
[ k™e I = nA@) | “2p(r)
SA(r) | o Ilzp(r)+z
We have now proved

(4.30) TureoreM. Let the space &' defined in (4.17) be provided with the scalar
product (4.19), and let the operators a* and a be defined by (4.20) and (4.21).
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Then &' is a space of type &, a normalized vacuum element being {1,0,0,...}, and
the normalized bi-quantization of any operator keR being given by (4.27).

We shall next prove

(4.31) TuEoREM. &' is a minimal space of type S, i. e., if &° is any space of
type ©, then there exists a continuous identification mapping J of &' onto a dense
subspace & of &7, which preserves the type-G-structure.

By this last statement we mean that J preserves scalar products, that
it maps a normalized vacuum element into a normalized vacuum element, and
that it «commutes» with all operators a(¢*) and a*(¢) as well as with all norma-
lized biquantizations K of symmetric operators keR.

Proof. The identification mapping J of the theorem is of course the mapping
defined by (4.18). Obviously, all we need prove is that J is continuous, and hence,
it is sufficient to verify that the mapping

(4.32) w—(n!)” 7 a*1® ()Y,

from §"® into &’ is continuous for each n. By assumption, a* is continuous
from § into L(&?,&?), and hence the multilinear mapping

1

(@1y--Pn) = (R)) 2 a*(q,)...a%(9,) T,

1s continuous in each variable separately. It then follows from results due to
Grothendieck [8] that the mapping (4.32) is continuous. For completeness, we
shall give an elementary direct proof for the case n=2.

Let U be a neighbourhood of 0 in &?. We first prove that there exists
a neighbourhood

K, o= {pes| | o], <o}
of 0 in § such that
9eK, 5, beK, 5 = a*(@)a* () ¥eel .
Assume the contrary, then there exists a sequence of pairs ¢,, {,, such that

1 1
“(Pn||n<_» ||¢n||n<—
n n
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and
(4.33) a*(pp)a*(bp)¥od U .

Now, since ¢,—0 in §, the set {4;,1} i1s bounded in §, and hence the set

B={¥|¥=a*({,)¥, for some n}

is bounded in &?.

On the other hand, since ¢,—>0 in §, a*(p,)¥ tends to 0 in &’ uniformly
on every bounded set, but that contradicts (4.33).

The continuity of the mapping (4.32) now follows from
(4.34) Lemma. Let K} denote the subset

K} o ={xlx=9d,9€K, bk, 5}
of $*® . Then the convex hull conv (K} ;) contains a neighbourhood
Vo=1{xl [tlrss <o}

of 0 in $2® .

Proof. We first remark that |y|% = <yx/Ahix> in $2® . Thus, for
all elements y of Vg,

<R > <e?.

As xe$2®, it is of the form

n
X=Z¢j¢n+j, JreS, k=1,....2n,
J=t

for some integer n. Consider the at most 2n-dimensional space E spanned by
$yy--s¥on, and let Pg be the projection of § on E with respect to the scalar
product <.,.>,= <.,h".>. Further, let hy=Pgh*P; denote the «projection
on E» of the operator 2%, and let »,,p=1,...,dim E<2n, be a system of eigen-
functions of Ag, orthonormal w. r. t. <.,.>,. Thus

<}ty. y hr}ﬁv> = 8‘,),\; ,

oy, B 450> = Sy
11
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Obviously, we may assume that the eigenvalues A, do not decrease with p.
By the well known maximum-minimum properties of the eigenvalues of self-
-adjoint operators, we conclude that

}‘[-LEP‘ )

the number on the right hand side being the p' th eigenvalue of the operator A%
For the application to the present case it is of course essential that the operator
which enters the scalar product <.,.>, commutes with A*.

If we expand y in the form

dimE
X= Z Luviyu Xy 5
B, v=1
then
dimE
LR = D [y <
®,v=1

Thus, we have the upper bound
|ty | < o772,
Further, as ||, =1, we have, choosing 6< ¢,

dimFE

x - E tuv&-_zﬁu?tv ’

L, v=t

where ;’Z‘,.GK,,G. The proof of the lemma is now completed by use of the
estimate

dimE

4
# A.__2< ‘J'Cf 3
ZI EWIG 3662

ey v=1
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THE MINIMAL COMPLETE SPACE &.

We define the space & as the direct sum

& — Z s
n=0

with the same convention as above: §3 is interpreted as C. Elements in &
are represented in the same way as elements in &'.

It is easily seen that & is a complete space —in fact, that it is the
completion of &'. In particular, & is dense in &, so that every continuous
linear transformation from &' into some complete locally convex space S has a
unique continuous extension from & into S.

If we apply this remark with S=&, it follows that & is of type &, and
if we apply it with S=@&?, where &’ is any complete space of type &, we get

(4.35) THEOREM. & is a minimal complete space of type &.

This statement is to be interpreted in the way elaborated in the formula-
tion of the theorem (4.31).

THE MAXIMAL SPACE & AND ITS FOCK REPRESENTATION.

We define the space & as the completion of an arbitrary space &’ of
type & in the topology J determined by all semi-norms of the form || .|| ,, where

@ fly =T,

for operators T in the algebra generated by all a(¢*) and a*(¢) and all normalized
bi-quantizations K of self-adjoint operators keR.

By exactly the same line of reasoning as was applied in Section 3 one
proves

(4.36) THEOREM. & ts a maximal space of type &.
There is only one detail in the proof of this which is not obvious, and that

is the fact that the operators a and a*: § — L(&, ©) are continuous. The proof
of this is postponed until later (lemma (4.47)).
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First, we prove that the topology J of an arbitrary space &’ of type &
arises from a metric by exhibiting a sequence of norms which determine this
topology.

(4.37) Tureorem. The topology T of any space & of type & is determined by
the increasing sequence of norms || ||, given by

@I} = KD,(H+Pg) @  for r=0,1,...,

or, equivalently, by the norm ||.|| and the increasing sequence of semi-norms || - ||,
defined by

|||q>n|g,)=<<cp,ﬂrq>> for r=12,...,

where H is the normalized bi-quantization of the operator h=0bb* in §, while P,
is the projection on ¥, i. e. Py® = &'¥o, 03 Y, .

Proof. First note that HP,—=P,H=0 on &?, and hence that HP,—=P,H=0
on &?, so that (H+P,) =H +P, for r>0.
It follows that if

o , :

n=o

then

(4.39 IO 1 =[¢9F + 10 ly= 09 + > 1612,

n=1

and so it follows from (3.13) and the density of & in & that the |-, are in
fact norms, and that they are increasing.

Exactly as in the proof of Theorem (3.10) it is sufficient to prove that
all operators a(¢*) and a*(p) as well as all normalized bi-quantizations K of
symmetric operators keR are continuous in the topology J’ defined by the
norms | -],

Since &’ is dense in &’ also with respect to the topology J’, it is
sufficient to consider &’ or, equivalently, &’.

We divide the remaining part of the proof of (4.37) into three separate
lemmas.
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(4.39) Lemma. The operator a(e*) on &' is continuous in the topology T’ for
every @eSs§ .

Proof. Assume that ¢e§ and that (D={<p(")}e@’. We then get from (4.21)
1 A
a((P*)(D:{<<Pv(P(I)>’2 2 <<P,<P(2)>(1),---,n 2 <<Pacp(n)>(1)""} ?

whence by (4.26) and (3.13),

(4.40) llate"® [ [<e®> P+ > nl <es>qlf

n=2

o

<> nlelt 1oL

n=1

<lel* [I1® ] -

(4.41) Lemma. The operator a*(p) on & is continuous in the topology J' for
every @e€S.

Proof. First note that
(4.42) | a*(@@ [I* = | ale®)® |I* + [ o |* [| @ |I*
<2fel® MR
by (4.3), (4.5) and (4.40).
Next, by (4.9) and (4.20) we get
(4.43) (H+ Py)a*(p)=H’a*(p)

— H*'a*(ho)+H*"'a*(9)H

— S Na*(hP o) H5P
5 (g s,

p=o
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and the formulas (4.42) and (4.43) give

(4.44) [ a*(@)® [[os = || (H"+ Po)a™(e)® ||

s
<> (5 Iwramnroy
p=o
S
W
<2 () 1oy N -

p=o

(4.45) LEemmA. The normalized bi-quantization K of any operator keL(S,S)
is continuous on &' in the topology T’ .

Proof. An immediate consequence of (4.29).

This completes the proof of Theorem (4.37).
(4.46) TueoreM. The maximal space © can be identified with the space of all
sequences.

O={o®,6",... 0™ .}, ¢Mes?,

for which all norms || - ||, defined by
Iz =+ Z | o™ |7
n=t

are finite, the topology being determined by these norms.
Proof. Identical with the proof of Theorem (3.19).

For elements ®e®, the sequences {¢™} are rapidly decreasing with
respect to n in virtue of the inequality (3.13).

(4.47) LemMA. The operators a and a* are continuous from § into L(S, ).

Proof. As § is metrizable, it is sufficient to prove that when ¢ runs
through a bounded set in § and @ through a bounded set in &, then a(¢*)®
and a*(¢)® run through bounded sets in &. This is an immediate consequence
of the estimates (4.40) and (4.44), which in view of Theorem (4.46) are valid
not only in &’, but also in &.
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5. The dual spaces €* and &*.

A cLASS OF SEQUENCE SPACES.

As we have seen, $"” may be represented as a space of multiple sequences,
and hence © may be represented as a space of sequences. It is easily seen that
all spaces S",$" and © can be represented as a space of the type described

below.
Let p={pn} be a sequence of non-negative real numbers with p,—o0

for n—>c0. Denote by S(———S(p)) the locally convex space of all complex sequences
z={z,} satisfying

[22 =2 enl @ f <o) r=012,..,
n

with the topology determined by the norms | .|, , r=0,1,2,....

For reference purposes we collect here a number of facts concerning spaces
of this class. (These spaces are particular instances of countably Hilbertian
spaces in the terminology of GEL’FaAND and VILENKIN [7], and all facts in this
paragraph are well known).

It is easily proved that S is a complete metrizable locally convex space.
Denote by H,,r real, the Hilbert space of all complex sequences z,
for which

(5.1) |z =2 ehlan P < oo

n

If ¥ <r”, then H,.>H,, algebraically and topologically since p, 1s
bounded away from 0, and

S=H,.
r

More exactly, algebraically and topologically, S is the projective limit
of the spaces H,,r— .

Since p, — oo, it follows that every bounded set in H, is relatively compact
in every H, with s<r, and from this it further follows that every bounded set
in § is relatively compact.

Since every continuous linear functional f on H, can be represented in
the form

<f,$> =anxn
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for some sequence f={f,}eH_,, it follows that

S* = UH_,.= J H_,
r=t reR

algebraically.
We shall now prove

(5.2) LemmA. A convex subset U* of §* is a neighbourhood of 0 if and only if
U*n H_, ts a neighbourhood of 0 in H_, for every real number r. Thus, alge-
braically and topologically, S* s the inductive limit of the spaces H_,,r—>oo.

Proof. It is trivial that U*.= U* n H_, is a neighbourhood of 0 in H_,
if U* is a neighbourhood of 0 in §*.

Assume conversely that UX*. is a neighbourhood of 0in H_, for every r.
We may clearly assume zU* < U* for all complex numbers z with |z|<1.

If we define

B,={zeH,| |<fa>|<1 for all feU*}

and

B,=B,n S,
then B, is the closure of B, in H,, and
B = ﬂ B, = ﬁEr
r r

1s a bounded subset of §.
We shall now prove that

U* > {feS*| | <fxz>|<1/4 for all zeB},

and the lemma follows.

Assume that f¢U*, and choose an integer r, such that feH .. For every
integer r>r, we have feH_, and f¢U¥,., and by Hahn-Banach’s theorem there
exists an element x,€ B, such that

1
5
Since B, < B, for r<r', the sequence {x,} is bounded, hence it has a

convergent subsequence, and its limit x belongs to B. Since f is continuous,
we have <f,x> >1/2>1/4, and the lemma follows.

<fyx,> =



TEMPERATE DISTRIBUTIONS IN INFINITELY MANY DIMENSIONS 169
It is easily proved that

(5.3) LemMA. A subset B* of S* is bounded if and only if there exists a number r
such that B< H_, and B is bounded in H_, .

Finally, it is easily proved by means of (5.2) and (5.3) that
(5.4) TueEOREM. § is reflexive and S is dense in S*.

We remark that it is well-known that complete metrizable spaces, in
which bounded sets are relatively compact, are reflexive.
ADJOINT AND DUAL MAPPINGS

We have already noted that if § is provided with a scalar product, and 7'
and T* are linear mappings in § satisfying

<z, Ty>=<T*x,y> for all z,yes,

then T and T are said to be adjoint.
On the other hand, if 7 is a continuous linear operator in §, then it is
customary to call the continuous linear operator 7* in the dual space defined by

<T*fix> = <f,Tx> for all zes§, feS*,

the adjoint of 7. Here we shall instead call this operator T* the dual of T.

It is clear that if S is provided with a continuous scalar product, then
this scalar product establishes a canonical embedding of § onto a subspace
of §* and if a continuous operator 7 in § has a continuous adjoint, then this
adjoint is the restriction to S of the dual of T.

Let us also note

(5.5) Lemma. If § is a reflexive locally convexr space, then the mapping
T—>T*

of L(S,S) into L(S*,5%) is a conjugate linear homeomorphism.
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THE DUAL sPAcEs §™* AnD §7*.

As a preparation for the discussion of the dual spaces of the extreme
spaces of type ©, we first make a few remarks concerning $"*, which, as we
know, may be identified with Schwartz’ space of temperate distributions.

The space $” may be identified with the space s of all rapidly decreasing
multiple sequences ¢={c,},cyn. Hence, the dual space $"* may be identified
with the space s™* of all multiple sequences T ={t\,}ve nn, Which are temperate
in the index. By this we mean that for each element 7 there exists a polyno-
mial p such that

|ty| < p(v) for all veN".

The duals of the continuous operators b;, b¥, and sym in §" are extensions
to §™* of the operators b¥, b;, and sym in $", and since §" is dense in §"* we
deduce that b¥, b;, and sym have unique continuous extensions to §"*. These
extensions will also be denoted &%, b;, and sym, and in the two standard repre-
sentations of $”, the formal definitions of these operators in $"* agree with
the definitions in §".

Finally, the dual space §¥* of §” = symS$” can be identified with sym$™*.

TuE space &%,

It follows from the definition of & that the dual space &* may be
identified with the space of all sequences

(5.6) T={TO,T",  T™ .}, TWegh*,

with the topology of coordinate-wise convergence. By this identification the
formula

(o)
<<T’(D>> = z < T(n)» qJ(n)>
=0

holds for all elements ® ={¢™} of &.

THE sPacE GF.

Since <@ algebraically and topologically, and since & is dense in &,
we have &*c&*. Thus, also elements of &* may be written in the form (5.6).
However, obviously not all sequences (5.6) belong to &*.
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(5.7) TueoreMm. The space &* consists of those sequences T={T™} of symmetric
temperate distributions for which the series

(5.8) Z < T oM~
n=o

is convergent for all elements ® = {(p(")} of &, and then << T,(D>> is equal to the sum
of this series. Moreover, the series (5.8) converges uniformly on bounded sets in ©.

Proof. Since & is a complete metrizable space, the principle of uniform
boundedness holds. Hence, if the series (5.8) is convergent for all ®e@, the
partial sums are equicontinuous, and from Arzela’s theorem it follows that (5.8)
converges uniformly on compact sets. The final assertion of the theorem now
follows from the fact that bounded sets in & are relatively compact.

Since the dual of a metrizable space is complete, the theorem follows.

We finally remark that
EcBcB*cE”

algebraically and topologically, and each of these spaces is dense in each of the
larger spaces.

THE mMAPPINGS a*"® ®a*® .

Let &’ be any space of type &. We then define

& @d (0, 0pby.. ) =aH(2,)...a* (@) Uy). .. a()

for ¢,,...,4,€S, and extend the mapping a*”® ®a"® to a linear mapping from
§+)® into L(®?,87) (cf. Section 4). For m=0 or n=0 we simply write a"®
resp. a*"® .

From the proof of Theorem (4.31) we deduce that this mapping is conti-
nuous, and hence, if L(&?, &) is complete, it has a unique continuous extension
to all of §™*". Since & is a complete metrizable space, L(&,8) is complete,
and hence we have in particular

(5.9) Lemma. The mapping a*"®®a™® exists as a continuous linear mapping
from §™ into L(S,8).
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Since a*(¢) and a(e*) are adjoint, then so are
a*m® ©4"®(w) and a*"PRAM® (rev ¥),

where rev is the continuous linear mapping in §P, which on the generating
elements of SP® is defined by

I'ev(cp1...cpp)chp...cp1 .
It follows from the preceding remarks that we have

(5.10) Lemma. If &’ is any space of type &, then a*™® ®a"®(w) exists as a
continuous linear mapping from &* into &* for all @SS

From Lemma (5.5) and (5.9) we further get

(5.11) LemMmA. The mapping a*™®®a™® exists as a continuous linear mapping
from $" into L(G*,&*).

We shall next prove

(5.12) TukorREM. The mapping a*"®®a"® has a unique continuous extension
from SCM* into L(S,&%).

Proof. Since L(S,8*) is complete and S$*™® is dense in §™*,
it is sufficient to prove that a*"®®e"® is continuous from $™*M® into
L(8,6%), when $§™*® is given the topology of $M™™™* Now let H7™™
denote the completion of §M+M® in the norm |- |-, defined by (3.11) for
arbitrary real r. It follows from Lemma (5.2) that it is sufficient to prove that
for every positive real number r, the mapping a*™®®a"® is continuous, when
S™™M® is provided with the norm |- |_,.

Let ®={¢;} and ¥={{;} be elements of &, and let 3y,...,Xm)@1s-,0n
be elements of §. The formula (4.21) gives

£0,a*™® @a"d(y,...c0,)FD

= <a((y)---a(xm)P,a(w,)...a(wn) ¥

(m—+k)(n+k)!
= Z ( A Ll <<X1---vacpm+k>(m)’<(°:k'"mrﬂ;"l"n+k>(n)>'
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Using the function representation, and writing

x = (2, ey T )oY = (Y1, ---7yn)7Z=(ZH "'7Zk)7

we get

<<Yp-- -Xm,cpm+k>(m)a <‘~°:k X -wzv¢n+k>(n)>

— f f f B H Bl gt~y ) ) Byl

If we now write A" =4 4 (") and take the symmetry of 2™ and i)
into account, we get for all positive integers r:

f f f O lE) - on( ) 5y

r
S -7 r—s
B Z <: >f f f B g B o By pdadydz

S=0

and hence
£D,a*Pa"(w)¥ >
[>'e) r
S -r r—s
= chkmnrs f f f K ok o RO p) o dadyds
k=0 s=0

for all wes™™M®
From Cauchy-Schwarz’ inequality it follows that

‘ff ‘[’12(3717%)%3(%1%)4’31(39375”1)dx1dx2dxa

< ” ‘*l’12 " " ‘*P'M “ ” ‘psi ” ’
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and since h(™ <A™ in §™** and similarly for A™, we finally get the
estimate

| K D,6*"P@a"O(w)¥ Y |

[e'e) r
r
<> > b k() Lo 19 Lo st s

k=0 s=o0
r 0
r
<lolar > (1) 2 Temstboon Dinsilo-se
5=0 k=0
r
r
<lolar > ()1l ¥ e
S=0

for wes™+V®
Since the norms in L(&,8%) are given by

sup  sup !((CD,T‘F))[
de By Y'eB.,

for TelL(©,56*), where B, and B, are bounded subsets of &, the theorem
follows.

(5.13) TueorEM. The mappings a*™® and a™® have unique continuous exten-
sions from S™* into L(&*,8%) and L(S,8) respectively.

Proof. Since the mappings a*"®(w)eL(€* &%) and a"®(w*)eL(E,S)
are dual for weS§”, it follows from Lemma (5.5) that it is sufficient to prove
the assertion concerning a®®. If we apply Lemma (5.3) to &* and use the
fact that © is reflexive, the result follows from the estimate

| K P,a"()¥ D[ <ol ll Pllls 1 Mrrsin s

which is valid for all pairs of non-negative real numbers r,s. The proof of the
estimate i1s analogous to, and actually simpler than, the proof of the estimate
applied in Theorem (5.12).
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The preceding results are summarized below.

(5.14) The operators a*"®®a"® admit the following continuous extensions:

2#m® g 4@
§" s (S, 8) + |
§™ s L(G*,6%) +

1 S(m+n)*—>L(@,@*) 4

™~ L(&,8) — +

Sn* %L(@*, @*) + .

We finally note that all these results remain true if & is replaced by &
everywhere. This follows from the above results when the simple properties
of the topologies of & and &* are taken into account together with the fact that
a*"®®a"®(w) maps each summand SP or factor $P* into §Pm" or SPHMTV*

The negative statements follow from the fact that if T'eS$"*, but T¢S",
then a*"®(T)¥ does not belong to & for any non-zero element ¥e&, and, on
the other hand, a®®(T) cannot be defined meaningfully on all of &*.

We further remark that now the final assertion of Theorem (5.7) can be
formulated: If T={T™}e&* (or &*), then

i 1
T— Z ()7 DT, |

n=o

the series being unconditionally convergent in &* (resp. &%*).
In conclusion, let us state the following almost trivial result:

(5.15) Lemma. For every double sequence {T,,,} with T,,,€S"™ ™% the double
series

Z a*m® @agn®( T,

m,n

is unconditionally convergent in L(&,8*).
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6. Gaussian elements

GAUSSIAN ELEMENTS IN S$" anp §™*.

If we use the function representation of §", then clearly the Gaussian
functions g(z) =exp(— %‘z“jkxjxk) are characterized (except for a numerical

factor) by the differential equations

pjg:izocjqug, J=1...n,
k

or
k

where the matrix Bz{Bjk} 1s determined from the matrix “2{“]'1:} by
B=(a+1)"(a—1).

Since the operators b; and b¥ have been extended to $"* the equa-
tions (6.1) make sense in §"* for any matrix {Bjk}, and by a Gaussian element
in $"* we shall understand one which satisfies a system of the form (6.1).

Gaussian elements of particular interest are ¢, and the distributions 3
and 1 corresponding to 8=0,1 and —1 respectively.

We shall not here discuss the conditions which f must satisfy in order
that (6.1) have a non-zero solution belonging to $"* but turn at once to the
study of Gaussian elements in &*.

GAUSSIAN ELEMENTS IN &%,

By analogy from the preceding paragraph we introduce the following
definition:

If weL($,$*), then an element I'e &* is called a Gaussian element corres-
ponding to o iff

(6.2) a(p)'=a*(we)’ for all ¢e§.

Before we investigate the existence and structure of Gaussian elements,
we reproduce the following version of Schwartz’ nuclear theorem:
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(6.3) LeEmMA. If weL(S,S*), then there exists a unique element weS$?*, called
the kernel of o, such that

(ocp=<8*,<p>(,) for all ¢e§ .
We first prove

(6.4) LEemMMA. A necessary condition that there exists a non-zero Gaussian element
corresponding to a given operator w€e L(S,8*) is that the kernel o of o be symmetric,
il e W=Sym o .

Proof. First note that it follows from Section 5 that we have
[a(e*),a*(T)]=<9,T>

in L(&* &%) for all pe§ and all TeS*.
Now let I' be a Gaussian element corresponding to «, and let ¢ and ¢ be
arbitrary elements of §. Then

a(@)a(y)I' = a(p)a*(wd)T’
— a*(od)a(e)[ + <g*,w¢>T
— a*(o)a*(ee) T+ <p*oi>T
and since
[a(e),a(d)]=[a*(we),a*(wd)]=0,
it follows that if I'£0, then

<<P*7°)LIJ>:<‘I"*7(‘)(P>
or
<@*¢*7E>=<¢*<P*7,8> y
and the result follows.

(6.5) THEOREM. Let w€eL(S,5*%), and assume that the kernel ' of w is symmetric.
Then every Gaussian element I" corresponding to w is of the form I'=cI'(w),ceC, where

1

(6.6) [Nw) = Z ((2n)1)~"2g*2n® (2" <2n>? En)‘Fo ,

n

and conversely, I'(w) ts a Gaussian element corresponding to o.
12
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Proof. Assume that

[e <]

r—= Z (k1) "2a*kO ()W o &
k=0

1s a Gaussian element corresponding to , and let ¢eS§. Then, applying (6.2)
with ¢ replaced by ¢*, we get

(k+1)112<CP:Fk+1 ) = k'? sym (wp* . Thy)
for £>1, and

<<P,F1> =O .

The last relation gives I';=0, and if we apply the first one to the element
<pk esk, we get

(B2 < Ty 0" > = k< ag* 0> <[y _,,00 ">
=k <w,p?> < I‘k_,,cp""‘ >

= k<Gl 0>

Since this holds for all ¢€§, it follows from Corollary (3.24) that
Dp=(k—1)"2E"? sym (wl'y_,) for k=2,
and consequently,

r,_.=0 for n=1,2,...,

2n—

while

1/2
Fm:cZ“n<2:> sym(w”) for n=1,2,...,

with ¢=TI',, so that, in fact, I'=cI'(w).
Conversely, direct computation shows that I'(w) is a Gaussian element
corresponding to «, and the theorem follows.
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DELTA-FUNCTIONALS.

Gaussian elements of particular interest are those corresponding to w=1
and ow=—1 —they play a rdle corresponding to that of 8 and 1 in the finite-
-dimensional theory. We call I'(1) and I'(—1) the delta-functionals, and we denote
them 3(Q) and 3(P) respectively. If we put

Q=i2""(a—a*), P=27""(a+ta*),

then
Q(9)3(Q)=P(9)3(P)=0
for all g€§.
Let us mention that 3(Q) and 3(P) do not belong to &* since
|sym 1" |_,=o for n>r,
so that

I18Q) |l =l 3(P) ||, = for every r.

7. Displacement operators.

DISPLACEMENT OPERATORS IN Sn

If we use the function representation of §", then the displacement operator
t(h) defined by

(w(h)9)(x) =9(x—P) ,

where heR” is characterized (except for a numerical factor) by the following
system of equations

w(h)pj=pjr(h) ,
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or, equivalently,

Tm@=@+ﬁ%@mm,

j=1,...,n.

Now, let f be an arbitrary vector in C". We shall then call a linear operator
D in §" for a displacement operator associated with f iff

*__ (1% T
Db = (b —F)D -

It can easily be shown that if D is a displacement operator associated
with f, then D is of the form

o(x) = ¢ exp(iEijj)cp(x—h) .

where the real vectors 2 and k are

DISPLACEMENT OPERATORS IN &.

By analogy from the preceding paragraph we introduce the following
definition:

If feS*, then an operator DeL(&,&*) is called a displacement operator
associated with f iff
(7.1) Da(e*) = (a(¢*) — <o,f>)D,
(7.2) Da*(9) = (a*(9) — <f,¢>)D

for all ¢€eS§.
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Before we investigate the existence and structure of displacement operators,
we introduce some further notation.
We define the operators a; and a}" by

af(cp*) = a((P*)}‘_<(P’f>7 CPES )
(7.3)

af(¢) =a*(p) —<f,9>,  ¢€S.

We shall also need the «tensor powers»

afO(w*) = Z(—m"(’,’;) A" PO(<off>p),  wes®,
k=0

n

@) = > (0} Jar <o), oes”,

=0

of these operators.

It is clear that a?® and af"® are continuous from §" into each of the
spaces L(&,8), L(8,8), L(G* &*), and L(&*,&*), and also that a}@(m*) and
a”}‘”®(m) are dual, when considered in any pair of spaces for which this makes
sense.

(7.4) Tueorem. Let feS*. Then every displacement operator D associated with f
is characterized by

(7.5) DY, =c Z (nl) 2 a*"®((nl) * M), =YJf],

n=o

®© 1

(7.6) DY = > (nl) * O]

n=o

-1
2

for ¥ = Z'(n!) a*n®(Y, )V ,e&, and conversely, the operator D defined by (7.5)
=0

and (7.6) is a displacement operator associated with f.
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Proof. We first note that if D is a displacement operator associated with f,
then it follows from (7.1) that DW¥, is a solution to the equation

a(e*)T = <o,f>T for all @e§ .

We shall prove below (Lemma (7.7) ) that the complete solution to this
equation is the set of all elements ¥[f]e &*, where W,[f] is given by (7.5). Now
it follows from (7.2) that

Da*”®(<p”)=a;§n®(cpn)D for all ge§,

and hence, D must be of the asserted form.

The verification that the operator D defined by (7.5) and (7.6) is in fact
a displacement operator associated with f can easily be carried out directly.
However, in Lemma (7.9) below we shall give a simple formula for D, from
which this follows immediately.

(7.7) Lemma. The complete solution in &* to the equations
(7.8) a(e*)T = <o,f>T for all ¢€$§
s the one-dimensional manifold defined by (7.5).

o 1
Proof. For T = Z(n!) 2 g*Q(T,)¥,e€* and eSS we have

n=o0
0 1 1

a(e*)T = Z(n!)_; a*”®((n+1)’— <@, Tppi>w)¥o s

n=o

so that (7.8) is equivalent to

1

(n+1)2 <<97Tn+1 >(1) = <<Paf> Tn
=<9, Tpf >
for all peS§. It follows that

T,=c(n!) 2f* with ¢=T,,

and the lemma is proved.
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(7.9) LemMa. Let feS*, and define the operators D+(f)eL(@,@) and
D_(f)eL(&*, &*) by

D, (f) = exp(—a(f*)) = Z (—a(f*)"/n!

n=0
(e <]

D_(f)=exp(a*(f)) = Z (a*()" .

Then
[D,(f),a(e*)]=[D_f),a*(¢)] =0,
[D,(fa*(9)] = —<f,9>D,(f)
[D_(f),a(9*)] = —<e,f>D_f),
and

D_D(f) = >, a*™@@a"®(f"f*"mIn!)

m,n

is a displacement operator associated with f — in fact, the one corresponding to c=1
in (7.5).

Proof. The -convergence of the series for D (f) and D_(f) in L(&,8)
and L(G&* &*) respectively is trivial, and so are the commutation relations
satistied by these operators. From these commutation relations it follows that
D_(f)D,(f) is a displacement operator associated with f, and hence, Theorem (7.4)
shows that D_(f)D (f) is given by (7.5) and (7.6) for some complex number c,
and computation of D_(f)D (f)¥, shows that c=1. In particular, the existence
part of Theorem (7.4) follows.

The convergence of the double series expansion of D_(f)D (f) follows
from Lemma (5.14).

Displacement operators in §.

By § we denote the Hilbert space obtained by completing & in the
norm ||.]|. It is clear that § admits a Fock representation and that

D= = bW I I = D 1l <o)

where H" denotes the completion of §% with respect to the norm | .| .
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(7.10) LeMMA. The element V,[f] of (7.5) belongs to § iff feH(=").
Proof. An immediate consequence of the form of W[f].

Let us note explicity that

(s =]

I¥dFIE=1eP > (n) 17 = e Pexp(IfF?)

n=o

so that || Wo[f]]|=1 if the factor ¢ of (7.5) is chosen to be

¢ = exp <—% ||f|l’> :

In the sequel we shall normalize ¥,[f], and hence D, by this choice of c.
The displacement operator associated with f will be denoted by D(f), when
normalized in this way.

(7.11) TueOREM. For all fe, the normalized displacement operator D(f) has a
unique continuous extension, which maps § into §. This extension is a unitary
operator in §, and

(7.12) D(f+-g)=exp(i Im<f,g>)D(f)D(g) -

Proof. The operators af( 9*) and af( ) are adjoint w. r. t. the scalar product
in ¥, they satisfy the same commutation relations as do a(¢*) and a*(¢), and
the element W [f] acts as a vacuum element for these operators. As in the
proof of Theorem (4.10) it follows that

1 _1

KmY) * &) ¥ [fl(rY) 2 af"®OF 1Y

_J0 for m+#n,
| <w> for m=n,
for all elements weS7 xest.
From this it follows that D(f) is an isometry of & into §, and hence that
it can be prolonged to an isometry of § into §. In order to prove that
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this isometry D(f) is unitary, it is sufficient to prove (7.12), for then, in
particular

so that D(f) is invertible.
Now, clearly

D(f)D(&)a*(p)=a% () D(ND(e)

D(f)D(g)a(¢*) =az,(*) D(ND(g) ,

and hence D(f)D(g)=kD(f-+g) in view of Theorem (7.4). In order to evaluate k
we calculate the vacuum expectation value

L¥ o, D) D(E)Y o) =k Vo, D(f+£)T o) .
We find
LYo D)D) 0y = LD(—)¥o,D(g)¥ oy

= VL1, ¥olgl>
1 (2]
—exp( — 4111 — 1 ) > <>

—exp(— 5 U= e~ <fie> )

and

LEuDIf+91¥ o> =exp(— 5 If+el?)

and the theorem follows.
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8. Representation by functionals and a Fourier transform

FUNCTIONAL REPRESENTATION OF @.

With the aid of displacement operators and the &-distribution, the
representation of §" as a space of functions can be realized as follows: For
peS"” and zeR" we define

f(x)=<3,7(—x)p> .

Similarly, we are now in a position to interpret elements ® of & as
functionals on the real part Re§ of § simply by defining

(8.1) = &3(Q),D(i2 )@ »

for peReS.

Note, however that this functional representation has been normalized
rather arbitrarily in accordance with the arbitrary normalization of §(Q). On
the other hand, the displacement operator has quite naturally been normalized
so as to be unitary, and as we shall see below, any modification of D(i2 ")
by a factor ¢(¢) of norm 1 would be unnatural.

Apart from these questions concerning normalization of the functional
representation, a more serious problem concerning the equation (8.1) is the fact
that the expression on the right is not defined, since, as we have noted, 8(Q)¢&*,
and on the other hand, obviously, ¥, [f]=D(f)¥,¢& for any non-zero f.

The following theorem shows that the equation (8.1) makes good sense
when suitably interpreted.

(8.2) THEOREM Let A denote the faley of positive sequences oc—{ocn} satisfying
o, =o(exp(—#kn)) for all real k. Let & denote the subspace of & consisting of all
sequences V= {%} satisfying

]

¥ = > st <l ) 4> < 0

n=o

for all r=0,1,... and all acA with the topology determined by the family of all
norms. | +[l,q -
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Then € is a complete space of type & with all operators defined by restriction
from &; & is invariant under all displacement operators D(f) associated with
elements feS$, and 3(Q) belongs to &*.

We shall not prove this theorem here, but only note that it justifies the
following computations.

(8.3) LeEmMMA. For geReS§ we have

Fole) = exp(—] @ |*/2) -
Proof. We have

D(i22g)¥ =P [127%)]

—exp(— " ¢ ”2/4) 2 (n !)—uza*n@((n !)—1/2(lj2—1/2(p)n)\{po
and

® 1/2
3(0) — Z ((2k) !)—1/2a*2k®(2—k <2:> Tk) \I{'o :

=0

whence the result follows directly since
<1,(1227"M%)*>=—1/2 | ¢|* for ¢ real.

(8.4) THEOREM. The functional ¥, which represents an element ¥e& is of
the form

(o) = Pol(e) exp(—| 9 *2) ,

where the «polynomialy Pol(p) is a finite linear combination of terms of the form
<y, fpk,\ ) wkesk .

Proof. It is sufficient to consider elements ¥ of the form ¥'=a*({)a*"®(w)¥,,

with $€S, weS? Putting ®=a*"®(0)¥,, $=58Q), and §=i2""%, and
noticing that

3,04 (P> = 3,a(b)QD
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for all Qeé, we get
F(o) = < 8(Q),D(E2 ") ¥ >
={3,D(%)a (¢><I>>>
= 3,(a*()—<3,9>)D(B)D >
= &3 (a <¢ —<§,4>)D(3)0 >
= &3,D(3) (a(P)+ <¢*3>—<,¢>)D»
= 3,D(3) a(¢)+z2'/2<¢*,<p>>d>>>
= 22 < §*,0> D(¢) +(a(d) D) (o)

and the result follows by induction.

Let us say that a (non-linear) mapping F from a locally convex space §,
into a locally convex space S, is (real—) differentiable at the point z€S, iff there
exists a continuous (real—) linear mapping F, (called the differential of F at x)
of §, into §,, such that

where the remainder R, (k) satisfies: For every continuous semi-norm | .|, on S,
there exists a continuous semi-norm | . |, on S, such that

| Ry#) ly=o(|2],) near 0.
We mention without proof the following results.

(8.5) THEOREM. For every element We®, the complex function & on ReS is
differentiable. The value of the differential of T at @ on the vector € ReS will be

denoted %\ii (¢)—note that this symbol is linear in ¢.

In the functional representation of & the operators P=2""*(a+a*) and
Q=i2""%(a—a*) are related to differentiation and multiplication in the following
way:

and

for all $,peReS.
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(8.6) THEOREM. For every element W&, define the function G(¥) on ReS§ by
G(¥)(e)=exp(|9|?/2)¥(p). Then the function G(¥) has a unique continuous
extension to Re §*, and the mapping G of & into the space of polynomials over Re §*
is an isometry into the space C*(ReS$*) of functions on ReS* which are square-
-integrable with respect to Gaussian measure (Gaussian cylindrical measure in the
sense of GEL’FAND and VILENKIN [7], weak normal distribution with parameter

c= % in the sense of SEgaL [19]).

It follows from this theorem that it may be suggestive to think of the
mapping ¥—¥ as a mapping, which, apart from a divergent «renormalization
factor» w4 is an isometry of & into the space L*ReS*) of functions, which
are square-integrable with respect to a non-existing «L.ebesgue measure» on ReS§*.

THE FOURIER TRANSFORM IN S".

Let $" be a maximal space of type $", and let J be the mapping described
above of §" into the space (S$") of rapidly decreasing infinitely differentiable
functions. The Fourier transform in ($") can now be constructed as follows:
Let F be the identical mapping of S§" onto itself, and define operators ﬁj,(}j,
j=1,...,n in the image space by

It is trivial that the 1mage space F$" is again a maximal space of type §"
with the operators b =~ (pJ—LQ)b* 2"/2(pJ+Lq) (note that bF iFb;
and b*F——LF b¥), and hence there exists a canonical mapping J, of FS onto
the functlon space (§"). Clearly, the composed mapping F=J,FJ'is the
usual Fourier transform in (§").

A FUNCTIONAL FOURIER TRANSFORM.

It is now clear how a Fourier transform can be defined in a very natural
way on those functionals ¥ on ReS$*, which represent elements ¥'e@& (or, more
generally, @3),

This functional Fourier transform carries multiplication by <{,.>
into —t times derivation in the direction ¢ and derivation in the direction ¢
into multiplication by i<<{¢,. >, and it is an isometry with respect to «Lebesgue
measure» on ReS*.
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SUMMARY

The talks were a report on investigations carried out jointly by Povl Kristensen, Institute
of Physics, Lars Mejlbo, Institute of Mathematics, Aarhus University, and myself.

To a large extent these investigations have their origin in quantum field theory, and
partly by way of introduction, partly in order to establish certain auxiliary results, we first
study the corresponding problem of ordinary quantum mechanics.

1. Spaces of type §.

A well-known problem of quantum mechanics is the study of a pair of operators p,q
satisfying [p,gl=pg—qp=—t. In addition, these operators are required to be self-adjoint,
and thus, in particular, they are assumed to be defined in a Hilbert space. Particular attention
has been directed towards the problem of formulating additional assumptions on irreducible
representations which assure the existence of a solution to the equation (p—ig)¢=0 (the «cano-
nical» situation).

In contrast, we have studied the following probleni:

Let S? be a locally convex space in which there is defined a continuous scalar product
< .,.> and two continuous operators p, ¢, which are symmetric w. r. t. <.,.>
(i. e. <pop,9>=<o,py>) and satisfy [p,gq]=—i. Assume further that §? contains an
element ¢, satisfying: (p—iq)$,=0, and Ry, is dense in S?, where R denotes the algebra of
all operators which are polynomials in p and gq.

What can be said about the structure of the space §? —called a space of type §.

The main result is that there exists a continuous mapping of $? onto a dense subspace

of Schwartz’ space S of testing functions for temperate distributions such that p and ¢ corres-

pond to —i.j—t and multiplication by t.
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2. Spaces of type &.

For the case of a finite number of operators P 4; 1=1,2,...,n we have aresult analogous
to that above. For the case of an infinite number of such operators we formulate the requi-
rements somewhat differently:

A locally convex space & is called a space of type & iff:

& is provided with a continuous scalar product.

There exist continuous linear operators P and Q from § into the space L(@?,@?)
of continuous linear mappings in &’ (L(6?,@?) is provided with the topology of uniform
convergence on bounded sets), such that

[P(9),P($)] = [Qe),Q(d)] =0,
[P(¢%),0()] = —i<op> ,

where ¢* denotes the complex conjugate of ¢.

There exists an element ¥, satisfying (P(e)—iQ(¢))¥,=0 such that R¥,is densein @?,
where /R denotes the algebra of polynomials in all P(¢) and Q(¢).

To every symmetric and real operator AK€ER there exists a symmetric operator
KeL(©?,&") such that [K,P(p)] = 1Q(ke),[ K,Q(p)] = —tP(ke) for all real ¢€§.

This final requirement is motivated in the quantum theory of free fields (we call K the
bi-quantization of k).

It is proved that there exist a minimal space @’, a minimal complete space @, and
a maximal space © of type &, and explicit representations of thesé spaces are constructed.
The structure of © is similar to that of § — in particular, & is complete and metrizable, and
bounded closed sets are compact.

Representations of the dual spaces ©* and ©* are also constructed, it is shown
that the operators P and Q are continuous from § into L(©&* &*), and that the operator
a*=(P+iQ)/V2 has a continuous extension $* — L{&* &%), while a=(P—iQ)///2 has a
continuous extension $* — L(&,&). Other similar extensions are studied.

3. Displacements

It is easily seen how the displacement operator t: ¢(t) — @(t—%) in S can be character-

P
ized algebraically. In analogy we call an operator D(f)eL( @,@*) a displacement operator
associated with fe §* iff

D(f)a*(@) = (a*(¢) — <f,9>)D(f),
D(f)a(9*) = (a(¢*) — <e,f>)D(f) -

It is proved that for f€S* there exists a displacement operator D(f)eL(@,@*), and
D(f) is determined uniquely up to a scalar factor. Furthermore, D(f)eL(S, ©) iff f€§, and in
this case D(f) can be normalized so that it becomes a norm-preserving isomorphism of & onto ©.

The existence of a 8-element in &* and possible applications to a Fourier-transform
for functionals on the real part of § will be touched upon briefly.
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CuariTRE | —LE CAS D’UNE VARIABLE COMPLEXE

Nous nous proposons de présenter la question de facon & rendre plus
naturelle la méthode suivie dans le cas de n variables.

1. Rappel sur les espaces de distributions

Nous désignons par /R™ ’espace numérique des suites (z,,...,2,) de nombres.
Selon Schwartz, D(/R™) désigne ’espace des fonctions indéfiniment dérivables
a support compact muni de la topologie

Lim D(K)
— >
KcR™

ou D(K) désigne l’espace de Fréchet des fonctions indéfiniment dérivables a
support dans K, K parcourant la famille des compacts de /R", cf. [G] page 67,
et D'(/R™) désigne son dual topologique Iespace des distributions sur /R™.
Une fonction localement sommable f(x)=f(z,,...,2,) par rapport & dx=dz,...dz,
définit une distribution de la facon suivante:

f— (¢ —>ff r)dz) ; @eD(R™).
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Si U est un ouvert de /R™ on définit aussi les distributions sur U comme
éléments du dual de M D(K)=D(U) et il s’ensuit une notion de restriction
KcU
d’une distribution & un ouvert puisque D(U) < D(/R"™). On sait que toute
distribution définie sur un ouvert est indéfiniment dérivable et qu'on a le
théoréeme de structure suivant

TuEorEME [ ([G] page 83). Soit TeD'(U), pour tout ouvert V relativement
compact dans U, il existe une fonction continue f et un opérateur de dérivation

aj1+...+jn
D— ————  tels que T=Df sur V .
oz 1., .oz, In

C’est & dire que, pour toute ¢ & support dans V

T(<P)=ij f(z). De(z) . dz .
/F%n

L’espace D'(U) admet une topologie naturelle (topologie forte) qui en
fait un espace complet, et en fait pour les filtres «bornés» cette topologie est
équivalente a la topologie de la convergence simple (des T,— T, si pour toute
0,9€D(U), T,(¢)—>To(9)), [G] pages 72 & 77. On a les deux propriétés suivantes
exprimées dans le

TueorkmE II. 1) Des T, —T, fortement, si et seulement si, pour tout
ouvert U; d’un recouvrement de U la restriction de T, a U; tend vers celle de T,
a U; dans D' (U,).

2) Si T, est un filtre borné convergent vers T, pour tout V relativement
compact dans U, on peut trouver un opérateur de dérivation D, des fonctions f,
continues telles que: f,—f, uniformément sur V, et telles que T =Df,,T,=Df,,
cf [G] page 87.

Enfin il en est de méme pour les filtres a base dénombrable.

Ce sont les propriétés décrites dans ces théorémes que nous allons utiliser
constamment.

Je rappelle maintenant ce qu’on entend par distributions tempérées.
Schwartz introduit §'(/R"™) comme dual topologique de S(/R™) l’espace des
fonctions indéfiniment dérivables & décroissance rapide ainsi que toutes leurs
dérivées ((1+r2)k ¢ est borné pour tout k>0,r2=z,*+...42,2). Il existe une
injection continue et d’image dense de D(/R") dans $(/R") qui permet d’identifier
$'(/R™) a un sous-espace de D’(/R"). On obtient alors la caractérisation suivante
d’une distribution tempérée.
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TutorEME III ([G] Tome II, p. 95). Une distribution T est tempérée st et
seulement s’il existe un opérateur de dérivation D et une fonction continue g d
croissance lente (1. e. la fonction (1—_527(— est bornée pour un £>0) tels que T=Dg.

r
Dans § on a une notion de convergence forte (cf. Ibidem, p. 94) qui concrétement
s’exprime pour les filtres bornés ou & base dénombrable de la fagcon suivante:

THEOREME IV. Sides T €S’ convergent vers T, en restant dans une partie
bornée de §', c’est qu’il existe des fonctions continues g,,g,, un indice k,, un
opérateur de dérivation D tels que:

) les 8 o sont uniformément bornées sur R"
(1+r?)

2) (1.5?2)1% — (1_5:2)k0 uniformément sur R"

3) Dgoc:Toc ) Dg(,:To.

Rappelons aussi qu'on peut caractériser l’espace § de la fagon suivante.
On introduit l’espace projectif P(/R™) (ensemble des classes de systémes de
nombres (y,,...,¥,,,) non simultanément nuls pour la relation d’équivalence

W1y sYngt) =W1ye-MYpyy)  poUr tout A 0)

avec sa structure de variété indéfiniment différentiable. C’est a dire qu’une fonction
¢ définie sur P(/R™) est dite indéfiniment dérivable si la fonction homogéne de
degré 0,¢(Y,,..-,¥n.,), associée est telle que chaque fonction ¢(z,...,25,1,2515,-+12544)
soit indéfiniment dérivable des variables z,...,23,25.5,...,2,,,- D’ou la notion
de distribution sur P(/R™). On identifie /R" au sous espace de P(/R") défini
par y,,,#0 par (Z,,...,.2,) > (T\¥nyysee s TnYnsn¥ng)- Dans ces conditions S(R")
s'identifie 4 l’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur P(/R") nulles
ainsi que toutes leurs dérivées sur I’hyperplan a l'infini (y,,,=0), et §'(R") a la
restriction de D’(P(/Rn)) a /R™. Le noyau de cette opération de restriction est
formé des distributions concentrées sur I’hyperplan de l'infini.
Nous allons généraliser ces propriétés.

DEFINITION 1: Un ouvert Q de P(IR™) est dit & frontiére 8Q trés réguliére
si, en chaque point frontiére M de 9Q, il existe un voisinage w de ce point et un
homéomorphisme indéfiniment différentiable de « sur un voisinage = de Uorigine de
R™ tel que Qn w soit transformé soit en Uensemble des points z,>>0, soit en
Uensemble des points x,#0 de .
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Si, par exemple, Q est défini par f> 0 ol f est une fonction indéfiniment
dérivable et si df#0 en tout point ou f=0, Q est un ouvert a {rontiére tres
réguliere.

DeriNITION 2: Une distribution T définie dans un ouvert Q de R"™ sera
dite a croissance lente (ﬁous noterons T'eS§’(Q)) s’il existe g continue sur Q) et a
crotssance lente au sens usuel lorsque ) n’est pas compact, un opérateur de dérivation
D tels que T=Dg dans .

Il vient alors le

TukoriME V. a) Soit Q un ouvert relativement compact de R™. Unre
condition nécessaire et suffisante pour que TeD’(2) soit prolongeable en une distri-
bution sur R" est que T soit a croissance lente dans Q.

b) Si Q est un ouvert quelconque de IR™ §'(Q) est la restriction de $'(IR") a Q.

DEMoNsTRATION: Si T est prolongeable au voisinage d’un point frontiére,
d’apres le théoréeme I on pourra écrire dans ce voisinage T'=Dg ou g est continue
au voisinage du point. Par un argument de compacité on montrera que T
satisfait & la définition 2. Réciproquement si T satisfait a la condition 2 il est
immédiat qu’elle se prolonge par Dg. Ce qui prouve a). Quant & b) il résulte
immeédiatement de ce que nous venons de dire et du théoréeme III.

Il reste a caractériser §'(€2) d’une facon fonctionnelle.

TuEorEME VI. St Q est un ouvert, intersection finie d’ouverts a frontiéres
trés réguliéres en position générale, ou si Q est convexe.

a) si Q est relativement compact, désignant par $(Q) Uespace des fonctions
indéfiniment dérivables sur IR™ a support dans Q,S'(Q2) s’identifie au dual de $(Q).

b) Si Q n’est pas relativement compact S'(Q) est le dual de Uespace des
fonctions de S(/R™) a support dans Q.

DEMONSTRATION: en exercice.

Enfin, avant de parler de valeurs au bord je vais préciser ce qu’il faut
entendre par «espace de distributions». Ce sera un sous-espace vectoriel de
D'(R™) (de D'(U)) muni d’une topologie localement convexe plus fine que la
topologie de D'(R"™) (D'(V)).

La plupart des espaces fonctionnels usuels munis de leurs topologies
deviennent des espaces de distributions, en utilisant 1’identification entre fonctions
et distributions que nous avons rappelé.
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2. Valeur au bord pour une fonction holomorphe

Nous noterons par /R l’ensemble des nombres réels, par i/R celui des
nombres purement imaginaires et C sera identifié a /R X i/R par (z=x+1y) —(z,1y).
Ce que nous allons dire pourrait largement étre généralisé. Soit Q un ouvert de C
de la forme €, x1Q, ou Q, est un segment ouvert de C,, un segment ouvert
de /R d’extrémité zéro. Nous supposerons Q #¢. Soit maintenant donnée une
fonction f(z) holomorphe dans Q. Soit € un espace de distributions sur Q,.

DEriniTiON 3. f admet une valeur au bord Q, de Q au sens de £ si, pour
ie suffisamment petit la distribution, en x,f(x-+1c) est dans € et st lim f(x+ic) existe
€—>0

dans E.

Cette limite est dite la valeur au bord Q, de f. (Q, sera en général sous
entendu). Cette définition est la définition utilisée classiquement (cf. Bibliographie
chiffrée). I.’espace £ étant un espace localement convexe sa topologie peut étre
affaiblie. Si la limite él—ﬁ flx+-ic) existe seulement pour la topologie affaiblie,

nous dirons que f a une valeur au bord faible dans &.

Comme le filtre des f(z-ic) est borné ces deux notions coincideront si les
parties bornées de &€ sont relativement compactes.

Je rappelle qu’un espace est égal a son bidual (est dit semi-réflexif) si et
seulement si ses parties bornées sont faiblement relativement compactes [A].

Il vient donc avec tout cela la

ProrpositioN 1: Pour que f définie sur Q, X iQ, admette une valeur au bord
faible dans & semi-reflexif il faut et il suffit que

1) pour E suffisamment petit les f, sotent simplement bornées dans & -
2) que f admette une valeur au bord dans D'()-

DeEmonsTRATION: La nécessite de 1) a déja été relevée. Celle de 2) résulte
du fait que la topologie de £ est plus fine que celle induite par D’. La suffisance
vient de ce que la topologie faible de D’ est plus faible — mais séparée — que la
topologie affaiblie de &; donc que D’ faible induit sur toute partie faiblement
compacte de € la topologie faible de € c¢’est & dire qu'une telle partie est compacte
dans D’; en conséquence la valeur au bord appartient a £ et est atteinte faiblement
dans €. c.q.f.d.

Lorsque l’espace est un Montel la question est complétement résolue.
Mais il peut étre utile de savoir si la valeur au bord est atteinte fortement (exemple
espaces LP). Cette proposition n’apprend rien. Je renvoie pour cette question a
[1] et aussi & la proposition 2 page 35 de [18].
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Nous allons dans la suite nous concentrer exclusivement sur deux cas:
celui de D’ et celui de §'.

La topologie de D’ est de nature locale. Il nous suffira d’étudier la question
de la valeur au bord au voisinage de chaque point de /R.

TueorEME VII (fondamental): Pour que f holomorphe dans Q=Q, X i,
non vide admette une valeur au bord dans D'(Q,) il faut et il suffit qu’elle soit prolon-
geable en une distribution de Q, X 1Q, ot Q, est un intervalle ouvert contenant {O} U Q,.

Nous dirons de facon imagée «prolongeable a travers Q,» pour exprimer
cette propriété.

En particulier, pour que f définie pour y>0 admette une valeur au bord
dans D'(IR) il faut et il suffit gu’elle soit prolongeable d travers IR en une distri-
bution sur C.

DeEmonsTRATION: Nous allons utiliser en lemme la proposition suivante.
ProposiTiON 2: Pour que f, holomorphe dans Q=Q,XiQ, se prolonge

en une distribution da travers Q, il faut et il suffit que, pour tout compact K inclus
dans Q,, il existe un nombre entier k, tel que

yko . fz+iy)

sup l sup
y lzeK

}<+w

lorsque y reste suffisamment petit (en d’autres termes que f soit a croissance lente
au sens fonction au voisinage de chaque point du bord).

DEmonsTRATION: (de la proposition 2). Nous savons qu'une condition
nécessaire et suffisante de prolongement au voisinage de z,€Q, est que, au voisi-
nage de ce point f soit & croissance lente au sens distribution, ¢’est a dire qu’il
existe g continue dans « voisinage de z, telle que f=Dg dans o NQ. La fonction f
étant holomorphe g est elle méme holomorphe dans cet ouvert modulo gne

aot+

solution distribution de I'équation DX=0. Cest a dire que, si D= -
x” . Oy

on a:

¢@y) =1(2) +Z 2t Thly)+ Z ¥, ()

h<o k<P

ou les T et les 6 sont des distributions. Il vient alors le
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LEMME: Soit y(z) une fonction holomorphe définie pour |z|<a,o<y<b
et de la forme

glz,y) — z ah Th(y)— Z yk . O0x(x) les T) étant des distributions sur
h<a k<B

Uintervalle 10,b[ (ouvert), les 0 étant des distributions sur Uintervalle | —a,+a[ et
g(z,y) se prolongeant par continuité a Uaxe réel. Alors les Ty, les 0y sont des
fonctions continues, les T}, se prolongent jusqu’en y=0 et v se prolonge par continuité
a Uaxe réel.
Montrons par exemple la continuité des 0.
La distribution
—v(z) + (@) + >, 7" . Ty(y)

h<«

est une distribution des deux variables fonctlon continue de z a valeurs distri-
butions en y c’est & dire un élément de Cx®'D . Or c’est un élément du produit
tensoriel de D', ® P, ® ou Py(ﬂ) désigne les polynomes en y de degré inférieur
a B done(") c est un element de C, ®P ®, On raisonne de méme en Y.

Ensuite, on remplace

¢z,y) par g(x,y>—zy" 04(2)=1(z,)
k<@

2) + Z b Thly)=l(zy) .

On considére maintenant un circuit d’intégration I'(y) décrit par la figure 1
et on calcule

et on a:

R .
(1) = o 'f) Ftmz (d&+idn)
Yy

lorsque y tend vers zéro cette expression a une limite ce, quelque soit z, quelque
soit £,, quel que soit y, L’intégrale (1) est égale a:

0+ 5 [

. dg si zel'(y)

h<a T
h
ou & Z LRI g e gy,
2 {—z
h<a T'(y)

() Le «donc» est laissé en exercice.
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L] h T
Considérons les intégrales E——C W) . dg
—z
I(y)
b
- :
| |
| |
|
Bo| |
_____ .JI | X
-yi | : } -
| x
-a l xo] +d
FiGureE 1

elles sont de la forme

Y Yy Eo
w T Tan) w (T Taln) %
kh+£° f C1_Z ¢ d'f] —'—EO CZ_Z ¢ dy]_}_ Th(y) * E—Z N dg

Yo Yo —&,

%, désignant l'abscisse du c6té vertical, ,,{, parcourant les deux segments
verticaux. ‘

On peut rendre les termes ou 7', est sous l'intégrale relativement petits
par rapport au dernier terme en choisissant y, suffisamment petit.

Vu Vexistence de la limite, ¥,,2,&, variant, on en déduira que T'(y) a une
limite lorsque y tend vers zéro d’ou le prolongement de y(z) lorsque y tend vers
zéro. Ceci démontre le lemme.

La proposition 2 en résulte dans sa partie nécessaire car on en déduit
immédiatement, puisque

que f est & croissance lente au sens usuel.
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Pour la partie suffisante on voit par la formule des accroissements finis
que si f est & croissance lente au voisinage d’un point z, frontiere, soit:

sup (sup |yk°f(x+iy)|)<—|—oo ou K est un voisinage de z,,
y x€k
y suffisamment petit, la primitive complexe d’ordre k,+1 de f se prolonge par
continuité jusqu’a K. c.q.f. d.

Achevons la démonstration du théoréme 6 en montrant que f admet une
valeur au bord si et seulement si elle est & croissance lente au sens usuel au
voisinage de chaque point frontiére.

Pour la suffisance: Soit z, un point frontiére et y(z) une primitive complexe
continue jusqu’au bord, de f, au voisinage de x,; alors les y(x+iy) ont une
limite y(z,0) atteinte uniformément dans un voisinage de z,; donc puisque

dko dko dko

f: .dzgo Y f(x—}—t_?/) — _d;ol; (Y(x—{—z,y)) tend vers

(v(,0))

dxko

Ceci montre que, localement, les f(z+ty) ont une limite a la frontiére,
donc ont une limite dans D'(L,).

Pour la nécessité: d’aprés le théoréeme II si f(x+ty)—T(x), pour tout
%,eQ, c’est qu’il existe une famille gy(z) de fonctions continues définies dans un
voisinage « convenable du point z,, com};ergent un}i{forrnément dans ce voisinage
vers g(z), et un k, tels que f(z+iy) = di-k— 8y() ik—gz T(xz). Il en résulte évi-

x dx

demment que f admet une primitive complexe y(z) qui se prolonge a la frontiere
de facon continue, donc est a croissance lente au sens distribution. c. q.f.d.

On vérifiera que, dans le cas de §'(/R) la proposition 2 peut se transformer
de la facon suivante.

Proposition 3: Pour que f holomorphe dans la région y >0 admette une
valeur au bord dans S'(IR) il faut et il suffit qu’il existe un entier n tel que
|
|
|

n
%i . f(x+ ty) reste uniformément borné.

3. Prolongement canonique d’une fonction holomorphe

Soit, comme précédemment f holomorphe dans un ouvert Q= Q, xiQ,
et soit (), un intervalle J]—¢,b[ ou ]0,b[ est l'intervalle Q,.

Nous savons qu’on peut prolonger f en f distribution dans Q, xiQ, si et
seulement si elle admet une valeur au bord que nous noterons a(f)(x).
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ProposIiTION 4: Il existe un prolongement et un seul f de f en une distri-

0
bution définie dans Q, X 1Q, de support Q, X iQ, tel que — f soit égal a

L

< aN(2) @ 3(y)

0 . .
DEmonsTRATION: Je rappelle que = désigne l'opérateur du premier
G] . © . . .
ordre — I:—— 4+ —J, et que si f est une fonction holomorphe donc fonction
Y

indéfiniment dérivable des variables réelles z et y (f(z) =f(x+iy) ={(x, ) — f—

en vertu des identités de Cauchy. Soit y(z) une primitive complexe contmue
jusqu’en y=0 de f dans un voisinage d’un point z,.
Nous prolongeons y par 0 pour y<<0. Cette fonction définit une distri-

_ .« . k
bution que nous désignons v, dans le voisinage o de z,. Si f= d 4k Y Pour y>0,

nous poserons:

k
f:%?. Soit ¢(z,y) indéfiniment dérivable et & support compact dans w.
x

On a:

0 _ 0
<ty Ff>=—<—gZef>
k
0 0
:__1k+|<___ ~
(=1) 62<ax>cp’Y>

Nous considérons un contour I' comme indiqué par la figure 2, et la derniere
parenthése va s’écrire:

o \*
0% [ [ -5 () etown |rondsay

ou (@I désigne V'intérieur de la région délimitée par T.
On a:

dx/\dy=21—,dz':/\dz.
1A
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Cette intégrale s’écrit donc:

B (_1)k+1 a a]\ ~
== f f [a—z = @(x,y)] yley)dz N dz .

Support

deSo S

Ficure 2

Intégraﬁt par rapport a d2< aa; est 'opérateur de dérivation associé a dz>
il vient:
( 1)k+1 f d k
I = _ =
5 [ ) ,y)] (z.y) . d
Tr
d’ou:
B
; (_1)k+1 * k 1 k
2 < ><PY(x,)dx 9; < 77 Y@0) ®dy)>
A
k dk
t — 0 l — Yley) =l
et comme — - y(50) =lim —p y(my) <lim - fleiy)

sur @ N /R, le prolongement défini au voisinage de z, satisfait a ’égalité annoncée.
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Considérons deux prolongements de f dans un méme voisinage de z,, { et f

0

: J a - =
concentrés dans la partie supérieure du plan et tels que _é'_f =— 1"
z

Alors on a:

) =0

l

%

9 -
2
. . Y . 0
Mais, toute solution X au sens distribution de I’équation w3 X=0 est

une fonction holomorphe ([H] th. XII Chap. V) donc f—f est holomorphe
dans o a support limité inférieurement d’ou f-—?EO. En conséquence, au voisi-
nage de tout point de , on peut définir un prolongement et sur l'intersection
de deux voisinages les prolongements coincident; donc par recollement ((G] th. IV
page 26) il existe bien un prolongement canonique unique comme nous l’avions
annonce.

Maintenant, soit [ holomorphe dans Q, x {iQ,U —iQ,} et admettant une
valeur au bord. SiQ; désigne I'intervalle ]—b,+b[ et si T' est un prolongement de
faQ,xi,, aiz T n’est pas nécessairement égal a la valeur au bord 3f de f.

Si T, et T, sont deux prolongements I',— T, est une distribution des deux

. . . 9 0 cees
variables z et y et concentrée sur I’axe réel, donc — T, et —— T, différent
y oz ! oz 2

C . 0
par une distribution de la forme 5 T ou T est concentrée sur 1’axe réel.

Proposition 5. L’espace h' quotient de Uespace vectoriel des distributions
de Q, X182, concentrées sur Q, par le sous-espace des distributions de la forme = T

ow T a son support dans Q,, est naturellement isomorphe a D’'(€2,).

DEMONSTRATION ;

Au voisinage d’un point z, de Q, T(z,y) s’écrira
(1) T(z,y) =Z B,(z) . 3P (y) (Cf. [G] page 101 et page 113) .
h

Soit U(z) . 3% (y) une distribution concentrée sur Q,, on a:

= (U 30 = 2L 50 + L v s

.0 .
c’est a dire que U(z).d™(y) est congru a La—U. S*D(y) si k>1.
x



DISTRIBUTIONS ET VALEURS AU BORD DES FONCTIONS HOLOMORPHES 207

En conséquence T(z,y) est congrue a <z(i)hegﬁ(x)> . 8(y) du moins au

voisinage de z,.
On a le

Lemme: St T(x) ® 8(y) est de la forme :—Z_U alors T=0.

DeEmonsTrATION: En effet, il suffit de vérifier ce fait au voisinage de tout

point z, de Q,. Mais alors on peut mettre U sur la forme Z Up(z) . S(h)(y) et
h

_a__ U= Z M . g(h)(y) + iz Uh(x) ) S<h+’)(y)
oz ox
h

h
oU oU
d’ou les équations U, =0 , —h 4 iUp,=0,....., L4+ iU, =0,
ox ox
oU, G :
T(x) = 5 donc tenant compte de la premiere équation, T'(x)=0. C.q.f{.d.
x

Done par recollement on voit qu’il existe une 6(x) unique telle que

T(x,y) =0(z) . 3(y) .

L’application T— © définit par passage au quotient l’isomorphisme entre A
et D'(Q,) cherché.
Pour terminer notons le fait suivant:

La relation d’équivalence de la proposition 5 est de nature locale.

En effet, recouvrons (2, par une suite d’intervalles €; relativement compacts
et supposons que nous ayons trouvé des 0; distributions concentrées sur €,
telles que gejze sur ;X 10, 0 étant une distribution donnée sur Q, X},
concentrée sur Q,.

R 0 .
Alors il vient T (0;—0)=0 sur (€;n Q) xiL2; donc 6;—6; est une

fonction holomorphe & support dans /R c’est a dire que 6;—0;=0. Les 0; se
recollent et il existe U concentrée sur €, telles que

0
= U=6. Cqtd
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4. Le probléme des représentations

Nous appelons probléme de représentation le probléme suivant:

ProBLEME £ 1) Etant donné un espace £ de distributions sur IR existe-t-il
un espace @ (le plus petit possible) de distributions sur [R? tel que _E_B___ D> € ®3(y)-
Si T est une dlstrlbutlon sur /R et si 0 est une dlstrlbutlon sur /R? telle
que ———6 soit congru a E T ®3(y) au sens de la proposition 5, la distribution 6

est une fonction holomorphe hors de /R et admet deux valeurs au bord
a+6 et 90 au sens de D' et on verlfle grace au prolongement canonique, que
— (a+0 070) ® 3(y) est congru a — 0 donc est égal & T ® 3(y), d’ou T=2870—576.

2
En conséquence notre probleme résoud bien le probléeme «classique» de

représentation dans /R’
Il faut le compléter par:

2) Veérifier que la valeur au bord a lieu dans €.

Ceci ne peut avoir lieu de facon générale, mais on aura une réponse posi-
tive pour £ = §'(R), ® = §'(/R?) et aussi pour £ = D'Lp(/R) et ® convenablement
associé. Pour la description de ce dernier cas je renvoie a [1,16,17].

Le probléeme de représentation apparait comme un cas particulier du

probléme suivant sur ’équation

0z

ProBLEME (équation avec second membre)

Etant donné TeD'(IR?)[resp TeS'(IR?)] trouver SeD'(IR?) [resp Se§'(IR?)]
lelle que ——a—z_— §=T.

Quoique la réponse soit bien connue, [D], je vais détailler deux méthodes
pour D’ .

a) Cas de D’

On a le

LeMME: Soit K un compact de IR? et T une distribution définie sur R2.

.. o0
On peut trouver 6 et un voisinage w de K tels que e =T dans w.
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R o . 1 1
DEmoNnsTRATION: La distribution définie par la fonction sommable — . —
Tz
L . G 1 3 . .
est la solution élémentaire de ——, ou — x——=238. Soit «(z,y) une fonction
02 T3 0%

indéfiniment dérivable & support compact et égale & 1 dans un voisinage de K.
Nous poserons

1
6= _7; * (ocT) .
: ) d 1
Maintenant, — 6=—. < * ocT> =d*al =oaT c.q.f.d.
0z 0z TZ

Il reste a résoudre le probleme globalement.
Je vais indiquer deux procédés.

1 procEDpE. Soit K, une suite fondamentale de compacts de /R?, par

, o0 o .
exemple des carrés et 6, telle que azf‘ ‘coincide avec T dans un voisinage w,

de K,,. On a donc:
0
oz
holomorphe dans cet ouvert. Supposons que nous ayons trouvé des polyndmes
P1s---,Pn(2) tels que

0,,,—0,) =0 sur w,. Cest a dire que 6,,,—6, est une fonction

i .
sup | [0, +pi)—0;+p)]() | <—7  pour 1< i<n—1
zEK,'
alors 6, ,—6,—p, est une fonction holomorphe au voisinage de K, donc on

peut trouver, grice au théoreme de Runge, un polynéme p,  tel que:

sup
ze Ky,

[(Pn+1+6n+1_(pn+en)](z) <—217'

Considérons la suite des distributions Sp=6,+py, pp déterminées par récurrence

comme précédemment. Je dis que klim S5, =3S existe et est une distribution §
—>00

telle que ai% §=T. En effet, pour voir la convergence, 1l suffit de la voir loca-

lement. Mais,

(Sn+1 _S't)+(5n—8n—1)+----|—(S,—S°)—|—S°=Sn+1
et encore,

Sn+1 =S°—|—u1—|—...—|—un

14



210 A. MARTINEAU

ou la série de terme général u, est une série de fonctions convergent unifor-
mément sur tout compact, donc au sens des distributions, ce qui montre ’exis-
tence de S. D’autre part,

Sk:(Sk—Sk_1)+---+(Sn+1_Sn)+Sn

. 0 . .
si k>n d’ou T (Sp) = ~aa—; S, au voisinage de K, , d’ou a—az §=T dans R.

C’est le procédé dit de «Mittag-Leffler» qui s’applique plus généralement aux
équations elliptiques, cf. [D].

Voici une autre fagon de procéder. Recouvrons /R?==C par une famille
de compacts simples, par exemple des carrés, formant un recouvrement loca-
lement fini. Si K, est I’un de ces compacts, d’apres ce qu’on a vu on peut trouver

0,, telle que —aaz_ 0,=T au voisinage de K. Alors il vient au voisinage de K, N K,

:—2(6},—%):0, donc 6,—0,=f,, est une fonction holomorphe définie au

voisinage de K, N K, et alternée en p et g.
Si p, ¢, r sont trois indices différents, il vient:

fo.qtlgrtirp=0 au voisinage de K, N K, N K, .

Supposons qu’on puisse trouver S tel que v»aa—ZS =T. Alors —aa—z(en—S) =0

et 0,—S=f, est une fonction holomorphe au voisinage de K,. Il vient:
0, —0,=(0,—35)—(0,—S8)=/,—1,

d’ou fp,g=Tp—ly-

Réciproquement si, étant donné un systéme de fonctions holomorphes f, .
définies au voisinage de chaque K, N K ¢ dépendant de fagon alternée de I'indice
(p,g) et telles que f, .+, ,+f,,=0 au voisinage de K, N K, N K, on peut
trouver des f, holomorphes au voisinage de K, telles que f, ,=f,—f,, posons

Sn:6n+fn .

Alors SP—quep—.Gq—.(fp.—fq)———O au 'voisinage de K, N K,. Les S, se recollent
et définissent une distribution S solution du probleme.

Un théoreme dii & H. Cartan assure qu'une telle décomposition est
possible ([E]).
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b) Cas de §’

Nous allons atteindre le résultat global de fagon directe. L’espace §

étant un Fréchet pour montrer que —% est surjectif de §’ sur §’ il faut montrer

que l’application transposée est injective et d’image fermée [A, D].
L’injectivité résulte de ceci:

. 0 .
Si geS§ et 5 =0 c’est que ¢ est holomorphe. Mais, d’aprés le théoréme

de Liouville on a ¢=0. Il reste & montrer que le sous-espace des ¢ de la forme
-382—4; est fermé dans §. Si on effectue une transformation de Fourier sur /R?
on est amené & voir que si une fonction indéfiniment dérivable u de §(/R?) est
formellement dérivable & l’origine par z alors —Z—, qui est indéfiniment dérivable,

est dans $(/R?) ce qui est clair.
Donc, en particulier si Te§’(/R) on peut trouver une distribution Se§’(/R?)

telle que —:7 S=T®3(y). Les restrictions S, et S_de S aux demi-plans supérieurs

et inférieurs sont des fonctions holomorphes a croissance lente dans ces ouverts.
Je dis que la valeur au bord de S, est atteinte dans §’. Pour cela il suffit
d’appliquer la proposition 2 au voisinage de ’hyperplan de l'infini apres change-
ment de variable, et on obtient qu’une fonction holomorphe est a croissance
lente dans le demi-plan positif si et seulement si elle est dérivée d’une fonction
F(z)
(z+1)"

holomorphe F telle qu’il existe n, tel que soit bornée dans ce demi-plan.

D’ou le résultat annoncé.
Ceci permet d’énoncer le

TutoriME VIII. a) Si TeD'(R?) [resp. §'(R?)] il existe SeD’(IR?
[resp $'(IR?)] telle que %—S:T

b) toute distribution T de D’'(IR) est valeur au bord, au sens de D' d’une
fonction holomorphe dans [ IR
c) toute distribution S de §' (/R) est valeur au bord, au sens de §' d’une

fonction holomorphe a croissance lente dans ( R .

. X - 1s . . . . 0 G]
Indiquons enfin ’ordre d’indétermination de la solution. 81—32—512 8752

4
c’est que §,—S, est holomorphe dans tout le plan, donc on peut ajouter a la
solution dont l’existence est établie dans b) n’importe quelle fonction entiere,
et dans le cas ¢) n’'importe quelle fonction entiére a croissance lente, c¢’est a dire

un polyndme.
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En particulier si f définie dans (j /R a une valeur au bord nulle c’est qu’elle
est la restriction d’une fonction entiére du plan & (j R.

Enfin notons aussi:

Soit f une fonction holomorphe dans () IR admettant une valeur au bord
dans §'(IR) au sens de D' (IR). Il existe g entiére telle que f—g soit a croissance
lente dans () R.

En particulier si une distribution 7 dans §’ est valeur au bord au sens de
D' d’une fonction f définie dans le demi-plan supérieur elle est de la forme g+
ou 6 est valeur au bord d’une fonction a croissance lente dans le demi-plan
positif et ou g est une fonction analytique réelle & croissance lente au sens distri-
bution, prolongeable en une fonction entiére. Le théoréme VIII admet sous
les formes a) et b) une variante locale:

TutorEME VIII'. a’') Soit Q un ouvert de C et TeD'(Q) il existe SED’'(Q)
0
telle que wra §S=T.

b") Soit Q de la forme Q, X 1Q, ou Q, est un ouvert de IR et Q, un ouvert
de IR voisinage de 0. Pour toute TeD'(£2,) il existe f holomor phe dans (J/R N (Q, X iQ,)
dont la valeur au bord soit T

— Deux solutions différent d’une fonction holomorphe dans Q, X1,

— St f définie dans () /R N (Q,Xi,) a pour valeur au bord 0 elle se prolonge
analytiqguement a QX 1Q,.

Notons qu’on peut dans b’) prendre en fait un ouvert arbitraire en défi-
nissant de facon convenable la valeur au bord de f, par exemple a ’aide des
propositions 4 et 5.



CuariTre II — NOTIONS SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
COMPLEXES ET SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL COMPLEXE

Nous présentons dans ce chapitre les connaissances dont nous avons essen-
tiellement besoin.

1. Compléments sur les notions de distributions, les questions de variance

a) Distributions et courants. Soit V une variété indéfiniment différen-
tiable (de type C*) dénombrable & I'infini. On sait définir sur V les formes diffé-
rentielles de degré k a coefficients C* : si V; est une carte, z,,...,2, les coordonnées
de cette carte, la restriction d’une forme différentielle de degré £ & V; s’écrit:

Z cpii...ik(x1"'7xn)dxi1 A A dxik

B <o <y

et si I’on change de coordonnées, la méme forme est représentée par

D 0 laad ey, @) A A dai (0
i1 << ile

Pour un exposé trés rapide cf. [C] pages 215-219
Pour un exposé détaillé cf. [F]

On désignera par @.(V) 'espace des formes différentielles sur ¥V & support
compact et a coefficients C* qui peut étre muni d’une structure d’espace L—F
strict de facon toute analogue au cas de D(V). L’espace ®,(V) est somme directe
des espaces (Dﬁ( V) ou (Di(V) désigne le sous-espace des formes de degré homogene i ;
donc D(V)=Dy(V).

Nous désignerons par courant sur V tout élément du dual topologique
de @, (V). Un courant de degré k est un élément du dual de fbg"‘( V), identifié
a un sous-espace de @, (V) par le prolongement 0 sar les autres composantes
homogénes de @ (V).
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b) Identifications entre courants et distributions. La variété V est supposée
orientable. On désignera par mesure de Lebesgue sur V une n-forme dv¢, quisur
la carte V; s’écrira o(z,,...,.x,)dz, A\ ... A dz, avec ¢(x,,...,2,) #0 en tout point
de V;. Si V est orientable il existe une telle forme et réciproquement.

Une mesure de Lebesgue étant choisie il va étre possible d’identifier certai-
nes fonctions a des courants. Si ¢eC(V) ou C(V) désigne I’espace des fonctions
continues sur V, on lui associe le courant

f— | f(v)e(v)de ou feD(V)

qul a un sens d’aprés la théorie des intégrales multiples ([C] page 217) et qui est
en correspondance biunivoque naturelle avec la n-forme ¢.d¢. De fagon plus
générale si w est une forme homogéne de degré n—k a coefficients continus sur
V on peut lui associer un courant comme suit:

pour 'n:e(Dﬁ(V) on calcule f AN et la forme linéaire w— f T\ w
4 v

prolongée par zéro sur les ®.(V) quand Ik définit un courant, la correspondance
étant biunivoque.

DEFINITION 1: On désigne par distribution sur V (ou fonction généralisée)
tout élément de D'(V) le dual de Uespace des. courants D(V).dy (cet espace étant
muni de la structure d’espace £L—3JF strict obtenue par transport de structure
a partir de D(V)).

L’espace D'(V) ne dépend pas du choix de dv et est égal au complété
de D(V) pour la topologie des distributions.

Alors 1l vient la

ProposiTioN 1. L’espace des courants d’ordre (n—k) est isomorphe a
Uespace des formes différentielles a coefficients distributions d’ordre n—k.
Si T est une distribution le courant 7'dv associé est le courant, qui sur

toute ¢eD(V) prend la valeur <T,¢d¢> que nous noterons fT(o)cp(v)do. Cette

notation étant introduite, si
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est une forme a coefficients distributions sa wvaleur sur

11-~"lk 7,1 ttt L/f

<o <

sera égale a

f”/\w:] Z (—1)56d) . Ty (i d9)

B < <l
ou o(i,j) désigne le symbole de la permutation

T N P
TR n

ou encore:

<0,T> = ‘f Z Cpi1---ik(x) Tj1mjn_k(:v)dxi1 JARRAY dxik'/\ de1 NN dxjn
V L.l

L’isomorphisme de la proposition 1 que nous ne démontrerons pas est donc

m—><n—><m,n>=f (1)/\71:).

Avec ces définitions le probléeme du changement de variables est résolu.
Passons a l'opération de différentiation extérieure. Si @ est une forme,
qul sur une carte V; s’écrit

Z wio"'ikdxio AN A dxik

fo<oee <ip

(*) Nous supposons que le support de m est contenu dans la carte. Le cas général
s’en déduit.
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dw est la forme qui s’écrit dans la méme carte

Z Z dx /\dx AN /\dx

no o Ly<<---<<iy
ou encore,

k+1 A

z z( 1y A T
ox; Jo )

. . . J
Jo<J1<"'<Jk_H h

ou le symbole A sur une lettre signifie que cette lettre doit étre omise, donc on
devra lire

pour (1),

0) . . . o .
Jo " IntIht1 Vb o Ih

L’opération d a une signification intrinséque c’est a dire que dw ne dépend pas
du choix de la carte; en outre d va continuement de (Dk(V) dans ¢>7‘+'(V). En
conséquence il existe une opération transposée 8 qui va de ®X+(V) dans ®K(V).
Cette opération transposée n’est rien d’autre, au signe pres, que l’opération d
étendue aux formes distributions, car en effet, si o est de degré k, = de degré
n—k et si o=dy

A A my=dy A t-(—1)" "  § Adn=o A w+(—1)"Fp Adn .

Mais, fd(a[a/\n)=0 car ¢ Am est & support compact.
14

D’ou, f o A n:(_i)n-kﬂ f (b A dn):(—l)n'kH [ SO AT

LY

c’est a dire dy= 4 8¢.

c. ExempLEs. Si W est une sous-variété fermée de V, de dimension £,
de classe C* et orientable, on peut choisir sur W une mesure de Lebesgue dW.
Alors a ¢,peD(V), on peut associer:

f (rest @) .dW ou rest ¢ désigne la restriction de la fonction ¢ & W.
w w
w
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L’application ¢ — / (rest ¢).dW définit donc un courant o(W).d¢
w
WT

de degré n, concentré sur W.
o(W) est dite fonction de densité généralisée de (W,dW)

On peut toujours supposer que W est définie par (n—£k) équations régu-
lieres A,(¢)=A,(¢)=...=A,_x(¢¥)=0 en position générale.

Alors au voisinage d’un point on prendra des coordonnées z;,=k,,...,T,=
=N\, Z%q,...,2 €étant pris sur la surface. On fait le changement de variables
defini par les A;,2,,...,2; et il vient alors:

dV:(p(SE1,...,$k)d$1 /\ /\ dxk /\ d)q /\ /\ d)\n—k

au voisinage de ’origine des coordonées. On prendra dW=e¢(z,,...,z;)dz, /\... Ndz,,
et la fonction de densité associée sera 3W(A,,...,A, ;) dans la terminologie de
[C] page 222; Mais notons encore que, d’une facon intrinséque, on peut a W

orientée (*) associer une forme, car si cpe(Df,ﬁ(V) on sait déﬁnirfcp.
+W
L’application ¢ — f ¢ définit donc un courant que nous noterons

+wW
3(xW). Ce courant est concentré sur W et de la forme

T: . .dx; N...N\dz;
z JyInk J4 In_k
j1<..<jn-—-k

ou les T'.... s’expriment trés simplement a ’aide de o.

Passons a lintersection de deux variétés W, et W, supposées en position
générale.

S1 W, est définie par z,=x

g =+ =% =0

et si W, l'est par xp=xp,,=...=2 0

r—i ==

avec dv=dz, N\ ... \dzx,

W, \AW,)=Uz,,...,.24_,) - 3, ,,__,xn(O) cdzg AN day,

k

(*) Je noterai + W pour rappeler la nécessité du choix d’une orientation.
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Porientation choisie étant celle définie par dz, A\ ... Adzy; on a

W) =1z,,...,x,_,) . S

*r— [ ARTRRPY
r n

(O)ydz, N\ ... Adaxy,

W) =1z, \Lp1s@p.--Zp) . O 0)dzg, N ... Ndz,_,

xk,...,xr—1
On peut donc écrire
SW AW, = (_1)dim w, SWy A 3(W,)

le produit extérieur de 3(W,) par 3(IW, ayant manifestement un sens prolon-
geant le cas régulier.

Si Q est un ouvert a frontiére trés réguliére de V §(Q) est la fonction 1g
caractéristique de Q, et si 9Q désigne le bord orienté de Q orientée comme V
3(8Q)=—d(1q).

Donc si Q, et Q, sont deux ouverts a frontiéres tres réguliéres en position
générale on pourra prendre

3(8Q2, N 3Q,)=dlg, Ndlg, .. (etc....

2. Fonctions holomorphes de plusicurs variables complexes

Pour une définition détaillée de la notion de variété analytique complexe
je renvoie a [B], [E]. Une variété analytique complexe est la donnée d’un espace
topologique, et pour tout ouvert de cet espace des fonctions holomorphes dans
cet ouvert (une fonction étant holomorphe dans un ouvert de V si et seulement
si elle est holomorphe au voisinage de chaque point de cet ouvert), en sorte que,
pour tout point de la variété il existe un voisinage de ce point, une boule
ouverte dans C", un homéomorphisme de ce voisinage sur la boule transportant
les. fonctions holomorphes dans les ouverts de ce voisinage en les fonctions
holomorphes dans les ouverts correspondants de la boule de C”". Un tel isomor-
phisme définit une carte locale de la variété.

Une fonction est holomorphe dans un ouvert de C" si, au voisinage de
chacun de ses points z4,2,=(2,,,...,20,n), €lle est somme d’une série absolument
uniformément convergente dans un voisinage de z, de puissances

% aiI..,in(Z1_Zo,1)L1---(Zn_zo,n)Ln

Un isomorphisme entre deux variétés analytiques complexes est un isomo-
phisme topologique conservant la notion de fonction holomorphe. On voit qu’un
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isomorphisme analytique d’un ouvert de C" dans un ouvert de C" est une
application dont chaque composante est analytique, et dont le déterminant
jacobien est différent de zéro en tout point. Cf. [E] page 20.

a) Quelques propriétés classiques.

ProrposiTioNn 2: 1) st f(z,,...,2,) est holomorphe pour |z;|<R; et pour
| z;|<e; i=1,2...,n elle se prolonge analytiquement & Uouvert:

IZil<R°-‘-Pi"°‘} ; [E] page 14.

St f(zy,...,2,) est holomorphe pour z, #0,...,2,#%0 et n>1, elle se prolonge
analytiquement a Uorigine; [E] page 12.
2) St T est une distribution dans un ouvert () de C =/R*" satisfaisant

a_z =0, :=1,2...,n, alors T

au voisinage d’un point x au systéme d’équations 22
l

est holomorphe au voisinage de ce point.

0
Démonstration (du point 2). Je rappelle qu’on désigne par v I’'opérateur

1<a ,a)t O b srat 1<a+_a> L fit
— — 1 €l par —— loperateur —- - l . es conairvions
2 a.’L'J ay] aZj 2 axJ ay~

imposées sur 7T’ sont donc les conditions de Cauchy. Lorque T est suffisamment
différentiable 1l est classique que ces conditions entrainent son holomorphie.
Par régularisation on va montrer que 7 est limite au sens distribution de solu-
tions usuelles, c’est a dire de fonctions holomorphes; puis on verifiera que les
fonctions holomorphes forment un sous-espace fermé de l’espace des distri-
butions.

On peut toujours par commodité supposer que le point x est 1’origine des
coordonnées et que 7T satisfait aux conditions de Cauchy dans un ouvert Q
|21|<6,...,[2,| <o, boule pour la norme sup |z].

Soit alors «, une suite de fonctions C® & supports compacts K, telles que
en le rayon de la plus petite boule centré en O et contenant K, tende vers zéro,
et telles que o, —> 3.

. 1
Alors, pour n assez grand, T'*«, est définie dans 7Q et dans cette boule
T+a,—T au sens des distributions.
, 9 9
D’autre part, = (Txay,) = = Txa, =0

donc les T*a, sont des fonctions holomorphes.



220 A. MARTINEAU

Considérons donc une suite de fonctions holomorphes 7', convergent au

sens dgs distributions dans %Q. On a:

Ch acn)
T,(z) = ———- J f C 2. Gz dg,...d¢,

X‘\’” p

1 .
ou les y; sont des cercles centrés en 0, de rayon p<76. Si «(L2) est une
fonction C®, telle que foc(r)dr:i a support compact dans un intervalle (p,,p,)

1
p1>0,0,>0 et pz<7p il vient:

1\" Tp(ry.e™ ®: ,rnelen) :
T,(z) = — a(ry)...orp)dr.dr, ... -—=
) (\2”) J f (ra)...alrm)ar,..dr J f (riel91_z1)._(rne O —Zn)

0<ej<27r

n fois
Py <rj<pP,

O . d0,...r,en . 4o,
Soit,

n o) T(r e #n,
Tn(z)=<—1—> J f “rire-otn) Tn(ree oo™ rydr ;... rpdrdd,

(r,ele‘ Z).. (rne‘en Zn)

Donc il en résulte que T),(z) est le produit scalaire de la distribution a(r) . T',(re9)

_ ()

: 1
par la fonction T
Lorsque z parcourt une partie compacte de ’ouvert = défini par les n
1 :
inégalités |z;|<p, la fonction de (r,8), ——, parcourt une partie bornée de

I’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur le compact

U (Y(G1)X...Xy(5n))=K

r1<°'j<"2
1=1,2...,n
1 1 1
(*) 5 = 5 5 !
¢ Wi —z, rpeton

re”’ —z r.e — 3y
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Or les distributions «(r) T, convergent dans D’<—§— Q> donc dans D’(K) donc les

suites de nombres <w(Q). T,(re¥), >=T,(z) convergent uniformément

r—z
sur tout compact de m. La limite en est donc une fonction holomorphe 7(z)
dans w. La distribution 7 est bien holomorphe c. q.f.d.

b) — L’opérateur d'’. On peut introduire maintenant un opérateur de
différentiation extérieure «adapté» aux fonctions holomorphes. Soit «» une forme
différentielle, non homogéne, qui par rapport a un systeme de coordonnées
complexes

(24, 2n) = (T4 4-1Yyy ..., Zn+1Y,)  S'écrit

W= E ... (
0 J

z,y) d; ... A .. dy;
.

0 l

On prend comme base du module des différentielles dzj:dxj—i—dyj, dezdxj'—idyJ.
On va alors graduer (bigraduer) I’espace des formes différentielles par le degré
en dz; et le degré en dzj.

Nous disons que o est de type (p,q) si elle s’écrit:

o= z iy i g, N o Nz Nz A Ny

z:,,<...<il,,_1
_],,<...<Jq_1

L’opérateur d, écrit en dz; et dz; applique ’espace des formes de type (p,q) sur
la somme de celui des formes de type (p+1,q9) et de celui des formes de type
(p,g+1). Désignons par d’’ la partie de cet opérateur de degré (0,1). On peut
donc le représenter par:
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c’est a dire que

o < Z Tyt viomdgliiy N Nz Nz Ao dzjq_1>

pbY
q
_ z (Z(_m aiih Tl.omip_1,ko,_.,zh,,.,kq(x,y)>dzio ANz Ndz A N
. . h=0
A

On vérifie immédiatement les propriétés suivantes:
(1) d" est intrinséquement défini (c’est a dire est invariant par les isomor-
phismes analytiques);
P’q b b K r7S

r,s D,g rs D9
(2) d'(wNo)={d" )N+ (—1)PToNd" v
(3) d”"d"=0 et si on introduit d'=d-—d"” d’' jouit de propriétés analo-
gues; en outre on vérifie d'd”’ +d"'d"=0;
(4) d”"T=0 entraine que 7T est holomorphe (proposition 2.2).

ExEMPLE: formes de degré (n,n—1) et d'’ fermées dans un ouvert de C".

Une telle forme s’écrira

n
n,n—1 _ ~ .
0 = Adzy N Ndzy Ndzy Ao Ndz NNz,
Jj=t
n,n—t
La condition d’ o = 0 s’écrira donc:

e 4R\
<2( b 8zy, >—O

Fantappié appelait un tel systéme de fonctions, fonctions «para-analitiche».
Pour une forme « de degré n,g et a coefficients holomorphes on a le
«théoréme de Cauchy-Poincarés: Soit & une forme différentielle de type (n,q) a coeffi-
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cients holomorphes définie au voisinage d’une sous-variété réguliére R de C",
relativemente compacte de dimensions n+q-+1, et a frontiére réguliére I'. Alors on a:

/mzo

T

DemonsTRATION: On sait par la formule de Stockes, [C] p. 218 et [F],

que [ W= f dw, mais do=d"w=0 puisque la forme est de degré n en les dz;
r R
puis a coefficients holomorphes c. q. f. d.

c) — Le théoréme de Dolbeault-Grothendieck et variantes. Etant donné un

ouvert Q d’une variété analytique complexe (de C”" en fait ici) pour que, étant
D,q p,g—1 P»q_—‘ p,q

. -
donné une forme ® ou ¢g>1, on puisse trouver « telle que d’ & = o,

Db,q
une condition nécessaire est bien entendu que d’’ «» =0. Mais pour la suffisance
apparaissent des conditions (pseudo-convexité de Q) cf. [B] et [D]. On a le
théoréme suivant.

. _ D,q e
Tutorime I. a) Soit Q un ouvert convexe de C" et « une forme diffé-

rentielle a coefficients C* ou a coefficients distributions définis dans Q. On suppose
P,‘I_“
g=1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe o telle que
”P,q_"1 p-q llp’q
»w = o est qued o =0.

p.q
b) mémes hypothéses sur € et les degrés mais les coefficients de  sont

.. } ) . Pt
supposés étre des distributions a croissance lente dans Q, alors il existe o avec
D X , o
©w = w et dont les coefficients sont a croissance lente dans .

P9
c) mémes hypothéses sur Q mais les coefficients de « ainsi que ceux de
Dyq—1
la solution  sont localement & croissance lente.

DEmonsTRATION: a) dans le cas ou les coefficients sont indéfiniment
dérivables et (b) seront démontrés dans ’appendice A par une méthode uniforme.
Je vais ici montrer comment on déduit (a) cas distribution et (¢) de (b) pour ¢=>2.
On recouvre 'ouvert Q par une suite croissante d’ouverts convexes Q; tels que
les Q; forment une famille fondamentale de compacts de Q dans le cas(a). Dans
le cas (c) on prendra Q;=Q N 7; ou les =; forment une suite fondamentale de
compacts convexes de C".
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: Pq C e , . L, P
Soit alors o la forme & intégrer. D’apres (b) 1l existe w; définie
. . p,g—t DPsq
dans Q;, a coefficients a croissance lente dans €, telle que d”’ ®; = o sur ;.

Dans cet ouvert 1l vient:

Pgt Py g1 pyg- o . .
d' w,—d" o, =0 , donc w;,—o; est fermée & coefficients & crois-
: ., A :
sance lente sur ;. En conséquence il existe 6, , a croissance lente dans €;
) p,g—2 p,g—1t p,q P,q—2 P32 Cn
telle que d” 6; = w;,, — w; sur Q;. On prolonge 6, , en une forme 6, , définie

»q—1 ,q—2
dans Q et la forme pcoi,—d" %?H prolonge la solution trouvée dans Q; a
Pouvert Q; ,. Par récurrence on obtiendra le résultat cherché c. q. f. d.
Pour g=1 cf. appendice A.
Notons qu’alors on peut déduire (a) dans sa premiere forme de (a) dans
la forme que nous venons de démontrer. Le théoréme I forme (b) ou (c) est

I’outil fondamental que nous allons employer.

d) formes différentielles associées a une sous-variété

Le choix des formes différentielles sur une sous-variété réguliére (pour
la structure C*) adapté aux variables complexes sera obtenu comme suit.

Soit Q un ouvert a frontiére trés réguliere. On munira sa frontiére de la
forme d'’(1q). Si une sous-variété est de la forme 0Q, n 9Q, ou Q, et Q, sont
deux ouverts, on la munit de la forme d”1Q1 A d"lg2 etc.... Une telle forme va

dépendre de facon alternée de la suite des ouverts considérés.

3. Quelques notions de cohomologie

a — Sutte exacte de cohomologie. On considére de fagon générale un groupe
abélien K et un opérateur d de K dans K (donc un homomorphisme) tel que
d?=0. Un tel opérateur d est dit opérateur de dérivation dans K et la donnée
de K et de d est dite groupe différentiel. Nous désignerons alors par cocycles les
éléments z de K tels que dz=0 et par Z(K) leur ensemble qui est le noyau de d.
Les cobords sont les u de la forme d¢ ou veK et B(K)=dK notera le sous-groupe
des cobords.

Nous désignerons alors par cohomologie de (K,d) le groupe

Z(K)|dK = Z(K)[B(K) = H(K) (*)

(*) Nous mettons partout co-bords, co-cycles, co-homologie pour étre co-hérent avec
notre référence [K]; mais on peut sans inconvénient supprimer co-et méme homologie dans
tout ce qui suit.
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Le groupe K est dit gradué s’il est somme directe d’une suite K" de groupes.
L’opérateur d sera dit de degré 1 s’il applique chaque KP dans KP*'. Alors
H(K) est lui aussi somme directe de groupes, les HP(K)=ZP(K)|BP(K) ou ZP(K)
est le noyau de d: KP— KP*' et BP(K)=dKP™. On dit qu’'une suite de
groupes abéliens et d’homomorphismes

o

o o :
l 1+1 1+2 w 3 .
> A > A;, Y A5, > A ,—> - est exacte si le noyau de «;

*i—1

est égal & l'image de o;_, c’est & dire si o; (4, ,)=0;"(0) .

Par exemple B & > A > 0 exacte signifie que ’application B est-surjective,

et 0 >C—'> B exacte signifie que l’application y est injective, ou encore
0 —— BP(K) —— ZP(K) ——> HP(K) —— 0 est une suite exacte ou les fléches
sont l'injection de BP(K) dans ZP(K), le passage au quotient de ZP(K) sur
HP(K) = ZP(K)/Bp(K) .

On a la propriété remarquable suivante [K] page 20.

Soit 0——>C—'>B P > A >0 une suite exacte de trois groupes
abéliens avec dérivations d4,dp,dc commutant avec les homomorphismes 3 et v.
Alors on a une suite exacte,

|=

&

H(

) H(4)

G]

=<

H(C)

entre les cohomologies de A,B,C, ou les opérateurs B,y,d sont définis comme suit:

OPERATEUR B: Soit zeH(B) et zeZ(B) un représentant de z; 3(z) appartient

& Z(C) car dc(B(2)) = B(dB(2)) =B(0) =0
Nous poserons f(z) =classe de B(z).

OPERATEUR y: On opére de facon analogue.
Si ueH(C) et u est un représentant de u dans Z(C) on prendra y(z)=classe

de y(u).

OPERATEUR 9: Soit {eH(A) et { un représentant de  dans Z(A4). L’appli-
cation B étant surjective, on peut trouver un beB tel que B(b)=C.

On considére ensuite dgb.

Il vient: B(dpb) =dc(Bb) =dct=0.

15
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Donc dpb est dans le noyau de B, et la suite étant exacte, il existe ceC
tel que y(c)=dpb.

L’application y étant injective ¢ est uniquement défini & partir de dpb;
on en tire qu’il est un cocycle de C sa classe ¢ dans H(C) sera par définition 7.

Il faut bien entendu vérifier que B,y,0 sont effectivement définis et que
la suite

H(4) =25 H(C) > HB) P 5 H(4) —°5 H(IC) —>

est exacte. .
Si les groupes A,B,C sont gradués et que les dérivations sont de degré 41
il vient la

SUITE EXACTE DE COHOMOLOGIE

B mPC) s HP(B) —P s HP(A) 2 HPHNC) s .

b — exemples de groupes de cohomologie. Les groupes de cohomologie que
nous allons introduire ne méritent pas tous, en fait, ce nom car ils ne satisfont
pas aux axiomes classiquement exigés [cf. [B] page 28 pour les axiomes de la
cohomologie].

ba — d" cohomologie d’un ouvert ou d’'un compact de C"

Soit U un ouvert de C”". On prend pour K l’ensemble noté K(U) des
formes différentielles a coefficients C™ (a coefficients distributions) de degré fixé p
en dz. Le groupe K est gradué

DP9

K= K

n

q=0

et d’ est un opérateur de degré + 1 dans K. Alors on désigne par
HYU; Q)= (resp. HNU;QP)py)

le k-ieme groupe de cohomologie associé c’est & dire le quotient de ’espace des

’k ’k_
formes ‘& et d'-fermées par son sous-espace des formes du type d”pcoi,
On démontre en fait que Hk(U;Qp)Coo et Hk(U;QP)D' sont isomorphes cf. [B]
page 29 et seq. ou [E] pages 103 et seq. et bien entendu [K].
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Nous esquisserons une démonstration au chapitre IV. On peut aussi
prendre pour K que nous allons noter K,(U) I’ensemble des formes différentielles
a coefficients C*™ a support compact (4 coefficients distributions & support compact),
et d’. On note par

HY(U;QP)pw  (vesp HE(UQP)p,

les groupes associés (qui sont d’ailleurs isomorphes [méme référence]). Si X est un
compact de U on peut prendre pour K noté K(X) I’ensemble des formes différen-
tielles & coefficients C* (distributions) définies au voisinage de X avec la rela-
tion d’équivalence (w,=w, s1 w,—w,=0 dans un voisinage de X) qui permet de
définir une structure d’espace vectoriel et 'opérateur d’’ comme précédemment.
D’ou des groupes Hk(X;QP)Cw (resp Hk(X;QP)D,)

.k .
Pour bien préciser, 5= 0dans H k(X;QP ) signifie qu’on peut trouver dans un
voisinage de X (plus petit éventuellement que le voisinage de X dans lequel
p:k“1 P:k pak—1

7’ —

ok - , i .
Féy est définie et fermée) une forme w telle que dans ce voisinage w =d”’ o .

On a la suite exacte:
0> K, (U—X)—> K (U)— K(X)—=0
d’ou la
Prorosition 3. St X est compact dans U, on a la suite exacte de cohomologte
o> HY U= X;QP) > HY(U; QP) > HYX; QP) 3> HEN(U—X;QF) > ...

(pour une formulation générale cf[K] th. 4.10.1)

bB cohomologie de Cech d’un recouvrement

Soit U un ouvert de C”" et U un recouvrement de U par des ouverts (ou
des fermés). Les ouverts de U sont supposés indexés par des indices a d’un
ensemble d’indices A. Une k-cochaine (alternée)* du recouvrement YU'’ a valeurs
dans QF est la donnée, pour tout systéme d’indices a,,...,; tels que

U

&

0 ’ ’ N
- °‘k=U°‘o n U0C1 n.n U“k # @ d’une forme fo“o"“kd ‘-fermée, donc a coeffi-

(*) Alternée sera toujours sous-entendue dans la suite.
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cients holomorphes d’apreés § 2a prop 2—2 défini sur U . 3 dépendant de facon
0

74

alternée de (c,,...,04). On note par C(U;QP) ensemble de ces cochaines. On définit
sur I’ensemble des cochaines un opérateur de dérivation noté 3 par la formule:

k+1
pP,0 ps0
— _1 h ~
t m)go...ng Z( ) mBo"'Bh"'BkH
h=0

somme qui a un sens sur

ket N
Ug =Q°(Uﬁon Ug N...nUg n...nUg )

o"'ﬁk+1 k+1

le résultat dépendant manifestement de facon alternée de ’ensemble des indices.

On vérifie aisément que 82=0.

D’ou une notion de groupes de cohomologie.

Nous noterons par Hk(u;QP) les groupes gradués ainsi obtenus qui, sous
certaines hypothéses sur U, sont isomorphes aux groupes précédemment intro-
duits. On peut aussi définir des groupes avec des formes de type (p,q) & coefficients
distributions d'’-fermées (ou sans cette hypothése). Pour les définitions générales
cf [E] page 97 ou [K].

Soit X une partie fermée de U; on suppose que U est tel qu’il existe un
sousrecouvrement U’ de U n ( X indexé par A’ <= A. Alors on peut considérer
les cochaines nulles sur U’, c’est & dire telles que "

v,

ces ol
* k

=1 si (a'o, ,a'k) e Akt
0

On note C(U mod U ;QF) l’ensemble de ces cochaines. L’opérateur 3 trans-
forme une cochaine nulle sur U’ en une cochaine nulle sur Y’ d’ou de nouveaux
groupes de cohomologie, les HX(U mod U’; QP).

Alors on a la suite exacte:

(2)

0->C(U mod U:Q") 2 cu: @)B cw ;92— 0

ou la fléche (2) s’obtient par restriction d’une cochaine aux indices de A’ et ou
la fleche (1) est 'injection naturelle.

D’ou la

ProposiTiON 4. On a la suite exacte de cohomologie

> B mod U ; QP)— HX(U; QP) > HX W' ; OP) 2 H*(Y mod '3 QP) ...

cf [13] page 404 V.
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Le sous-espace X n’est pas intervenu explicitement, mais nous ’avons introduit

parce que, sous certaines hypotheses sur U et U’ les groupes Hk(‘u ;QP) et Hk(u’ :QP)
s’identifient naturellement aux groupes de U et de U— X définis en ba.

by d'' cohomologie d croissance lente, et a supports fermés

Si" U est un ouvert de C" on peut considérer I’ensemble des formes diffé-
rentielles de degré fixe p en dz;, et a coefficients distributions a croissance lente
dans U (localement a croissance lente dans U).

Nous notons cet ensemble par

K{(U) (resp K850 (U))

et on le munit de 'opérateur de dérivation d"'.
Alors on note les groupes associés

HYU;QP) (resp HE ;. (U;QP))

Maintenant, si X est une partie fermée de V ouvert de C” on peut consi-
dérer les formes distributions (resp. distributions a croissance lente) de degré
fixe p en les dz; et & support dans X.

On note cet ensemble

KIZ))',X(U) (resp. Kg,’X(U))
Avec d”’ comme opérateur il vient donc les groupes
k
HD,’X(U;QP) (resp. Hg,’X(U;QP))
On a les deux suites exactes

O—>K%,’X(U)—>KP(U)—>KP (U—-X)—>0

v loc

0— K2

S,,X(U)—>K$(U)—>K$(U—X)—>O
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d’ou la
ProrosiTioN 5. On a les suites exactes
0
o HY (U QP —HNU;QP)>HE | (U~ K;QF) > HE! 3(U;QF)— ..
0
o HG 3 (U3 Q) H(U; QF) - HY U — X;QP) = Hg (U3 Q) — ...

Tout ceci est & rapprocher de [10] page 214-07 cf aussi [B] pages 77-78.

b3 Cohomologie de Cech avec conditions de croissance

Si U est un recouvrement de U par des ouverts U, nous considérons les

cochaines de recouvrement comme en b telles que les coefficients de chaque

p,o

[
%o %k

On note cet ensemble par Cy;,.(U;QP). L'opérateur 3 opére & nouveau
sur ces cochaines et on obtient donc des groupes HX, (U;QP).
Dans le cas de §’ on supposera en outre que le recouvrement a I’infini de U

soient prolongeables a U en tant que distributions.

. . \ ) 0
est fini et on considérera les cochaines telles que les coefficients de chaque }cJooc oty
0

appartiennent a S’(Ua,__ak).
0
On notera les groupes obtenus par

H.,(U;QF)

on peut aussi considérer des cochaines fabriquées a 1’aide de formes de type (p,q)
d"’ fermées ou pas, a coefficients prolongeables.



Cuaritre III —LA NOTION DE VALEUR AU BORD POUR UN SYSTEME
DE FONCTIONS HOLOMORPHES

1. La valeur au bord d’une fonction holomorphe

a — Etant donnée une fonction holomorphe f définie dans un ouvert
régulier, sous certaines hypothéses on pourra définir sa valeur au bord, sa «trace».
‘Plus généralement il conviendrait d’étendre le probléme de la valeur au bord
de f définie dans Q,n...NnQ,; au voisinage de points de 82, N ... N 8
pour tout k(*).

Nous allons nous contenter pour l'instant du cas utile relativement a la
représentation des distributions par des fonctions holomorphes, nous contentant
d’indications au chapitre IV sur les autres cas.

Dans toute la suite E désignera un espace vectoriel réel dont, s’il y a lieu,
la dimension finie n sera précisée en indice (soit E"). Son complexifié E % C sera

noté Ec et nous 'identifierons & EX1E, E et tE étant considérés comme sous-
espaces de Ec. De la méme facon nous écrirons C" = /R"*Xi/R".

Soit ® un ouvert de E™ que nous supposons convexe & frontiére réguliére
et soient ©,,...,0,_,, n ouverts convexes de E et a frontiére réguliere tels que:

1) Oen...Nn0O, ,#Y
2) 0ed®; pour tout j

3) les frontiéres sont en position générale.

Les conditions imposées entrainent qu’il existe un voisinage o de zéro
tel que

wNd3B, N3O, N...Nnao, , ={0}.

Posons maintenant sz@ X iG)j dans E¢ et donnons nous une fonction holo-

morphe f dans ’ouvert Qo,,,,,(n_,) =Q,NnQN..NQ, =0Xi(O,N...N O, ).

(*¥) Le symbole 0Qp désigne la frontiére, orientée si Qj, est orienté, de Q.
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Nous choisissons P; dans l'intérieur des ©; et nous notons par A;0; Iouvert
obtenu a partir de ®; par homothétie de rapport A; a partir de P;. En fait, une
notation plus correcte devrait faire intervenir les points P; mais on verra plus
loin qu’une telle précaution est inutile.

Si €g,...,€,_, sont n-nombres positifs inférieurs a 1 la fonction f est définie
sur O X i(d[(1—e0)®) N ... N 3[(1—¢,_,)0,_,]). Soit w un voisinage suffisamment
petit de zéro dans E. Si ¢,,...,c, , sont suffisamment voisins de zéro

o N a[(1_50)®o] n...n a[(i_en—1)®n-1]

est constitué d’'un seul point M(e,,...,c,_,). Nous noterons par szj Louvert
® X i[(1—¢;)0;] et la restriction de f & @ X M(e,,...,c,_,) sera notée fiz;ey,...,en)-

»~¥n—

Figure 1

DErINITION 1: Par définition on dira que f admet une valeur au bord ©®
de Q. n ... N Q,_, dans D'(0O) (resp. dans $'(®)si  lim flx;eq,---,8,_,) existe

( ) o
€gy---,€ —>0
03"y n—

au sens de D'(0) (resp de S’(@)), et cette limite est la valeur au bord de f.
Munissons ® X M(g,,...,,_,) de la forme différentielle

Q, , =d"(0:eg...ep ) = d"(O3¢)

€n—1“n—1

(1) d' 10 Nd" e N...Nd"1
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alors lim f(z)d"'(®;e) va exister dans l’espace K™(® X iE) des formes de degré
E—>0

(0,n) a coefficients distributions sur ® X iE et sera une forme distribution définie
dans ®XiE & support concentré sur 0. Cette distribution est de la forme
T(x).d(y).dx.dy.

THEOREME I: H%,_G(G) X 1E™;Q9) est nul pour p<n et H"D,_G)(@ X 1E™;Q9)
est naturellement isomorphe a Uespace des formes différentielles de degré q définies
sur O a coefficients dans D’(®) (I’isomorphisme est décrit plus loin).

DEMonsTRATION: En fait nous démontrerons un théoréme plus général
mieux adapté aux récurrences.

Soit U un ouvert de /RP.

Nous pouvons considérer sur O XiE"X U les formes différentielles de
type (¢,p) en les cEj,dzj et & coefficients distributions sur ® X iE" X U; nous
noterons par

HYy .0(® xiE™;QI(D'(U)))

le quotient de l’espace de telles formes de type (¢,p) et d’’ fermées par le sous-
espace image par d’’ de ’ensemble des formes de type (¢,p—1).

THEOREME I’: H%';@(G)XiE”;Qq(D’(U)))=O pour p<n

H’bl 0 (@xiE” ;Qq(D’(U))) est naturellement isomorphe d
Uespace des formes différentielles de degré q sur @ a coefficients dans D'(O X U).

DimonsTRATION: Le cas de Q° nous suffit. Soit donc w une forme
d'’-fermée de type (0,9) (*). Au voisinage d’un point z, de w, E™ étant identifié
a Dlespace /R™ par le choix d’un systéme de coordonnées, chaque coefficient

est de la forme
0o g

0F . (z;u).5M(y)
o ‘g—
h=(h1, v ':h"l)

St thy,

ott A est un multi-entier, 3)(y) = (8% 15+ +¥n))

h h
oY, ..oy,

et ou B’i‘ ; (z;u) est une distribution sur O X U .
0 igs

(*) Nous supposons ¢ >1.
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3 1 9 .d .
Or on a: - —7< o2 +1 ayk> d’ou

] 1 0 BogseesChp—1)5e0sh)
=0 (z5u) . 3P(y) + - <———eﬁ? 3 (x)>.8(‘ (he=--s
—1

axk 0"

Donc de cette facon on voit que, au voisinage de z,, la forme « est cohomologue
a une forme dont les coefficients (io,...,iq_z,n) sont du type:

Fgseeeshty .
E o w3y ) =T i n - 3
1] q—z 1] q—z
h=Chy,.., k)

Mais la forme en question est d’’-fermée, donc si on considére le coefficient de

dz; \....\Ndz; Adz, on voit que:
0 q-1

Z : 0 !
Y/ ST, A —_NrT. . Ly —
< ( 1) E)ZL Tlo""l»l---',vn> . 8(yn)_*_( 1) T;Q,...,;q_i . 2 8 (?/n) O
l

T,..; =0 pourvu que o<1 <. <lg <n.

La forme est donc congrue a une forme

Z Tjo'"jq—z’ndzjo A dfj _ A din

q 2
o< <lgq

au voisinage du point z,.
Si ¢>2 nous allons recommencer avec la variable z,,_,. Chaque terme a ses
coefficients de la forme

T
Z e?o’-u’n(x;u) * 8( ! (n 1))(y1,""yn—1) ¢ 8(yn)
h=(he. b )

n—

la variable dz, étant partout présente.
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Nous obtiendrons une forme congrue & o dont chaque terme Tj s am
0

est de la forme

Ty (T3 WY1 Ynoa) - 3(Yn-y) - 3(yn)

La condition de fermeture relativement au coefficient de

a5 A ANdz  AdE, N dz,

q 2

s’écrira:

n 87 A

j :")j ,"-1(71,—1),77: _
<Z(_1)l ° alZ~ > . 8(yn-l) . S(yn)+(_1)n 1Tjo"jn—2 ({\—ljll .
I=o Iy
8’(yn—i) . 8(yn) =0
{J:n—1 =(n—1)
Jn="n

dou 7 . ; =0 sij, ,<n—1; w est donc congrue a une forme

o n-—2

Z Tjo"'jq—a(n—i)’n . deo JAAN dqu_a A dz, _, A az,
j.,<...<jq_3

la distribution Tj, (n-1),n étant de la forme
] -3

..Jq

Bk
Z e’ilo,...,iq_a,(n—i),n(x; u) . 8( n—2) (Y1r-+Yn—s) - 3Yn_y) - 3(yy)
h=(hy,. .,

n—)
et ainsi de suite. Nous voyons en définitive que w est congrue a une forme

T o Bingus N @Z_gea N o N2y =T . dZ, g N ... N dZ,

n—g+1y--»

T s’écrivant:

T = Z 0h(;u) . 8PPy ) S gan)-5(Un)
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La condition de fermeture donne:

oT

A p— pour tout j<<(n—q-+1)
aZJ'

Le lemme 1 qui suit montre que ceci entraine 7=0 si ¢<<(r—1) c’est a dire que
> admet une primitive au voisinage de z,. Pour ¢=n, » est donc congrue au
voisinage de z, & une forme 0(x,u).3(y)dz, A ... Adz,. Montrons maintenant
que =0 équivaut a 9(x)=0, ce qui nous permettra de définir I’isomorphisme
de H’b,;e)(@xiE";Q%D’(U))) avec D'(O x U)

par w—>0 (x;u), dont la fléeche inverse est

T(x;u) — (classe de T'(x;u) . 3(y) . dz, /\ ... \dz,)

Nous utiliserons le méme processus de réduction.
Si w=d''w on peut remplacer = par une forme =’ dont les coefficients
s’écrivent

N
= Z Ti(@; w5y sYny) - BMyy) - d2g A LA dz; \ ... Ndz, +
j<n
+ T (z;u;y)dz, A ... \Ndz,

on Ty(wuig) = > THe; il dn )
o

Donc 1l vient

<z(_1)‘7 aag’:j (x;u’;y1a-“1yn—1)> . 8(yn) '
J

j<n

N,

1 aT

+ = Z o E U YY) - 3 (y,,) — T(z;u) . 3y)
=0 "

N,
1
T ? Z T%(xa u;y17-‘-7yn—1) : 8(a+1)(yn)
=0
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Donc T,]lv°:‘0 , d’ou T,]:]H =.=T"=0
donc T7,=0.
Nous remplagons 6(x;u)d(y)dz, /\ ... A dz, par
O(x;u) . 8y, Yny) - 42, N\ ... N d3Z,_,,

la forme =’ par =’

z Ti(z;u5Y, . sYny) - A2, A ... /\c_l;] N...Ndz,_,
j<n

E"=/R™ par R"™"' et U par UX/R?.

Si on fait I’hypothese de récurrence que la propriété cherchée est vraie pour
n—1 il s’ensuit que n'’=0, donc la propriété devient vraie de n or elle est vraie
pour n=1 (chapitre I) donc elle est vraie pour tout n.

Le résultat n’est acquis pour l'instant qu’au voisinage de tout point, le
lemme 2 permettra de le globaliser.

Lemme 1: Soit T une distribution définie dans un ouvert Q,X...xXQ,

. oT e .

de C". Si dans cet ouvert pos =0, T est une distribution holomorphe de la variable
n

Zn, C'est a dire peut étre identifiée a une fonction | définie de Q, a valeurs dans

D'(Q, X ...XQ,_,), scalairement holomorphe, par

re

<T,o>= } <U(Zy,. 121320 )y (245 2y y2n) >y, . dy,
ol
En particulier st T a un support dont Uadhérence de la projection sur Q, supposé

connexe est différente de Q, alors T=0.
DEMonsTRATION. Nous notons §(z,) =4(zy,...,2,_,;2,) et de cette fonction
nous disons qu’elle est scalairement holomorphe dans Q, si pour toute
eeD(2, X ... xXQ,_,),

2, = <y(z,), 9> est holomorphe dans Q,. Supposons que T puisse se mettre
sous la forme du lemme, alors,

< -¢(Z17-"7zn—1;zn) ) (9(21""7zn—1azn)>

oz,

= _f<4'(zﬁ"'7zn—1 7zn) ’

oz, > dzx,, dy,
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et cette intégrale peut aussi s’écrire si Q=0q,(z,,...,2,_,) - Pa(2,)

r‘

‘ % x4
-1 < ¢(Zu---azn—1azn) s Pq - oz L > Ax, Y,
N n
. i o9,
Soit: — | <Yz 0Zn_g32n) s @24y yZpy) > s dx, dy,
J Zp
"/ 9
— < po < Y245 1203 20) 5 P24y sZpyy) >> . @, dz,dy, =0
N\ n

Mais d’aprés un théoréme de L. Schwartz [G] ch. III page 107 il s’ensuit que
aT

oz,
distribution sur €, par:

= 0. Pour la réciproque, si ¢eD(, X ... X Q,_,) on peut définir < T,9>(z,)

si €D(Q,) , < <To>,9,>=<T,p.0>

Ensuite, on a-

e c
< —<To>,9>=—< <T,p>, ?1 > par définition
az,, 0z,,
et —<<To> 2% >=—<Ty9 o1 >=—<T ( ) >
] ’ azn "o azn ’ azn CP - Py
oT
~ < e e>=0

87, !

c’est a dire que < T,9>(z,) est une fonction holomorphe de la variable z,.

Maintenant sous I’hypothése de support < T,9>(z,) est identiquement
nulle puisqu’elle I’est au voisinage d’un point de Q,. Ce qui entraine que T est
identiquement nulle comme nous l’avons remarqué. C.q.f.d.

On en déduit que
H‘b,@(@x LE™; QUD'(U))) =0

puis que les H-D,;®(®><iE”; Q4D'(U)) sont au moins localement nuls si g<n.

LemMME 2: Soit X un fermé dans 0 ouvert de C™ si pour tout ouvert 0’
de C" on a Hb. XOO,(O’;QQ(D’(U))) =0 alors la relation d’équivalence sur les

" , -q,r+1 q,l"'H . 1) PR
formes de type (q,r+1) et d"’-fermées, & = o' sio=u'4+d"6, (0,06 dasupport

dans X), est de type local.
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- : A . . gra
DEmoNsTRATION: Il revient au méme de dire que s1 "w admet loca-

lement une primitive a support dans X elle en admet une globalement. Pour

tout point x de X on peut trouver un voisinage U(x) ouvert de ce point tel qu’il

. q,r q,r ,+1
existe &, & support dans U(z) N X et telle que d’ &, = %" . Du recouvre-

ment de X par les U(z) on peut extraire une suite U(z,) telle que les U(z,) N X
recouvrent X, et trouver des W(r,) ouverts tels que ¥(x,) soit compact dans
U(x,) et tels que les Y(z,) N X recouvrent X (para-compacité d’un sous-ensemble
de C", [K] page 149).

: P 2 g,r+1 No
Supposons construite une primitive o (V) de "o sur {J W(=z,) =V(N,).
n=1
q,r—1

q,r q,r q,r—1 q,r—1

i ) R L . -
w(N°)_wa°+1_d @& . La restriction de & av(xNoﬂ)

est prolongeable & C" en une forme distribution a support dans X, donc il existe
q,r—1 q,r q,r1
une forme définie dans tout ’espace, soit 6N0+1’ telle que &xNo-H +d”’ ONo+1

q,r q,r+1

réalise un prolongement a VY(N,+1) de la primitive & (/V,) de o C.q.f.d.
Puisque H° q(...)=0 par récurrence les Hf{@(...) étant localement

)

nuls pour g<n sont nuls.
Examinons le cas de Hn @(---). Toute forme de degré (0,n) est locale-
ment cohomologue au voisinage U, d'un point z, & une forme
0

0, (x;u)d(y)dz, \ ... \dz,, .

0
Et sur ‘uxo n uyo on a (Ozo(x; u) — 0
on(x 7)) =6y°
partielles et on obtient T(x;u) définie sur ® X U telle que, au voisinage de chaque
point de O, o soit congrue a T'(x;u)d(y)dz. Du lemme 2 résulte donc que o est
congrue sur ® a cette forme. Ceci achéve la démonstration du théoréme I’

donc du théoréme 1.

Notons que, des calculs locaux, résulte sans globalisation avec les notations
évidentes:

y (%5 u)).8(y).dz=0. Ce qui entraine
0

(x;u) comme nous ’avons vu. On peut donc recoller les solutions

TutorEME 1'':
Hg,;G(@xiE";Qq(S’(U))zo pour p<n

H'Sl,,G(GXiE";Qq(S'(U ) est naturellement isomorphe & Uespace des formes diffé-
rentielles de degré q sur © a coefficients dans §'(@ X U).
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L’isomorphisme étant:

< Z TL‘ _— (x7 u)dzi TANAN dZi >—>
o g1 0 g—1

Lo <. <I, 4

< Classe de E T iy x u)d(y).dz; N..Ndz; Ndz, A... A\ d2n>
0 g1
zo< <z 1

Avec les notations introduites au début de ce chapitre nous énoncerons le

THEOREME 2: (fondamental). Une fonction f définie dans Qo n ... N Q, .,
holomorphe, a une valeur au bord si et seulement si elle est prolongeable en une
distribution au voisinage de ce bord.

DEmonsTrRATION: Nous procédons comme dans le cas d'une variable.
Vu les théorémes de structure des filtres & base dénombrable de distributions
dans D’ on voit que si f a une valeur limite au bord elle est localement &
croissance lente au sens distribution. Mais il est immédiat de vérifier que si
elle est localement a croissance lente au sens fonction, c’est a dire s’il existe un
no tel que (gy,...,8,)" f(x,+icy,..,2,+1e,) reste borné dans un voisinage du réel
pour e,,...,c, suffisamment petit et xeK compact arbitraire de ©, alors elle
admet une valeur au bord.

En lemme apparait alors la

ProrosiTion 2: Une fonction f holomorphe dans une intersection finte
Q=Q, (n_yy douverts réguliers a frontiéres en position générale est localement d
croissance lente dans Q au sens distribution st et seulement st elle Uest au sens fonction
( méme conclusion st Q est convexe).

DEmonsTRATION: Il est possible d’opérer comme dans le cas d’une
variable (Chap. I) mais je propose une autre méthode. D’aprés le théoréme VI
chapitre I on voit que f est localement a croissance lente au sens distribution
au voisinage d’un point z, de 3Q si et seulement si, pour toute fonction ¢ de
D(w N Q) ou o est un voisinage convenable du point, il existe un multi-entier p
et une constante Mp tels que:

(1) f ff (wy)dady | < M, . sup |oP(zy)|

(x=x17--',xn) ) y:(y17~°'7yn) ’ Z=(x1+iy17"'7xn+iyn) .
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Nous supposons « convexe ce qui suffit & des infiniment petits d’ordre
supérieur a 1 pres. Choisissons une fois pour toutes une fonction «(r) indéfini-
ment dérivable sur /R* a support dans un intervalle [p,,p,], (p,>0), telle

~

que Joc(r)dr=1 et telle que pour un z, élément de %(Q N ) (*) le polydisque
p, on ={z|12,—2, 4| < p,} soit dans N Q. Nous désignerons par yz la
0 ?

distance d’un point z & o N 8Q, par rapport & une norme de C".
On a, grace a l'intégrale de Cauchy régularisée par «, la formule

=dz,dy,.....dz,dy,

2 n fois

si nous désignons par {,(u) la fonction

< Vzo ) < Vzo >
o 2 7 T .o . Ty
vz 7 vz ot u=z-+reb
Vzo
( vz > STyl Ty
. B 0 . i9
soit w,=z,4re ", ..., up=2,+r,e "
et 1l vient:
|P|
@) wp | e @] < sup | e [ (L)
ueQNo ueQd N w ° vz

o |p|=pi+...4pn sl p=(p1--sPn) -
Cette information sur @, grdce a la formule 2 donne par (1):

. < VZo >|P| < N‘I
\V (va)'

car 8, a son support dans QNew C.q.f.d.
Le théoréme 2 en résulte puisqu’il revient au méme de dire que f est
localement a croissance lente «au sens» distributions ou qu’elle est prolongeable.

() lf(z) <M, . sup P
! ueQQ Now °

(*) Les homothéties sont faites avec z, comme poéle.’
16
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COROLLAIRE: Soit fe§S(Q N ... N Q,_,) et holomorphe. Sa valeur au bord
appartient a §'(®) et est atteinte au sens de §' (0).

DEmonsTRATION: Le théoréme 2 assure que la valeur au bord existe.
Si on compactifie I’espace par son plongement dans ’espace projectif complexe
on voit que la valeur au bord est prolongeable donc appartient a §'(®). C. q. f. d.
Notons en passant que ces raisonnements montrent en particulier que
pour tout Me®,n ... N O, , la restriction de f & ® X i M appartient a §'(®) (*).

b — prolongement canonique. Soit Q, N ... N Q,_, une intersection de n
ouverts du type considéré jusqu’ici. Considérons une fonction f holomorphe
continue jusque sur la frontiére au voisinage de ®. Nous nous placons dans le
voisinage « que nous supposerons convexe apres restriction de ® s’il y a lieu.
Considérons le prolongement distribution f de fa w N Q, N ... N Q,_, défini par f
dans Q, N ... N Q, , et par 0 hors de cet ensemble. Puis nous calculons d”’ f qui
est d'"1q .f restreint & ©nQ,...NnQ, . Mais d”1q .f se prolonge de la
méme facon dans o N Q, N ...NQ,_, par 0 hors de @ N Q, N ... N Q,_, car c¢’est
le produit de la 1-forme d"”1g par f continue jusqu’a la frontiére. On peut
calculer le d”” de cette forme et on obtiendra d"”1n Ad"1q .f sur la partie
de 8Q, N 8Q, dans w. On prolonge par zéro dans w N ; N ... N Q,_, et on calcule
le d”, etc...

On obtiendra finalement (d"igo/\ d’'1g,n...N d”1gn_2) . f forme distri-

bution définie dans Q, , et concentrée sur 8Q, N 92, N ... N 8Q, , N Q, , N ©.
Cette forme est prolongeable & w par zéro sur la frontiére 8Q, N 8Q, N ... N 8Q,,_,.
Prenant le d’ de ce prolongement nous obtiendrons exactement

1: n
'l Nd" g N ... ANd" g, fl@,,...,.2,)= (5) (@1, %) -3y, .yn)dz, A ... Ndz,

a savoir la valeur au bord de la fonction f, si la frontiére o, N a2, n ... N 8€2,,_,
est orientée dans le sens choisi.

Maintenant opérons ainsi. Nous prolongeons f en une distribution " dans
onNQn..NnQ,, a support dans ’adhérence de w N Q, N ... N Q,_, dans cet
ouvert. Alors f—f’ est une distribution concentrée sur la frontiére de Q, dans
on Qn..nQ. Il vient: d'f=d”{'4d"” (f'—f) c’est & dire que les deux distri-
butions 1q.f et d'’f" différent par le d” d’une distribution & support dans la
frontiére. Si nous effectuons un prolongement ¢ de d”f’ & support dans 8Q,

(*) On a plus; utilisant par exemple un principe de démonstration analogue a celui
de la proposition 2 on vérifie que la restriction de f 4 @ X iM est méme a croissance lente au sens
fonction. Bien entendu il existe des fonctions analytiques réelles dans §'(®) qui ne sont pas
a croissance lente au sens fonction.
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nous obtenons une nouvelle distribution et deux prolongements différent d’une
forme distribution a support dans 9Q, N 8Q,. Si ¢, et ¢, sont des prolongements
d" ¢,—d"¢,=d"’T ou T a son support dans 3Q, A\ 8Q, mais d” (f'—f) a disparu
dans cette opération donc d’’¢ différe de d” 1o,Nd"1q, . f par le d” d’une
forme distribution concentrée sur 9Q, n 8Q,, etc. Finalement, effectuant des
prolongements arbitraires (en admettant qu’il soient tous possibles) nous
obtiendrons une (0,rn) forme distribution & concentrée sur @ et qui différe de
d"1q Nd"1g N...ANd"lq, .f par le d” d’une (0,n—1) forme distribution,
concentrée sur ®. Le procédé aboutit donc a la classe de cohomologie de
d"1g N ... Nd"1q, . f dans H%';@(G)X LE"; Q).

Je dis que ce fait est général pour une fonction f localement & croissance
lente dans Q, N Q, N ...Nn Q, ,. D’abord la méthode de prolongement a mani-
festement un sens; ensuite le résultat obtenu est dans une classe de cohomologie
de H’.b, ;®(® X tE";Q9). Enfin il reste a vérifier si T(z,,...,z,) est la valeur au bord

c\n
de f que cette classe de cohomologie est celle de (—;—) T(x) . d(y)dz. Mais,

restreignant w et ® on peut supposer que f admet dans & N Q, N ... N Q,_, une
primitive F' continue jusqu’au bord, c’est a dire

Si alors on considére la suite des prolongements canoniques

FoF oy Fo o Fro=d"1g A ... Nd'"lg, , . F(a,...z,)

oyt

0

oy %n
oz, "...dx,

et si on note par D l'opérateur

*\ N
DF,DF,,...,DF,  DF,=d"ig\..Nd"1q__ . DF(x,...:v,J:(EL) T(z,...z,)y)dz (*).

sont des intermédiaires pour f ce qui montre que localement la classe de cohomo-
logie obtenue est bien celle de la valeur au bord, donc aussi sur tout ®.
Nous donnerons plus loin la formulation générale de ce procédé.

(*) Sous la méme hypothése d’orientation que précédemment.
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2. Indications sur la théorie de Sato

C’est Mikio Sato qui a vu la nécessité d’introduire les concepts de la cohomo-
logie dans la théorie des valeurs au bord en définissant ce qu’il a nommé les
hyperfonctions [13]. Les méthodes développées dans ce cours s’inspirent plus
directement de l'interprétation que j’ai donné en [10] de cette théorie. Elles
montrent il me semble trés nettement (c. f. th. 1) la nécessité qu’il y a a ne pas
identifier les fonctionnelles analytiques avec 1’élément du groupe de cohomologie
(Phyperfonction de Sato) qui leur est associé et que J’avais appelé indicatrice
de Sato de la fonctionnelle, [10] page 214-11.

Pour une étude plus détaillée des hyperfonctions je renvoie a l’article de
Sato ne présentant ici que les éléments préparatoires & mon propos.

Le point de départ est le fait suivant. Etant donné un ouvert Q de C
rencontrant /R suivant ©, nous désignerons par Q' la partie de Q formée des
points tels que y>0 et par Q™ celle ou y<0. Si deux fonctions f* et f~ sont
définies dans les régions Q' et Q~ et si ces fonctions ont méme valeur au bord
dans D’(0®) alors elles sont prolongement analytique I’une de l’autre (chap. I),
c’est & dire qu’il existe g définie dans Q telle que f*=g dans Q, et f"=g dans Q_.
Désignant par 8f* et par 3f~ les valeurs au bord, par 3(f,f") la distribution
3f*—3f~, nous voyons donc que 3(f*,f7)=0 équivaut a: il existe g telle que
(f*+g,f +g)=0. Alors on introduit les valeurs au bord formelles définies sur ©.
On considére la limite inductive Y des O(Q,—0O), espaces de fonctions holomor-
phes dans les ouverts Q, — O tels que Q, N /R=0, puis O(O) la limite inductive
des espaces de fonctions holomorphes dans les ouverts Q, et ’espace vectoriel des
valeurs au bord est défini comme le quotient U[p@). C’est a dire que, étant
donné un couple (fy,fy;) défini dans Q —@O, il est équivalent & zéro s’il existe g
holomorphe dans Q. < Q, telle que:

f& =g dans Qf} et fy=g dans Q, c’est a dire que f* et f~ sont prolon-
gement analytique I'une de I’autre.

On a le fait fondamental sutvant [cf. [13] page 395 note]: Soit (f*,f) un couple
défint dans Q, < Q, fizre. Il existe g holomorphe dans Q. < Q, telle que ft+g
soit holomorphe dans Q et f~-+g soit holomorphe dans Qg (g se prolonge donc a Q).

En d’autres termes I’application naturelle de O(Q,—0)/0(Q,) dans U /O(@))
est une bijection. Ce qui fait qu’on peut prendre comme modéle des valeurs
au bord le groupe 0(Q,—0)/0(Q,). L’interprétation cohomologique vient comme
suit. Recouvrons Q, par les ouverts Q,Qf Q. Nous désignons par U le
recouvrement ainsi obtenu, et par ¥ le recouvrement de (J ® constitué de
Q;F et Qp. D’apres le chapitre I1 § 3 58 on a la suite exacte:

0— H° (¥ mod U';0) — H®(I;0) > H* (¥ ;0) 2> H'(¥mod ¥',0) > H'(Y;0)
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Mais un 0-cocycle de ¥ mod ¥’ s’identifie & une fonction holomorphe nulle
sur ( O, d’ou H°(Ymod ¥ ;0)=0, ensuite j’ai déja dit quun théoreme de H.
Cartan (chapitre I) assure que H'(¥;0)=0. Les groupes H%Y;0) et H° (¥ ;0)
sont respectivement les groupes O(£2,) et O(£2,—®), d’ou la suite exacte:

0—0(Q,) = 0(Q,—0) 2> H' (¥ mod W' ;0) -0

Le groupe H'(WUmod ¥;0) est donc isomorphe au quotient de O(Q,—0)
par O(£2,) et ce groupe est naturellement isomorphe a ce que Sato appelle
H'(Q,mod (Q,—0);0) premier groupe de cohomologie relative de Q, modulo le
complémentaire de ® qu’il vaut mieux noter, comme je ’ai fait en' [10], par la
notation de Grothendieck H 1®(Q ;0), premier groupe de cohomologie de 2, a valeurs
dans O d support dans ©. L’opération de valeur au bord est donc I’homomorphisme 9
de O(Q,—0O)=H°(V¥;0) sur H;E)(QO;O). Ainsi traduites les définitions de valeur
au bord s’étendent aisément au cas de r-variables. Une hyperfonction définie
sur O est un élément de H™(Q mod (Q—®);0) ou encore un élément de H'Cf)(Q;O)
groupe qui ne dépend pas du voisinage complexe Q de ® dans E; et qui peut
étre explicitement calculé comme suit. Supposons pour simplifier ®,Q convexes
et soit U un recouvrement de Q par des convexes, dont une partie, soit U’,
recouvre Q—0, alors H%(Q;O) est isomorphe & H"(U mod U';0). C’est ce dernier
groupe que nous avons défini au chapitre II § 3 b3 que nous prendrons comme
modéle des hyperfonctions de Sato.
Nous savons alors qu’il existe une suite exacte

o= H"™(U;0)— H' (U ;0) —a>H"(u mod U';0)— H"(U;0) — ...

et pour n>1 on a (conséquence du théoréme I a) chapitre II comme nous le
verrons) H" ' (U;0)=H™(U;0)=0, d’ou la suite exacte

(1) 0 — H™ (U :0) 2> H U mod U’ ;0) — 0

Dansle cas dela dimension n>>1 ’opérateur du cobord 9 est donc un isomorphisme.
La notion de valeur au bord, généralisation naturelle de la notion formelle de
valeur au bord qu’introduit Sato, est donc celle-ci. Soit Py, UN (n—1)
cocycle & valeurs dans O du recouvrement YU de Q—®. Sa «valeur au bord» est
I’élément du groupe H™(Umod U';0) image de la classe de ce cocycle par @
(plus précisément du «groupe» défini par le systéme d’axiomes de la cohomologie a
support dont H™(U mod U’;0) n’est qu'un modéele). Par exemple, prenons pour U’
un recouvrement de (2—®) par des convexes et ajoutons pour obtenir U
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Pouvert Q,=Q. Le cocycle ¢, peut étre remonté, de fagon arbitraire, en une
0 —1

%n

(n—1) cochaine du recouvrement U. On se donne donc les ¢, , fonctions
o, .

R

holomorphes sur Q, N ... N Q, arbitrairement. Puis on forme le cobord de Cech.
1 n—1

Pour tout systéme (o,..., ;) (les o; supposés ordonnés et 0<<a;j pour tout j)
ou a,#0, on a (39), ~~-°€n=0 puisque ¢ est un cocycle et il vient:
0

n
BPX0tni) = D (101 oty & Pty
h=0

La classe de cohomologie de ce r-cocycle relatif est la valeur au bord du cocycle
de départ, donc (3¢)(,«,,...,x,) =0 signifie qu’il existe des

00,4,,....,,_) fonctions holomorphes dans les QO’%'--’°‘n—1=Qav---’dn-—1
telles que:
n n
D 0 it = O (R0 ity + ety
h=0 h=0
d’ou

n

Z (_1)h(60,a1,...,&h...an_ <P(),a1 ,...,&h,...ocn) = cPa,,...,an
h=o0

C’est a dire que le cocycle de départ est un cobord de U’. Nous I’avions déja vu
dans la formule (1) mais qui disait plus: ce fait ne dépend pas du recouvrement U.
Dorénavant nous dirons que la valeur au bord formelle de 9, ., est nulle si ce
cocycle est un cobord relativement @ U’ (pour n=>1).

3. Définition de la valeur au bord d’un cocycle localement a croissance lente

a) Nous considérons un voisinage complexe convexe Q de ©® convexe
de E, de la forme ®Xi®’ et un recouvrement convexe, pour l'instant fini
Q,,...,Q2, du complémentaire de © dans Q, formé d’ouverts ®Xi®,. Nous
désignons par U ce recouvrement. La donnée d’un (r—1)-cocycle a valeurs
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dans O de U est la donnée pour chaque systeme d’indices (io,...,i,,) tel
que Qio nNQ;, n...n Qin 1:Qi ;  #© d’une fonction holomorphe Pi..i
1 — n—1

(' n—
définie dans ; ; , donnée dépendant de fagon alternée de ’ensemble des
0""""'n—
indices. Nous faisons I’hypothése supplémentaire que chaque @¢; ; est
0 n—1

localement a croissance lente. Alors d’aprés le § 1 on sait qu’on peut définir une

valeur au bord T; ; (x) au sens usuel par passage & la limite.
0" "'n—

Nous allons montrer I’existence de nombres entiers a; ;  quine dépen-
o bn_y

dent que du recouvrement et pas du cocycle, tel que, posant

I'application ¢ — 3¢ ou dpeD’(®) définisse dans les cas usuels la valeur au bord
et que les théoremes suivants soient satisfaits.

THEOREME 3: «FEdge on the Wedge» Soit ¢; ;  un cocycle localement
o +in_y

a croissance lente (a croissance lente) relativement au recouvrement. Une condition
nécessaire (et suffisante) pour que ¢; .  soit un cobord localement a croissance
o n

lente (a croissance lente) du recouvrement est que dp=0 si n>1.

THEOREME 4: Euxistence des représentations. Pour tout recouvrement con-
vexe du complémentaire de O dans Q, Uapplication ¢— 3¢ est surjective de U'espace
des (n—1)-cocycles du recouvrement et localement a croissance lente (resp. a croissance
lente) sur D'(®) (resp. sur $'(0)).

On peut énoncer autrement ces théorémes. Le théoréeme 3 signifie que le
noyau de & est formé des (n—1)-cobord donc que l’application passe au quotient

et donne une application de H77 (U;0) dans D’ qui est injective. Le théoréme 4

assure qu’elle est surjective. Noter que les coefficients «; ;  ne sont pas

01
univoquement définis par les théorémes en question, mais qu’on peut ajouter
des conditions faisant que 1’application § le soit.

b) choix des coefficients. Ce paragraphe peut étre omis et le lecteur peut
se contenter des considérations de c et de celles du chapitre IV.

ba—le cocycle générique: Soit U un ouvert de Q—0. Considérons le Z-module (*)
libre engendré par tous les systémes d’indices [i,,...,,_]. Nous prenons son

(*) Z désigne I’anneau des entiers.
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quotient par le sous module engendré par les relations

Un Qio n...nN Qin— =0 = [iov"'ain—J:O

1

[ioyeeyin_s] = (—1)x@[ai,,...,00, ] ou yx(c) désigne la trace de la permutation o

n
une n.nQ =0 = Z (—1)2[iay- sy -sin] =0
h=0

Nous désignons par {(U) le module ainsi obtenu, et si U, < U, 1l existe un homomor-
phisme naturel, dit de restriction, de g(U,) sur {(U,) car toute relation sur U,
entraine la méme relation sur U, entre les générateurs [i,,...,7, ,]. On vérifie
aisément que si des «; sont dans {(V;), les V; formant un recouvrement ouvert
de V=Q—0, et si a;—oj=0 dans {(V; n V;) alors il existe « dans (V) dont la
restriction a4 chaque V; soit «;, et cet « est unique. On dit que la donnée des
(U->¥(U)) et des homomorphismes de restriction (U,cU,{(U,)—{(U,)) définit
un faisceau sur Q, [B] page 10, que nous noterons &.

Nous désignons par cocycle génériqgue du recouvrement le cocycle & valeurs
dans ¢ défini par Qio"'in 1 —>[igy--+slp_y] OU [Z...1,_,] est considéré dans C(Qio"'in_i)'

b3 — la résolution générigue: Si U est un ouvert de 2 nous considérons

le Z-module Zp (U) engendré par les générateurs aQio n...N aQip n Qjo"'jq

avec les relations:

Un aQio n...N aQip N Qjoqu=aQio n...nN aQip N leo.'.jlr nuU

si les deux ensembles sont égaux

UnoeQ; n..naQ nQ ; — (— 1)

J BQ . n cen ﬂ aQGi ﬂ Q'
D 0

q G, g/ Jqu

enfin ¥ donne O.
A partir d’ici il faut supposer que les £; sont en position générale dans
Q—0, que 0€20;(Qj=0Xi0;) et que, 30; N ... N a@in est réduit & 0 dans
0

—1
un voisinage de l’origine, pour tout systeme d’indices distincts i,,...,i,

noterons par {P(U) le module ZP(U)% L(U) (*).

_,- Nous

(*) A savoir le module engendré par les générateurs indiqués et leurs relations a
coefficients dans &(U).
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Si U,cU, il existe un homomorphisme de restriction de {(U,) a {P(U,).
L’ensemble de ces données définit un préfaisceau noté ¢P. Il existe un homomor-
phisme v de ¢ dans {P*', c¢’est & dire pour tout U une application V(U) de £P(U)
dans ZP*'(U) commutant avec les restrictions et définie comme suit.

VEQ N ..o Ny ;)

A o Jg
:8950 n...nN 6Q.ip n a(QJon)
ou BQjo_,,jq = % anh n Qjo"'jh"'jq; puis prolongement {(U)—linéaire. On a V2=0

et le noyau, dans chaque U de I’homomorphisme

V:(U)—=C(U) s’identifie & g(U).

by: réduction du cocycle générique.
Le prolongement canonique.

Considérons un générateur de ZP(U) dans un ouvert U, soit:

aQio n...n E)Qip N Qjo"'jn nu
Si U est un ouvert intersection des € soit Q; , on peut définir le
0 r
prolongement de ce générateur a tout ’espace par

9 N ...N 3 NQ

14

n Q
o D o---In ko"‘kr
Ce prolongement sera dit canontque.
Si un élément de ZP(U) est donné soit z o, . g; ou «;ef(U), g; générateur,
nous conviendrons de le prolonger par Z ;. g; ou g; désigne le prolon-

gement canonique de g; hors de U.
Le support du prolongement canonique est dans U.
On ale

LemMME. Pour tout p=0, soit §; ..; un g-cocycle =1 du recouvrement
o g

des L a valeurs dans ¢P, cest a dire la donnée pour tout systéme Qio,,,iq¢®
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d’un élément Eio"'iq de CP(Qio---iq) en sorte que les EiO"'iq dépendent de fagon alternée

de Uensemble des indices et que %\(—1)’1&%“';}1__‘%“:0 dans CP(Qio,..iq+1)a alors
] ] . P(Q). L = 1k A
il existe des nfo"'qu dans ¢ (QJo"'Jq_1) tels que E‘o""q = %( 1) Migeee iy En

outre les v sont combinaisons a coefficients entiers de prolongements canoniques des &,.

DemonsTrATION. C(’est une adaptation du théoréme page 118 de [D].

a) Soit d’abord g=1 et &; ; un cocycle du recouvrement Q;. Supposons
que J est un sous-ensemble de I’ensemble des indices / sur lequel on a trouvé une
solution, c’est a dire qu’on a trouvé des »; pour tout teJ en sorte que si (t,j)eJ X J
n;—n;=E; ;- Soit a€l, a¢J. On définit v', une O-cochaine, par n,=mn; sl i#«
e, 'r);zni—t—iai sur Q, N Q; , e/,

)
Alors sur Q N Q;n Qj il vient 71i+ga.="’)j+‘ia.-
J J

Donc on obtient un élément » bien défini sur

U Qa N Qizmu
e

Je dis qu’on peut prolonger » a Q.
En effet on peut écrire, dans {P(w,)

et chacun des termes de cette somme finte se prolonge canoniquement a Q.
Donc on obtient ainsi n,. Le résultat s’ensuit par récurrence.

b) ¢>1. On suppose le théoréme vrai si ¢ est remplacé par ¢g—1 et Q—©
remplacé par toute réunion finie d’intersections des €;, le recouvrement étant
un recouvrement par des intersections finies des €; (il est clair que a) est vrai
dans ces hypothéses). Soit alors Eio"'iq un g¢-cocycle et J un sous-ensemble

de I tel quil existe une (¢—1)-cochaine 7; ; avec (37)
0

g =80
g1 Lo Lq A lq

pour (io,...,iq)eJq“.
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Soit ael, et a¢J. Pour tout systeme d’indices (io,...,iq_z)eJq’~‘ on

détermine v'; ; , élément de CTP(Q; ) tel que
R o igma
q—1
&i i a= Z(—i)kn'i b et (=D sur Qp
0" g1 — o kg 0 g1 0" Tg—

est un cocycle du recouvrement (2, N ;) sur I’espace (J (€2, N Q;). On applique
: ieJ
Ihypothése inductive.

On définit le prolongement de mo"'iq—1 a JU{o

en posant v; azn’io...i o« Pour ;p<...<i,,<« et en ajoutant la condi-
0 g2 q—2
tion qu’elle est alternée.

On peut commencer, car sl i,...[, sont (¢-+1) indices, tels que E%---iﬁo

on posera

W =& ... NnNQ ., dans TP(Q; ., ),

o g-1 o ¢ o 9 o g—t

puis ¥; g‘h iq:O‘ Donc le résultat s’ensuit par récurrence.
ORI

Réduction du cocycle. On identifie [i4...0,,] & Q;  ; [io..ln,]
0 n—

dans Z%Q; .. ; ). 11 existe alors des % .. €Z%Q; . ) tels que

, 0 n—1 . . .]o Jn_z Jo Jp_z

(ay))ion-in_1 - Qio"'in-—i . [I'O"'l’n—i] dans CO(Qio"'in—1) .

On forme (Vy): .. =£& Ce qui donne vu que 9(Q;. ; )=0
Jo"In—2 Jo " In—2 USSR

dans T°(Q; ..
[}

a valeurs dans {'. Il existe alors des

.L-n_'), un (n—2) cocycle du recouvrement de Q—© par les Q;

o Q. - .
.njo..._]n_sec (QJO...Jn_s) telS que (an)Jo"'Jn-z i gJO...Jn_z
on forme ano"'jn-sz odng et Ejo"’Jn-seCz(Qjo--'jn-s) est un (n—3) — cocycle

du recouvrement de Q—@ par les Q; a valeurs dans {?, etc.. Finalement on obtient



252 A. MARTINEAU

un 0-cocycle &, a valeurs dans {*'(U;) d’ot un élément de "' (Q—®) qui sera
de la forme:

n—

£ — Z Bi 5 Lo in 102 00 80, 0.0 00
Lo lpelpy_y

on effectue le prolongement canonique £' de cet élément & Q et on forme

E = Z“'io--nin-1 [igr-in-100 1.0 0 6

n-1

Ayant choisi une orientation de @, cet élément dans {*(Q) est concentré dans O,

et on prend le signe + si9Q; N ... N 3Q; est égal & O le signe — dans’autre cas
0 n-1

ot finalement yE' = Z % . Llorerin] . ©.

La valeur au bord du cocycle

ExempPLES: Pour pouvoir faire une figure je vais me placer dans ’espace
C? dans les cas 1) et 2):

1) recouvrons le complémentaire de 0 par trois demi espaces P,, P,, P,
le cocycle canonique est

PonP, —> [01]
P, nP, — [1,2]
P,n P, —> [20]
sans relations entre [0 1], [1,2], et [2 0]
On pose

%o =(Po N Py)[0,1], ¢, =0
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Pour calculer ¢? sur P, n P, on applique le procédé général
Pp(0) SUr Py N P, est donné par
Paq) = (Po N Py) . [0,1]1— (P, 0 P,)[0,2]
Poy = — (Py N Py)[1,2] sur P, N P,
d’ou
VP, = Po N 0P, . [0,1] ve, =0
Vo, = — 3P, n P,0,2] — 8P, n P,f1,2]

Par recollement, et regroupement on trouve

%, , coefficient de 8P, n 8P,[0,1]=1
@, , , coefficient de 8P, noP,[1,2]=1
%, , coefficient de 0P, N 8P,[2,0]=1

d’ott 8¢="To 4+ T2+ Ts,-

Ficure 2
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2) On considére le cas décrit par la figure 3 en négligeant ce qui se passe
hors de l'ouvert 0, ce qui est possible. Les générateurs sont

(011, 1 2], [20] avec la relation [01]+4[12]+4[20]=0
on a

Po=(Po N P)[0,1] , o, =0
cPz(o):q?’o_(?o,z:(po N PY0,1]—(Py n P,) .[0,2] dans TP, n P,)
Po1)y=P1— Py = — (Py 0 P,y)[1,2] dans Lo(Py N P,).

-(01)
(012)

LA LS L

‘//////////QSQQ

0

Ficure 3

Sur Po,n P, n P, on a Pa,0) = +(Pyn Py n PY0A]—(Pyn P, n P,)[0,2]
P2y = — (Po N Py Py)[1,2]

d’ou grace a la relation, ¢,=@,, - On peut recoller.
On obtient:

Voo= P, N 0P, .[0,1] , Ve,=P,n oP,[01]
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donc, par recollement, il vient:
oy , = coefficient de 9P, n 2P,[0,1]=1 soit:
8cP_——To,1(x)

3) On vérifie aisément que si on recouvre 2—® par les ouverts y; Z P4 j,

posant ej=4_—1, et si Pe, . 1,6,.2,...,6,n est un (n—1) cocycle donné sur les

intersections n a n de ces demi-espaces, la valeur au bord est

E g, .sz...snTe'A,...,en.n(x) ;

(81,...,€n)
on a dans ce cas 2" composantes.

4) 11 est toujours possible de recouvrir le complémentaire de ® dans Q
par les traces de (n+1) demi-espaces (comme en 1) mais pas mieux. Alors, si

fonctions holomorphes dépendant de facon alternée de I’ensemble des indices on
trouve, supposant que (0,...,n—1),(1,2,...,n),(23,...,n,0), ... sont orientés
dans le sens choisi que

n+1

8@=Z<—1>h1’o...a..‘n<x> :

h=0

on a dans ce cas (n+1) composantes.
c) indications sur les démonstrations des théorémes 3 et 4.

Nous indiquons dans ce qui suit la marche dans le cas de D', le cas de §’
en résulte.

o« — Désignons par = l’opération de passage au quotient de
Zy10c(U;0) sur  HY UGO) (*)
Nous montrerons qu’il existe un isomorphisme (de Leray) A entre

n (U;0) et HEP.(Q—0;0)

(*) Pour les notations je renvoie & Chap. II, § 3.
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B — d’apres chap. II § 3 by il existe une suite exacte

—— H™(Q;0) —> H"}1 (Q—0;0) —>> HE), (Q;0) — H'(Q;0)

Mais les deux termes extrémes sont nuls lorsque n>1. Il s’en suit que @ est un
isomorphisme de H}7),.(Q—©;0) sur H’b,_e(Q;O). Enfin il existe un isomor-
phisme p (Théoréme 1 de ce chapitre) de H%y.g(Q2;0) sur D .

: n
vy — On a la formule (2L) 8 =podohoT

Cette formule demande quelques explications. Dans le cas ou le recouvrement
est suffisamment simple, nous savons définir & et alors on a I’identité établie ici,
ce qui permet de résoudre les problémes classiques de représentation d’une distri-
bution comme bord d’un systéme de fonctions holomorphes. Dans le cas général
seul le membre de droite a un sens clair et c¢’est lui qu’il conviendrait de prendre
comme définition de 8.

d — justification de la dénomination du théoréme 3.

On se donne un cone ouvert (épointé) I' dans E de sommet 0. Soit Q un
voisinage convexe de ® dans EXiE et f(z) une fonction holomorphe dans
(®xI") n Q. Sielle est localement a croissance lente au voisinage de ® elle admet

une valeur au bord dans D’ définie par lim flz + iM).
M—0
MeT

L’énoncé classique du théoréme du «Edge on the Wedge» [4], [6] est le
suivant:

TutoriME: I étant convexe f*définie dans (@ X iI') n Q, f~ dans
(O@X —iI) N Q admettant une valeur au bord, si les valeurs au bord de f* et
de f~ sont égales ces deux fonctions se prolongent analytiquement au voisinage
de ® et f~ est un prolongement analytique de f*.

On peut toujours, par un changement de coordonnées supposer que I'
contient le cone, y,>0,...,4,>0. On recouvre le complémentaire de ® dans
par les traces des demi-espaces Py, Py ={z|yk>0} y Py ={z|yk<0}.
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Alors f* est définie dans P,, ,NQet f~dansP, _, _,N Q Le théoréme 3
dit que si f* et f~ ont méme valeur au bord le cocycle

P1,...,n_>f+ ) P—1,—z,...,—n_>(_1)n+1fh ) Pio“'in_1 —0
(dans les autres cas), est un cobord, cobord localement a croissance lente d’ailleurs.
La valeur au bord formelle (i. e. au sens de Sato) est nulle si précisément le cocycle
est un cobord.

Nous allons montrer: si un cocycle P, ,NnQ—f" P, _,—f"
est un cobord alors f* et ™ se prolongent analytiquement au voisinage de l;origine
et (—1)""'f" est un prolongement analytique de f*.

Pour les commodités des récurrences nous démontrerons le résultat suivant:

ProposiTioN 3: Soit Q un voisinage convexe de 0 dans C', de trace ®
sur IRY, et U un voisinage ouvert de C™. On considére le recouvrement de (Q—®) X U
défini  par les ouverts Pi;XU o Pj={z|yj>0} , P_j={z|yj<0}.
On considére un (I—1)—cocycle a valeurs holomorphes de ce recouvrement, de la
forme suivante: Pi1,+2,...41="0 sauf éventuellement ¢,, et ¢, , ;. Alors

les deux fonctions ¢, et $_,  _; se prolongent analytiquement au voisinage
de © dans QXU et (—1)l+1<P_,,”_’_l est un prolongement analytique de @, ;.
DEMONSTRATION:

a) Cas de deux variables =2 mais m quelconque.

f1,2 =& — & )
fz,—i =0 = 82— 8-
f1,—2 =O=g1—g—2

- —2— 8182

Y

1

La fonction g, est prolon-
gement analytique de la fon-
ction g_,.

Si nous désignons par v,
la fonction ainsi définie sur
[(P,uP,)xU]Nn lui appli-
quant le théoréme des polydis-
ques (Chapitre II §2 a), on voit
que la fonction y, se prolonge F1GURE 4
analytiquement au voisinage
de ®; de méme g, et g_, définissent une fonction vy, sur P, U P_, qui se
prolonge analytiquement au voisinage de © donc f, =1y, —y, se prolonge

17
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analytiquement au voisinage de 'origine par cette formule, et f_, _,=y,—v, aussi,
ce qui montre que f,, et f_, , sont prolongement analytique 'une de I’autre

C. q. f d.
Le théoreme d’Epstein [6] se démontrerait de facon toute analogue,

b) Cas général. Nous avons besoin en lemme de la propriété suivante
qui sera démontrée au chapitre IV.

LemME: Soit Q un cube |z;|< A4j,|y;|<B; dans C!, U un ouvert de C™.

n

On considére Uouvert | (P_; n Q)X U gu’on recouvre par le recouvrement U formé
J=! -

des ouverts (P_jn Q)x U. Alors il existe Aj,Bj ne dépendant que des A, B;

tels que, st @ est un k-cocycle du recouvrement U, avec k0, (I—1), la restriction
de ¢ a UN(Q' XU) est un cobord. (Si ¢ est un k-cocycle (localement) a
croissance lente sa restriction @ U N ("X U) est un cobord (localement) a croissance
lente). Si Aj, Bj=+o, A},B}:—}—oo.

Pour démontrer la proposition 3 il suffit de la démontrer au voisinage
de chaque point du réel donc il suffit de supposer que Q est un cube.
Nous faisons maintenant I’hypothése de récurrence suivante:

la proposition 3 est vraie jusqu’a (I—1) (et pour tout m,U ).

Cette hypothése est vraie pour [=2. Soit donc ¢; ..j _ une cochaine
0

n—z
de cobord ¢, . ;et ¢_, . _;. Nos hypotheses signifient:
l l
_ Y\ — h+1 A — 1 k+1 A
<P1,...,l__4.(( ) cP1,...,h,...l ) <P_1,..,_.l ( ) (P__|,..,_k,..,_.l
h=1 k=1

-
0= Z (—1)8 (Pjo“‘fg"‘jl_i si (jo...jg...jl_,) differe de (e1,..,el) e=+1.
g=0

Admettons pour 'instant qu’il soit possible apres restriction ' du cube de modifier

la cochaine @; _; ~en sorte que toutes les composantes telles que NEX!
0 —2

soient nulles. Aprés une telle modification il vient, en particulier

n—2

h A —
D 09y Gy 2 =0

h=0
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Alors considérons 1’espace:

I:[Cl—1 X {zl|yl>0}] n Q'] x U=Q"
les deux fonctions q;:’,___,l_, = ‘P1,...,z+(—1)I<P,,...,(l_1),f

¢i1,.."_(l~1) = (_ 1)l(P_1 )" '1_(l—1)7i

donnent dans cet espaceun (l—2)—cocycle durecouvrement parles P4 N Q™" j<n,
cobord des ¢jo"'j;z"'jba = P Tyl

Dong, par I’hypothése de récurrence ¢  ;, et (— )lnl,oi1 . ~(l-1) sont prolon-
gement analytique 'un de l’autre au v01smage de ® n CH" dans Q'* il en est
de méme dans Q7.

Examinons le cas de ¢, “_,i‘. Cette fonction se prolonge dans P_; au
voisinage de 1’origine, mais alors,, comme elle est holomorphe dans P,n...NnPj_,,
ou voit immédiatement par utilisation itérée du théoréeme des polydisques qu’elle
se prolonge au voisinage de l’origine dans (C'n Q) x U. Done, comme
<p1,,,,,l+(—1)l<p1,___,i se prolonge au dessus de I’hyperplan réel y,=0, ¢, . ; elle
méme se prolonge au dessus de cet hyperplan. Ceci ayant lieu par tout l, la
fonction ¢, .. ; se prolonge au voisinage de l'origine dans le complémentaire
de P_, .. _p, donc finalement au voisinage de l’origine en utilisant & nouveau
le théoréme des polydisques.

Enfin on a les égalités:

A

@1, g+ (=Dl . T=0, 1
otyd H (=Dl . T=9, .1

dou @, =0 .. T+ (=DM, T=(—1)""[e, .1+, 1]

soit: <p1,_,,,l=(—1)l+‘<p_,,m,_l, ce qui achéve la récurrence sous réserve d’avoir

montré la possibilité de la modification.
Soit 6=(i,,...,n) un multi indice différent de (1,2,...,n).

Dt iyen =0 ()

(*) Nous noterons le cobord de cette facon ambigue, dans ce qui suit.
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Considérons ’ouvert:

[UJR”nQ]xU:QG

JEs

les Py, forment un (l—2)—cocycle du recouvrement de €; par les

(P;nQ)xU et on peut appliquer le lemme, donc on peut trouver une (l—3)

cochaine (Pcrh:k telle que
Ei@jjﬁwazw%mgwm
k

aprés restriction de Q a Q°. Si on retranche a la (I—2) cochaine des Pjseennd
[} —2

le cobord de cette cochaine prolongée par 0, on aura une nouvelle (I—2)—cochaine
telle que tous les @, ,__Z‘h_,_n soient nuls. En fait nous exigeons seulement ¢; s =
0 1]

On suppose que, pour une partie P de I’ensemble des indices, on a pu trouver
une restriction QP de Q, des o, ""{h""’\‘ tels que,
0

peP entraine Z =+ cp_“fhmg =0 p=(tq...1p...7)
h
et tels que, pour tout ceP, on puisse trouver des ¢° tels que

A _ L st A ol G oA A A A
<P...zh...n Z - ‘P...lh_,.tk... <P...Lh...n <P...lh...n
h

sur QP nU.

Soit ¢ un indice n’appartenant pas & P; il nous faut montrer qu’il est
possible de prolonger ces données & o. Désignant parA(jo.,...,jn_z,n) cet Aindice,
nous admettons que pour tout kA=1,2,....k (Joy--rjpr--s8) = (Joreres—Jpse+->10)
avec (Joy...y—Jps---N)EP.

Nous noterons par o 'indice de P ainsi associé.
D’aprés notre hypothese on a:
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C’est a dire que, il existe grace au lemme une restriction du cube et ¢%%: tel que

(1) °— %1 =3¢%% ou @6’01:9“3\1“'}}(“'?1"'

pourvu que ¢°—¢% soit un 1-cocycle au moins et un (A—2)—cocycle relati-
vement a la dimension C?*.
Sur cette restriction du cube on peut donc modifier ¢° en sorte que

(3¢%%)..j..a=0, c’est & dire que qf’JA‘ﬁ :‘P?.'.;’...ﬁ = Q..jy..0

Alors, appliquant encore le lemme, il viendra:

(2) (Po',cl; (6,6,,1)

P au prix d’une nouvelle restriction.
wFh

De méme on peut modifier ¢° en sorte que (8<p°,°z)mf2“_ﬁ=0, soit alors
sur la restriction associée

, 6,0 (6,6,,2)
@) ST
Ces deux cochaines interférent par leurs composantes ¢%° ap et %% P
Y TEARS PIEK EEES FRLN PLU

pour les modifications en cours. Donc, ajoutant a ¢%90: le cobord
8((?0)6292 — (PG’G171) = BCP(G’Gth)

on trouvera que ¢%° .,
LY JXREY PIRRY ()

modifications simultanément, et:

g 0.
R Sk S

sp Ce qui permettra de faire les deux
.

G,04,0. G,6,,6,,1
3 :/.17 21‘\ A R :8 3% 1392y
(3) N JOUR PO N ?

. . .. . G,0,,0
grace au lemme, au prix d’une nouvelle restriction, puisque 8¢ ’ JJ’ zf ~a=0.
cofyoas fases

On recommence avec l’indice j, et de la méme facon on peut trouver

(90161 _,62 cpcycz)o:!
permettant le prolongement.
Mais il viendra — ¢®%%2, &, = §%%1%1
...]1...13...h ...... n
(PG’G/%’G:A A A = 8 U’Gzaoa,z
"'jz"'ja"'h" n i



262 A. MARTINEAU

au prix d’une nouvelle restriction. Et en ajoutant a ¢%9%»% le cobord de
901,051 — %,92,05,2 = 901,02, on pourra faire en sorte que

G,0,0
,ga,} A

¢,04,0
H) ’;’ 3{\ A A = CP A
...]1...]2...]3...71

...]1...]2...]'3...",

et la cochaine correctrice satisfera a

6,64,0,,0; — £,.0,04,64,0,,1
(4) SRR =0 :
aprés une nouvelle restriction d’apres le lemme, etc., de proche en proche.

Il faut voir que ce processus est possible, donc qu’en (1), (2), (3), (4),-..
on peut appliquer le lemme.

D’une part, la dimension A diminue d’un cran a chaque opération, donc
la condition vers le haut va rester satisfaite. D’autre part ¢%°n-% doit étre
au moins un 1-cocycle. Il faut donc k+1<! d’ou k<I—1 ce qui est vrai
car nous ne modifions que les ¢ relatifs aux indices différents de (1,2,...,+1) et
de (—1,—2,...,+1). En conséquence il est possible de prolonger les données
a o, donc la correction est possible. C.q.f.d.

En remarque finale soulignons que ’apparition du signe (—1)"™" est liée
au fait que l’application (y,,...,y;) > (—¥,,...,—¥y;) change l’orientation de @
si | est impair, et ne la change pas si [ est pair.

Si f,,...n est défini dans EXx:iI' et f_, . ._, dans EX(—iI') elles sont les
restrictions d’une fonction entiére.

Soit Q un convexe, voisinage complexe de ®, de la forme ® XxiQ,, et
recouvrons le complémentaire de zéro dans £ par une famille finie (provisoirement)
de demi-espaces P;, et soit I' un cdne fermé strictement convexe dans E.

Nous disons qu’un cocycle a son support dans ® X:iI' si <pi°.__in_1;é0

seulement lorsque P; n...N P; N Q<.
o n.

—1
Nous désignerons sa valeur au bord par 3¢. Je dis que 3¢=0 entraine

¢=0. En effet, ajoutons & notre recouvrement par les Pj,les P_j=—P; et posons
P..mip... =0. On obtient évidemment encore un cocycle et qui a méme valeur

au bord que le précédent. D’apres le théoreme général du Edge on the Wedge
il existe des ¢; ; tels que
0 n-—2

.1
. . = - Qs ® .
(PLO...Ln_1 z -+ ‘Llo"‘Lk"'bn—!

Si on se restreint au sous-ensemble des indices t,,...,l,_,—lgy...,—ip_,, ON €N
’ . ) \ L ’ ’ -
déduit d’aprés la proposition précédente que Pi iy, =0.
D’ou la

ProposITION 4: Sous les hypothéses géométriques précédentes, I’application
¢ —3¢ est injective.



CuariTRE IV — DEMONSTRATION DES THEOREMES FONDAMENTAUX

Ce chapitre est consacré a la démonstration des théorémes fondamentaux
trois et quatre du chapitre précédent, et & celle des lemmes de ce chapitre que
nous n’avions pas encore faite.

Tirant les conséquences analytiques de la méthode suivie nous démontre-
rons en fait des théorémes de représentation plus généraux, montrant qu’on
peut introduire dans les données et les solutions des «paramétres».

Par exemple le théoreme de représentation & une variable est celui-ci
(chapitre I): Si Q est un ouvert de C et si T est une distribution définie sur Q n R,
il existe une fonction holomorphe dans (; R n Q, prolongeable a Q en distribution,
dont la valeur au bord est 7. Mais la méthode de démonstration utilisée conduit a:
si Q est un ouvert convexe de C X /RP et si T est une distribution définie dans
Q n (R x/RP) il existe une distribution ¢ définie dans ( R (’ensemble des points
de Q(x,,y,,x,,...,xp) avec y,#0) prolongeable a Q, holomorphe en (z,,y,) dont
la valeur au bord soit T.

Nous énoncerons de fagon précise toutes les généralisations de ce type mais
nous n’indiquerons pas les modifications a faire aux démonstrations de résultats
antérieurs que nous aurons a utiliser laissant ce soin aux lecteurs intéressés et
sceptiques

1. L’isomorphisme A

a — Nous considérons un recouvrement U d’un ouvert Q de C"xX U
ou U est un ouvert de RP par des ouverts Q, de la forme @, X U et nous faisons
I’hypothese simplificatrice suivante

cas de D': Pour tout compact K l’ensemble des « tels que J#K n Q,
est fini.

cas de §': le recouvrement est fini.

On désignera par F dans la suite, la donnée pour chaque ouvert 0 de C"x U
des formes de type (p,9) en dz,...,dz,,dzZ,,...,dZ, avec m<n, a coefficients
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distributions définis sur 0. C’est un faisceau qu’on appellera de fagon générale
faisceau de formes distributions. On a alors le lemme suivant dont la version a) est
bien connue.

LemMmE: Si F est un faisceau de formes différentielles a coefficients distribution
sur C"X U:

a) la cohomologie de Cech de U @ valeurs dans F est triviale.

b) la cohomologie de Cech a croissance localement lente (*) de U a valeurs
dans F est triviale.

¢) la cohomologie de Cech @ croissance lente de U & valeurs dans F
est triviale.

DEmonsTRATION: Je rappelle tout d’abord la signification de cet énoncé
condensé.

On suppose donnée dans toute intersection Q; ...i, Bon vide d’ouverts du
0

recouvrement, une forme «; ; du type choisi a coefficients distributions sur
.

-1

k
Q; iy avec la condition:

0
(=Dro: =0
Z( ) oty Yot
k
dans chaque € iy non vide o; iy dépendant de fagon alternée des
[} +1 0
indices. Alors, pour tout £>1, on peut trouver des formes distributions &; . ;
0o —

de méme type, a coefficients distributions définis dans les Q;  ;  telles que

o Yk~
Y Y 7SRO
Z( 1)('0]0...][...]]{ wJO...Jk
{

Dans les cas b) et ¢) on ajoute aux données et aux solutions la condition que les w
et les @ ont leurs coefficients localement a croissance lente (resp: a croissance
lente) le procédé de démonstration est classique, [E] page 60, mais doit étre
reproduit.

«) Il existe des fonctions ¢, indéfiniment dérivables sur C" x U de la forme

$o(2). 1(u), §, ayant son support dans Q. ,9, >0 telles que: ?cpa=1.
d

74

(*) Relativement a Pouvert Q.
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B) Posons &, ., = (—1)kzm°‘o"'°‘k—1°‘ . Py

o Th—1
o

Cette somme a un sens dans Q, oy
0 -

En effet, si Q est un ouvert relativement compact, dans Q le nombre des «

tels que Q, N Q£ G est fini, dans Q N Q, ey le terme w,, oy o+ P @ UN DS
0 —1 0 —1

en tant que distribution définie dans Q, ey el st w, ey est la restriction
(1] —1 0 —1

d’une distribution définie dans tout Uespace, il en est de méme pour o, oty Pors
0

dans le cas de § c’est analogue

k
v) Calculons ? (—1)h<5OC & oty dans an_”a

Ly o %R
h=o0

Crest (—1)* Z ((—M Z O cpa>
— Z <Z (—1)kﬁ)a°.,.&h...ako¢ : <Pa>

o h=0

vu la condition du cocycle, et comme les termes o, sont définis

o...ah-..aka' (PCZ

sur Q, o et quon a:,
ok
k
~ k
Z (_1)hwa Oth ockoc + ( 1) +1(’~)oc°...ock - O
h=0
o k k
1l vient: (——1) (Z(—i) (Poc> mao'“ak = ‘-‘)mo...ak

24

Ceci démontre le lemme.

b) Des cocycles de Cech aux formes.

Soit ¢; iy un k-cocycle du recouvrement Y a valeurs dans le faisceau
[}

07 (O'(C™*x U)) (localement a croissance lente, resp. & croissance lente) c’est
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a dire la donnée pour chaque ouvert Q; ; d’une forme de degré p en les
0
dz,,...,dz;, & coefficient dans le sous espace de D'(Q; "'ik) formé des solutions
0

. . . 0 0 Gl
du systéme d’équations — I'= — T = ... = —
az| azz aZl

croissance lente, resp. & croissance lente). Alors on peut trouver des Tj

T =0 (et localement a

o ks

formes distributions telles que 87); : =o: .. Onformed, T; : =: : .
1 1bution qu ( )Lo...zk CPLO...Lk l JO“.‘II(—1 CPJO'“"’(—1

Alors 1l vient

[+]

he. ~ . g7 R ..
z(_i) CPJO...Jh...]k ‘—dl CPJ°~~~]k"—O dans QJ e
h

et on obtient une forme de type (p,1) suivant les [ premieres variables. D’autre
part, les dérivées partielles de distributions prolongeables (& croissance lente)
sont prolongeables (& croissance lente). Le lemme et cette remarque montrent
que T va satisfaire aux hypothéses de départ (hypothéses que nous

noterons H,(x=1,2,3)). On peut alors décomposer les P en des
(1]

-1
T; . ; @7);j . = Qi .j en conservant les hypothéses H . On forme
o k-2 0 J

e et

d’ou

S(Pjo...jk_1 =d %oy = dy dy Tjo...jk_1 =0

Donc les Yo drs sont telles que dz/@jo"'jk_z: 0, sont des formes de type (p,2),

et forment un (k—2) cocycle du recouvrement satisfaisant a I’hypothése H , de
départ, et ainsi de suite; on obtiendra finalement au bout de ce processus dans
chaque Q, une forme ¢, de type (p,k) d; fermée satisfaisant & I’hypothése H,
de départ, avec, si Q. N QB;&@ , %—cpﬁ=0.

Donc, par recollement, on obtiendra une forme ¢ d; fermée de type (p,k),
définie sur Q et satisfaisant a I’hypothese H, de départ.

Modifions i i satisfaisant a4 H, par ¢; ---ik=(36) un k-cobord
0o [}

iyl

du recouvrement tel que chaque Oj i satisfasse & H,. On peut décomposer
0 —1

¢+380 par Tjo"'jk—1 + ejo"'jk et alors,

—1

a (Tjo...jk_l + ejo"‘jk—1) =d, T;

JO'”"k—I
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D’autre part, si on considere deux décompositions

T . et T2 . ona: d;(T" . —T%* . )=0
0""11(—1 Jo""}k_1 l( JO""]k—1 "0”"]](—1)
donc sim k=1 T!'=T*. Pour k>1 on a T! . =T%* . 430
]o ]o JO“"’k—I "o""’k_1
d’ou d”"T! . =d"T*? . +438d"’®). Ceci montre que I'application de la
Jo"'Jk—1 "o"'Jk—1

classe de cohomologie (avec 1’hypothése H,) de o; A dans celle de ¢; iy
0 0 —

est bien définie. Finalement, ¢ sera définie modulo une forme d”’® ou ® est de-
type (p,k—1) et satisfait & ’hypothese (H,).
Nous avons ainsi défini une application A de

HYW;0P(D'(C"x U)))  dans H*(Q;0P(D'(C"x U)))

1o (U5 —>) dans H’;loc(Q;—ﬂ

k
de HY
de Hﬁ (U ; —) dans Hf, (Q; —)

Cette application est classique (du moins dans le premier cas) [K] page 213.
Montrons maintenant que 1’application A est inversible sous certaines hypothéses
sur U. Nous aurons alors montré un isomorphisme de Leray entre ces groupes.

Nous appelerons processus de Weil (*) le procédé récurrent de construction
que nous venons d’utiliser et le procédé inverse qui va suivre.

Soit ¢ une forme de type (p,k) et satisfaisant & une hypothése H,. On
désignera par ¢; la restriction de ¢ a Q. Sidans Q; il est possible d’intégrer les
formes d; fermées de type (p,k) et satisfaisant & H,, en conservant cette propriété
on désignera par T; une primitive. Formons dans Q;, =Q, nQ; la

01 0 1
différence des primitives o; ; =T; — T; =@87T); ; On a djg;,; =0
0 1 0 1 01 0 1
et (3¢) =0. S’ est possible, dans chaque Q; ; d’intégrer les formes d;
01
fermées de type (p,k—1) satisfaisant & H, en conservant la condition nous
désignerons par T; ; une primitive de ¢; ; dans Q et nous formerons
0 1 01

)
01’2

10511

=8T=T; ; —T; ; +T; ;. ¢;.;,; et une forme de type pk—2, dj
0 1 0 2 1 01

@ . . .
LOQL” l2 ) Lz

(*) A. WEIL — Sur les théorémes de De Rham. Commentarii Math. Helv. 26. 1952.
pp- 119-145.
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h=2 h=2
fermée car djp; ;; = Z(—i)hdﬁi Fi= > (—=Dre;;; =0, est un 2-cocycle
012 oh2 oh™
h=0 h=0

du recouvrement, c’est a dire Z (—1)ho; "'fh"'i =0 dans Q; ;, et satis-
[}] 3 3

0
faisant & H,, etc.... On aboutira en fin de compte a un k-cocycle du recou-

vrement a valeurs dans Of (D'(C"x U)) satisfaisant & H,. Ceci a condition que

dans chaque Q; ; lintégration des formes de degré (p,k—h)d; fermées et satis-

N}

o h

faisant a la condition H, soit possible en respectant cette condition. Et il est
clair que le processus décrit est I'inverse du précédent. Siles Q, sont convezes,
les intersections finies de ces convexes le sont aussi, donc d’apres le théoreme I

chapitre II (Appendice A) les hypotheses sont satisfaites.

THEOREME [: St le recouvrement U de Q est un recouvrement convexe alors
Uapplication A établit un isomorphisme entre

a) HYUW;0P(D'(C"x U))) et H*(Q;0M(D(C"xU)))
b) entre Hf;loc’-D,(u;Of('D’(Cnx U))) et H;{loc,D’(Q;Of(DI(CnX U)))
c) entre H;‘(u;o{’(z)'(c"x U))) et H;‘(Q;o{’(v'(cnx U)))

Pour I=n, RP = {0} le théoréme I chapitre II suffit et I’isomorphisme % nous
conduit en b) et ¢) aux solutions des théorémes classiques. Le renforcement de
ce théoréme démontré dans l’appendice A est nécessaire pour le cas général
icl considéré.

2. Les théorémes de représentation

a — Forme abstraite (et incompléte) des théorémes de représentation

Nous considérons un ouvert Q de C"x /RP rencontrant /R™ suivant un
ouvert ®. Nous recouvrons Q N ( § ® X /RP) = Q' par une famille d’ouverts Q;
formant dans le cas D' un recouvrement localement fini, dans le cas §' un
recouvrement fini. Soit Pi..i, UD (n—1) —cocycle du recouvrement de Q' par

les Q; & valeurs dans 0,(D'(Q)) et prolongeable.

Le processus A associe & ¢;  ; une forme o de type (0,n—1) en
[} n—

dzy,...,d2,,dZ,,...,dZ, & coefficients distributions sur Q' et prolongeables a Q.
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Nous prolongeons  en une forme o définie dans Q et nous calculons d"w. La
forme d”® est de type (0,n) d'’-fermée et a support dans Qr=Q n (R" x RP) .

Il existe un isomorphisme p du groupe HnD’ a (Q;0,(D'(Q))) sur D'(QR)-
~iR
a savoir que dans la classe de o il existe une forme T'(z,u)3(y)dz et une seule,

p(w)=T(z,u). Nous désignerons par valeur au bord de (¢; ..; )8e; . ; ,la
0" "tn 0" '

S\ N
distribution (—;) T(zu).

On a donc la

ProrosiTion 1: Si le recouvrement Q, est convexe pour toute distribution
T(z,u)eD'(QR) il existe un cocycle ¢; .. ; de valeur au bord d¢; . ; =T.
0 n—1 0 1

s\
b) Démonstration de la formule (é) 8 =podohom

Nous nous plagons donc dans la situation suivante: Q est un ouvert de
E X iE ou E est un espace vectoriel réel, de la forme ® X 10, et le complémentaire
de © dans Q est recouvert par des convexes réguliers © Xi®; ou les ®; sont en
position générale, et en nombre fini. Enfin, restreignant éventuellement O,

nous supposons que 3a®; N ...N 30, =4+ O (aprés choix d’une orientation).
[} n—1

Alors, si ¢;...; est un cocycle et si T; , est sa valeur au bord, prise au
0 n-1 0 n—

sens habituel, au chapitre III nous avons appris & déterminer des nombres

entiers «; . ; et nous avons désigné par 3¢ la somme Z“i g T
0 [}

n—1 n_ Lo"'in—1 )

D’autre part dans a) nous avons défini 3,¢. Il nous faut montrer I’égalité
3=3,. Pour cela commencons par remarquer qu’il suffit de vérifier I’égalité au
voisinage de chaque point de ®. Mais ¢ étant prolongeable, au voisinage de

chacun des points de ®, et le recouvrement étant fini, il existe une opération
o o

. . o' on .
de dérivation complexe D = T et un cocycle F(z) continu
z‘l Zn

jusqu’au bord tel que, dans chaque ouvert Q; , onaite;, ., =DcF; ;
0 n-1 [} n-1 [} n-1
a()(.1 ao:n
Nous désignons par D l'opérateur —~ ... —~ On a: dp=DR(3F).
ox, o0xn
En effet, considérons le processus de Weil.
Si F. . est le cobord de ®; ; DpF; . ; sera le cobord
LO Ln-1 0o n-2 0 n-
de D/Rejo"'jn-z: jo"'jn-z et sl Fio’”in-z:d 6jo"‘jn-z on aura: D/RFio"'in-zz
:d”Tj___j , et ainsi de suite donc si @ est une forme de degré 0,n—1)
1] n.a

associée & F Dp® sera associé a ¢ et si @ est un prolongement de
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® Dpr® sera un prolongement de DR®. On a: d'Drd=DRrd’'® donc

Drd"'® sera dans la classe de 3p. Remarquons maintenant que DR opeére
o,n

dans H%',@(Q;O). En effet, si % est une forme a support dans O, DR o est

o,

o,n on
a support dans O et d" o =0 entraine DRrd" o —d”D/R w = 0. En outre

on o,n
i =d" % alors D o=d" D/R 5 et D étant une application linéaire il s’en

o,n 0 n o,n 0, n
suit que ® = &’ entraine DR ® = DR @ , ce qui montre que DR opére dans

les classes d’equ1valence. Alors pour connaitre le comportement de D il suffit
d’opérer sur les formes 7'(x)3(y)dz et DR (T (x)d(y)dz)=DRr I'(x).8(y)dz donc, DR

ainsi défini dans H.D o(£2;0) est transporté par 'isomorphisme 7(z)3(y)dz — T'(z)

en 'opérateur DR usuel.

Nous allons vérifier la formule pour . Si U est un ouvert, nous associons
a [lgy..-,tn-11€L°(U) 1e prolongement canonique F de F a U c’est & dire la distri-
bution définie par

ou 1o .1 ...1g =1g ., 1. désignant la fonction caractéristique

L 2 p-q 0 " ln-y l

de l'ouvert ;. On obtient alors un homomorphisme par prolongement
Z — linéaire, de C°(U) dans le groupe abélien D’'*°(U).

A aQ- N ...N o [io...i 1nQ: n...nQ; dans U nous associons
n-1 J1 k

(d"lgi AR /\d"iQ )F 1q. j qui est clairement défini, F; ; se
0

oy Jy-Jg 0 n-1
prolongeant par continuité. D’ou un homomorphisme de Ck( U) dans D'%K(U) que
nous noterons Y.

Au prolongement canonique de aQio n...nN aQin[io---in-i] NQj;Nn..n th
0

dans Q nous associons le prolongement canonique de

d'g A..ANd"lq .F.lg

Yo 'n Jo"Jn

a Q. Cette opération commute avec Y;. Enfin on a v,V =d"ovg.

Alors, si [i,...1,_,] est le cocycle canonique et si «® est tel que (3a°); ..; =
0o "tnay

=[ig...ln.,], V&* =B',a' tel que Sa' =f',ya' =f2... on pose: wy="Y,%, D =
=Y1617m1='{1°‘1 &2=Y2B2,..., et on a:

3wy = Yoo = YoO%o = Yollo-+ In-y] = Fio--.i

n-1

A" wo= d"Yoto =1Vt =1,8' = &, , etc....
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Donc wg,6y,... sont les termes d’un processus de Weil. Et en derniére

analyse on trouve:
i n
(5) D sy, - Figesy 2P0

D’oit: s,zr:?ai._,i F, ;, =°F
Ly 0 ma o

n-1

La formule étant vraie pour F l’est de ¢ en vertu de la commutation de
D avec p et le processus de Weil. Donc, localement 3,=3, en conséquence cette
égalité est vraie globalement. D’ou la’

ProposiTioN 2: Lorsque 8 est défini (c’est a dire quand les hypothéses
géométriques énoncées plus haut sont satisfaites et qu’on a en conséquence choisi

. n
des coefficients «; . ; ) on a la formule (—;—) d = podohoT
(/] n-1

Notons du moins en premiere conséquence

d¢ ne dépend pas du choix des entiers o; _ ;
0 n-1

les théorémes 3 et 4 du chapitre précédent sont aussi démontrés.
Ils ont en corollaire la proposition suivante

ProprositioNn 3: Soit ©® un convexe de E,Q un voisinage convexe de ©
dans EXiE de la forme ©®Xi10,. Recouvrons le complémentaire de lorigine
dans E par (n+1) —demt espaces ouverts P,,...,P,. Alors désignant par
Q; Uouvert @Xi(P]- N O):

a) pour toute distribution T de D'(0) il existe (n+1) fonctions holomorphes
fo..h..n définies dans Q, j..n localement d croissance lente dans chagque

Deux solutions différentes f et f' différent d’un cobord localement a croissance
lente, c’est a dire que

n-1
fii —fii = D>EDrep b
Lo"'ln-1 Lo""n-1 1_0... AL
h=0
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ou @; ..; .. est holomorphe dans £ "'iAh‘“i et localement a croissance lente
0 h n-1 0o n-t

dans cet ouvert.

b) si TeS'(®), on peut prendre les f, ;. n dans §'(Q, 4 ,). Deux

solutions différent d’un cobord a croissance lente, c’est a dire que ¢; "'fh"'i
0 n-1

holomorphe dans Q: | appartient a S’ (Q; 7 ; ).
olomorp ns Q .i..i, ~app S lo...;h...znd)

Cette proposition est une particularisation des théorémes 3 et 4 du
chapitre III.

REMARQUE: (i,...1,,) étant donnés il est possible d’effectuer un change-

ment de coordonnées en sorte que P; devienne Q1={z|y,>0} p;
0 n-1

devienne an{z|yn>0}. Alors Q; "'ih"'? devient
0

n-1

[/R"" X <(Q1 X ... X Qn_,)> X C]:H

si ®=0,=/R". Une fonction holomorphe dans H et appartenant & $'(H) est,
on le voit aisément, un polyndéme en z, P(z,; $'(/R™" X QX ... X Qy_,)) & coeffi-
cients fonctions holomorphes & croissance lente dans R™'Xi(QyX...XQ,_)-
On a aussi les propriétés suivantes:

a') Si O,c @, et st o; ; est un systéme de fonctions représentant T,
(O

définies dans les Q; ; =0Xi(O,n P;

0" n-y 0 n-1

fonctions représentant T, définies dans les Q’io"'in = Oxi(®, N Pio"' in-1) alors il

existe des ; "'?h"'i localement a croissance lente définies dans les €; "'fh"'i
[} n-1 0 n-1

), st ®'i .i _ estun autre systéme de
-1

telles que

/! A
' ;. =9 ; T+ Dl
lo...ln_1 (Pl,o...l,n_1 (‘plo h N1

h=0

by St T est dans §'(®) on peut trouver des 41i...2\h___i telles que
0

n-1

o Ny se prolonge analytiquement dans £;  en une
Piviyy T 2 Wity prolong ytq iyl
h=0
onction de §'(Q'; .., ).
i S @ )
Nous avons donné ces propriétés a titre de commentaire. Soit I une
distribution définie dans un ouvert Q de C" X /R? et holomorphe des n-premiéres
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variables. Nous avons vu que localement c’est une fonction holomorphe des n
premiéres variables & valeurs distributions des p derniéres (*).

Donc on peut fixer (y,,...,4,) et on obtient une distribution des variables
réelles (z,,...,Zp,Uy,...,u,) définie- sur Q N W(y,,...,yn), ou W(y,,...,y,) désigne la
sous-variété linéaire de "X /RP définie par im z,=iy,,..., im z,=1y,, qu’on peut

noter Ty oy (x,u). On pourra définir la valeur au bord «élémentaire» si Q
1 n

est de la forme Wxil' ou I'={z=(2,...,2,) | ¥, > 0,...,yp >0}, W un ouvert

convexe de R"™x/RP, par O(z,u) = lim T, .y (x,u). La question étant
y‘l’-'-syn_>0 ! n

locale on peut méme supposer que W est de la forme W, xW,. Si

geD(Wz)fcp(z; u) . glu)du est une fonction f(z) holomorphe de la variable z pour

zeW,xiI' et si la limite indiquée plus haut existe, alors

lim 0 f(x1 +iy17"'7xn+ "yn)

YisoesYp=>

existe et c’est:

JB(x,u)cp(u)du .

On peut se contenter de cette valeur au bord élémentaire. Montrons que si
T(z;u) est prolongeable en une distribution des-deux variables z et u alors la
valeur au bord élémentaire existe. En effet ceci veut dire qu’elle est dérivée
D3 D72 au voisinage w,Xw®, de tout point frontiére d’une fonction continue,

donc la distribution fcp(z;u)g(u)duzf(z) apparait au voisinage de ce point, pour

toute geD(w,), comme & croissance lente au sens distributions, donc au sens
fonction ce qui assure l’existence de la limite, uniformément en g lorsque g
parcourt une partie bornée de D(w,), ce qui fait que:

o —> lim f@,+iyq..2p+iy,)
y1,---;yn_>0

est continue a valeurs dans O’(w,) donc que

lim f@(z;u)g(u)duzjT(x,u)cp(u)du ou T(z,u)eD’(w,X w,)
Yqo o Yy—>0

(*) Est laissée au lecteur la vérification de la réciproque.
18
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En fait on vérifie aisément que la limite est atteinte fortement. Ceci permet
d’énoncer le

TutorkME II: Soit ® X U un ouvert convere de E"X FXG ou E" est un
espace vectoriel réel de dimension n, F un espace vectoriel réel de dimension finte,
G un espace vectoriel complexe de dimension finie, ©® convexe de E™,U convexe
de FXG.

Constdérons un voisinage convexe de ® X U dans E™" X tE" X F X G de la forme
O X 10, X U et recouvrons le complémentaire de lorigine de E" par (n+1) demi-
espaces Pj. Désignons un point de ® X U sous la forme (z,u,¢) z étant sa projection
sur E"xXiE%u sa projection sur F,0 sa projection sur G.

Alors a) pour toute distribution TeD'(® X U) holomorphe en v<i. e. %‘% =0>
on peut trouver des ¢q.. h...n(z;u;0) distributions définies sur ® X (i(Po,fL,;;, N @o)) x U
holomorphes en (z;v), prolongeables en distributions sur O XiOQ,X U telles
que, désignant par T, . h.. .n(z;u;e) la valeur au bord de @, 4. .n(z;u;0)
(lim Qo h...n(@tiy;us0)="To. i nlz;us0) on aif
y—>0

Deuzx solutions différent d’un (n—1)—cobord ( prolongeable).

b) si TeS' (OxXU) on peut prendre les ¢o. .. .n(z;u;v) dans
§'(@Xi(Po...h..n N Bg) X U).

On peut aussi généraliser, bien entendu, les énoncés des théorémes trois
et quatre du chapitre III.

3. Calcul de la cohomologie 4 support dans un produit de demi-espaces

fermés

Considérons un cube Q défini par les inégalités | ;| < A]-;|y]-|<Aj dans
C™ et désignons par P; le demi espace y; >0, puis par P le produit P=P, X..XP,.
Soit I'=Q n P. Nous nous proposons d’étudier la d’’—cohomologie de Q a sup port
dans T' relativement a certaines formes distributions.

Soit U un convexe de /R®x C™. Nous considérons le complexe KL, des

formes de type (p,8) en dz,,dz,,...,dz,,dz, a coefficients distributions dans QX U,
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holomorphes des m derniéres variables complexes, muni de ’opérateur d’’ des n
premiéres variables complexes (mais aussi de l’ensemble des n+m variables
complexes qui interviennent), ces coefficients distributions appartenant éven-
tuellement a §'(Qx U).

Dans le premier cas nous noterons les groupes associés par

HL, o(Q;07(DH,(U)))
dans le second cas par

Y, (2307 (D,HAD)))

. P9 , , .. N
Soit poo une telle forme et d’’ fermée. Sa restriction jZ)qa intérieur de I'xX U

est une forme distribution localement a croissance lente (a croissance lente)
P,

et d’’-fermée. D’apres l’appendice A on peut trouver @ du méme type,
P,q—1 , _P:q—'
définie dans l'intérieur de I'X U et telle que d"’ &' =TI SiTG est un
p,g ,
prolongement de cette forme a Qx U et a support dans I'x U, d"” & — R est

\ .p’q . ’ L
congrue a ‘o mais est concentrée sur la frontiére.
Nous désignerons par «, le bord de C"' x P,,. Si T est une distribution, qui
au voisinage d’un point M de =, X U a son support dans =, X U, on peut la mettre
dans un voisinage de ce point sous la forme Z Ty(24y- 1243 Tns u).S(h’(yn) ,

décomposition d’ailleurs unique.

) 1 G .9
Alors, d — = — il vient:
ors, de %z, 5 < ot +1 o ) il vient

1 /8T i
T, . 3M(y,) = — (—") - 30y + - Ty - 3%40(y,)

oz, 2\ oz,

Une forme de type (p,q) d”’-fermée, a support dans =, XU, au voisinage de M
dans w, est donc cohomologue & une forme ' obtenue en remplacant le terme

. A dz,

z T3(z1yeer2p g3 %03 8) - 8Py,) . dz; A ... ANdz;  Adz; A ... N\dz;
. 0 p-1 Jo Ip
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par:

h
Z(i)h (——?—> T2y s2pq 3 Ty U) S(yn)dz,;o AN A . dz,

- ox,,
C’est a dire que ' s’écrira sous la forme:

. dzio/\ AN dzip-1 AdeoA /\d%

: Lo---Lp_i,]o...]qq

q-1

SE z Th kbt (BesZn3%ns8) - Syp)dz, A Adze  Adzg AL AdzZ,
0 " p-1’"0"" g2 0 p-2 °

les T étant holomorphes en les derniéres variables complexes.
Ecrivons que o’ est fermée (hors de U (P, n P))).
JFn
Il vient, k,,...,k,, étant fixés, donc oubliés dans la notation, pour un
terme j,...jg.,"

G G
—_1\h LA _ 1\ _ R
E( W52 Tigdydgup + D g Ty, =0

Mais la premiére somme est une distribution Ulz,,...,2,_,;2,; u)3(y,) et Tj
0

- by
0
est de la forme Tl(z,,...,z,,_,;xn;u)B(l)(yn) d’ou, pour — T ;
Zz , 0z, Jog-s
=0
I’expression:
(*)
= 3T
1 .
= ¥AGN O
2 2[ oz, +1 ] (Yn)
=0

(*) On pose T—1'=0,
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Donc il vient:

l
TNe=0, puis —agj—=—iT(l") si [>0, dou T'=0
dn
pour tout [, c’est a dire 7; . =0.
-’o"'-’q-i

En conséquence w’ s’écrit au voisinage de M :

-;_ Tio"'ip-1;jo“'jq-z(z“""z"" ' T u)dzio A oA dzip AR

%',,<...<i.p_1
j,<...<1q-2<n

o NAE A NG N B(ya) - d2y = A\ By - d

0

donc il vient: d,_,m=0

ou ® est une forme & coefficients distributions prolongeables holomorphe des m
derniéres variables complexes. Le raisonnement que nous venons de faire vaut
sur tout compact de Q, ou sur Q tout entier dans le cas de §’; dans le cas de D’
il convient de passer a la face tout entiere. Nous utilisons pour cela un argument
de Runge dont voici une description succinte.

Si K, est une suite fondamentale de compacts de €, dans (Kj n @,)x U
ol ¢, désigne Vintérieur de la face de P incluse dans m,, on peut trouver wy
de la forme =k A 3§(y,)dZ, est congrue & «. Donc wp ,—«; sur K,xXU
est congrue & zéro et on peut trouver w’ telle que d;,_,m'"* A 8(y,)dz,+wp =w},
sur K, X U; on procédera ainsi de proche en proche par recollement pour g2
mais il convient de remarquer que le raisonnement du théoréme I chapitre III
s’appuyant sur la proposition 1 ne peut pas étre utilisé. Pour g=1 cf.
appendice A et l'introduction des espaces Dy, p bage 308 pour lesquels le pro-
cédé de Runge s’applique.

Maintenant, si (g—1)>1 d’aprés ’appendice A on peut trouver une forme

P,q—ﬁ
distribution & & coefficients distributions de (z,,...,2,,,Z,,u) dans Q,xU

holomorphe des dernieres variables et a croissance localement lente (a croissance

’r 4-2 p.3-2 . . . .
lente) telle que dn_,Pco = m. On prolonge & en une distribution & support

dans la face et on voit alors que:

p,gq-2
W —d"(" & A S(yn)dzn)

est une forme distribution d'’-fermée et concentrée sur (U (m; N w;) N P) X U.
5
1F]

Cette distribution est somme de distributions o; j chacune concentrée sur
)
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m N NP et on a d’w; ;=0 hors de

U ‘n:iﬂ'n:jﬂ'n:kﬂp)XU
k3,5

. q . »4
En derniére analyse la forme T est congrue a une forme ac(Pco) du type
suivant: On se donne pour tout (io,.. ) (1o<iy<.. <Lp ) sur lintérieur

*) P -1
(au sens convexe) de chaque intersection (m; /\TC A .. /\ch NP)xU une
-1
distribution T' holomorphe des variables Zj »- zjq , et des derniéres variables
1

complexes, dont on fait le prolongement canonique a la face. Nous noterons ce
prolongement canonique par

T: - o o (T2 yeesZi e Xp il
lo"lp-i’]o"'-’qq( 1 7]°a ’Jq-a’ 1na)

la valeur au bord (r; n TN nm NN P)x U est notée
0 q-1 q

0. . . . (i
lo...lp_"_}o...]q_i(nlq)

On suppose qu’on a les relations

(1) Z(——i)he .P' oo iR J =0 pour tout (i, ..ip_1),(j°...jq)
et il vient:
(2) (o) = Z dz; A .../ %z < Z Ty denig
iO"iP—j jO"'jq—1
ol @y wBiy u)dZJ AN dqu '>

DEFINITION: On désigne par forme canonique de type (p,q) une forme du
type (2). On a clairement

PropositioN 4: Une forme canonique (2) est fermée, si et seulement si les
identités (1) sont satisfaites.
X . y. . Pt
ProposiTioN 5: §8i w est une forme canontque et s’tl existe ® d support

P pyg — :
dans I'X U telle que d’ ® = w on peut remplacer & par une forme canonique.
q p 24 p q
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DEmonsTRATION: On raisonne comme précédemment car la restriction

p:a-1 . , .
de @ au complémentaire du support de ol est d’-fermée. I vient alors le

TutEorEME III a) Soit o une forme canonique de type (p,q) d”’-fermée avec
g<n, définie sur (P n Q)X U. Il existe o', canonique, de type (p,q—1) définie
sur (Pn Q)X U ou Q' est un cube plus petit, qui ne dépend pas de w, telle que

"o'= o (¥).

Si on désigne par T’ les coefficients de w’ et 6’ les valeurs au bord
de ces coefficients ceci veut dire que

. . . =T, .
Z( ) lo"'qu’Jo"‘(Jk)"‘Jq-1 ‘o"'Lp-1’Jo"'Jq-1

pour tout i‘,...ip_1 yJos-Jga

b) Dans le cas C",Q=C"=Q’ ou encore,

HY, p(C™00(D",3,(U))) =0 si q#n
Hg,, P(C";OP(S’u#Y,v( U)))=0 si q#n
DEMONSTRATION :

Si KP(Q) désigne le complexe des formes de type (p,B) & coefficients distri-
bution dans QX U holomorphes des m derniéres variables complexes, muni de

I’opérateur d'’ des n premiéres, le noyau de I’homomorphisme de restriction de
KP(Q) a Kgloc( (l') ou (I'=(C PnQ est K{-’., c’est & dire que la suite
0K —KP(Q)—KP ( (') 0 est exacte. Les groupes de notre étude s’insérent

donc dans la suite exacte

> B (Q30P (D', (U))) > HE o ( 0ol 0P (D, #,(0))) 2>

— HE, 1(Q;07(D' (1)) > HA(Q;07(D", #(D))) ...

(*) On peut exprimer a) par la nullité d’un groupe de cohomologie locale. Pour tout
Me(m, N ... N, N P)xU on introduit le groupe ‘.}(%r;P,M(C”;OP(Du?{o (U))) limite
inductive des groupes H%/; Pnol(C™0P(D'ywHy (U))) lorsque Q parcourt la famille des
voisinages ouverts de U, et notre résultat implique ¥4 =0 pour ¢#n.
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Dans le cas de §’ on a:

o> HINQ 0P (8 Mo (U))) > HE (LT3 0P (8", Hy o 1)) >

— H{, 1(Q507 (8", Mo (U))) > HI(Q; 078", Ho o (U)) ) — ..

les termes extrémes sont nuls pour ¢>2.

On a donc un isomorphisme

0—>H$loc([]F;...)iﬂ%f,r(ﬂ;...)—>0 pour ¢>1

0—>HL ((T;..)%>HN(Q;...)>0 |

Notons que H.Ii:), p(Q;...)=0 =H§,’I.(Q; ).

Il vient en conséquence:
0— H(Q;...) > Hypoe (00T'50) &> Hiy p(Q;...) > 0

0 HYQ;..) > HS  (0al;...)—> Hg 1(Q;...) >0

la nullité du groupe H‘D',p(Q;...) (resp. H‘s',r(Q;---)) revient donc a la surjecti-
vité de (1), qui est fausse en général, mais qui est vraie grace au théoréme
des polydisques pour Q= C", ou lorsqu’on remplace les groupes H par les
groupes # (*). Dans le cas d’un ouvert Q relativement compact nous n’allons,
en fait, pas utiliser les homomorphismes 1 et @ mais seulement leur forme concréte,
c’est a4 dire que, vu la proposition 5, et les remarques précédentes il suffit de
montrer le

Lemme 1: a) Il existe Q' < Q tel que toute fonction de H°( (joT';. ...)
soit holomorphe dans € et appartienne méme au H° (Q';...) correspondant.
b) Soit B une forme de degré (p,q) a coefficients distributions dans
Col' X U, holomorphe des m-derniéres variables complexes (distributions prolon-
geables, d croissance lente dans (o)X U) et d" fermée; il existe Q' < Q, ne

(*) Nous admettons icila validité de ce théoréme pour les fonctions a valeurs vectorielles
et le fait que H(Q; D'y, #,(U)) s’identifie a I'espace des fonctions holomorphes a valeurs dans
D' H,(U). Cf. [18] pour ces questions.
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Dp,q-1
dépendant que de Q tel qu'on puisse trouver & défint dans ((I)XU a

p,q-1 ,
coefficients du méme type que ceux de o telle que d"’ & = Rt pour q+#0,(n—1).

En fait il suffit de démontrer, pour chaque n, ce lemme avec g=(n—2).
Car soit

A=P, X .. XPp XxC, =P, X..XP, X(P,, P=P,X...xXP,

Opérant comme toujours nous aurons une suite exacte

éH%l;P(Cn;OP(D’u.‘ucs(U)))QH%';A(Cn; ---)*H%';Yloc;A'(Cn; er)

o
et de méme avec §’ Hqﬁf;P(C";...)
Sachant que toute forme est équivalente a une forme canonique, on en déduit
que H?D,, A(C™";0P(D', #,(U))) est naturellement. isomorphe (i. e. compatibilité
de I’isomorphisme avec les fléches précédentes)

a Hiy o(C™07D,H(UX D))
ou Q=P x..XP,,

et on a quelque chose d’analogue avec HqD'yloc-A'(Cn""')' Si on a fait
I’hypothése que ces groupes sont nuls pour ¢g<n—1 et ¢>(r—1) il vient bien

O—>Hrll)_'1;P(Cn,---)—>0 (idem avec §')

Dans le cas de Q borné on raisonne directement et on obtient 1’analogue de ce
résultat. Maintenant considérons le recouvrement de Q—TI' formé des

P nQ:{z[yj<O} n Q

utilisant alors la procédure de Weil on voit que ce lemme est équivalent au lemme
de la proposition 3 §3b du chapitre précédent (on y avait fait I’hypothése s=0
dans les notations du début de ce paragraphe).

Admettant toujours qu’on peut se ramener au cas scalaire il faudra en
derniére analyse démontrer le cas suivant.
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Lemme 2: Soit dans C" n>=3 la famille des polydisques Q;

={|z|<p,... | l<p, znl< ez |<R} ou R >p, et soit f; une fonctwn
holomorphe définte dans QJX UonU est un ouvert de CP. On suppose qu’on a
la relation

n

Z(—i)ifj=0 sur (0, ... XQu)X U,

Jj=

alors il existe R'>p ne dépendant que de R et de p, et des fonctions f; 3
0°"Vn.3

holomorphes définies sur les Q,jo"‘jn-ax U oo Q'jo = Q’(l,__,f,__f’_'n)z

Jna

={|z,|<p,...,zi<p,...,2j<p,...,|zn|<p;|zi|<R,|zj|<R’} (8i R=00, R =)

n—1
A

telles que T(—i)hfi___&_.i =f; o (lp...ln,) =(1,...50..,n).
h=0

St les f; sont & croissance lente on peut prendre les f; ;i  a croissance lente du
0 n-3
méme ordre (*).
Dans le cas de C" et P on prendra une suite de cercles v, de rayons y,

et de centre—yy, et I'yy=C, puis on appliquera le lemme &

n
U CX..XC XyyXCX...xC
k=1 y

k=1

enfin on utilisera un procédé de Runge(**) en faisant tendre y, vers linfini;
"b"yloc/.\ (C",...) releve du méme procédé.
Pour le cas local on peut utiliser le

Lemme 3: On pose TjA)={z||z;j|<4,|y;|<A}. Soient o et R deux
nombres positifs donnés avec B>2 e(n) , p o @(n) est une fonctwn convenable
de n. On suppose qu’on s’est donné des fonctwns f (24,-- fo ______ n, holomorphes
dans [y(p)x...x T (p) X Tj(R) X T,,(p) X XTI ( ) contmues amsi que suffi-

(*) On dira que f, définie et holomorphe dans le polydisque | z, |<1 | 2p| <1 de
série de Taylor Z a,...jn z01..z7" est d’ordre k si la série z| %..j, |] -+, est corn-

vergente.
(**) Du type de I'appendice A page 308.
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samment de leurs dérivées partielles sur Uadhérence de ces ensembles, et satisfaisant

— n
d la condition Z(—l)jszo sur |—r Ty(p). Alors on peut trouver, si n>=3, des
- h=1

j - o :
fonctions fi---jn dépendant de fagon alternée des indices (ou Joy--rJn.a) =
0 -3

=(1,...,iAL,...,lAc,...,n)) holomorphes dans T'y(p) X ... X T'j(a) X ... X Ti(a) X ... X T'n(p)
o a>p ne dépend que de R|p, et continues a la frontiére, telles que

f""f"'":f"o---in-,ZZ(_thio”'fh'“inq dans T'(p)X...xXTj(a)X...xTp(p) -
h

DimonsTRATION: Les deux lemmes se démontrent par la méme idée.
Commengons par le second. On a l'identité:

1 __ 1 1 I S
(1—=z,)...(1—zy,) 1—z,) (1—z,...2,) 11—z, 1—z,
4 1 X2 1 1 1
1—=z, 1—z, 1—z,...z, 1—z, 1—z,
1 Z, Ty Tpa 1
T + 1—z, 11—z, 11—z, ~ 1—z,, 1—2,..7,

Nous désignons par v;(4) la frontiére orientée du carré |z;|<A4,|y;|<A.

1" fr(©)
On a: fp(2,-.-18n) = (——2;> ff Ch_—z_ dg
YPIx Xy (R x .. x v, (p)

CP’;’(Z) - < 21i1'c ‘)

Y@ x o x v (R)X ... Xy, (p)

On pose:

@) - Cppyo - Cn - 8448,
| (C1—Z1)(C2—-22) ° (CZ ) Ca - Cn""zzza . zn)(ckﬂ _zk+1)(cn“‘zn)

C’est une fonction holomorphe de z tant que: z;¢; pour tout J# k et tant que

(25---2,) € Ya(@) - - - YR(BD) ... Yalp). Omn oa|&,..0,|=e"*. R.
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Si z,€l,(p),..- 12, ECK(R),...,2n€TH(p) 0on a |z,...2,|<2™'. "2 . R et si on
désire R’ >p on doit avoir 2"'. R" <R donc R>2"".p. Nous prenons
donc o(n)>=2".

Dans cette hypothése cp’,: est holomorphe dans I'y(p) X... X I(R’) X ... X T'x(p)
R

ou R’ est défini par R’ =
Pour (z,...,2,) suffisamment petits on peut remplacer les contours par
Ya(p) X ... Xyp(p) X ... X yn(p)

et de Z(—i)hfh=0 on déduit les (n—1) identités

Donc les cpkh forment, pour % fixé, un (n—1)—cocycle d’un rétrécissement de
la configuration précédente. Pour démontrer le lemme il suffit donc de le vérifier
pour chacun des (pk. Montrons le pour ¢2.

On a: <Pf=Zi<P;’;

h>1

N 1 \" f1(Q)%,.. £ndl,...dE,
ot Ph < 2i-rc> f_j_: (€ —2)(Cs. . Cn—25...2,) .. .(Gn—2,)

) [
Sn

(Cz,...,cn)EGh s1 CpEYp(P) pour p#h 2:he.{h(}z)

et il s’ensuit que ¢} est holomorphe pourvu que

206EY1(0),23 € Ya(p)y- - 2p EYR(R) et 2.2 €va(p) - Yalp) . -+ - Ya(R)--Yn(p)-

S1 zyev(p)y22€Y2(R),23€Y5(p),- - ZnEYnlp) 0N a

| 242y |[< "' R < inf |G, .54
&as- - EnlED),

Donc l'intégrale est holomorphe dans cette région.
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@ est en conséquence holomorphe pour (z,,...,2,) € [Y(R') X Ty(p)X ...
et pour (z,,...,2,) € () X TH(R )X Ty(p) X ...

Donc il existe R” tel que 9; soit holomorphe dans
FyR)YX TRy X Ty(p) X ...

p<R’'<R si R>2p , on peut prendre R’ = \/ R2’P

On vérifie en outre que si ¢ a suffisamment de dérivées continues jusqu’au bord,
il en est de méme pour ¢? (par majoration de dérivées). Retranchant ¢? consi-
dérée comme une (n—2)—cochaine de la configuration restreinte & R’’ on obtient

Z (—Dke=0
h>=2
si ¢’? désigne le nouveau cocycle, qui forme donc un (n—3)—cocycle de la confi-

n
guration I'y(p) X (J[T2(p) X ... X Tj(R") X....] recouverte par les ouverts Qj,j=2
Jj=2

Q; =T (p) X Ty(p) X ... X TUR") X ... X T'p(p) .

Si on fait I’hypothese de récurrence que le lemme a été démontré pour toute
configuration

Ux | U The)x .. XTH(R"") X ... X Tn(p) ]
p=>

ou R"' >e(n—k).p, si R">=¢(rn—1).p on en déduit que ¢’ est un cobord,
donc ¢2 On voit que

n(n+1)
2
o(n) =2

suffit pour les récurrences.
Il reste a vérifier le début de la récurrence. Donc, dans le cas de j=n—3
¢’est a4 dire aprés changement de notation pour un 1 cocycle ¢?p2¢;.
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On commence par tuer ¢} par restriction. Il vient ¢i—¢2=0. Le théoréme des
polydisques montre que ¢2 et ¢? sont simultanément prolongeables dans un
polydisque UXT(R"”)XT'(R") donc il s’en suit que ¢},¢3,02 est un cobord,
cobord prolongeable au bord ainsi que suffisamment de ses dérivées partielles.
On déduira le lemme de la proposition 3 § 3b de celui-ci par un argument de
Runge (parce qu’on ne peut intégrer sur les arétes) que je laisse au lecteur.

Le lemme précédent se démontre de facon analogue mais au lieu de I'inté-
grale de Cauchy on peut employer la série de Taylor et si

On posera donc

i, <

Iy <Jg
Ik =g
I 214
et on utilisera les inégalités de Cauchy sur les coefficients. La partie a) du
lemme 1 est conséquence immédiate du théoreme des polydisques.
Explicitons le théoréme III dans le cas de C".
On suppose données n distributions

fj(x,,y,,...,'xj_,,yj_1,xj,xj+,,yj+1,...) définies pour

Y, >0,y >0 et zeR"

holomorphes des variables (x,,y,),...,(xj_i,yj_,),(xj 1Y +1)+-2(ZnsYn) et localement
a croissance lente. On suppose en outre que les f; sont localement a croissance
lente, et on note la valeur au bord de f; sur la frontiére incluse dans

Y =0 par fj(z, 20,0 0sZjs2j1000-)

Si on suppose fi(co 250,055, ) = fil-. 24,255 0,...) alors il existe f
définie pour y,>0,...,y,>0 holomorphe en (z,,...,3,), localement & croissance
lente, telle que sa valeur au bord sur la frontiére y;=0 soit f;. Si les f;
sont tempérées, on peut prendre f tempérée. C’est un théoreme démontré
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par B. Malgrange (*) en réponse & une question de Wightman, qui est donc
inclus dans I’énoncé:

Hiy p(C™;07(D', M,(U)) =0

L’interprétation de la nullité des H? pour g<n fournit de nouveaux résultats.
Par exemple a trois dimensions si nous désignons par y! le demi axe positif de
la variable y;.

Si T,(24,%,,%,) est une distribution définie pour yfx/R*® localement a
croissance lente, 7',,7, de méme et si on a la relation, pour les valeurs au bord:

T ((24y29y%3) + T )(Z4,75,%3) + To(24,%5,%5) = 0

on peut trouver 0,(x,,25,2,) , 0,(24,25,25) , 04(2,25,2;) localement & croissance lente
dans y; Xyix/R? etc... (cf figure) telles que

T\ = 0y(24,2,,%3) — 05(2,2,2,)
T, =0,(xy,2,,75) — 0,(2,,2,,25)

Ty = 0,(2,,2,,25) — 0,(2,,2,,2,)

J
)'3 f/ 13( xlyxz,z:’)
/91
6 _
2\~ /Tz (x1,zz,x3)
Y
3
y Tl(z1,x1,x3)
1
Ficure 1

(*) Pour une autre démonstration cf. un exposé de Martin Zerner au Séminaire de Physique
Théorique de la Faculté des Sciences de Marseille 1963-1964 (disponible au Secrétariat de
Mathématiques de cette Faculté).



CuariTRE V — LA TRANSFORMATION DE FOURIER-CARLEMAN

1. La transformation de Fourier-Carleman. Définition

Considérons une distribution 7T'(z,,...,z,) définie sur /R™ et appartenant &
S'(/R™). Alors nous savons que 7T est de la forme Df ou f est une fonction
continue sur /R™ & croissance lente. Il existe donc un entier positif & tel que

I'intégrale
f J ] )| dx
converge.
(14-r2)k

Désignons par I'(¢,,...,¢,) le cone engendré par n-vecteurs (V4y..+,¥,) 185US
de l'origine et linéairement indépendants. Il est strictement convexe, d’intérieur
non vide, et orienté par ’ordre de ¢,,...,0,. Nous désignerons par P, le demi-
-espace défini par: P, ={u|< u,v >>0}.

Soit (z,....,2,) un point de C" tel que (y,,...,yn)€P, .__‘,nsz NP, n..n~k,
' 1 1 2

n

—1(L 3+ 3p)

L’intégrale, JJ f(x)e
T(o,,...,v,)

. dx = CPp1_,,pn(Z1a---,Zn)

converge absolument uniformément pour tout (z,,...,2,) €K ou K est un compact

n .
de /R lepi...vn'
Maintenant, si nous considérons g(z) = fx) _
(14-r2)k
et 419 z,, zn) — g(x)e—i(xazr"“""xnzn) dx
I‘(vh e )pﬁ)

I’intégrale converge absolument uniformément sur R"XiP, . Mais, de
g g Gy ¥n )
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flz)=(14+r?)" on déduit que <p°.__.(,n(z,,...zn)=(1—A)k.¢ ou A désigne le
1

laplacien usuel.
Donc la fonction ¢ appartient a §'(R"XiP, .0, et la restriction a
1

R™ de q;(, o,
de g a l"(01,..., On).

(24,..-2,) est exactement la transformée de Fourier, de la restriction

LeMME: Lorsque (¢o,...,9n_,) parcourent R" les o, o (24,-.-,2p) définissent
0 -1

un (n—1)-cocycle du recouvrement du complémentaire de R"™ par les demi-espaces
R™x P, .

DEMONSTRATION: Soient (¢,...,¢0,) (n+1)-vecteurs tels que I'(¢o,...¢p)
soit strictement convexe, c’est a dire tels que P, ___On;&@.
0

Si zeR"xiP, ., chacune des intégrales
-

j J f —L(x,z,+ +Zp3n) dx

T(,...

converge et on a:

(—1)hcpv”(," ..vn(zh--wzn): J f f(x) —L(x,z,+ +nn) dxe=0
2: o n
h

P(‘)o 1

puisque z(—U"fnvo,...,ah,...,pn>=0 presque partout si  fre 50

h
désigne la fonction f. 1p(oo,,,_,ah,,__,pn).
Soit T une distribution T’'=Df. Nous désignerons par TI‘((,, ) la distri-

bution Dfr,,...,s, - 11 est immédiat de vérifier alors que si ze/R"XLP‘, Py

le produit scalaire <7, , (@), Ut )< g un sens.
0 n-

On le notera

~i(zyz,+ T2 ) . - <z,2>
J' ITP("o"""’n-1)(x) .e Ldr = J' TP("o"""’n-1)(x) . e . dx
/Rﬂ

19
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On aura:

%0y (TN =3D() - 0. (D)= j Ty ) - €25

n-1

Donc les ¢, , (T) forment un (n—1)-cocycle alterné du recouvrement du
0 n-1

complémentaire de /R"™ dans C" par les demi-espaces R"Xx 1P, .
Nous désignerons par décomposition de T la famille des distributions

Tt .o )- Une décomposition de T dépend du choix d’une primitive continue.
R

Etudions l’effet d’un changement de décomposition. Soit (¢,,...,¢,_,) un systéme

0 . . : , :
de vecteurs et ——— un opérateur a coefficients constants homogene du premier
ou

ordre. Si les (¢,,...,0p,) ne sont pas linéairement indépendants nous posons
e"o--"’n 2:'O. S1 (¢g,...,¢p.,) €st un systéme de vecteurs indépendants, soit ¢ un

vecteur tel que (v,,...,0,_,,¢) soit une base de I’espace orientée dans le sens positif.
Soit 1, , 4 la fonction caractéristique du demi-espace contenant ¢ dans son
0 “n-a

intérieur et délimité par le plan engendré par (¢o,...,¢,,). Dans ce plan on
définit la fonction 111((,0,“9"_2), fonction caractéristique du coOne engendré

par (¢oyy¥n_y) -

Nous posons- evo...vn-z = 1F("o'-"n-2) . “i__)- 1("0-""71-2)'

ou

La distribution 000_”%_2 est fonction alternée de ’ensemble des indices.
Soient f et g deux fonctions continues & croissance lente telles que

G]

f=—=-g. Alors on a:
ou
n—1
_ 0 h N
fI‘(vo---vn_i) - T = (gI‘(vo---on_i) - Z('“ g eoo...vh...vn_'
ou h=0

On vérifie immédiatement que:
—l<z,u> _
ffg . Ovo.__vn_z(u) .€ . du Lppo_._on-z(g)(z)
/Rn

a un sens pour tout ze R"xiP,
0 n-2

et est une fonction holomorphe et tempérée de z dans cet ouvert.
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Donc, g, (N=F (%) (60, @)+ > (UM 3, 0
- i - - 0 -1

On en déduit par récurrence que si f est continue et f=Dg

J fI‘(oo--.vn_i)(x) LV de — J DgT‘(vo.. .vn_,)(x) LeTSEEE dy
R" R

est un cobord tempéré du recouvrement.

Ceci reste vrai pour toute distribution T de §'(/R"). En effet, si
T=Df=D'f’, on peut trouver g,g’,D,,D’, tels que f=D,g,D’,g'=f,D D,=D'D’,.

Alors D D,(g'—g)=0 donc, F(D D,)[o, oy (8)—o, o (g')] est un cobord.
0 -1 0 -1
Ensuite, ID,.¢, , (8)—¢, o (f) est un cobord ainsi que FD’;.¢, ., (g)—
] n-1 ] n-1 0 n-q

—Po ... (f,) donc
0"V na

3D . Pog..0 (f)—3D . Po,e-0, (f) est un cobord.

n-1 -1

Remarquons enfin que les cobords et les cocycles qui interviennent sont
uniformément a croissance lente c’est & dire que lorsque (v,,...,¢, ) parcourent
(R™", la décomposition de T étant choisie gridce & une primitive fixe de
T, les <p0°m(,n_1(T)(z) proviennent par restriction d’une fonction bornée

(¢o---¥n.,) >4, .., & valeur dans $'(C™), et lorsqu’on change de décomposition
.o avaleurs

o n-1
les q;po,,_‘,n_z proviennent aussi d’une fonction bornée (¢,...¢,_,) ——>Boo__ nea
dans $'(C"™). Notons que dans ce cas précis, A et B sont méme continues.
Alors nous disons que le cocycle dépend continuement des indices quand cette
condition est satisfaite, ou est continuement a croissance lente.

DErInITION 1: On désigne par groupe de cohomologie de Fourier-Carleman
le quotient de Uespace des cocycles holomorphes continuement d croissance lente par
les cobords continuement a croissance lente relativement au recouvrement de () R"
par les demi-espaces Q,,Q,=/R"XiP,.

DEFINITION 2: On désigne par transformée de Fourier-Carleman soit
IY(T) d’une distribution T la (n—1)-classe de cohomologie de Fourier-Carleman
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d’un cocycle

CP()O...Q (T)(Z) = ‘\ TI\(QO...Q )(.’L') L e dx .

n-1 n-1

/RM
Il résulte de I’Appendice A la propriété suivante.

., P4 : . ey
Soit ‘w; une famille bornée de formes distributions dans un convexe
a coefficients a croissance lente (localement & croissance lente) et d’’ fermées.
P, P31

~ !

Alors on peut trouver des &; pour g=>1 telles que d’ &; = w;, formant
une famille bornée.

Soit alors Q un convexe de C" de la forme ® X i®, on recouvre (| ® dans Q
par les Q,=(0®XxiP,) N Q.

Si T est une distribution dans ® (& croissance lente) le processus de Weil
lui associe un cocycle uniformément localement a croissance lente (a croissance
lente). Il conviendrait de savoir si ce cocycle peut étre pris continuement loca-
lement a croissance lente (a croissance lente) comme dans le cas de la transfor-
mation de Fourier-Carleman.

Dans l’autre sens, il existe une partition de ’unité subordonnée aux €,
et indéfiniment dérivable car des Q, on peut toujours extraire un recouvrement
fini. Donc la valeur au bord d’un cocycle quelconque localement a croissance
lente a un sens. On voit immédiatement qu’on peut la calculer comme suit.
Soit U un recouvrement ouvert extrait des (, et (pu la restriction de ¢ & U.
Alors 8<pu est indépendant de U. C’est la valeur au bord de ¢. On peut étendre
les théorémes des § 1 et 2 du chapitre III.

Introduisons maintenant, quand ¢ est continuement localement a croissance
lente (& croissance lente) une procédure de Weil continue.

Nous considérons la boule unité B de /R", un espace compact 0,
une application g — b(g) de 0 sur B, une mesure dg sur 0.

DEriNITION 3: On désigne par partition intégrable de Uunité relativement
au recouvrement de (, IR™ par les demi-espaces Q, une fonction ¢(z,,...,2,;8) définie
sur ([ R"x0, intégrable en g telle que

a) pour tout g fixé, p(z,,...,2,;8) a son support dans Qb(g) (est indéfiniment
dérivable si nécessaire ).

b) J(p(z,,...,zn;g)dg#-
0
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Si les Qb(go)"”’Qb(gr\z) forment un recouvrement de (} /R"™ et si Pos---sPpy

est une partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement, posant
N

dg = z SgN

h=o0
P45+ 1203 EB) =Ph(Z15- - -12n)

nous retombons sur la définition 3.

Nous allons considérer le cas suivant: O(n)=0 est le groupe des retations
de B muni d’une mesure de Haar. Si b, est un vecteur fixe b(g)=g.b,. Alors
soit O(z,,...x,;e) une fonction positive ou nulle indéfiniment dérivable & support
dans Pb°=Pb(e)

On pose: O(x,,...,x,;2) =0(g(x,,...,x,); €)
On integre: 0(xy, ..., 8)dg =T(4,...,2p)
0(n)

Il est clair que la fonction T(x,,...,£,) différe de zéro en tout point de C{O}
dans /R™ et est indéfiniment dérivable.

e(yn--',yn ,g) si zhth+iyh
Ty ¥n) (h=1,2,...,n)

On pose: ¢(zyy...,2,3;8) =

Lorsqu’on n’a pas besoin de conditions de différentiabilité il est commode

de prendre ¢(z,,...,2,;8)=Fk. 1Qb(g) ou k vaut f dg .
b"EPb(g)
Nous noterons désormais Q,, P, a la place de Qb(g)zpb(g)'
Considérons un (n—1)-cocycle continuement a croissance lente Pg g, (2),
0 -1
et désignons par g, ., (z) la fonction continue définie de (O(n))™ a valeurs
0 n-

dans $'(C™) dont il provient.
Nous formons

f Epg ...gn_z,g(zh'-'?zn) . 'P(zh-“azn;g)dg = (Lgo"'glt-z
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qui a un sens et qui est fonction continue de (0(r))"' & valeurs dans §'(C")
et nous désignons par ¢go_”gn_2 la restriction de ¢g°...gn_2 a ng"'gn-z'

Le cobord de la cochaine ‘J’go---g est @, .. En effet, on a:
n-2 0

gn—1
n-t
—eg, s — —hE A . )
Dy = [ (D ity ) - o6
h=o 0(n)
Prenant l’image par restriction dans S'(Qg g ) il vient de
0 '5n—
— h A pum— .
(D 00yt ) - 0 =, - )
n—
— 1)k A = =
D Mgty = %oy f oe)dg = g g
h=0
Nous formons alors, d %o“'gn_zchgo“'gn_z
d ¢go"'glz—z est la restriction a ng._,gn_z de d ngo._.gn_z donc les gty ,

forment un cocycle continuement a croissance lente, etc.

Il existe donc un processus de Weil continuement & croissance lente
permettant de passer de ¢ & sa valeur au bord si ¢ est continuement a croissance
lente. C’est, bien entendu, la méme chose dans le cas de D’.

Admettons maintenant ceci: soit fgo_._gn_1 un (rn—1)-cocycle du recouvre-

ment de (j /R" par les Q, & valeurs fonctions holomorphes & croissance lente.

On désigne par Fgo__,gn_1 le prolongement canonique de fgo,,_gn_'; on suppose

que (go...h,,,_,)—>Fgo,__g'H fonction définie de (O(n))" a valeurs dans $'(C") est

continue.
Le lecteur vérifiera aisément que cette propriété est vraie pour un cocycle
de Fourier-Carleman.

Nous supposons que { dg=1 et nous considérons la partition g— k. X(g)

ou X(g) est la fonction caractéristique de 1’ouvert Qg. On a clairement k= —é-

Désignons par Tg la valeur au bord de fg g On vérifie aisément que
[} [} n—1

“Bn_y

Te..q fonction symétrique de 1’ensemble des indices, est continiue a valeurs
0 n—

dans S'(R").
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Proposition 1: Pour tout cocycle de Fourier-Carleman, et tout recouvrement
fini U extrait des Q, on a:

dp = S(Qu) =2 . J j Tl,:,omgn_fdg,,...dgn__1

DEmonstrATION: Formons <I)g°__,gn_2=2jFgo...gn_1X(gn_1)dgn_1

(I)go__'gn_2 désignera la restriction de (Dgo---gn_z a ng_“gn_z.
Posons, Fgo___gn_z=2 ffgo"'gm1d’lX(g”“)dgm‘ fgo___grH désignera la restriction
de Fgo_,,gn_2 a ng_“gn_z puis,
(Dgo"'gn-s = 22J J Fgo...gn_2X(gn—z)d”x(gn—z)dgn_zdgn—1 yoee
2

les f,® forment un processus de Weil continuement & croissance lente gréce
aux O, F.
Son aboutissement en est:

P\ ]
(5) on f f Fy g (@) - Sy)dzdg,...dg,
L

=" j ..... f Tgo___gn_1(x)dgo...dgn_,> . 3(y)dz C q f. d.

THEOREME 1: La valeur au bord d’un cocycle de Fourier-Carleman de la
distribution T deS'(IR") est égale a FT.

DiEmonsTrATION: Il suffit de vérifier ceci avec un recouvrement fini U,
par exemple en prenant (n+4-1) vecteurs (¢o,...,¢,) tels que (¢o,--«,¢n_y) » (Z15-+3%n) »
(925-4y¥ps¥), ..., Solent orientés dans le bon sens, et tels que:

U T(#0,...1 00500 en0p) =R™
h
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‘Ppo... 6.0 (T)Nz) = IJ‘ TP(Vo"'ah"'on) (x)e—i<x,z> . dx
et SCPOO'“ah'"On( T)=3 TI‘(OO...ah...on)

Z(—- hS% o(T Z(— hS‘Tr h 0 )= FT C. q.f.d.

2. Valeur au bord d’une fonction holomorphe dans un «cdne» convexe

Soit Q un convexe de C”" de la forme ® X i®,. Nous recouvrons CQG
par les ouverts Q, ou Q,=Q n (R"xXiP,). Soit I' un cone strictement convexe
fermé de /R™ d’intérieur non vide et { I' son complémentaire.

Nous disons que ¢ a son support dans Oxil T, si pour tout systéme
d’indices tel que P NI'#£0 on a Po- =0. Choisissons v¢,...¢,

n—1 n—1
o, ©— F Nous considérons alors le recouvrement de [ ® défini
0 n—

par les ouverts G)XLPioj J=0,...,(r,—1) et nous considérons la restriction

Y] —1

tels que P,

de ¢ a ce recouvrement. Notre hypothése fait que ¢4, ...+, =0 sauf éventuelle-
-0 T n

ment ¢, donc =T, oun T, est la valeur au bord
0 n— 0 n—1 0 n—
de ¢, .., . Considérons un indice ¢, tel que Q, ¢ , < OX(—il') et tel
0 n— 0 n-1n

que P, ___Vn;é@. Alors pour tout A#n,(n—1) on a
0

C’est & dire que les deux fonctions sont prolongement analytique I’une de I’autre.

Si P(,,o__.‘,,n_1 < — I' 1l sera, de proche en proche, possible de passer de o0y,
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a Por oy Cest a dire que P, S€ prolonge analytiquement au

cone —I' et est localement a croissance lente au voisinage du sommet vu
I’hypothése faite sur le cocycle .

Réciproquement, montrons que la donnée d’une fonction holomorphe ¢
dans ® X (—:iI') (localement) a croissance lente détermine un cocycle a support dans
®xi( [ T). Le cone I' étant supposé strictement convexe admet une base compacte
convexe et de dimension (n—1). Si M est un point frontiére de B nous consi-
dérons la génératrice ((M))={AM|r>0} puis ®Xi((M)). Un changement
de base peut ramener au cas ou ((M))z{y,z....=yn_,=0}. Nous considérons
la forme w=¢(z,,...,2,_,2,)8(Y;...-Yn_,)dZ, A\ ... AdZ, . Sa valeur au bord est
o(z) . 3(y)dz. Soit P un demi-espace partageant — I', donc tel qu’on puisse trouver
P, .., tl que PN P, ,,c—T.

Il est possible de choisir dans P une primitive de » & support dans —TI'.
En effet si la restriction de @ & P est 0 on prend 0, sinon on choisit un arc, ouvert
du bord d’un convexe, ¢'p, dans la frontiére de B et de bord (#,—N) ou NedP.
Nous considérons ensuite la «variété» de dimension (n—2) @ XiS', ou S'p est
le cone de base o'p. Soit §"(®xiS;) la forme de type (0,n—2) qui lui est
naturellement associée (si la variété est linéaire et incluse dans y,—=...=y, ,=0
c’est Ty, ..y TnogCnoy s Ynipr:ns¥n)dWe s oo s Ynp)dZ, A ... AdZ,,) . Poursuivons la
construction du cocycle. Soient Pgi et ng deux demi-espaces tels que ani,gj
rencontre l'intérieur de I' et de —I'; ce qui revient au méme tel qu’il existe
P, . ; tel que Pgi’ np;, ; <-—I.

0 n-3 g; o 'n-3
Alors on peut trouver un ouvert Gng.g dans le bord d’un convexe
1'%j
tel que
oa? =q¢p —op +3 ou
p P P, g8
5, , <(dP, ndaP,) et o <P, , NdB. Formons 2

Nous prendrons comme primitive pour la forme

o . [8”(®><iS'Pg') —8,,(®Xi511)g-):| , la forme
L J

¢ . (8"(®xiS% g)) qui a bien son support comme exigé. Si le processus de
]
Weil a été poussé jusqu’a l'ordre k soient P, ,...,ng(k+1) demi-espaces tels
0

que ano_‘g}!C NT#0 ) ano“_g}r N—T#0. I est possible de trouver
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P, tel que Pgo._gk ne; ; c —I'. On en déduit que les Pgo"'éh"'gk

o "n_k-2 o 'n-k—2
satisfont a la propriété analogue et qu’on peut trouver un ouvert du bord d’un
k

h+1 k—1 _ Y LY O N
convexe Ogy 8 tel que acgo"'gk = E (—1) Og, -6y U Bgo,_.gk
h=0

k
\ . o) f K+1
ou Sgo"’gk < ’L=)° ani, et inclus dans 8B N Pgo.__gk. On désignera par Sgo"'gk

le céne de base céff‘”gk et on prendra comme primitive de la restriction
0

dans P de o . T(—i)hs"((axis’f ~ ) la forme ¢.3"(®xiSk+ .

Eo Bk - Pgo...gh...gn 8o 8k

Si P, g, ne satisfait pas aux conditions précédentes et si w est la forme
o Bk 8o B

d"’—fermée qu’il s’agit d’intégrer on prendra une primitive & compatible avec la
condition bornologique (*) choissant en outre, si

Vg ... = 0, O .g = 0.
Enfin, si Pgo.__gn_' c—I'" ¢.3 (®lego”'gn—1) :(Pé’o---gn_{dz‘ sera la primitive
cherchée. Maintenant si P, , NTI'#0 montrons que ¢, , =0 grace
o By o Eny
aux choix faits. De Pg g N I' # @ nous tirons que pour tout 2, 0 <A< n—1,
08
on a Pgo"'éh"‘gn—r NnI'#J, donc Pgo"‘gAh"'gAk“‘gn—i NI'#0, etc...

Si donc P, et P, sont deux tels demi-espaces, quand leurs frontiéres
En 8k

o]
rencontrent toutes les deux —I', les primitves &gh et &gk sont choisies comme

~

indiqué plus haut donc la restriction de tog, — g, & Pgh g, & son support dans

—Pn Pghgk ainsi que la primitive (qui est soit O soit une primitive choisie
o)

comme indiqué). Si une seule des deux frontiéres rencontre —I' c’est que

le demi-espace associé a4 l'autre ne rencontre pas — I' puisqu’il contient des

points de I' donc wgh,gk=0.

De facon plus générale considérons P, , tel que 3P, , N —I'# 0O
plus g ho---h, q ho:--h,

les hg; étant pris dans les go...g,_,. Si l'un des apho---ﬁj---h, ne rencontre
[o]

pas — T alors on a Pho"";""hr N—T=0¢ puisque P, K, nT # J.
; _ S
Donc Pho"'hr N —I'=0. En conséquence 8P, ,,,,;jmhr N —I'#0 pour tout j
0

et les &, ;.. sont les primitives choisies comme indiqué plus haut, donc
o

(*) C’est a dire que I’ensemble des telles primitives doit, aprés prolongement, former
un enseinble borné dans D’ (resp. §’').
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o]
3 —I'. Si9 —I'=9g¢ —I'=@.
@p,...h, @ SOD support dans —I'. Si Pho“'hr n —I'=@ c’est que Pho"'hr N J
On fait I’hypothese de récurrence que 0Py, .. 4 .., N —T=0 entraine &p b n=0.
(O °

Alors Z(—l)j cT)ho h..p ne fait intervenir que des termes qui ont leur support
by

dans I', donc dont la restriction & P ., est égale & zéro. En conséquence le
0 r

résultat s’en suit. C.q.f.d.

REMARQUE: Nous n’avons pas insisté sur la démonstration du fait que
le cocycle peut étre choisi uniformément borné car cela résulte d’une analyse
précise de la méthode employée dans ’appendice A. Nous ne savons pas par
contre démontrer que le cocycle peut étre pris continu par rapport aux indices.
Notons que les cocycles bornés sont suffisants pour intégrer par rapport a une
mesure dg atomique.

Enfin si 8¢ =0, 8¢; ; =0 donc la- fonction associée au cocycle est
0" 'n—

nulle. Donc on a

ProposiTION 2: Soit Q=0 Xi0, un convexe de C™ et I" un cone con-
vexe de R™

Tout (n—1)-cocycle ¢ holomorphe uniformément (localement) d croissance
lente du recouvrement de CQG) par les ouverts (@ XiP,) N Q d support dans
Oxi(T)nQ défini ‘une fonction ¢ holomorphe dans (@ X (—iI')) n Q (loca-
lement) da croissance lente dans cet ouvert. Toute telle fonction provient d’un tel
cocycle et la correspondance ¢ — 8 est biunivoque 8} étant égal d la valeur au
bord de la fonction ¢.

EN coRrROLLAIRE: les valeurs au bord des cocycles a support dans ® X1 (r
forment une algébre obtenue par transport de structure de la structure multiplicative
usuelle des fonctions ¢ holomorphes dans ® X (—iI'), par Uapplication ¢ —8¢.

DEmonsTrAaTION: Nous voulons dire que nous définissons 3¢ . 8¢ par (¢ . ).
Le seul point a vérifier est que le produit de deux fonctions holomorphes dans
® X (—iI") (localement) a croissance lente est encore (localement) a croissance
lente ce qui est clair. C.q.f.d.

Dans le cas de §’ on a la

ProrosiTioN 3: Soit I' un cone strictement convexe d’intérieur non ¢ide
dans R™ et T* le cone dual. Les T de §'(IR™) valeurs au bord des cocycles unifor-
mément a croissance lente (relativement au recouvrement de () R"™ par les demi-espaces
IR™XiP,) a support dans IR"X i (j (—T) sont les transformées de Fourter des distri-
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butions § de S'(IR) a support dans T'*, et Uisomorphisme de Fourier est un
isomorphisme d’algébre entre Ualgébre des valeurs au bord et I'algébre des distributions
de S'(IR™) a support dans I'* munie du produit défini par la convolution.
DimonstraTion: Si P, < —I clest que I'y, ., ) >T*. Soit &’
0 n— [} n—
une distribution ayant son support dans I'*.
Toute distribution tempérée & support dans I'* est dérivée d’une fonction

continue (*) & support dans I'*. Donc on peut faire en sorte que S{‘("o""’nq):S]

si I'(¢q...05_,) o'*. Dans cette hypothese il vient:

¢ @A) Gl )day,. iy, =

1"((}0 R - )

e—i(m,z,+...+xnzn) ‘ Sj(

= +: x,,...,xn)dx,...da:n=cp{,°.__‘,n_l(z,,...,zn)

/Rﬂ
La fonction cp{, o (24y..,2,) est donc prolongeable analytiquement dans
[} n—i
(R™x(—iI')). Maintenant, la condition P, , N (—I)*@ équivaut a
0o n— .
F(Uo...pn_i) NnI*=@. Car en effet le polaire de on___on_i N(—TI) est I’enve-
loppe convexe de la réunion de —I'* et de F(v ...o. ) qui est donc le polaire
[} n—1
d’un cone d’intérieur non vide et est strictement convexe donc ne contient pas

de points + I'*, et réciproquement. Alors sous cette hypothése

»

= 0=20
%o""’n_,
(0o -¥n—1)
puisqu’on a pris la fonction continue engendrant la décomposition de Sl a support
dans I') ., . Ceci montre que le cocycle ¢ est du type indiqué et que la
[} n-—

fonction associée est la fonction ¢J .
En outre dans ce cas le cocycle construit est bien continu. En sens inverse
I’assertion résultera du

LemME: Soit T valeur au bord d’une fonction f(z), définte poury,>0,...y,>0,
a croissance lente dans cet ouvert. Alors FT a son support dans z,>0,...,z, >0.

Nous admettons ce lemme qui résulte d’ailleurs immédiatement du cas de
une variable [cf 18 pour un théoréme de Plancherel plus général et ’appendice A].

(*) Car I'* a un point intérieur.
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D’aprés ce lemme si le cocycle y a son support dans ® X i( (] (—T),3y est valeur
au bord de chaque ¢4 .., you P, , <[I, donc Fy a son support dans
0 n— 0

n—
L o On_y Ceci étant vral pour tous les P(oo...o y qui contiennent I' le
résultat s’en suit.

© n—

Enfin, de f e—i(z,z,+...+xnzn)S| * SAz) . de=0p , .o

P(vo...vn_1)

pourvu que F("o""’n_1 y contienne le support de S' et de S? résulte motre assertion

sur la multiplication. C.q.f.d.

Pour terminer notons la

PropositioN 4: Le nombre minimum de fonctions holomorphes définies
dans des convexes de () IR™ pour représenter 8 comme somme de leurs valeurs au
bord dans un voisinage de Uorigine est (n+1).

(Nous supposons les convexes de la forme ®Xi®; ou ® est un voisinage
de zéro).

DEmMONSTRATION: Supposons données n-fonctions f,,...,f,, dans des ouverts
convexes ©; de la forme O xi0:;.

Alors la réunion des ®; ne peut pas étre ({0} tout entier et il est aisé
de fabriquer au pire, (n+1) demi-espaces P,,...P, tels que @; > Py J ., N Q et
P, o (UG =0 ou Q est un voisinage convexe de © dans C".

J

Alors il existe des ¢, ..., dont la valeur au bord est T et fj—cpo._.j‘\___n est
n—1

un cobord du recouvrement. Donc ¢, , est un cobord dans (UPj) nQ.
Jj=0

On sait que F3=Fk.1. Soit I' le cone engendré par les vecteurs de base de C".

On a:
e—i(:c1z1+...+xnzn) do — (i)_n
. P 2 .

En vertu de ce qui précéde, aprés un changement de coordonnées tout revient
1 1

2—1 7 zp—1

[
—

a démontrer que pour la fonction f(z,...,2,) = holomorphe
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dans le polydisque |z,|<1,...,|2,|<1, il n’existe aucun /R >1 tel que f soit
somme de fonctions fj ou f; est holomorphe dans le polydisque

{[z1|<1,...,ﬁj\[<1,...,[zn|< 1;[zJ[<R}

Reprenons les calculs des lemmes du § 3 chapitre IV.

1 n

Si on pose fj(z,...,2,) = E ajk___k .z,kf...zn]‘"

pour tout € >0 on a:

,a‘jk “_kn,< M(E)(i +E) ) k1+«--+kj_1+kj+1+..-+kn ) B—k-l .
1

Si on prend un terme b",""‘n de la série de Taylor de ij tel que kp>k,
J

pour tout A>1.

Il vient:
kot ki ko otk —k:
(1) lbk...kn]<M(e).Z(1+s). R B R FY kg
1
J
et
(1+E)k1+'-'+kj—1+kj+1+"'kn B__k]_ Fyk;
(2) (1o n = [(14—;) , R]

nombre inférieur a 1 si e est suffisamment petit.

Donc 1l vient:

©) lbk1...knl<N(s) . R_ki ) (1+€)k2+...+kn

1 k
Mai = (—1)" Moz, "
e (zy—1)...(2,—1) (=1 Zzn “n

et le nombre 1k1"'kn=1 ne satisfait pas aux inégalités (3) lorsque &, —>o0. C.q.f.d.



AprrEnDICE A: — TRIVIALITE DE LA D’’-COHOMOLOGIE A CROISSANCE LENTE.
CAS D’'UN CONVEXE

Soit I' un convexe, ouvert de C" et U un ouvert de /RP. Nous consi-
dérons les formes distributions de type p,q,p+g=r en dz;,dz; j=1,2,...,r & coeffi-
cients dans §'(I'xX U). On veut montrer que si @ est une forme de type (p,q)
a coefficients dans §'(I'x U) et de degré > 1 en ¢ alors 1l existe = de type (p,g—1)
a coefficients dans §'(I'x U) telle que d,m=w; et résultat analogue avec les
formes de §'(I'x U) qui sont a coefficients holomorphes des (rn—r,) derniéres

: : ey oT
variables, c’est & dire les distributions T telles que - =0 pour ro<k<n ou
Z)

ro >r. La théorie des produits tensoriels d’espaces nucléaires du type DF
[cf. GROTHENDIECK, A.— Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires.
Providence. Amer. Math. Soc. 1955 (Mem. Amer. Math. Soc. 16)] (ou une
investigation directe) montre que §'(I'X U)=S’(I‘)®S’(U) et le probleme
se raméne au cas de §'(I').

Plus généralement signalons le théoreme suivant.

THEOREME: Si E et F sont deux duals de Fréchet Schwartz dont U'un est
nucléaire, d’ et d'’ des o pérateurs de dérivation dans E et F qui sont des homomorphismes
topologiques d=d' ®1-+nd"’ oi v est un isomorphisme de E sur F avec nd' +d'n=0,
désignant par H(E@)F) Uhomologie de E®F par rapport a d par H(E) celle
de E par rapport a d’, H(F) celle de F par rapport a d'’ on a:

DEMonsTRATION: Nous renvoyons le lecteur au Séminaire Schwartz,
année 1953-1954, exposé N.° 24 (Paris, Secrétariat mathématiques) ou le théoreme
est démontré dans des hypothéses différentes, mais on constate que la méme
démonstration marche aussi dans le cas que nous considérons.

Ce théoreme montre que le cas d’un ensemble Q=Q,x ... xQ, résulte
du cas & une variable traité au chapitre I.

Notons par contre qu’il ne permettrait pas de démontrer le théoréme III b
méme dans le cas de § car la topologie de H‘s,,P(C;O) n’est pas séparée.
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Pour démontrer le théoréeme on raisonne par récurrence cf [E] pages 55-56-57
a partir du lemme suivant.

LeEMME: Soit T' un ouvert convexe de C" et T une distribution de §'(I')
holomor phe des s-derniéres variables, c’est a dire

oT oT oT

— — — —_= ... = — = 0
0Zp_siq Zp_s42 0Zp
. . , olU e
Alors il existe, pour k< n—s, U dans §'(I') telle que oz, = T U étant holo-
k

morphe des s-derniéres variables.

DEmMONSTRATION: Le lemme se démontre par transformation de Fourier.
Plus précisément il conviendrait de dire par transformation de Fourier-Fourier
Borel. Soit I' un convexe de /RP x C4, que nous plongeons dans CP*9=CP x C1.

Pour tout ueCP*? nous considérons A (u) =sup (Im <z,u>). Nous
zZeT
désignerons par H, (') le sous-espace de §'(I') formé des distributions

holomorphes des g¢-derniéres variables. Si feS$(I'), cette fonction définit une
forme linéaire continue { sur H q,Y(P) . Nous désignons par transformée de Fourier-
-Borel mixte de [ la fonction

3= O daiin
RPx C*

ou (%) désigne un point de RP X C?,{=E+in. Alors F{ apparait comme une
fonction définie sur l’ensemble I‘*={u|/\(u)< —|»-»oo}, indéfiniment dérivable
sur cet ensemble et jouissant de la propriété

|Ff(u) . e "] est & décroissance rapide sur I'*.

En plus Ff(u) est holomorphe en un sens que nous allons préciser. L’ensemble
(convexe) I'* est un cone. Un point M de I'* est C-intérieur s’il existe une variété
linéaire complexe passant par M et un voisinage de M dans cette variété appar-
tenant a I'*. Parmi celles qui satisfont cette propriété il y en a toujours une de
dimension maximale et alors tous les autres voisinages sont contenus dans
I’intersection de sa trace sur I'* au voisinage de M. Nous disons que f est holo-
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morphe en tous les points C-intérieurs de I'* si elle ’est en chacun de ces tels
voisinages.

Ff(u) est holomorphe en tout point C-intérieur de I'*.

Nous faisons Uhypothése que TI'* contient au moins p-+q vecteurs C-linéai-
rement indépendants.

Alors dans cette hypothese on a le
THEOREME  La transformation de Fourier-Borel établit un isomor phisme
entre le dual de Hy4(I') et Uespace des fonctions F(u) indéfiniment dérivables

sur T'*, holomorphes en tout point C-intérieur de cet ensemble, et telles que F(u). e~ W
soit a décroissance rapide.

Indications sur la démonstration du théoréme (*)

a) la question de Uisomorphisme.

La transformée de Fourier transforme l’espace S$(I') en un espace de
fonctions indéfiniment dérivables & décroissance rapide sur RP x /R?2. On
obtient un germe de transformée de Fourier-Borel en prenant la restriction de
FS) a {g+in=0} j=12,..9.

L’application f—JFf est un isomorphisme quand la transformée de Fourier
est connue par la transformée de Fourier-Borel, donc par sa restriction a 'inter-
section des variétés &;4-in;=0, et pour cela elle le sera si ce germe de transformée
de Fourier-Borel est bord de fonction holomorphe des variables (;,7;). Il en est
bien ainsi sous ’hypothése géométrique indiquée. Dans ces hypothéses on en conclut
que les fonctions exponentielles & croissance lente dans I' sont denses dans Hy o(T').

b) Inversion de la transformation de Fourier-Borel.

Montrons maintenant que les fonctions satisfaisant aux hypothéses indi-
quées définissent un élément du dual. Pour cela on effectue une transfor-
mation de Laplace. A tout systéme de n vecteurs u,,...,u,el'*(n=p 4 q)

on associe Fwe ™" du . = o, ,,..,un(z)

P(“h--w“n)

(*) Ce résultat est en un certain sens une généralisation des théorémes 4-1, etc., de
notre article «Sur les fonctionnelles analytiques et la transformation de Fourier- Borels. Journal
d’Analyse Math. de Jérusalem, 1963 — et utilise la méthode indiquée en C. R. Acad. Sciences
Paris, t. 255, pages 1845-1847.

20
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on obtient ainsi une fonction Dy, (2) holomorphe en z dans l'intersection

P, . u, des demi-espaces.
Py, ={z| Im<zu>> A(uj)}
et qui se prolonge a ﬁu‘._.un, uniformément lorsque u,,...,u, varient, en une

fonction C®. On obtient un (r—1) cocycle du recouvrement de Cr par les demi-
espaces Pu],, se prolongeant uniformément en une fonction C*. Alors, utili-

sant une partition C” et continue relativement a ce recouvrement, d’une fagon

analogue a Chapitre V § 1 on en déduit une forme” ¢ d''-fermée C* jusqu’a la
frontiére & décroissance rapide a linfini. L’intégrale, sur le bord de T,
ou TeH,4T'), définit la forme linéaire cherchée.

Passons maintenant & la démonstration du lemme. Pour cela il suffit de
vérifier I’hypothése de division suivante:

Soit F(u) satisfaisant aux conditions du théoréme. Si cette fonction est
ormellement divisible par £,.+1im; alors le quotient satisfait aux mémes hypothéses,
: € p kT g q yp
qu’on vérifie trés aisément.

Cas p’ExceprioN: Sila dimension linéaire complexe de I'* est inférieure
a n+p c’est que le convexe I' est produit d’un convexe qui satisfait a la condition
et d’un espace linéaire complexe.

On conclut dans ce cas grace a la formula de Kiinnett. S’il en est ainsi
il faut noter que les exponentielles e<~*%~  ou uel*, ne sont pas denses dans
H. 4(T'); 11 faut considérer les exponentielles polynomes.

Notons encore que nous avons indiqué I’existence d’une formule de Kiinnett
généralisée mais qu’on peut démontrer aisément le résultat en vérifiant que si
TeHY’q(l") et I'=I',xC, T s’identifie & un polyndéme de la derniére variable
a coefficients dans Hy . ,(I).

Enfin cette méthode donne directement la trivialité de la d’’-cohomologie
d’un convexe T

Le cas de la cohomologie localement & croissance lente dans un ouvert € con-
vexe inclus dans un ouvert Q' est plus délicat car espace Dy 1,0(Q) =£i£ S'(C'n Q)

I
I' parcourant la famille des convexes compacts de Q' (appendice B) n’est pas

métrisable. Néanmoins nous allons employer la transformation de Fouriel-Borel
en nous inspirant dans notre étude de la méthode décrite par B. Malgrange [M] (*)
pour les équations avec second membre dans D’. Si p(x) est une fonction

(*) [M]: MALGRANGE, B. — Sur la propagation de la régularité des équations a coefficients
constants. Bull. Math. de la Soc. Math. Phys. de la R. P. Roumaine, tome 3 (53) n.° 4, 1959,
PP. 433-440.
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convexe continue dans (' supérieure & n+3 et jouissant de la propriété
suivante: l’ensemble des z tels que p(x) <A est relativement compact, on pose
Qy= {z|26Q,p(z) <N+1} et on considére ‘D;,p I’espace des distributions dont la
restriction & chaque Qp est somme finie de dérivées d’ordre inférieur ou égal a IV
de fonctions localement de carré intégrables dans Q) ={z |z2eQ,p(z) < N+1}.
Son dual Dy , sera 'espace des fonctions ¢ & support compact dans €’ et inclus
dans Q) qui, au voisinage de tout point z sont L?*—[p(z)]—fois dérivables. Le
convexe Q étant plongé dans /RP X /R¥=/RP x C9? on considére le sous-espace
de ‘D.'{’p formé des distributions holomorphes des ¢ derniéres variables complexes

qu’on notera HY,P,q(Q). Désignons par A;(u) la fonction sug Im<zu> et
Z€
l

par |u| la norme <Zujﬁj>_z <z,u> = zZ,Uy+...+2,U, .
On a le

Lemme: St Z EH’Y,p,q(Q) , JZ =F est une fonction entiére de type
exponentiel qui satisfait a une inégalité :

N

(1) | F(u)|<

I=1

Réciproquement il vient la

ProrosiTiON: St F est une fonction entiére de type exponentiel qui satisfait a
Uinégalité (1) elle est la transformée de Fourier-Borel d’un élément de H f{,p rzra,g(Cpy)-

Indiquons I’ébauche de la démonstration en nous appuyant sur [M].

Nous effectuons la transformation de Laplace et nous obtenons un (n—1)-
-cocycle du recouvrement du complémentaire de Q4 par les demi-espaces et nous
montrons que la forme de degré (0,n—1) d’’-fermée associée a ce cocycle se prolonge
jusqu’a la frontiére de ( en une fonction qui, au voisinage de tout point de () Qp
est [p(r)]—n—3 continuement différentiable. On en déduit le résultat apreés
avoir vérifié que les fonctions holomorphes au voisinage de Q, sont denses dans
HY,p+n—3,q (QN) :

" 'Si ty,...,t, sont n vecteurs de ’espace C™ on considére l'intégrale

L]

Fe =" = o, , (2)

| n
I'@,...t,)

définie dans P, ., ou Po={z| Im<zt>> Ay()}
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Il faut maintenant prolonger ®, , (z) ainsi que ses dérivées unifor-
mément jusqu’a la frontiere. On considere un voisinage fixe Q' de Q et x un point

de ( Qp. Comme en [M] on choisit un vecteur C,(x)e C" tel que pour tout zeQ},
on ait: Im<z—z,C(x)> < p(2)—p(x). On impose | Cyz) |<M et C(z)€{t,,...,t,} R
Quand la condition zeP, ., est remplie on introduit le contour 8T, .. .1y défini
comme suit. (Q,; désignant le demi-espace formé des vecteurs u=A,t,+ ...+,

avec R, >0,38I%, .y est la trace de la variété

[(@;0) : v =Cfa)log(L +|w|) O =u;+ iv)

dans Qp2..n =0 N Qpa N oo

Alors on a, pour tout y d’un voisinage V(r) de x défini pare4+ M. |z—y |<a

o 0<e<a<! et quand yeP,,...t,,,|<p"°(y)|<c.f(1+|z|)-"—'-°=.dc

' oT,...t,)
si k< [p@)]—n—2 , cf [M]

Et les intégrales (1—|—|E|)‘"“'“°‘d§ sont bornées par une constante D

ar,...1,)

qui ne dépend pas de (t,,...,t,) (¥). Ensuite, on utilise une partition C* conti-
nue de 'unité et uniformément bornée du recouvrement de [ Q par les P,.
C’est a dire qu’on impose sup | ¢®)(g) | <M(s) pour tout s. On vérifie quune

g

telle partition existe bien. La procédure de Weil continue (Chapitre V) conduit
a une forme d"-fermée de type (0,n—1), & coefficients C* dans le complémentaire
de Qy et dont toutes les dérivées jusqu’a I’ordre [p(x)]—n—2 sont uniformément
bornées. Donc ces coefficients se prolongent en des fonctions [p(z)]—r—3 conti-
nuement différentiables sur CQN. Ceci conduit au résultat.

Utilisant la méthode de [M] on en tire que pour tout opérateur différentiel
a coefficients constants D on a:

DHYloc,p,q(Q) = DH, () en particulier.

lOCsp,q

Si T est une distribution de D;.loc(Q) (Qc Q' ouverts convexes de C™) et
holomorphe des s-derniéres variables il existe U dans Dy, (Q) holomorphe des

. ) aU . e ver , .
s-derniéres variables telle que 07 T. D’ou la trivialité de la d'’-cohomologie
1
a coefficients distributions localement a croissance lente.

(*) Cet artifice di essentiellement & L. Ehrenpreis est inutile lorsque  est un con-
vexe d’intérieur non vide et de frontiere strictement convexe.
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Cette méthode justifie aussi la validité du procédé de Runge invoqué dans
chap. IV § 3 proposition 5 et ante scriptum. Il nous semble que, pour n>1,
I’appel & un argument de ce genre est indispensable, alors que pour =1 comme
on ’a vu au chapitre I il suffit d’utiliser un procédé de Runge classique.

Dans le probleme des cohomologies avec conditions de croissance Monsieur
Hormander a obtenu des résultats trés généraux (cf. Malgrange, B. — Majorations
a priort et d'’-cohomologie. In Séminaire Bourbaki mai 1964-pp. 275-01—275-06.
Paris, Secrétariat Mathématique). L’article de M. L. Hérmander est paru

(cf. [L]).



ArreEnDpicE B:—QUESTIONS DE TOPOLOGIE

Nous esquissons ici la question de la représentation de la topologie de
§,D’ par celle d’un espace de cocycles.

Si I" est un convexe ouvert borné de C", §'(I") est muni d’une topologie de
dual de Fréchet nucléaire (donc de dual de Fréchet Schwartz) et on munira
s1 Q est un convexe ouvert de C" DL, (Q) dela topologie {A_m S'(T'n Q) T parcou-

r
rant la famille des convexes bornés de C".

On obtient ainsi un espace complet.
D’autre part, DY, (Q) peut aussi étre considéré comme le dual de ’espace
suivant: S1 I' est un convexe borné on considere S$(I') puis Lim S(I'n Q) T’
—

T
parcourant la famille des parties bornées de C™. Cet espace est un espace £-F
strict nucléaire donc un espace de Schwartz complet; on en déduit que son dual
s’identifie algébriquement et topologiquement & Lim $'(I' N Q) qui, en consé-

quence, d’aprés un théoréme de L. Schwartz (PTkéorie des distributions a
valeurs vectorielles. Ann. Inst. Fourier Grenoble T. 7, 1957, pp. 1-141) est ultra
bornologique.

L’espace Hyioc(Q2) apparait comme un sous-espace fermé de D;,loc(Q)
ou encore comme limite projective des espaces Hy(I' N Q). J’ignore si cet espace
est bornologique dans tous les cas. Il I’est du moins si Q est strictement convexe.

Introduisons maintenant les espaces de cocycles.

Etant donné un recouvrement fini convexe Q;,...,Q; de ( ©, dans Q
0 '

i
_ N
voisinage complexe convexe de ® dans C" on considére l’espace

el

Hyloc(Qi )

N oeviney
Yortng
ou |_| H.(Q; ), lespace des (rn—1)-cocycles localement & croissance

i

o iney
0 tn—1
lente (a croissance lente), est un sous-espace fermé de cet espace. Dans le premier
cas )’ignore tout a fait s’il est bornologique.
Maintenant si f; ;  €Hype(Q; ; ) sa valeur au bord T; ;
0 n—1 0 n—1 0 n—

dépend manifestement continuement de f; ;  puisqu’elle s’obtient par compo-
0 n—
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sition de prolongements canoniques et d’opérateurs d'’. Donc la valeur au bord
d’un élément z de Z va dépendre continuement de z dans I’espace Z des cocycles.
Ceci montre que l’application 8 =0doA est continue en particulier I’espace des
cobords est fermé (dans les deux cas).

Donc il est possible de définir une topologie séparée sur HJy).(U;0)
(resp. sur HZ'(U;0)) et 'application § est continue de HZYyl.(U;0) (resp.
H?"('u;o)) dans D'(®) (resp. dans $'(®)). En sens inverse utilisant la procédure
de Weil on peut montrer que toute suite convergente de D'(®) est transformée
en suite convergente de H.oc(U;0) d’ou la

Prorosition: D’'(0) est isomorphe, avec sa topologie, a HEy,,(U;0)

$'(®) est isomorphe, avec sa topologie, @ H}™(U;0)-



ArpeNDICE C:—REMARQUES SUR LES ULTRA DISTRIBUTIONS

Nous indiquons ici quelques remarques répondant & une questions posée.
Il est naturel en relation avec la transformation de Fourier de considérer un
voisinage convexe Q de /R" (i. e. un tube) et d’étudier les ultra-distributions liées
a ce voisinage en généralisant le travail [14]. Le nombre minimum de fonctions
nécessaires pour représenter une distribution comme valeur au bord dépend
essentiellement de la base de ce tube et n’est jamais inférieur a (n+1) si n est
la dimension complexe de ’espace quand cette base est compacte. Ce minimvm
correspond au cas ou la base est un complexe. En général il faut une infinité
de composantes. La théorie de la transformation de Fourier-Borel esquissée a
I’appendice A, fournit un modéle de diverses généralisations possibles.



ArpEnpice D:—PROBLEME DE FRISCH

Monsieur J. Frisch a posé la question suivante
ProsrLEME (J. Frisch).

Soit © un ouvert de /R (nous prendrons un segment) caractériser les distri-
butions T de D'(0) telles qu’il existe un ouvert Q voisinage de ® dans C, f holo-
morphe dans QN P ou P={y|y>0}, de valeur au bord égale a T.

Ce probléme bien entendu se généralise comme suit.

Soit ©® un ouvert de IR"™, T' un céne ouvert strictement convere de sommet
Uorigine. Caractériser les distributions T de D’(Q) telles qu’tl existe un ouvert €
voisinage de © dans C™, une fonction f holomorphe dans Q n (R™xiI') de valeur
au bord T.

Nous désignerons cette propriété par 3"(I') et quand I' ne varie pas par
8. On peut introduire 3*(k) I'y,...,I'; étant k cOnes convexes: caractériser les T
sommes de valeurs au bord de fonctions holomorphes données dans quelques
Qn (R"XilYy).

Prorosition 1 (Frisch). La propriété 8* est de type local.

DEMoNsTRATION: Soit O, et ®, deux ouverts de /R si (f,,£2,) et (f5,£2,)
sont deux solutions (f,—f,;Q’,,) est une solution de zéro dans ©, N O, si Q' ,
désigne la composante connexe de ®, N ®, dans 2, N Q,. Mais alors ceci entraine
fi—f2=0 d’ou le prolongement analytique de f, par f, dans Q' n P ou Q' désigne
la composante connexe de ®, U ®, dans Q, U Q,.

Nous allons transformer 1’énoncé de la proposition 1 en lui donnant un
aspect nettement cohomologique.

Si T satisfait dans ® ouvert de /R inclus dans C a 8% et & 8~ nous savons
qu’elle est analytique. Désignant par D’*(®) les T satisfaisant & la propriété §*
il est naturel d’introduire les espaces vectoriels

D'(0) /H(@) et D"(0) /H(@)
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ou H(®) désigne ’espace des fonctions holomorphes au voisinage de ®. Désignons
par K(Q) I’espace des formes distribution en dz définies dans Q ouvert de C.

On introduit K(®) = Lim K(Q).
050

Désignant par Q' 'ouvert Q n P on peut introduire de méme

K3y(®) = Liny Ko 1,6(Q7)
Qo0

et

KD’,P—(G)) = Lim KP_(Q) s P =C—P
(93] C)

on a la suite exacte:

0— KD’,P—(®) - K(®) — Kib,(@) — 0
d’ou, Vopérateur d'’ étant clairement défini, une suite exacte:

0> H(Kpy p_(0)) - H(K(9)) > H(Kiy(0)) —> H'(Kpy p (0)) > ...
...~ H'(K(®)) — ...

Mais H°(K(©)) s’identifie & H(0).

En outre, on a: H'(K(®))=0 puis HO(KD',P—(G)):O'

Le groupe H°(K+(®)) s’identifie aux germes de fonctions holomorphes dans
le demi-plan supérieur admettant une valeur au bord sur ®. Si f admet une
valeur au bord l’application f—38f est biunivoque, 8f holomorphe signifie que f
se prolonge au dessous de l'axe réel.

Donc on constate, au vu de tous ces isomorphismes, que les deux suites

0 — H(®) — D'H(0) - D'*(®) /H(®) =0
(1)

0 - H(K(8)) — H*(K£,(0)) - H'(Kgy p_(0)) 0

sont identifiables. On interpéte donc H‘(KD, P_(@)) comme étant le groupe

DI+(®) /H(@)
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Reprenant les raisonnements du chapitre III § 1 la proposition 1 pour
n=1 est conséquence du fait que H°(K'D',p_(®))=0 pour tout ® = /R car elle
entraine que la relation de passage au quotient dans Z'(Kpr,p—(0)) par les
bords B'(Kp,p—(0®)) est de type local

Dans le cas général d’aprés les résultats du § 3 du chapitre IV
HI(Kp_(©)) =0 pour tout ¢<n, et tout @ </R™ ou P~ désigne le produit
des demi-espaces y,<0,...,4,<0.

D’ou la

Prorosition 2: La relation de passage au quotient dans Zn(KD"p_(@))
par les bords B"(K'D',p_((a)) est de type local.

Nous allons maintenant montrer que la propriété 8" se conserve par
prolongement analytique.

Proposition 3: a) Soit T(z,u,0,{) une distribution définie dans R"™x U X
X VXC ou Uc/RY, ouvert, V< C?, ouvert, et holomorphe en ¢,{. On suppose que
pour n<0,{=&41x), il existe f(z,u,0,{) holomorphe pour y,>0,....y, >0, (z=z+1iy),
de valeur. au bord T(z,u,0,{). Alors f se prolonge analytiqguement en une fonction
D(z,u,0,Q) définte pour tout T, et y,>0,...,y, >0 et de valeur au bord (en z) T(z,u,0,?).

b) S8i T et f sont a croissance lente, ® est un polynéme en T a coefficients
a croissance lente.

c) cas local analogue a a).
DEMonsTRATION (du cas global).

Procédons par récurrence en supposant le résultat acquis pour tout
g<n—1, tout U, tout V. L’hypotheése fait que T'(z,u,0,) est valeur au bord
pour n<0 de f(2,,-..y24_y%n,u,%,%). Donc f(zy,...,2,_,,2n,u,0,{) se prolonge analy-
tiquement en une fonction P(z,,...,2, ,,2,,4,¢,L) pour v >0 et de valeur au
bord (en z,,...,2,,) T(z,u,¢,{). La fonction ®(z,,...,2, ,,2,,4,%,%) est pour n <O
valeur au bord en z, de f(z,,...,2,_,,2,,4,0,{) donc f se prolonge analytiquement
en ®(z,,...,2,,u,0,0) pour >0, et de valeur au bord ¥(z,,...,2,_,,2,,u,7,L). Cette
fonction @ a en conséquence comme valeur au bord en z, la distribution
T(x,u,0,t). Reste le cas g=1. Alors T(z,u,0,{) est de la forme 3(f"(zu,0,{)—
—f(zu,0,%)) f* et f~ étant holomorphes en ¢ et en z pour y>0 (resp. y<0).

Pour 7< 0 f~ se prolonge analytiquement dans le demi-espace y>0. Donc
f~ est holomorphe pour n<0 et y<0 en conséquence est la restriction a cet
ouvert d’une fonction entiére @~ des variables (z,{). Alors f*—®~ est un prolon-

gement analytique de f pour n>0 et §(f"—®7)= T(z,u,0,{). C.q.f.d.
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CoroLLAIRE a) Soit T(x,u,w,l) une distribution définte comme d la
proposition 3; on suppose que pour 0<<0 T'(x,u,0,l) est valeur au bord (en z) d’une
fonction holomorphe ¢,  n(z,u,0,X) définie pour y,>0,....y, >0, et telle que

<P1...n=2(—1)h(91..ﬁ...n pour 7 <0 ou chaque o, j. . .n est holomorphe pour
n/\

Y, >0,...,4,>0,...,y,> 0, entiére en y,. Alors il existe des {, . h.  .n entiéres en 7

A

localement a croissance lente telles que ¢,  , =Z(—1)h¢1...h...n-
n

b) Si T et les ¢ sont tempérées, les Y,  h..n Sont des polynémes en z,
a coefficients tempérés des autres variables.

¢) cas local analogue d a).
DEmonsTrATION: cas global

On considére dans C™'x U X V 'ouvert Q réunion de no={(z,C)|V)<0},
;= {2% |yj>0} ; ¢,.., d’aprés la proposition 3 se prolonge pour % >0,
si ¥, >0,...,y, >0. Donc la donnée des {3, .., =®.n Yor...h.... = Pr...hn
est un (n—1)-cocycle du recouvrement de Q pour les =;.

En vertu du chapitre IV § 3 c’est un cobord c’est a dire qu’il existe des

Yo h..n telles que g, = > (=15 i =9, .5 b) et c) se traitent
de facon semblable. C.q.f.d.

Pour terminer, supposons C{O} dans /R™ recouvert par (rn+1) demi-
-espaces P,,...,P,. Nous considérons le probléme 3t(0* suivant: Caractériser les
TeS'(R™ valeurs au bord d’un systéme de k fonctions fo. h.n 0<Sh<k—1,
holomorphes respectivement dans les ouverts IR"XiP, 4., et d croissance lente
dans ces ouverts.

Désignons par u,,...,u, les vecteurs associés aux P (soit Pj=P, avec les

notations du chapitre V § 1) par F(uo,...,fzh,...,un) le cone convexe engendré par les
—1

vecteurs u,...,ud,...,u, et par I} = ['(ug,...,dp,...,8,) on vérifie immédia-
=0

tement la

ProposiTioN 4: T satisfait a S*0O* si et seulement si 3T a son support
dans T.
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RESUME

CuariTRe I: Il a pour but d’esquisser & une variable le formalisme qui sera utilisé a
plusieurs variables. En outre, les lecons étant orientées sur les cas fondamentaux de D’ et
de §’ les rappels sur les espaces de distributions mettent en évidence les théorémes fonda-
mentaux utilisés, ce qui permet de voir que bien des résultats qui vont suivre peuvent étre
facilement transcrits dans une autre axiomatique que celle de L. Schwartz. (Néanmoins, pour
les résultats fondamentaux, proposition 2 Chapitre III, et appendice A les démonstrations
indiquées relévent des méthodes par dualité).

1. Rappels sur les espaces de distributions

2. Valeur au bord pour une fonction holomorphe

Considérant un ouvert Q de C=/R?2, a frontiére oQ trés réguliére, et une fonction
holomorphe dans Q a valeurs scalaires, on définit la valeur au bord de f, distribution de D’(3Q).
On montre alors que:
pour que f admette une valeur au bord de Q il faut et il suffit qu’elle soit prolongeable en une
distribution 7' dans /R2

3. Prolongement canonique d’une distribution

On définit un prolongement naturel f de f ce qui permet de relier la valeur au bord de f
a celle de

-,

f=2

(@33 Iie))
1SY

oy

On montre (proposition 5) que ce procédé identifie en fait les valeurs au bord aux classes
d’équivalence des distributions de /R 2 a support dans la frontiére de 2 modulo un sous-espace
convenable.

4. Le probleme des représentations

On montre que le probléme de la représentation d’une distribution de /R comme valeur
au bord d’une fonction holomorphe dans (j /R est un cas particulier de ’étude de I’équation
0

= X=U ou X inconnu est dans D’,U est dans D’ donné.
z

Le cas de §' est aussi esquissé.
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CuariTrRE II: Notions sur les fonctions de plusieurs variables complexes et sur le calcul
différentiel complexe.

Ce chapitre n’a pas I'intention de se substituer a I’étude d’ouvrages spécialisés, mais
seulement de réaliser un résumé des notions qui vont intervenir dans la suite, orienté dans le
sens qui me semble le plus utile & mon but.

1. Compléments sur les notions de distributions, les questions de variance.

Nous fixons la terminologie et les notations

a) distributions et courants

b) identifications entre courants et distributions

Ce point est capital pour la suite.

2. Fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes

a) Quelques propriétés classiques
On démontre en particulier qu'une distribution définie dans un ouvert de C" =/R 2%

oT
solution du systéme —— = 0:)=1,2,...,n est une fonction holomorphe.

az]-

b) L’opérateur d’
On introduit le formalisme des formes différentielles em dz, dz, et ’opérateur
z: o
& 7
J

c) Le théoréme de Dolbeault-Grothendieck et variantes
On donne des solutions, dans des hypothéses qui interviennent fondamentalement

dans la suite, du probléme suivant:
Etant donné dans un ouvert Q de CC” une forme distribution‘pc:)q telle que a Tl =0 et dont les
p.g—1_ ps9
d"7 o =o.

. . . N . ipr P,g—1 ,
coefficients satisfont & certaines conditions, trouver o telle que Les démons-

trations dépendent de ’appendice 4.
d) Formes différentielles associées a une sous-variété

C’est le pendant du point ) au § 1.

3. Quelques notions de cohomologie

a) Suite exacte de cohomologie
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b) Exemples de groupes de cohomologie

ba) d'’-cohomologie d’un ouvert ou d’un compact de C"
bB) cohomologie de Cech d’un recouvrement
by) d’’-cohomologie a croissance lente, et & supports fermés

b3) cohomologie de Cech avec conditions de croissance.

CHAPITRE III: La notion de valeur au bord pour un systéme de fonctions holomorphes.

1. La valeur au bord d’une fonction holomorphe

a) La fonction est donnée dans une intersection d’ouverts a frontiéres trés réguliéres
et en position générale les unes par rapport aux autres. La valeur au bord est prise sur
Pintersection des frontiéres. On généralise ensuite la proposition 5 § 3 du Chapitre I
(Théorémes I, I’; I'') en calculant certains groupes de «cohomologies.

On montre qu’une fonction admet une valeur au bord si et seulement si elle est prolon-
geable en tant que distribution.

b) Prolongement canonique. Il généralise le prolongement naturel introduit dans le
§ 3 du Chapitre I.

2. Indications sur la théorie de Sato

3. Définition de la valeur au bord d’un cocycle localement a croissance lente.

a) on énonce les théorémes fondamentaux

TuEOREME 3: «Edge on the wedger Soit D, ip_ un cocycle (localement) a
(1 —1

croissance lente relativement au recouvrement. Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’il soit un cobord (localement) & croissance lente est que sa valeur au bord soit nulle pour n>2.

TutorEME 4: Existence des représentations.

b) Choiz des coefficients. La définition de la valeur au bord d’un systéeme de fonctions

holomorphes D, impose le choix de certains entiers o« . Le but de ce para-
0-*-ln— 0--+n—1

graphe est de montrer que ce choix peut étre fait indépendamment de la donnée des
fonctions et que les « sont une donnée géométrique. Ce fait, et le choix des «, étant évidents
dans les cas usuels nous suggérons de sauter ce paragraphe jusqu’aux exemples.

ba) le cocycle générique
bB) la résolution générique

by) réduction du cocycle générique

c) Indications sur la démonstration des théorémes 3 et 4.
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d) Justification de la dénomination du théoréme 3.

On montre que les énoncés classiques du théoréme du Edge on the Wegde résultent
bien du théoréme 3 et du théoréeme des polydisques; on constate en outre qu’ils restent vrais
en théorie de Sato (§ 2).

CHAPITRE IV: Démonstration des théorémes fondamentaux

Les deux premiers paragraphes de ce chapitre sont consacrés a la démonstration des
théorémes III et IV du Chapitre précédent.

1. L’isomorphisme A

a) des formes aux cocyeles

b) des cocycles de Cech aux formes

2. Les théorémes de représentation

a) forme abstraite (et incompléte) des théorémes de représentation

b) démonstration de la formule § = podoroT .
Le théoréme 4 résulte de la démonstration de cette formule. On en donne quelques

illustrations, montrant en particulier que toute distribution de /R™ est valeur au bord d’un
systéme de (n+1) fonctions holomorphes.

3. Calcul de 1a cohomologie & support dans un produit de demi-espaces fermés

On démontre un lemme utilisé dans la justification de la dénomination du théoréme 3 et
on le relie & certains problémes posés par des physiciens.

CHAPITRE V: La transformation de Fourier-Carleman

1. La transformation de Fourier-Carleman — Définition

On montre dans ce paragraphe comment la transformation de Fourier conduit natu-
rellement aux concepts étudiés dans les deux chapitres précédents. La transformée de Fourier-
-Carleman d’une distribution de §’ apparait comme une classe de «cohomologie» de Cech du

recouvrement de (j /R™ par les demi-espaces qu’il contient, et sa valeur au bord est la-trans-
formée de Fourier usuelle.
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2. Valeur au bord d’une fonction holomorphe dans un «cdne» convexe

Le but de ce paragraphe est de comparer nos notions aux énoncés classiques. On termine
le paragraphe en montrant que (n+1), le nombre de fonctions suffisant pour représenter toute
distribution, est la meilleure constante possible.

APPENDICE A: Trivialité de la d'’-cohomologie a croissance lente — Cas d’un convexe

On donne des indications succintes sur la solution du théoréme I du point ¢) § 2
Chapitre II. Elle dépend de généralisations a n-variables du théoréme de I'indicatrice de Polya
concernant les fonctions entiéres de type exponentiel (ces généralisations sont nouvelles méme
pour n=1).

APPENDICE B: Questions de topologie

On indique comment représenter la topologie de §’, de D’, par l'introduction d’une
topologie convenable sur les systémes de fonctions holomorphes.

ArPENDICE G: Remarque sur les ultra-distributions

On note que la constante, nombre minimum de fonctions permettant de représenter
une distribution (une ultra-distribution), ne dépend que de considérations géométriques.
Il faut en général une infinité de fonctions.

APPENDICE D: Probléme de Frisch

On considére le probléme suivant:

Soit ® un ouvert de /R™, I" un cdne ouvert strictement convexe de sommet I’origine.
Que peut-on dire des distributions T' de D’(0) telles qu’il existe un ouvert Q voisinage de @
dans C", une fonction f holomorphe dans Q N (/R ®xiI') de valeur au bord T ?

On montre deux faits:

1) cette propriété est de type local (Frisch)

2) elle est stable par prolongement analytique.
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by
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INTRODUCTION

In several papers dating from 1954 (see [8], [9], [10], [11] and [12] in
References), I have tried to emphasize the advantages of an axiomatic approach
to the theory of distributions, in connection with an idea of Bochner [1]. As
18 well known, one of the theorems given by L. Schwartz, starting from his
definition of «distribution», states that every distribution 7 on an open set Q
in R” can be represented, on each compact interval I contained in Q, as a deri-
vative D'F of a continuous function on I, where r is some system of n integers
(F and r depending on I). If there is a system r and a continuous function F
such that T'=D"F, the distribution 7 is said to be of «finite order».

The axiomatic characterization of distributions of finite order on an
interval 7 in R", in terms of «continuous functionsy and «derivatives», is a very
simple task, which can be achieved by means of four elementary axioms. The
extension to the general case can be carried out by the method of projective
limits, which corresponds in this case to the Schwartz’s «Principe du recollement
des morceaux».

However the case of distributions of infinite order seems to be of little
importance in applications. So I shall here confine myself to distributions of
finite order, which I shall for convenience call merely «distributions», without
specification. But it should be observed that all the following discussion could
be extended without difficulty to distributions of infinite order.

The chief purpose of these lectures is to introduce the foundations of a
general theory of the integral for distributions, giving a direct justification of
the heuristic methods used by physicists, specially as far as convolution and
Fourier transformation for distributions are concerned. Such a theory was already
developed by the Polish school, in the case of integrals on a bounded interval of
R, applying the Lojasiewicz’s definition of limit of a distribution at a point of
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R (see [56] and [6]). However, as will be shown, the definition of the limit of a
distribution f(z) as « tends to infinity, given by Mikusinski and Sikorski, does not
seem to be sufficiently general. So the theory that I am proposing to discuss here
concerns specially the case of integrals on unbounded intervals.

A feature of this theory, which will be somewhat surprising, is its elemen-
tary form. No elements of the theory of locally convex spaces are needed here.
Definitions and theorems will appear as a simple extension of advanced calculus
for undergraduate students. I must confess that my own conviction is that,
in many questions concerning distributions, the intervention of topological linear
methods is artificial, masking the simplicity of the essential ideas. As a matter
of fact, it was the topological point of view that prevented Mikusinski and
Sikorski from using the definition of limit that I shall introduce here, adopting
the representation of distributions as derivatives of functions (according to the
idea of Bochner), instead of as linear functionals (according to Schwartz) or as
limits of sequences (according to Mikusinski-Sikorski).

The first type of representation affords at the same time a natural exten-
sion of the «o» and «O» symbols to distributions, which underlie the whole theory
of the integral and permit a generalization of several convergence tests.

One of the avantages of this theory of the integral for distributions is to
afford a general definition of convolution, which has just the usual form:

(f+g)x) = ff(x—y)g(y) dy

employed currently by physicists without any theoretical foundation. All the
nice properties of convolution, in the most general situations arising in practice,
can be proved in a very simple way, applying the rules which are valid for inte-
grals of distributions.

The Fourier transformation also can be introduced by means of the
standard integral

f eV (y) dy

and the whole theory of Fourier transformation for tempered distributions can be
developed, without assuming any previous theory of the same iransformation for
functions: we have only to follow more or less the intuitive methods employed
by physicists, using them now in a quite rigorous way. This approach has at
least a didactic advantage, since the direct theory of Fourier transformation
for distributions is far more simple than the classical one. In this way, the
classical difficulties can be avoided and, after all, we obtain a very simple and
natural introduction to more refined theories. Thus the usual order is reversed.

But at the same time some new results, which will probably be interesting
in practice, can actually be obtained by this approach.
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§1. PRELIMINARIES

1. Notation and terminology

We shall denote by N the set of all positive integers, by N, the set of all
non-negative integers, by R the real field and by € the complex field. Consider
any neN; given two points a=(a,,...,qa,) and b=(b,,...,b,) of R" we shall write
a<<b, iff a;<b; for j=1,...,n, and a<Cb iff a;<b; for j=1,...,n("). By an inter-
val I in R™ we shall understand the cartesian product of n intervals I,,...,J, in
R™; the interval I is said to be degenerate, iff at least one of the intervals I;
reduces to a point. We shall here consider only non-degenerate intervals.

Consider the vector space C(I) of all complex-valued functions f(z)=
=f(,,...,%,), which are defined and continuous on the interval I in R". For each
system r=(r,,...,r,,) of n integers r;=>0, we shall put

D'=D{y..Di* |, where D’f:a_j;; for k=1,...,n ,
and we shall denote by C'(/) the set of all functions f such that D'f exists and
is continuous on I in the ordinary sense, independently of the order in which the
differentiations are performed.

On the other hand, considering for each & a fixed point ¢; in Jj, arbitrarily
chosen, we shall put for each feC(l) and k=1,...,n:

Tk
jkf(x)sz(x17"'1ak7"-1xn)dak

k

and, more generally, J"=37"...3;%. Then J" is a right inverse of D", i.e. D" J'f=f{,
for all fe C(I).

2. Axiomatic introduction of distributions (?)

As each derivation operator Dj is not defined on the whole space C(I),
there arises the problem of enlarging this set, in order that the operators D,,...,D,
may be extended as mappings of the enlarged set into itself, according to some

(") The expression «iffs is an abbreviation of «f and only if».
(3 As we have said in the Introduction, we call here «distributions» the distribu-
tions of finite order according to Schwartz.
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natural conditions, which we are going to state precisely, under the form of
axioms. The new set will be denoted by C, (/) and its elements will be called
distributions on I. The set C, (I), provided with the nr basic operators D,,...,D,,
is just defined, up to an isomorphism, by the following system of axioms:

Axiom 1. If feC(l), then feCy,(I).

Axiom 2. To each feC, (1) and each k=1,...,n, there corresponds an element
Dif of Co (1) (the derivative of f with respect to xy), in such a way that: (1) if f is
a function having a derivative f;k, with respect to xy, tn the ordinary sense, and conti-
nuous on I, then Df coincides with fg'ck; (11) the operators D,,...,D, are mutually
interchangeable, that is: D;Dyf=DyD/f, for all jk=1,...n, and all feC,(I).

DeriniTioNn 1. If r is any system (ry,...,r,,) of » non negative integers,
then D'=Djr...D'n.

Axiom 3. For each feCy(I) there exists a system r of n integers >0 and
a function FeC(I) such that f=D"F.

Axiom 4. If r is a system of n integers rp,>=0 and F,Ge(C(I), then we
have D'F=D"G, if and only if F—G tis of the form F—G=0,+-...+89,,, where 0y, is
a polynomial in x of degree < r; whose coefficients are continuous functions on I,
independent of z; (k=1,...,n).

It can be proved that this system of axioms is both consistent and categorical.
The functions 6, considered in axiom 4 are of the form

Pt
Ok(2) = > @} ()
=0

where the coefficients a;, are continuous functions on [ independent of x;. -We
shall denote by P, the set of all functions 0 of the form 6=0,-+...46;, which
we shall call pseudo-polynomials of degree <<r. In turn, N7 is the set of all systems
of n non negative integers.

Let us consider two distributions f and g on . Then, according to axiom 3,
there exist F,GeC(Il) and r,seN}! such that

f=DF , g=D%.

Take peN" such that r<p and s<<p. Remembering that J™ is a right inverse
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of D™ and applying the condition (i) of axiom 2, we can represent f and g in
the form

f=DPF | g=DPG
where F=9P"F ,G=97"G. And so we have, according to axiom 4:
f=g iff Up_rF—jp_sGe'Dp .
On the other hand we shall write by definition:
f+g=DPGPTF+JP7)
af=D'(aF) , for all «eC .

By these two definitions the set C,(I) becomes a vector space (over €) and
Dy, for each k=1,...,n, a linear mapping of the space Cy(I) into itself.

Let now J be an interval contained in I. We shall call restriction of f to J
and denote by ¢,f, the distribution D"(¢;F), where P;F is the restriction of the
function F to J in the ordinary sense. It is readily seen that ¢y is a linear mapping
of Cyu(I) on to C,(J).

3. Locally summable functions and measures as distributions

For the sake of simplicity we shall confine ourselves to the case n=1,
since the extension to the general case offers no essential difficulty.

Let f be a locally summable function on an open interval 7 in R. A primitive
function of f is any function F of the form

X
F(x) =k—|—f fe)ds, | with arbitrary cel, keC.
¢

Then F is a continuous function such that F’'(x)=f(x) almost everywhere,
in the ordinary sernse. Denote by f the function such that: (i) the domain
of f is the set [ of all points z of I for which F'(x) exists in the ordinary sense;
(ii) f(x)=F'(z) for all zel. Then f is equivalent to f, that is f(x)=f(x) almost
everywhere in I, and we say that f is the standard function equivalent to f.
From now on, when we shall speak of locally summable functions, it will be



334 J. SEBASTIAO E SILVA

understood that they are standard functions. The sum of two such functions
f, g is defined by the formula

(F+ o)) = — [ 10+ ete)]ez

&

and the product «f of any «€C by f 1s defined in the usual way. Then the set
of all (standard) locally summable functions on / becomes a vector space over €.
We shall denote by £(J) this space; it is easily seen that:

By assigning to each function fel(I) the distribution f*=DF, where F is
any primitive function of f, there is defined a one-to-one linear mapping of L(I)
into C,(I) such that, if f is continuous on I, then f=f*.

This proposition enables us to identify every function feL(I) with the
distribution DF, where F is a primitive a f.

Let now . be a measure on I, i. e. a complex valued s-additive function
defined (for example) on the family of all bounded intervals J such that J<I.
A primitive function of p is any function F of the form

k4+lcex], if x>=¢ _
F(z) :{ _ with arbitrary cel, keC.
k—=Jex[, if z<ec

A necessary and sufficient condition for a function F on I to be the primi-
tive of a measure is that F be a function of (locally) bounded variation and
continuous on the right at every point x of /. In particular, ¥ may be abso-
lutely continuous, i. e. the primitive of some locally summable function f; then
the measure u is identified whith the function f, so that u(J)=f(J)={ JTE)dE for

every bounded interval J such that J<I.
We shall denote by M(I) the vector space of all measures on . It is easily
seen that:

By assigning to each n.e M(I) the distribution f:Dﬁ, where F is any primi-
tive of u (and F the standard function equivalent to F ), there is defined a one-to-one
linear mapping of M(I) into C, (1), such that, if w is a locally summable function,
then p=f.

This proposition enables us to identify every measure p on I with the

distribution Dﬁ, where F a standardized primitive of f.



INTEGRALS AND ORDERS OF GROWTH OF DISTRIBUTIONS 335

4. Multiplication and change of variable

We shall confine ourselves to the case n=1.

Let I be an interval in R. For each peN,, we denote by CP(I) the space
of all distributions f of the form f=DFPF, with FeC(I). The following theorem
can be proved:

For every peN, it ts possible, in one single way, to assign to each couple (f, g)
where feCP(I) and geCyll), a distribution fgeCpl) independent of p and
satisfying the following conditions:

(1) if geC(]), then fg is the product of the functions f,g in the ordinary sense;
(i) if feCl™(I) and geCylI), then D(fg)=f.-Dg+Dfg.

By these conditions, if fe CP(I) and g=DPG, with GeC(l), the distribution fg
is uniquely defined by the formula

P
_ _ P —ky ok
m—ﬂwc—gy—ﬂ%@>DP«“®.

Then it is natural to call fg the product of f by g.
Besides, it is proved that, by this definition, Cp(1) becomes a module over
the complex algebra CP(I). In particular, observing that

CaD=JC,(D) , C=()=1CpD)
P=0 p=0

the space Cy, (1) becomes a module over C*(1).

The preceding theorem can be extended, replacing C,(I) by the space
‘mp(l) of all distributions f of the form f=DPF, where FeM(l), and the condition
(1) by the following one:

(") If geM(), then fg is the product of f by the measure g according to the
usual definition.

Let now consider another interval I* in R. The following theorem can
be proved. For every peN, it is possible, in one single way, to assign to each couple
(f,8), where feC,(I) and g is a C' mapping of I* into I such that 1/g'e CP(I*),
a distribution fog, not depending on p and satisfying the following conditions:

(i) if feC(), then (fog)(x)={(g(x)) .

(il) if feCy({) and 1/g' e CPYYI*), then

D(fog) =g'(Df-g)
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By these conditions, if 1/g'e CP(I*) and f=DPF, with FeC(l), the distri-
bution fog is uniquely defined by

1 p
o= (D) (Pep
g

Moreover it can be proved that:
If t/g'eCP(I*), g defines a linear mapping f—fog of Cp(d) into Ch(1*).
If in addition h s a C' mapping of an interval I** into I* such that
1/h' e CP(I**), then

(feg)oh=1fo(goh).

§ 2. LIMITS AND INTEGRALS OF DISTRIBUTIONS OF ONE VARIABLE

5. Limit of a distribution as z— -

Let I be an open interval unbounded on the right, i. e. of the form
I=la,+owo[, with aeR or a=—o. The two following definitions are well
known in classical analysis:

5.1. DeriniTions. Let f and ¢ be two functions on /. The function f
is said to be of order less than ¢, iff there exist a real z, and a function f,
such that

f=of, for x>z, , fy(r)—>0 as z— +oo .

On the other hand, f is said to be at most of the order of ¢, as x— -+ 0,
iff there exist a real x, and a function f, bounded for z>z, such that f=of,.
In the first case we shall write
feo(p) as z— -+ (or on the right)
and in the second case

feO(p) as z— +o0  (or on the right).

These notations replace the classical ones f=o(¢) and f=0(¢), which are
not logically correct and may produce some confusion in functional analysis.
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Observe that

5.2 If there exists x, such that ¢(x)5#0 for x>z, then
f(z)
¢()
ftz)

Plx

-0 as x—> -+

feo(e) as x—+w <

feO(e) as z—>+o0 <= is bounded on the right .

In order to extend the symbol O to distributions, we shall consider at
first the case when o=2% with «> —1 (for simplicity the sign ~, of dummy cariable,
x

will be omitted). Let J be the integration operator defined by Jf(z) = f f&)dg
'

with ¢ in 1.

5.3. Lemma. If o is a real number >—1 and f a continuous function
such that feo(z*) as z—>+ o, then

Ifeo@*) as 22— 4 o0.

Proof. Suppose feo(z”) as z—>-+oo. This means that there exist z, and f,
such that f=a%f, for x>z, and f,—~0 as z— +oo. Let ¢ be an arbitrary positive
number; then there exists z, such that |f,(z)|<e for z>x,. We may assume
of course z,>z,>0. Now, for every zel:

(@) =k + f £, E)dE , where k— ff(&)da

Since |f,(§)]|<<e and £>0 for £>x, we have

|k| (x___x1)oc+1
== xoc+1 (a_*_i)xocﬂ

If(x)

E xOH-l

, for z>=zx,,

and therefore, remembering that «>—1 :

Jf(x)

xoc+1

€

PER

lim

>+ o




338 J. SEBASTIAO E SILVA

As ¢ is arbitrary, this implies that Jf(z)/z*"—0 as z— 40, i. e. Jfe o(z*)
as z—>+4o0.

5.4. Remark. Tbis lemma extends obviously to locally summable
functions and even to measures.
The lemma suggests the following:

5.5. DeriniTION. Let « be a real number >—1 and f a distribution
on I. We write: feo(z*) as z—>-+o0, iff there exist an integer p>>0 and a continuous
function F on I, such that

f=DPF and F@ o as x—> 400,

oc+p

5.6. ReMark. The lemma implies that, if there exist peN, and Fe((I)
satisfying the preceding conditions, then every integer m>=p and every function G
such that G=J""PF-+P, where Pe],,, satisfy the same conditions (observe that
it Pep,,, then P(z)/z"""—>0 as z— o).

5.7. LiNeariTY ProperTY. If feo(z¥) and geo(z™) as z— -+ oo, with
a>—1, then

A+pgeo(z*) as z—>+oo  for all A,ueC.

For the proof, it is sufficient to represent f,g as derivatives of the same
order of continuous functions, taking 5.6 into account.

In particular, « may be equal to 0. Then 2°=1 and, if feo(1) as z— 4 0,
it is natural to say that f—0 as z—~-+o0. More generally, let A be any complex
number and feC,(I); then:

5.8 DeriNiTiION. We say that f converges to » as x—--o0, iff f—reo(1)
as x—>-+o0. A distribution f is said to be convergent as z—-}-o0, iff there exists
2eC such that f—2xA as z— 4 0.

Taking the definition 5.5 into account and observing that A=DP(3P/p!)
for every peN,, we can define directly the preceding concept as follows:

5.9. DeriNiTioN. We say that f~A as x— oo, iff there exist pe N, and
FeC(l) such that

F(x)
zP pl

f=DPF and as £— + oo (in the ordinary sense).
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Remark. Instead of «f tends to A as z—-co», we shall write sometimes
«flxy—>n as z—-+oo». But it should be remembered that in these cases «» is a
dummy variable.

510. If f—>\ as z—>+o and f—>p as x—>-+c0, then A=p.

In fact, if f—A—0 and f—p—0 as z—+-+oo0, then, by 5.7, (F—A)—(F—p)=
=p—r—>0 as z—+c0. But, for every integer p>0 and every continuous function ¥
such that u—A=DPF, we have necessarily F=(u—2A)z?/p!+P, where P is a
polynomial of degree <<p. Hence, according to def. 5.9, u—i cannot tend to 0,

unless p=»x.
This legitimates the definition complementary to 5.8:

5.11. DeriniTiOoN. We say that A 1s the limit of f as z—-+o0, iff f—2
as x—>-+o. In this case, we shall write A= liIJIrl f(z) or A=f(+ ) .
T—> w0

The uniqueness of the limit is guaranteed just by 5.10. Besides, from 5.7
follows:

5.12. LiNeariTY PropERTY. [If [ and g are convergent as x—-oo, then

lm (af +8g)=a lim f4B lim g , wafeC

r—> 4o —> 4 X—=»—+o0

In turn, from 5.3 and the preceding definitions, it follows:

5.13. If f is a continuous function such that lim f(x)=»x in the ordinary
Tt
sense, then the same fact holds in the distributional sense, i. e. in the sense of defi-

nitions b.4 and 5.8.

Observe that, according to 5.4, this theorem extends to locally summable
functions (and even to measures). However, it must be observed that the converse
of this theorem is not true:

5.14. ExampLE. As is well known, the function cosz is not convergent,
in the ordinary sense, as z—-4o0. But we have

lim cos x=0, in the distributional sense
2>+ o

To see that, it is enough to apply def. 5.4, observing that cosx=D sinz
sinz

and

-0 as z— + .

5.15. GENErAL ReEmaArk. All preceding definitions may be extended and
all propositions remain true, if we replace throughout +co by —oo and «on the right»
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by «on the leftr. In particular, we must then consider an interval I unbounded on
the left, I=]—o0, a[, instead of an interval unbounded on the right.

5.16. DeriniTioN. We say that f tends to A as z—c and we write
lim flx)=2x, iff lim fx) = lim flz)=2x.
r—>w Z >+ © T—>—o0
For example, it is easily seen that (cf. 5.14):
lim sinz=0 (in the distributional sense) .

Xr—> 0

6. Limit and value of a distribution at a point of R

Let now I be any open interval |a,b[, bounded on the left, i. e. with
acR (but beR or b=-). Then, definitions 5.1 are readily extended to this
case, replacing throughout «z—>+o0» by «x—a™» and «on the right» by «on the lefts.

x

Besides, if we put Jf(z) =ff(£)d£, we prove, as we did for 6.1.3 (the proof is
a

even simpler):

6.1. Lemma. If f ts a continuous function on I, such that fe O((x—a)B)
as x—a*, where B is a real number >—1, then

Ife O((x—a)BJ’n) as x—>a* , for n=0,1,...
This lemma justifies the following:

6.2. DerinitioN. If feC,(l) and B>—1, we write feo(xg) as z—>a*,
iff there exist peN, and Fe(C(I) such that f= DPF and F(x)/(x——a)pﬂ’—>0

as z—>at.

6.3 ReMARK. The lemma implies that, if there exist p and F satisfying
these conditions, then every integer m>=p, along with the function J™PF, satisfies
the same conditions (but it must be observed that for each integer m>p, there
is no function different from J™PF satisfying the same conditions).

Now we are able to extend definitions 5.8 and 5.11, as well as proposi-
tions 5.7, 5.10, 5.12 and 5.13, replacing 4o by ™. In particular, the conver-
gence as 2—>a* can be defined directly as follows:
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6.4. DErFINITION. A distribution f on I=]a,b[ tends to A as z—a®, iff
there exist peN, and Fe(C(I), such that

f=DPF and Fl) ., A as x—a* (in the ordinary sense) .
(x—a)P p!

Besides, the concepts of convergence corresponding to the cases z—-oo
and z->a* are related to each other according to the following rule:

6.5. Suppose I=]a,+oo[ and feCy(I). Then, if g(t)=f(a+1/t), we have:

lim g(t)=n <= lim f(x).

{—+o0 z—a*

Proof. We can obviously reduce to the case a=0 and A=0. Suppose
f(x)—0 as x—0%. Then, there exist peN, and FeC([) such that f=DPF and
F(x)/xP—0 as z->a®. Moreover (cf. 4) we have g(t) = (—12D,)P F(1[t) and it is
easily shown by induction on p that there exist p+1 numbers a; (whose expres-
sions are not needed here) such that

o wSafre()]

p
k=0

Now, since F(z)/zP tends to 0 as z—0",tPF(1/t) tends to 0 as t+>-+oco. Hence

A O
t—>+ 0 tk

0, for k=0,...,p,

which according to def. 5.9, means that all terms in the right side of 6.6 tend
to 0 as t— +oo. Therefore, according to the linearity property, g(¢) tends to 0
as t—>o0. In a similar way, we prove that, if g(t)—=0 as t— +4- o then f(z)—0
as z—0%. We can obviously define the meaning of

flx)— A as x—b",
as we did for the case z—>a™ considering now an interval ]a, b[ bounded on the right.

It is readily seen that all preceding propositions and remarks can be extended
to this case.



342 J. SEBASTIAO E SILVA

Let I be now any open interval in R, /=]a, 5[, and let ¢ be any point
of I, that is a<<c<<b. Then, if feC,([), we define the meanings of

«f(x)—>nr as z—>cH  and  «f(x)—=>r as z—>c»

by considering, instead of f, its restrictions to the intervals ]a,c[ and Jc,b[.
As in classical analysis, we shall put

flct) = lim f(z) (right-hand limit of f at c)

x—+qt

fic™) = lim f(x) (left-hand limit of f at c)

r—>a~

whenever the limit in question exists.

6.7. DEerFiniTioN. We say that f fends to A as z—¢, iff f(x)—>n as z—>c*
and f(x)—>n as z—c¢. In this case we write A= limc f(x).
xr—>

According to the preceding definitions and remarks, we can also define
directly this concept:

6.8. DeriNiTiON. The distribution f tends to A as x—>c, iff there exist
an integer p>0 and a function F continuous at every point x of I distinct from c,
such that
F(x) A

f=DPF and lim = in the ordinary sense .
zse (x—c)f p!

REMARK. Suppose that [ is, more generally, any (non-degenerate) interval /
in R and ¢ is an inner point or an extremity of J. Then definition 6.8 applies,
even if is ¢ an extremity of the domain I of f; for example, if ¢ is the left extre-
mity of I, we have by definition :lcl_>mc f(x) =;i_r)ré+f(x).

With the general hypothesis considered above, we have:

6.9. DeriNiTiON. A distribution f on I is said to be continuous at the
point ¢, iff there exist peN, and FeC(I) such that f=DPF and F(z)/(z—c)? is
convergent in ordinary sense as z—>c¢. Then we write

z->C r—>C (x__c)P

and the number f(c) is said to be the value of the distribution f at the point ¢
(or for z=c).
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ExampLEs — I. Consider f(xr)=cos 1/x. Then f is a locally summable
function on R and, since

co8 L = 22 sin 1 —D(:c2 sin —1—> , lim (x . sini>= 0

x x T 20 x

it is easily seen that fis continuous at the point 0 with the value 0 (in the distribu-
tional sense, not in the ordinary sense!). Observe that the right member has the
value O even in the ordinary sense after the functions have been standardized.

II. It can be seen, as an exercise, that lirr%) 30=0 and yet 3® is not
T

continuous at 0 for any £=0,1,...

III. It can be proved, as an exercise, that: If f is a distribution on an
interval I minus a point ¢ of R belonging to I, and if f is convergent as x—>c, then there
exists one, and only one distribution f on I plus ¢, which is continuous at ¢ and such
that f=f on I.

ReMark. The previous concepts of limit and value of a distribution at
a point of R have been introduced by Lojasiewicz [b]. As for the concepts of
limit as z—>-4o or as z—>—oo, the definitions given by Mikusinski and
Sikorski [6] seem to be too restrictive, as they are not invariant for very simple
substitutions, such as =1/t and do not allow to justify certain integral formulas
occuring in applications. The definitions that we are using here do not present
these disadvantages.

7. Primitives and integrals of distributions

If f is a distribution with domain in R, we call primitive of f any distri-
bution ¢ such that Do=f. According to this definition:

7.1. THEOREM. Every distribution f on an interval I has infinitely many
primitives and any two primitives of f differ by a constant.

Let f be a distribution on I. Then f is of the form f=D"F, with Fe((I),
and every distribution ¢ of the form ¢=D"JF-+k, where J is an integration
operator and keC, is obviously a primitive of f. Suppose now Do,=D¢,=F;
then, if ¢,=D"®, and ¢,—D"®,, with @,,®,eC(I), we have D""'®,=D""®,,
which implies, according to axiom 4 (cf. 2), that ®,—®, is a polynomial P
of degree <n-+1. Thus ¢,—¢,=D"P = const.
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From here and 6.9 it follows immediately:

7.2. ComoOLLARY. If there exists a primitive of  which is continuous at
a point a, then every primitive of f is continuous at a, and, for every complex number k,
there exists one, and only one, primitive ¢ of f such that o(a)=*k.

It will be natural to denote by the symbol.

~

ff(i)di or shortly by ff

the primitive of f assuming the value 0 at a. (Remember that the sign ", indicat-
ing that = is a dummy variable, may be omitted, whenever no confusion is
possible). Thus, according to 7.2, if there exists at least one primitive of f which
is continuous at the point a, the differential equation Do=f will have one single
solution satisfying the initial condition o(a)=k; and such a solution is

o) =k + f flE)dE .

As we observed, it is understood that here z is only a dummy variable: the
distribution ¢ need not actually have any wvalue ¢(x) at every point z of I.
But, obviously, if ¢ has a value at some point b of I, this value will be given by
the formula

b
o) =k + f fE)dE .

b b
Thus the integral ff(i)d& (in short ff ) is defined by the generalized
a a

Barrow’s ForMuULA:
b

f ) = o(b) —g(a)

a

The corollary 7.2 can be extended as follows:

7.3. CoROLLARY. If there exists a primitive of f having a limit as z—>a™
[resp. as z—a7], then, for every complex number k, there exists one, and only one,
primitive ¢ of f such that ¢(at)=Fk [resp. ¢(a”)=k].
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Remember that the existence of both ¢(a*) and ¢(¢”) does not imply the
existence of ¢(a).
All preceding remarks and conventions may now be extended analogously

X x
to new cases. For example, we shall denote by | f(€)d¢ (in short ff) the
_ o

a
primitive of f on I which tends to zero as x—a™; accordingly, if such a limit

exists, the differential equation Dg=f along with the initial condition ¢(a7)=Fk
will have the only solution.

ol@) =k + f fE)dE .

So we shall have by definition:
b= b
| forts —ott)—sta) , | fledde = o) —eta)

If a<b, these are, respectively, the integrals of the distribution on the
intervals [a,b] and [a,b]. The integrals of f on ]a,b] and ]a,b| are analogously
defined. Naturally, such an integral is said to exist or to be convergent iff the
two corresponding limits exist. If b<<a, we have of course

bt a” bt at
ff:_ff ) ffz—ff ) etc.
a- bt at b+
Finally all preceding definitions may be extended to infinite intervals.
For example, we have by definition:

f f(@)de = o(-+o0)—o(a) ,

+ 00

if ¢ 1s a primitive of f such that the limits on the right side exist; and f f(z)dx

a
1s called the integral of f on the interval [a,+oo[. For other kinds of infinite inter-
vals such as |—oo, al , ]—oo,—I—oo[, etc. the definitions are quite analogous.
In general case, a distribution f is said to be integrable on an interval I,

iff the integral of f on I exists. This integral may be denoted by ff(x)dx or
1

simply by ff .
I
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From the linearity property of limits it follows immediately the corres-
ponding property for integrals:

7.4, LINEARITY PropERTY. If two distributions f and g are integrable
on I, so is af+Bg, for any «,peC and

If(af+ﬂg)=arff+ﬁrfg-

On the other hand, it should be ohserved that:
7.5. If f is a function summable on I, then the integral of f on I, in the
distributional sense, exists and equals the Lebesgue tntegral on I. More generally, if

is a locally summable function on I, such that f f is convergent in the classical sense
1

(even simply convergent), then f f exists with the same value, tn distributional sense.
I
However, the converse of this proposition is not true, as we shall presently
see. Consider the integral feiwtdt, where o is a real parameter. This integral
R

1s obviously divergent, in classical sense, for every value of . However, for
o #0, one primitive of el is ¢'@![iey and

— = — D;et , lim
1o (tw) oo

=0.

Hence, we have in the distributional sense, for every w+#0:

+ oo

. 1 _ : L
fe““tdt = < lim et — lim e“”‘) =0.
[20)) t—>+4co l—»>—00
-

For w=0 this integral is divergent, even in the distributional sense.
These results agree with the intuition of physicists, which have, since long,
adopted the formula

7.6. f giot dt = 2nd(w) .
R

However, a complete justification of this formula cannot be achieved,
without a suitable definition of parametric integral, which will be given in §3.
Let us now prove the following proposition:
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7.7. Every distribution with a bounded carrier on R is integrable on R.

Proof. Let f be a distribution of bounded carrier on R. This means that
there exists a bounded interval I=[a,b] such that f=0 outside I. Hence, if ¢ is
a primitive of f, Do=0 outside I and ¢ reduces to constants ¢, and c,, respectively
on |—o,a[ and on }b,+oo[. Thus

¢p(—o0)=9(a7)=¢c,  and @(b¥)=g¢(4-w)=c,.
bt

Hence f 1s integrable on R andffz [f: [f: C—Cy
R I o

8. Orders of growth for distributions

For brevity, we shall confine ourselves to the typical case when z—4c0,
since the considerations in the other cases are analogous. Let I be any interval

T
unbounded on the right and Jf(x) :ff with cel, for fe C(I). The extension of
c

the «O» symbol to distributions is based on the following lemma, whose proof
is similar to the one of 5.3, and even more simple:

8.4. Lemma. Iffis a continuous function on I such that fe O(z*) as z—>4o0
with a>—1, then Jfe O(x**!) as x—+o0.

8.2. DEeriniTION. If feCh(/) and a>—1, then we write fe O(z%) as x—>+c0,
iff there exist zeN, and FeC(]) such that: f=D"F and F(z)/z*™" is bounded on
the right.

The lemma guarantees the linearity property for this case. In particular:

8.3. DeriNiTION. A distribution f on [ is said to be bounded on the right,
iff feO(1) as z—}-oo, that is, iff there exist neN, and Fe(I) such that f=D"F
and F(x)/z" is bounded on the the right.

Now we are able to define the meaning of expressions such that «feo(e)
and «feO(p)» in the more general case when feCy,(/) and ¢eC”(I). For that
purpose, we can take as a model the classical definitions 5.1:

8.4. DEriniTIONS. We shall write feo(e) as £ — oo, iff there exist a real
z, and a distribution f, such that: f=o¢f, for z>2, and f—~0 as z— 0.
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We shall write fe O(p) as x— oo, iff there exist a real z, and a distribu-
tion f, such that: f=¢f, for x>z, and f, is bounded on the right.

The first thing to do is to see whether these definitions are equivalent to
the previous ones, in the particular case when ¢ is of the form z* with a> —1.
This is easily proved, by means of the formulas

n

7. D"F,—= Z (—1)k <Z> DKF, . Dka™
k=0

n

6= > () (DH0G)

k=0

taking into account the linearity property.

On the other hand, this same property can be now immediately extended
to the general case. Moreover definitions 8.4 introduce a remarkable new
property, which is a counterpart of the preceding lemmas:

8.5. DIFFERENCGIATION PropERTY. If feO(2%) on the right,then Dfc O(z*™)
on the right, for every acR .
We shall begin the proof in the case a=0:

8.6. If f is bounded on the right, then Dfc O(x™") as x— + 0.

Suppose f bounded on the right. Then there exist peN,, FeC(I) and ¢
such that f=DPF for z>>c¢ and F(z)/«? is bounded on the right. We may choose
¢>0; then we have Df=a""(x. DP™' F) = a27'[DP*!(xF)— DPF] for z>c and it is
readily seen that DP*}(zF) is bounded on the right, as well as DPF. Hence
DfeO(r™) as z— 4 0.

Suppose now feO(z*) as z—-oo, where «cR. Then there exist z, and
f, such that f=2z%, for x>z, and f,€0(1) on the right. It follows that
Df=aa*'.fy-+2*.Df,, and it is readily seen, applying 8.6, that DfeO(z*?)
as x—+4o0.

By an identical argument it is shown that the differenciation property
extends to the «o» symbol.

Furthermore it is a simple matter to prove the following properties, where
the expression «on the right» or «as z— +oco» is omitted for simplicity:

8.7. If f is convergent, then f is bounded.

8.8. If feo(p) then feO(y).
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8.9. If feO(™) and a< B, then feo(xP).

Obviously, we have chosen the case when x— +co as a model; concepts
and properties are quite analogous in cases when x——o0, x—c*, etec.

8.10. ConventioN. If a distribution f has the same growth property as
z—>-+o00 and as x——oo, we shall say simply that f has this property as x—co. Ifa
a distribution f on an interval I is bounded both on the right and on the left
(i. e. as = tends to the right extremity and to the left extremity), we shall say
that f is bounded on I or simply bounded.

REmaRrRk. The concept of bounded distribution that we have just intro-
duced is more general than the concept of bounded distribution according to
Schwartz, and it is necessary for the integral theory, as we shall next see.

9. Convergence tests for integrals

Let us consider, at first, the case of integrals on R. We have then the
following test, which is not true in classical analysis:

9.1. (A Necessary ConpitioN For CoONVERGENCE). If a distribution f
is integrable on R, then feO(z™!) as z2— 0.

Proof. Suppose that there exists a primitive ¢ of f such that ¢ is conver-
gent as z— +oo0 and as z— —oo (*). Then, by 8.7, ¢ is bounded on R and, by 8.5
(and its analogue for the case x—>—o0), we have oeO(z™) as z— 0.

On the other hand, the following theorem extends to distributions a well
known classical test:

9.2 (A SurriciENT ConNDITION For CONVERGENCE). If there exists a
number a<<—1 such that fc O(z*) as x—oo, then f is integrable on R.

Proof. Suppose feO(z%) as x>0, with a<.—1. Then there exist a number
¢>0, an integer n>0 and a continuous function ¥, such that

f=2a"D"F for |z|>c , with £(z) bounded for |z|>¢

xn

('} This does not mean that f is convergent as #—-c0, for the limits are in general
different.
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Set

F(z) , for |z|>c¢

F1(x)={ , f1:annF1 , =11

0 , for |z|<c¢
Then f, 18 a distribution with support contained in [—¢,¢], hence inte-
grable on R. So we have only to prove that f; is integrable on R, for then we

have ff:ff, + ffz We shall put for simplicity f, =f and F,=F. Then
R

n

f=a*D"F = z (—1)Yke, D™ (2™ F)

k=0

where ck:oc(oc—l)...(oc—k—l—i)<z>. From here we deduce the following primi-
tive of f:

9.3. o= Z( 1)ke, D™ (K By 4 (—1) f £ R (E)
k=0

But, since FeO(z") as z— o0, in the ordinary sense, we have £ FcO(&%)
as x—o0, with a<<—1, and, according to the classical test, this implies that
the function £ "F is summable on R. Hence the last term in 9.3 is convergent
as x->-4o and as z—>—c0.

As to the other terms, observe that the functions

wkp F
an__]ffizxmﬂ%x) for £k=0,...,n—1

tend to 0 as z—oo, since a+1<0 and F(x)/z" is bounded (in the ordinary
sense). Hence, by def. 5.9,

Dkt (x“—kF )—>0 as z—cw

so that

+ oo —00

o(+o0) = (—1)", f Ryl g(—o) =(—1)"c, f " F(@)da

0 0
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Therefore f is integrable on R and

ff:fx“DnF:(—-i)an(x) "ZZ’: dz .
R

R R

We can deduce similar tests for integrals on intervals distinct from R. For
example, consider an interval I=]a,4oo[ and feCw(l). Then it is easily
seen that:
If f is integrable on I, then fe O(x™") as z— +-c0 and f€ O((x—a)_’) as z—>at.
If there exist o << —1 and B> —1 such that feO@*) as z— +oo and
fe O((x—a)ﬂ) as x—a*+, then f is integrable on I.

10. Multiplication and change of variable in connection with limits and

integrals

It is a simple matter to prove the following propositions:

10.4. If a distribution f on an interval I is convergent as x tends to ¢+ with
cel, and if geC”(I), then fg is convergent as x—>c+ and

lim (fg)=(lim f)( lim g) .

r—ct z—ct z—ct

10.2. If a distribution f on an interval I is convergent as x— ¢t with ce I,
and if ¢ is an increasing C* mapping of an interval I* into I, then f(o(t)) is
convergent as t—+y", with o(y) =c, and

lim f{e(t)) = lim f(x) .

t—>Y+ z—ct

Obviously, these two propositions can be extended to the case when f is
convergent as x—>c¢~. Then the second one enables the usual substitution
property to be extended to integrals of distributions on bounded intervals.
For example, assuming that feCw (), @,b€l and ¢ is an increasing C* mapping of
I* into I such that a =¢(«), b =¢(B), we have

b~ g~
f fa)da = f folt))e' (0)dt

whenever the first integral exist.
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However these criteria are not sufficient in certain cases which occur in
practice. Our next purpose 1s to introduce a stronger criterion than 10.2.
For simplicity, we shall reduce our discussion to the case when z— o0 and
@(-+400) =400, which can be taken as a model for other cases:

10.3. THEOREM. Let f be a distribution on an interval I unbounded on the
right and ¢ a C* mapping of an interval I* into I such that ¢'(t) #0 on I* and
o(t)—>-+o0 as t—>-+4oo. Suppose that:

(1) f is convergent as x— 0.
(i1) o' tends to a number ¢#0 as t—>+o00 (in the ordinary sense).
(iii) q;(k+‘)eo(t_k) as t——+ o (in the ordinary sense) for all k=1,2,...

Then we have

lim f(e(t)) = hm flx)

{—+4co X—>+-oC
Proof. Suppose f—2xA as z—-+co. Then there exist neN, and Fe(C({)

such that f=D"F and F(z)/z"—>A/n! as z—>+o. Now foo=[(1/¢")D,]"(Foop)
and, according to the hypothesis,

o(?)

lim 22 — lim ¢'(f)=c
t>+o0 1 T—>+co
Hence
10.4. Fle®) _ Fle) _<<p(t) >”__> A"
t" ()™ t 7!

On the other hand it is easily seen that

n

1 n
( p Dt> (F o<P)=ZD?‘k[“k(t)F(<p(t))]

k=0

where oy =(1/¢")" and ockeo(t“k) as t—-oo, for k=1,...,n. Thus all terms in
last sum tend to zero as z— oo, except D'[as(Fog)], which, according to 10.4
tends to A

This criterion and the corresponding ones for the cases when x——oo,
t——o0, etc. lead to the following substitution rule for integrals:
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10.5. CoroLLARY. Let f be a distribution integrable on R and ¢ a C”
mapping of R onto R such that:

(7)) ¢'() is #0 on R and tends to numbers #0 as t—>-co and as t—>—o0
(in the ordinary sense)

Gj) o*eo(t™) as t->oco (in the ordinary sense) for all k=12, ...
¢ Y

Then f(o(t)) is integrable on R and

[feda = [fiote) ')
R R

This rule is an immediate consequence of theorem 10.3 and its analogues,
applied to a primitive of f. Observe that in the case ¢'(f)<0:

f fla)ds = f flo(t))' (1)t = — f flo(®)e’ (1)t .

In particular, 10.5 applies in the elementary cases when z=1¢t+4a or z=—ct,
with aeR and ceC. Then we have

10.6 flx)dz = |c| | flcx)dx
Jroe=te]

10.7 [ fe+a)dz — ff(x)dx .
R R

The last formula can be expressed by saying that the integral is invariant
under translations.

More refined criteria can be obtained, by using the concept of measure,
as we did for multiplication:

Remember that, if p is a measure on an open interval I, the total variation
of p in a bounded interval J such that J<I is defined to be the supremum of
the sums Sp=3%P|u(J;)|, for all finite partitions P of J in intervals J,,...,Jp.
We shall denote by | w|(J) the total variation of w in J; as is well known, |u| is
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again a measure on R (the modulus of p) such that: (i) if weL(I), then |p|is the
modulus of the function p in the ordinary sense; (ii) |pup|=|¢||w| for all e C(I).
On the other hand, if u and v are two measures on I, we write p<lv, iff u(J)<<v(J)
for each bounded interval J such that J<J.

Suppose I unbounded on the rigth. A measure p on [ is said to be bounded
on the right, iff there exist two numbers z, and & such that |u|<k for z>z,,
i.e. |p|(J)<k]J| for all bounded intervals J<[z,,4-oc[. On the other hand, we say
that p converges to a number ¢ as x— oo, iff for every € > 0 there exists a real z,
such that |p—c|<<e for x <w,. It is readily seen that these concepts coincide
with the classical ones if w turns out to be a function. Besides, the preceding
lemmas for the «o» and «O» symbols keep true, if f is a measure.

These remarks suggest the following refinement of the concept of conver-
gence for distributions:

10.8. DeriniTiON. Let feCw(I), neN, and AcC. We write f7>A as
x—> oo, iff there exist a real z, and a measure F such that f= D"F for x>z,
and F(z)/z"—A/n! in the measure sense as & — 0.

On the other hand, if ¢ eC”([), we shall write feo,(p) as x— oo, iff there
exist z, and f, such that f=¢f, for x>z, and f, ;>0 as x— +o0.

The expression «fe O,(¢)» can be analogously defined and the «dual» concepts
of the preceding ones can be introduced as follows:

10.9. DeriniTioN. Let neN,, feC*(I) and aeC. We write f2> A as
z—> o0, iff f tends to A and f(k)eo(x"k) as x— oo, for k=1,...,n (in the ordinary
sense). We write feo™(p) as x— |0, iff there exist z, and f, such that f=of,
for x>z, and f,- %50 as z— 4 0.

That being so, it is readily seen that:

10.10. If f5>A as z—+4 o and glsp as z—>+ o then fg—>Ap
as r— -+ .

10.11.  If feo,(e) and geo™{) on the right, then fgeo,(od) on the right,
and analogously for the «O» symbols.

There are similar criteria, which extend theorem 10.3 and corollary 10.5,
for change of variable.
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§ 3. PARTIAL INTEGRALS AND MULTIPLE INTEGRALS

11. Partial limits for distributions of two wvariables

Let I and J be two intervals in R, and suppose that J is unbounded on
the right. Given two functions f(z,y) and g(x) respectively on I X J and I, f(z,y)
is said to converge uniformly on I to g(x) as y— oo, iff for every e>0 there exists
a neJ (independent of x), such that: |f(z,y)—g(z)|<e for all y>» and zel. On
the other hand, if « is any real, we write

f(z,y) € o(y™) uniformly on I as y— +o0,

iff f(z.y)/y*—0 uniformly on I as y— 4.
Put for every feC(IXJ):

x y
Taf(eg) = [ fEndE | o) = [ femdn
Zo Yo

where z, resp. y, i1s a fixed point, arbitrarily chosen in 7 resp. J. The following
lemma is easily proved (ef. 5.3):

11.1. LemMa. If a>—1 and f(z,y) € o(y*) uniformly on I as y—-}oo, then:
J.feoy”) and Jyfeoly™™) uniformly on I as y—>-+o.

This lemma leads to the following:

11.2. DeriNiTION. If feCw(IxJ) and a>—1, we write:
f(zy)eoy™) on I as y—+oo,
iff there exist m,neN, and FeC(IxJ) such that:
() flzy)=DrDLF@y) .
(2) F(z,y)e€o(y*™"™) uniformly on each compact interval I*<I as y—-+oo ()

Applying this definition and the lemma, the following properties are easily
shown (with «>-—1):

11.3.  If f(z,y) e o(y*) and g(zx,y) € o(y*) on I as y— oo, then, for all \,p.€C:
Mtupgeoy®) on I as y— 4

(') A more general condition might be considered instead of (2), but this definition is
quite sufficient for applications.
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11.4. If flxy)eoly®) on I as y— +oo, then
D, f(x,y)eo(y™) on I as y—>—+o.

11.5. If flz,y)eo(y®) on I as y— +oo and o(z) is multipliable by f(z.y),
then

@(x)f(x,y)eo(y“) , on I as y_'>‘|—00
Consider now geCw(l) and feCu(lx J); then:

11.6. DEriNiTION. We say that f(x,y) converges on I to g(x), if and only
if flx,y)—g(x)eo(l) on I as y——+x.

The uniqueness property as well as the linearity property of convergence
are in this case immediate consequences of 11.3. Then we can write

g(x) = lim f(x7y) or g(:c):f(x,—{—oo) on I,
y—>+0
to express that flz,y)—>g(x) on [ as y—+0.
On the other hand, the following important property, which does not hold
in classical analysis, is an immediate consequence of 11.4:

11.7. DiFrFeRENTIATION ProPERTY. If flz,y)—g(x) on I as y—-+4w,
then D, f(x,y)— D, g(x) on I as y— o0, that is:

D, lim f(z,y) = lim D, f(x,y) on I.

Yy—>+00 —>+00
y Y

In turn from 11.5 follows:

11.7" MvurrirLicaTiON PRrOPERTY. If f(2,y)—>g(x) on I as y—-+oo and ¢(x)
is multipliable by f(x,y), then

lim [p(x)f(z,y)]=e(z) lim flz,y) on I.

X—>+cc y-;-'.w

Moreover, applying 11.7 and the linearity property, it is easily shown:

11.8. SusstiTuTiON PROPERTY. If f(2,y)—>g(2) on I as y— -+, and if ¢
is a mapping of an interval I* into I, such that f(e(t),y) exists ('), then g(o(t)) exists
too and

fle(®,y)—~>sgle(®) on I* as y—>+ow.

(1} The change of variables for distributions of several variables is defined according
to criteria similar to those adopted for the case of one variable.
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This substitution rule concerns the parameter xz. Substitution rules concer-
ning the converging variable y can be easily found, as generalization of the criteria
given in 10.

The «O» symbol is extended to distributions f(x,y) on I X J, with respect
to ¥, in the following way:

11.9. Derinition, If a>—1, we write
fxy)e0@*) on I as y—+o
iff there exist m,neN, and FeC(Ix J) such that:
(i) flzy)=DF DyF(zy);

(1) for every compact interval I*cI, there exists a number M such that

F(z,y)
(1 _I_I y I)oc+n

More generally, if e C*®(J), we write

<M on I*xJ ().

f(zy)€O(9y)) on I as y—+oo,
iff there exist a real y, and a distribution f,(2,y) such that f(x,y) = o(x)fo(z,y)

for y >y, and fo(z,y)€0(1) on I as y— +c0.
Besides, by the linearity property it is easily shown:

11.10. DrirrErENTIATION PrOPERTIES. If o is any real and f(z,y)e O(y%)
on I as y— 40, then

D,flz,y)eO@”) and D,flz,y)eOy*™) on I as y—+co.

Obviously all preceding considerations extend to the case when J is an
interval unbounded on the right and y—-+o.

12. Partial integrals for distributions of two variables

Let I and J be any two intervals in R, and f(«x,y) a distribution on 7 X J.
A distribution o(z,y) such that Dyo(z,y)={(x,y) will be called a (partial) primitive

(') The choice of (1+]y|)*** instead of y%+” is only to make the quocient continuous
on I*¥ xJ.
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of f(z,y) with respect to y. On the other hand, a distribution u(x,y) on IxJ is
said to be independent of y, iff it reduces to a distribution g of the only variable z,
i. e, iff it is of the form u(z,y) = DJ'G(z) with meN,, GeC(I).

12.1. LemmMA. A distribution u on IXJ is independent of z, iff Dyu=0.

Proof. It is readily seen that, if u is independent of y, then Dyu=0.
Suppose now conversely that Dyu=0 and assume u=D7DyU, with m,neN,
and UeC(l). Then D, u—DmD”HU 0 and therefore (cf. 2, axiom 4) U must

be of the form U(x ,y) o— x‘a +Z bi , with a;€C(J) and b;eC(]).
Hence u(z,y) = D7'DyU(z,y) = n! Di'by() .
Now it is easily proved, as in the case of one variable:

12.2. TuroreEM. Every distribution fon I X J has infinitely many primitives
with respect to y and two such primitives differ by a distribution independent of x.

We are able to define, in a natural way, the concept of partial (or para-

metric) integral of a distribution f(z,y). It will be sufficient to consider inte-
grals on R. Let I be any interval in R and feCw (I XR); then:

12.3. DeriniTION. The integral ff(x,y)dy is said to be convergent on I,

iff there exists a primitive ¢ of f with respect to y which is convergent on I as
y— +oo. Then we write

ff(fv,y)dy= o(x, +0)—p(xr,—c0) on .

From 11.2 follows at once the uniqueness of the partial integral. From the
properties of partial limits we can deduce the linearity property for partial integrals
as well as the following properties:

12.4. DIFFERENCIATION PROPERTY. Ifff(x,y)dy s convergent on I, so

R
is [futoghdy and
R

D, f flg)dy = f Dfey)dy on I.
R R
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12.5 SvusstiTUTION PROPERTY. If ff(x,y)dy:g(x) on I and if ¢ is any

R
continuous mapping of an interval I* into I such that f(¢(2),y) exists, then
| femdy=glo) on I*.
R

As for substitutions concerning the integration variable y, the criteria
established in 10 can be easily extended to partial integrals. In particular, we
have for all AeR:

12.6. [ fle + 1y = | fegpay
R R

12.7. | ey =11 [ feaay
R R

Applying lemma 12.1, criterion 7.7 can be also extended to partial integrals:

12.8. TuroreM. If for any compact interval I*<1 there exists a compact

~

interval K such that f(x,y)=0 on I* X (R—K), then ’ flz,y)dy ts convergent on I.

R
Finally the following extensions of 9.1 and 9.2 are easily proved:

12.9. THEOREM. Ifff(x,y)dy is convergent on I, then feO(y™) on I as
R

y—>00. On the other hand, if there exists a<<—1 such that feO(y*) on I as y—oo,

then f flz,y)dy is convergent on I.
R

Remarks—I. If f(z,y) is a function, then for the convergence of f flx,y)dy
R

on I in distributional sense it is not sufficient (neither necessary) that the integral
be convergent for each xel. Obviously, a sufficient condition is that the integral
be uniformly convergent on each compact set contained in I. More generally, it
can be proved that, if f is summable on each set I*XR, where I* is a compact
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interval contained in 7, then f f(x,y)dy 1is convergent on [ in distributio-

R
nal sense.

II. The differentiation property can be associated with the linearity
property in a more general property. Let p(D) be a derivation polynomial,
that is an operator of the form p(D) =Z?aka, with a,,...,,€C. Then we have

p(D,) f flzy)dy = | p(Dy)f(xy)dy on I,
R R

whenever the first integral is convergent on 1.

ExampLE. The preceding remarks offer a simple justification of for-
mula 7.6. Observe that in the usual sense:

oLy
12.10. f——dy:ne"x' for each zeR .
1+y?
R

This can be easily found by the method of residues. Besides, as x,y are
real variables, we have |e¢™|=1 and

{ eixy

| 14y?

1
1+y2

for all z,yeR.

~

Thus the integral 12.10 is dominated, for all zeR, by the integral
f (1+y?)~'dy, which is obviously convergent. Hence, according to the Weierstrass

test, the first integral is uniformly convergent on R and therefore convergent on R
in distributional sense. Consequently

Y (1—D2) ey .
(1—D?c)f e dy:J‘—i_fT— dy———femydy, on R.
R R R
On the other hand, Die’'®!= — D, (¢1%sga) =18l —267121§(x), so that

(1—D2) e '®!=23(x). Hence from 12.10 follows:

12.11. fei”ydy=2n8(x) on R.
R
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13.  Multiple integrals (on R")

Let f be a distribution on R"™ and A any complex number. We say that
f(x) converges to A as z—+oo,, iff there exist reN? and FeC(R") such that
f=D"F and

— as Iy~ +00,...,%,—> 400,
AN rd...r,!

Then we write A= lim f(z) or A=f(-+}-c0,). The uniqueness of the limit, as
X—+0o0n
well as the linearity property can be proved by an argument similar to the one

used in the case r=1. The concept of convergence as x— — oo, is analogously
defined.
On the other hand, every distribution ¢ such that Do={f(where D=D,...D,)

will be called a i-primitioe of f. It is easily seen that:

13.4. Tueorem. Every feC,(R"™) has infinitely many I—primitives and

two such primitives differ necessarily by a distribution of the form Z’: u; where u;

is a distribution independent of x; (that is, of the form D'U, where U is a conti-
nuous function on R" independent of ;) -

So we shall write by definition

13.2. ff(i)dﬁ = A, 9(x)

where ¢ is any 1-primitive of f and Ay, is the mixed difference operator Agp,---Bpp -

From 13.1 follows that formula 13.2 defines actually a distribution ®(z,z’)
on R¥, independent of the choice of the primitive . To see this, it is sufficient
to observe that A, u.=0 for every distribution u; independent of j and

7 J
every h;eR.

13.3. DeriniTION. A distribution [ is said to be integrable on R", iff
xl
f f(E)dE is convergent as (z,&’')—>(—o0,,+ ©,). Then we write

x
27

13.4. f f@)de = lim | fE)dE .
Rn

X —>—oop,
XrT—>+wuy T
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For example, if n=2:

ff(x1ax2)dx1dxz = ¢(+00, +00) —¢(+00, —0) —(—00, -+ 00) +4-p(—00, —c0)
RZ

where ¢ is a 1-primitive of f with respect to z.

The integral of f on R" can be also denoted by ff or simply by ff. Uni-
Rn

queness and linearity properties are immediate consequences of the corres-
ponding properties for limits. In order to obtain further criteria, it is convenient
to introduce a suitable definition of a bounded distribution:

13.5. DeriNiTioN. A distribution f is said to be bounded on R", iff there
exist reN? and FeC(R") such that:

() f=D'F
(ii) for every regular matrix A of order n the function x,™...2,™nF(Ax)
is bounded on R”.

The linearity property of boundedness is easily proved.

13.6. DEeriNiTION. Given feCx(R") and oeC*(R"), we write feO(p)
as |z|—oo or simply feO(g), iff there exists a distribution f, bounded on R” and
a real ¢>0, such that f=¢f, for |z|>¢.

The following generalisation of 9.1 is easily obtained:

13.7. Turorem. If there exists a<<—n such that feO(|z[%), then [ is
integrable on R™.
On the other hand:

13.8. TuroreMm. Suppose feO(|z[*) with «<—n and let ¢ be a C¥
mapping of R" onto itself such that:

(1) the Jacobian mairiz [D;e;] of ¢ is regular on R” and converges to a
regular matriz as |t|—;

(i) D'Dypjeo(l) for all reNy, r+#0,1,j=1,...,n; (")
then the classical substitution rule applies:

i fla)dz = i f(cp(t»].r <‘f) @

() As far as functions are concerned it is understood that the stated conditions are
to be taken in ordinary sense.
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We are going to outline the proof only in the case when ¢ 1s a non degenerate
affine mapping, that is a mapping of the form ¢(t) = ¢4 Mt, where ¢ is any vector
in R” and M is a regular matrix of order n. This case may be taken as a model
for the general case, since ¢ behaves assimptotically just as an affine mapping,
according to (i).

Put k(z) = (1+22 4 ...22)" and suppose feO(|z[*), with a<<—n. Then it
is readily seen that fe o(h*), 1. e. there exist re N? and FeC, such that f=1*. D'F,
with 277...2,"F(Az) bounded on R” for every regular matrix A of order rn. In
such conditions it is easily found:

f fz)d 1)l { K(x)F(x)dx, where |r|j=r+...+r,

Now

f K (z)F(x)dz = | K (o(8)) F(e(t)) |det M |di
and it can be seen, without difficulty, that the last integral is just equal to

—1)llrllf f(R(t)) |det M |dt .

14. Partial and multiple integrals

Let us consider a distribution f(z,y) on R™" with zeR™ and

yeR"™ (m,n=1,2,...). The concept of partial integral ff(x,y)dy can be easily
Rn

defined as a generalization of preceding concepts of partial integral and multiple

integral, with similar properties. But there is also a new property:

14.1. Tureorem. If f(z,y) is integrable on R™™" and if, in addition, the
integral f f(z,y)dy is convergent on R™, then
Rﬂ

| fagizay— [ [ f(x,y)dy]dx .
"

Rm+n Rm
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This is a consequence of a property for limits that we can state as follows:

14.2. TueorEMm. If f(z,y) is convergent as (z,y)—(+0,,,+,) and if in
addition f(x,y) ts convergeni on R™ as y— 4o, , then

lim flzy)= lim [ lim flz,y)].
Z—>+ooy, T—>+mw, yY—>+oy,
Y—>+ oy,
It 1s sufficient to prove this rule in the case m =n =1. Suppose that the
hypothesis holds. Then there exist four integers p,g,r,s, two functions F,,F,e C(R?),
a function GeC(R) and a number A, such that f =D§§D§F, =D;D;F2 and

F(z,y) A
—_—
2Pyl plg!

(1) , as (z,y)—> (4 o, +0)

. Fyzy)  Gla)
(1) S —
Y s!

, uniformly oneach compact setin R as y— 40

We can assume p=r,q=s. Take €>0. Then according to (i) there exist
a,b>0 such that

| Foy(z)y) . A

14.3. Py igl

<e , for x>a,y>b.

Take now p arbitrary points z;>a, g arbitrary points y;>b and consider
two pseudo-polynomials P,(z,y), Py(x,y) of degree (p,q) sucht hat F,—P, and
F,— P, vanish on the lines r=1;,y=Yyy. Then, if we put Fo=F,—P,, we have
again F,=F,—P, so that f=DJDJF,. Now, taking 14.3 into account and
remembering that the coefficients of the pseudo-polynomials P,,P, are obtained
as linear combinations, respectively, of the values of F,(x,y) and F,(z,y) on
the lines z=x;,y=yy, it is easily seen that (i) and (ii) are again satisfied, replacing
F, and F, by F, and G by G*=G-+P, where P is a polynomial in z of
degree <p. Hence from 14.3 follows, with F, in the place of F, and taking the
limit as y—+o0:

G*(x) A .
—e <qle, for z>a.
x p!

The number ¢ being arbitrary, this implies that G*(x)/zf—2A/p! as

x-> 4 00, which means that A= lim lim f{z,y) .
X >+ y—)-l-co
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More generally:

14.4. If f(z,y,2) is a distribution on R™™*P with xeR™, yeR", zeRP,

such that f f(x,y,2)dydz is convergent on R™ and f flz,y,2)dz is convergent on

f flz,y,z)dy dz = f [ff(x,y,z)dz]dy.

R"+P R" R?

R+
R™ . then

§ 4. CONVOLUTION

15. Convolution of two distributions on R

Consider two distributions f= D™F and g = D"G, where F,GeC(R). Then
we have
flw—t) = DPF(z—t) = (— 1) D F(z—1) |

so that, for every k=0,1,...,
Difw—1)=(—1)"Dkf(z—1)

This suggests to write by definition
n
flz—1g0) = fle—) D60 Z( )orHG0 Do)
with G(t)DEf(z—1) = DM F(z—1)G(1)], that is

15.1. flx—1)g(t) = z <Z>Dg"+kD?'k[F(x—t)G(t)] i

It is easily seen that the «product» f(x—t)g(t) does not depend on the
representation of the distributions f and g. This can be proved as in the simpler
case of the product of a C” function ¢ by a distribution g of the form g= D"G
with GeC(R). The analogy between these two situations come from the well-
-known proposition (which is not needed for the present developments):

The mapping t—flx—t) of R into the topological linear space Co(R) ts
infinitely differentiable.
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Consider now the expression f(z—t)g(t—y). We have two possible inter-
pretations:

flx—t)g(t—y) = z <Z>DZ”"D?"‘[F (x—t)G(t—y)]
k=0

15.2.

m

fla—tgt—yp = > () (=D D DR Flo—0G(t—y)].
\ k

k=0

Now:
15.3.  The right members of the formulas 15.2 represent the same distribution.

A direct proof of this proposition does not seem to be easy. On the contrary,
a very simple proof can be found, remembering that the functions /' and G can
be aproached by two sequences (F,) and (G,) of C* functions, converging uniformly
on each compact interval, so that D™F,—f and D"G,—g as v— oo, in the distri-

butional sense ().

15.4. DerinrtioN. If the integral fF(x—t)g(t)dt 1s convergent on R,

the distribution R
hz) = f fla—t)g(t)dt
R

is called the convolution of f and g and denoted by f*g .

From this definition, taking into account the linearity property of the
partial integral, as well as 15.1, follows immediately that the convolution is bilinear,
that is, we have:

15.5. (afy + Bfa)xg = alfixg) + B(foxg) , w«,peC

whenever f,xg and f,#g exist; and analogously for the right side.
15.6. CommutaTIVE Law. If fxg exists, g«f exists too and fxg=gxf.

Proof. Suppose that fxg exists and put 2 = fxg, that is h(x) :f flx—1t)g(t)dt.
R

Then for each yeR we have

ho—y) = f flo—y—Dg(t)ds
R

(1) This is a well-known result of the Schwartz’s theory, which can be established
directly without difficulty.
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and it is obvious that the last integral is still convergent with respect to (z,y)
on R% On the other hand, for each yeR, we may perform on this integral the
substitution t= u—y, which gives:

ho—y) = f fle—u)g(u—y)du
R

Now, taking 15.3 into account, it can be seen that the last integral is also conver-
gent with respect to y for each xeR. In particular for x =0 we have

M=) = [ f—wg(u—y)du
R

Hence by the substitution y=—z , u=—t:

h(x) :fg(x—t)f(t)dt that is 7 = gxf.
R

In the general case the convolution is not associative. But the following criterion
can be used in several cases:

15.7. Id f.g,h are distributions on R such that fxg and g+«h exist and
~ff(a:—y)g(y—t)h(t)dydt is convergent on R, then
R2

(Frg)eh = fu(gwh) — f & — y)gy—t)h(t)dyds
R2

This is an immediate consequence of 14.4.
In turn, from the differentiation and substitution properties for partial
integrals and from 15.6 follows immediately, taking definition 15.4 into account:

15.8. DI1FFERENTIATION PROPERTY. If fxg exists, then D(fxg) exists too and
D(f+g) = Df+g = f+Dg .

15.9. TransLaTiON PROPERTY. If fxg exists, then ty(f+g) exists for every
heR and

wh(f*8) = (tpf) g = [*(138) .
On the other hand:

15.10. If fxg and fx(xg) exist, then (Tf)*g exists too and

2(frg) = (zf)xg+fx(zg) .
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Proof. It is sufficient to observe that (Zf)#g is given by

f (—t)fc— gt = f fla—1)g(t)dt— f flo—tiglyde .
R R R

This tmportant property shows that multiplication by x, with respect to convo-
lution, behaves like a derivaiion operator with respect to multiplication.
Finally, we can analogously prove that:

A5.11. If fxg exists, then

e*(fxg) = (e*f)*(e*g) , waeC.

16. Convolution of distributions whose support is bounded on the left and

(or) on the right

We shall denote by CJ(R) or simply by C° the vector space of all
distributions with bounded support on R.

16.4. TueoreM. The convolution fxg exists whenever feC% and ge€Ce.
Besides:

(1) fx(gxh) = (f+g)xh, whenever f,geC% ,heCx .

(1) dxf=T{, for every feC .

Proof. a) Suppose feC? ,g€Cw. Then there exists a bounded interval [/

such that g(x—1t)f(¢) vanishes for teR—I. Hence fg(x—t)f(t)dt 18 conver-

R
gent on R and gives f*g.

b) Suppose f,g€C%,2eCx. Then by an argument similar to the prece-
ding it is shown that the integral f h(z—y)gly—t)h(t)dydt is convergent on R

R
and this, according to 15.7, implies (i),
¢) Consider f = D"F, where FeC(R), and put ¥, = FH, F,=F—F,. Now

Zz

H+F, = fH(x—t)E(t)dt:fF,(t)dt .

[1}
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Hence 3+D"F,=D"*"\(H=F,)=D"F,. 1t is seen analogously that 8«D"F,=D"F,,
so that Sxf=D"F, | D"F,=f.
This theorem along with 15.5 and 15.6, can be expressed by saying:

16.2. The space CS is a commulative algebra under the convolution and Ce
is a module over that algebra, having & as the unity element.

Property (i) in 16.1 can be expressed explicitely by the important formula:

16.3. f(x)sz‘(x—t)f(t)dt (DIRAC’S FORMULA)
R

We shall denote by C& (resp. C) the vector space of all distributions
vanishing on the left (resp. on the right) of 0 and by CI (resp. ) the
space of all distributions whose carrier is bounded on the left (resp. on
the right).

16.4. The space CS (resp. C3) is an algebra under the convolution and
Cl (resp. C3) is a subalgebra of 7 (resp. CF) .
In fact, if f,geCJ, there exists a real ¢ such that f and g vanish for z<c.

Then flx—1t)g(t) vanishes for t<<c and for t>2x—c. Hence ff(x—t)g(t)dt 18
R

convergent on R and vanishes for x <<2¢. The remaining parts of the theorem
are easily proved.

17. Convolution and orders of growth. Tempered distributions and rapidy

decreasing distributions (on R) (*)

Several criteria can be found, connecting convolution with orders of
growth of distributions. One of those criteria is the following:

17.1. THEOREM. Let o and B be two real numbers such that «>=8 and
a+B+n<—1, where n is the integer satisfying O <<a+n<<1. On the other hand,
let f and g be two continuous functions on R such that feO(z™) and geO(xB).
Then fxg exists and fxgeO(z¥) (?).

Proof. a) Suppose a+B<<—1 with «>>0. Then, as feO(z"¥), there exists
a number M such that |f(z) |[<M(1+|z))* for all zeR. Hence

[fle—t) | < M +|z—t )" < M1 4|z |)* (L +|t])*, vz, tcR

() See «Notes ajoutées pendant la correction des épreuvess after the «Résumén.
(3) Tt is understood: «in the ordinary sense as z —oo».
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since «>0. So the integral ff(x—t)g(t)dt is dominated by the integral

M1+ z))* [(1 +[e)*| g(t) |dt. Since ge0(®) and atp< —1, the last integral
R
exists. Hence the first integral is uniformly convergent on each compact set in R

and its modulus is <MK(1+|z|*), where K = f +1t))*| g(ty|de. Consequently

fxge0(a”).

b) Let now n be the 1nteger such that O<a+nrn<1 and suppose
at-B+n<—1, <. Then zf+xz™ g exists and is O(@**™) for k=0,...,n, according
to the previous conclusion. Hence (cf. 15.10):

n

2"(fxg) = Z <Z> (a"fra""g)€0(™)

k=0
so that fxgeO(z%).

17.2. CororLLARY. Let o be a real <—2,A, the set of all continuous
functions f on R such that fe O(z%) as z—>c0 and B, the set of all continuous functions g
on R such that there exists a real B (depending on g) satisfying the conditions:
at+B<—1 and geO(xB). Then A, is an algebra under the convolution and B,
is a module over A, .

Proof. Applying to the theorem (changing the roles of « and f), it is
readily seen that, fxg exists and belongs to B, whenever feA4, and geB,; and
that fxgeA4, whenever f,geA, . So we have only to prove the associative law:

fr(gxh)=(f*g)*h vf,g€A, , heB, -
But this can be easily seen applying 15.7, as we did for 16.1.

17.3. ReEMARkK. The preceding theorem and corollary can be extended
to locally summable functions, according to the following criterion (FUBINI-

-TONNELLI’S THEOREM): If f,geL(R), then [f(x—t)g(t)dt is convergent almost

everywhere in R and defines a functions he L(R). It is also true that the preceding
integral is convergent in the mean on R, so that fxg exists in the
distributional sense.

Applying 15.11 and taking the Fubini-Tonnelli’s theorem into account,
it is a simple matter to obtain the following generalization of 17.1:
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17.4. TarEorREM. Let o,B be two real numbers satisfying the hypothesis of
171, o', B’ two real numbers such that o' +0' <0 and f,g two locally summable
functions such that fe O(z*e*"*) and geO(ae®1#"). Then fxg exists and frgeO(a '™,
where v=max («',8').

For the proof it is convenient to consider f and g in the form f=f,-+f,
and g=g,+g,, with f,.g,eL®, f,g,€L", remembering that f,xg,eL™, f,xg,eL .

From 17.4 it is easily deduced a corresponding generalization of 17.2.

Now, applying the differentiation property, we can derive from the
preceding criteria corresponding rules for distributions. For example let us

p
denote by 4,, for every a<<—2, the set of all distributions of the form f:ZanFk,

k=0

where p,n,,...,n, are arbitrary integers and Fy locally summable functions such
q

that FreO(z%); and by B, the set of all distributions of the form g= ZD’ka

k=0
where @1y g are arbitrary integers and G; locally summable functions such
that erO(xB) with «+B<—1 (8 depending on g). Then it is easily seen that 4,
is an algebra under convolution and ®, a module over 4 .

17.5. DeriNiTION. A distribution on R is said to be tempered (slowly
increasing or of polynomial type), iff there is a real « such that feO(z%) (in the
distributional sense).

An equivalent definition to this is the following: [ is tempered, iff there
exist two integers n,k and a function FeC(R) such that f=D"F and FeO(xk)
in the ordinary sense.

We shall denote by Co(R) or simply by C. the set of all tempered distri-

o

butions. It is readly seen that C. is a vector space closed under the operator D.

17.6. Derinrtion. A distribution f on R is said to be rapidly decreasing,

p.
iff, for every a<<0, f can be represented in the form f:ZD"’ka, where p,ny,...,n,
k=o
are arbitrary integers (n,>0,p>1) and £} continuous functions such that
FreO(2%) in the ordinary sense.
We shall denote by C, the set of all rapidly decreasing distributions on R.
From the preceding results it is easily deduced the well known fact:

17.7. COROLLARY. Co is an algebra under convolution and C. a module

~

over Ce -

A similar result can be obtained, concerning the space C, of all distri-
butions of exponential type (that is, of the form f=D"F, where F is a continuous
function on R such that FeO(e™*) for some real « and the space C, of all
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exponentially decreasing distributions (that is, of the form f=D"F where F is a

continuous function such that FeO(e*™) for every a < 0).
Observe that €%, =« C =€ =C, =C,p =C, -

18. Convolution on R”

The concept of convolution of distributions on R is readily extended
to the case of distributions on R” and all preceding properties of convolution
can be generalized to this case (now we have to consider derivation operators,
translation operators, etc. for several variables).

Theorem 16.1 is readily extended to distributions of several variables.
As for theorem 16.4 it gives place to new possibilities in the case of n variables. Let
I’ be any convex cone in R”™ whose vertex is the origin and not reducing to an half
plane. We shall denote by Co[['] the set of all distributions on R™ vanishing
outside some cone a+1I", with aeR". Then it is easily seen that C(I') is an algebra
under convolution; besides there exists a maxinal subspace Co(R™) distinct from
Cw(I'), which is a module over C,(I).

Finally the criteria given in 17. can be also extended to the case of n
variables and connected between them and the preceding ones, according to the
different variables (1).

§ 5. FOURIER TRANSFORMATION

19. Fourier transformation for tempered distributions on R

Let f be any distribution on R. If the integral f é%Yf(y)dy is convergent

R
on R, then the distribution

19.1. 8(z) = f & Yf(y)dy
R

is called the Fourier transform of f and we write

g@) =%, fly)  or simply g=7Ff.

(1) See further results in «Notes ajoutées pendant la correction des épreuves» after
the «Résuméen,
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The Fourier transform of f is often denoted by f . For simplicity, we
shall omit the subscript R in the integral symbol, when no confusion seems
possible.

For example, we have seen that f

8ia:y
ir —dy =me” “! in the distributional
Y

sense. So we have

From here we have deduced feixydy = 2nd(x) . Hence

19.2. F1=2n3.
On the other hand, since ¢Y3(y)=38(y), it is readily seen that
19.3. Fé=1.

We are going to establish in a direct way some fundamental properties
of the Fourier transformation for distributions.

19.4 If Ff and Fg exist, then F(\f+pg) exists too, for all A,ueC and we
have F(\f4ug)=NF) + u(Fe) -
This is an immediate consequence of the linearity property of integrals.
19.5. If 3f exists, then F(Df) exists too and
HDf) = —iz.(3f) ().
Proof. Observe that
eV (y) = D, [V f(y)] — izeVf(y) .

If Jf exists, 1. e. if f ¢Yf(y)dy is convergent on R, then ¢fy)—>0 on R

as y—>o0, and so
[ eay——iz [ )iy

that is F(Df)=—iz(Ff) .

('} Here the sign ~ means that z is a dummy variable.
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19.6. If Jf exists, then F(Yf) exists too and

F(yf) = —iD(3Ff).

Proof. If feixyf(y)dy is convergent on R, we have by the differentiation
property
D [e¥i)dy =i f eyf(y)dy

that is D(Ff) = iF(@f), hence FFf) = —iD(Ff) .

Properties 19.4, 19.5 and 19.6 can be associated as follows:
If p is any polynomial, then:

19.7.  F[p(D)F)=p(—iwx)(Ff) , I py)If]=p(—iD)F).

We shall now prove some existence criteria for Fourier transforms.

19.8. If f is summable on R, the Ff exists and is a bounded continuous
function on R. .
Proof. Suppose feL(R). Since |e™f(y)|=|f(y)| for all z,ycR, the

integral [‘ | ™¥f(y) ldy is dominated by the integral f |f(y) |dy, which is conver-

gent and independent of z. Hence the integral J/ ¢“™f(y)dy is uniformly conver-

gent on R, which implies that it is convergent on R in the distributional sense
and it represents a continuous function g(x) on R. Now this function is bounded,

since ]g(x)|<ﬂ fly)|dy for all zeR .

We shall denote by (, the space of all bounded continuous functions
on R. Remember that we have denoted by C, the space of all tempered distri-
butions on R (17.5). Now from 19.7 and 19.8 follows:

19.9. If feCu, then Ff exists and FfeCe .

Proof. Suppose fe(C,. Then there exist m,peN, and FeC(R) such that
f=D"F and FeO(zP) (in the ordinary sense as #—c0). Put ® = F/(1+iz)P*2,
Then f=D"(1+iz)P*2® and ® eC(R), ® O(x2). Therefore, by 19.7, F® exists and
30eCy < Co- Hence, by 19.6, Ff exists too and Ff =(—i2)™(1+D)P*(F0)el..
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We next purpose to study the problem of the inversion of F. Observe
that JF transforms 1 into 2xn3, § into 1, D into multplication by —iZ and
multiplication by % into —iD. Hence, if F' exists, it should transform &
into 1/2x, 1 into §, etc. and so we may expect that F' is given by the formula:

1

19.10. fly) =~ f e g(x)da .

R

We shall provisionally denote by F* the transformation g—f defined
by this formula. Observing that, in this case, f(—y)=(2=)" ylxg(x), it 1s
readily seen that F* has the required properties and that F*f exists for all
feC.. Moreover:

19.11. If fel., and g=3f, then f=3F*g. Conversely, if geCo and f=3F*g

then g=3f.
Proof. Suppose feC, and put g=3Ff, h=3F*g. Then

mo) = o [ [ty |ao

and, if it is allowed to interchange the integiations, we find

hy) = — [ | e"ﬁy’*y’dx]f(y')dy'

T o

But f Y Py = Amd(y’ —y)=2nd(y—y’) (by 19.2) and so, by the Dirac’s formula,
My) = f y—y)ifly)dy' =fly), that is Frg=f.

It is shown analogously that, if geC, and f=JF*g, then g=3f, under
the hypothesis that the integrations are interchangeable. To prove this, it will be
enough (according to 14.2) to show that the double integral

19.12. f f YNy ) dady'

is convergent on R. This can be made, at first, in the case when felL; in this
case the integral

19.13 N ayn dudy
1o We f(y')dzdy
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is uniformly convergent on R, since for all z,y,y'eR,

PR Yy = |fy")]
g2 | A4z | Y=

and the functions (142%™, f(y') are summable on R. Hence, by applying
to 19.13 the operator 1—D7, it is seen that the integral 19.12 is convergent
on R in the case when feL. Finally this conclusion can be extended for every
feCw, by an argument similar to the proof of 19.9, observing that the integral 19.12
represents F*F and applying 19.7.

Hence we have proved that F*=3F' in the case when F is restricted
to Cw -

The preceding results can be summarized as follows:

19.14. THEOREM. Fisa 1-1 lmear mapping of the space Co onto itself,

changing D into multiplication by —iZ, multiplication by Z into —iD, 1 into 2nd
and 3 into 1. The inverse of F ts given by 19.10.

20. Fourier transformation and convolution

The following theorem is well known:

20.1. Tueorem. If f and g are summable functions on R, then JF trans-
forms the convolution fxg into the usual product of the continuous functions Ff and
Fg, that is

Hf=g) = (F)(Fg) -

We shall give here the proof of this theorem. It is known that, 1f f,geL then
fxg ex1sts and fxgeL (Fubini-Tonnelli’s theorem, 17.3). Put f 3, £ =3¢.
Then f ger (th. 19.8) and

f(2)8(x) = f P f(u)du . f ei*%g(0) dp

R R

= f eTUI ) (0)dudo .
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Put now u-+tv=y,v=t. Then u=y—t,¢=t ant it is readily seen that the trans-
formation defined by these formulas has a Jacobian equal to 1 and maps R?
onto R2. Therefore

Flu)g(z) = f e fly—1)g(t)dy dt

RZ

— [[ei= [ [ fu—etyie |ay
R

R
so that fé,A’ = F(f=g), that is F(f+g) = (Ff)(Fg).

20.2. ComroLrLaRrY. Let f,g be two distributions on R of the form f=D™F,
g=D"G, where F, G are l.s. functions satisfying the condition: there exists
an integer p such that (1+iZ)PF and (1—|—i93)‘pG are summable on R. Then
F(f+g) = (If) (Fg) -

This is a consequence of the theorem, in conjunction with properties 15.8
and 15.10. The corollary can obviously be extended to distributions f,g each
of the preceding form. Remembering now the definition of the space Cu of
all rapidly decreasing distributions (17.6), it is easily deduced from 20.2:

20.3. CororrLary. If feCo and geC. then F(f+g) = (F)(Fg).

In order to characterize in a direct way the Fourier transforms of rapidly
decreasing distributions, we shall at first establish two general criteria:

20.4. TureoreM. If fis a distribution of the form D" F, where F is alocally
summable function on R such that FeO(x™P), p being an integer >0, and if o==3{,
then ¢ is a CP™* function such that ¢®eO(z"), for k=0,...,p—2.

Proof. Suppose that the hypothesis is satisfied and put ®=3FF.
Then ¢ =(—i%)"® and, since 2hFe O(z™*) for £=0,...,p—2, it follows, by 19.6
and 19.8, that Df®eC, for k=0,..,p—2. Hence ¢eCP? and ¢®cO(z")
for k=0,...,p—2.

20.5. Tueomrem. If @ is a CP function such that P O(z"), with n,p <N,
and if f=23F¢, then f is of the form f=(1+4D)"**F, where F is a continuous function
such that FeO(zP).

Proof. Suppose that the hypothesis is satisfied and put O=(1—1z) " 2%,
F=30. Then f=(1+D)"?F . On the other hand, ¢®eO(z"*?~*) for k=0,...,p,
and this implies ®Pe0(z%). Hence 2PFeC, and so FeO(z ™).
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20.6. DerFiniTiON. A tempered C* function on R is a function ¢ e C*(R),
satisfying the following condition: for every p=0,1,..., there exists an integer n,
such that ¢”eOQ(z") (in the ordinary sense as x—>c0).

We shall denote by C® the set of all tempered C® functions on R.
It is easily seen that £ is a vector subspace of C,(C*, but it must be
observed that C®+# C,MNC®. Now from 20.4 and 9.2.5 follows:

20.7. CororLaRY. The Fourier transformation maps the convolution alge-
bra C_ onto the multiplication algebra C”.

Proof. a) Suppose feC_. This implies that, for every p=0,1,..., f can
be represented in the form fzz:nDnth where FreO@?P?) for k=1,...,m.
Then, if ¢=3f, it is easily seen, taking 20.4 into account, that ¢eC? and
oPe0(z#) where p=max (n,...,n;). Hence oeC”.

b) Suppose ¢eC®. Then, for every p=0,1,..., there exists n such
that ¢Pe0(z"). Hence, if we put f=F '¢, we conclude applying 20.5 (which
extends obviously to F') that f is of the form (1-4-D)***F, where F is a
continuous function such that FeO(xP). Hence fel,.

The remaining part the of corollary is an obvious consequence of 20.3.

21. Fourier transformation on R™

The Fourier transformation on R"™ may be defined by the formula

g(z) = f eVf(y)dy
R

where f is a distribution on R" and 2y =Z:l zyy- 1f this integral is convergent
on R" we write g=Ff. A distribution f on R" is said to be tempered, iff there
exist two systems r,seN} and a function FeC(R") such that f=D"F and
FeO(x$...23n in the ordinary sense; then we write fe C (R") or simply fel,_.

All preceding properties cf the Fourier transformation can be extended
to the present case, with the obvious modifications concerning the existence
of n derivation operators and n coordinate functions, %1,...,56,1. Thus

F(Dif)=(—ix)(Ff), F@uf)=(—iDp)3(f)

for all feC,(R") and k=1,...,n. Moreover, in the inversion formula, the
coefficient 1/(2n) must be replaced by 1/(2%)".
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Observe that, if fe éw(Rn), we can define by the formula

gilz) = f e Wiy, f(z)da

R

the Fourier transform of f with respect to x; (it is easily proved that this partial
integral is then convergent on R™). Then we shall write gk="3%,,f or simply

gr=3,f and it is easily seen that
F=F...%;.

But for the existence of F,f it is not necessary that fe C(R"): it is suffi-
cient that there exists an integer p such that

feO(xf) on j;[kaj as  xp—>co .

Finally, applying theorem 13.8, it easily proved that Fourier transformation
on Co(R") is invariant under isometric linear transformation of the R'-space
with the usual norm.
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RESUME

1. Les symboles O et o pour des distributions

Pour fixer les idées, nous nous bornerons au cas ol x— -+ c0. Soit I un
intervalle ouvert de R, non borné & droite, I=]a,+ co[; 81 f er ¢ sont deux
fonctions sur I, on écrit

feO(¢) lorsque z— +

s’il existe un nombre réel z, et une fonction f, bornée pour x>z, tels que f=of,
pour z>z,. D’autre part on écrit

feo(ep) lorsque z— + o0

s’ll existe un nombre réel z, et une fonction f, tendant vers O lorsque z— + oo,
tels que f=of, pour = > z,.

En particulier, on peut avoir ¢ = z* ou « est un nombre réel, c’est-a-dire
e(x)=2%. Dans ce cas nous écrirons z* au lieu de 2% pour alléger les
notations.

z
Soit maintenant ¢ un point de I et posons Jf(z) :J f(E)dE pour toute
4

fonction f localement sommable sur /. Cela étant:

LemMEs 1 et 2. St « est nombre un réel > —1 et f une fonction localement
sommable sur I telle que feO(z™) [resp. feo(x)] lorsque x— + o0, alors

JIfeO@*™y [resp. Ifeo(z™™)] lorsque z— + oo
Ces deux lemmes justifient les définitions suivantes:

DEriniTIONS 1 et 2. Si a est un nombre réel > —1 et f une distribution
sur I, on écrit

feO(z*) [resp. feo(z*)] lorsque z—> + 0,
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s’ll existe un entier n>0 et une fonction F localement sommable sur I, tels que
f=D"F et FeO(z*™) [resp. Feo(z*™)] lorsque z— -+ oo, au sens usuel. En
particulier, si fe O(1) lorsque  — + oo, on dit que f est bornée a droite, et si fe o(1)
lorsque — + o0, on dit que f tend vers O lorsque x — + oo ('). Cela étant, on peut
encore élargir les notions de O et de o de la fagon suivante:

DiriniTions 17 et 2°. Si ¢ est une fonction indéfiniment différentiable
sur [ et f une distribution sur /, on écrit

feO(e) [resp. feo(p)] lorsque x— + o0,

8’1l existe un réel z, et une distribution f, bornée & droite [resp. tendant. vers
zéro lorsque z— + oo] tels que f=¢f, pour z>z,.

Les lemmes 1 et 2 permettent de voir que les définitions 1’ et 2’ sont
équivalentes aux définitions 1 et 2 dans le cas ou ¢ =2* avec « >—1. D’autre
part, il est aisé de généraliser au cas des distributions plusieurs propriétés élémen-
taires des symboles O et o, parmi lesquelles la

PropPrIETE DE LINEARITE. St feO(g) et geO(yp) lorsque x— + oo, et st
A, neC, alors
M+ upgeO(p) lorsque x— 4 0

(Et de méme pour le symbole o)
Mais on obtient une propriété nouvelle:

ST « est un nombre réel quelconque et feO(x*) lorsque xz— + oo, alors
DfeO(z*") lorsque x— + ooy et de méme pour le symbole o (cf. lemmes 1 et 2).

2. Limites et intégrales de distributions

Considérons encore, pour fixer les idées, le cas ou z— 4o et soit

I=1]a,+ .

DEriniTION 3. Si f est une distribution sur I et A un nombre complexe,
on écrit
f(x)—->»  lorsque z-— -4 o

(1} Cette définition de (distribution bornée» est plus générale que celle donnée par
L. ScawarTz.
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si f—Aeo(l) lorsque x— 4 co0; ou, ce qui revient au méme, s’il existe un entier
n>o0 et une fonction F continue sur 7, tels que f=D"F et F(x)/z" —x/n! lorsque
x—> —+o0 (au sens usuel) ().

On démontre aisément que, si f—i lorsque x— -0 et f—u lorsque

x—> 4 o0, alors A=p.. Cela justifie que 'on écrit ce cas A = lim f ou A={f(+ o0).
Z—+

D’autre part, on généralise plusieurs propriétés usuelles de la notion de limite.
Observons encore que

St une distribution f tend vers un nombre A lorsque x—> 4-co, alors f est
bornée a droite.

On définit d’'une facon analogue les notions de limite d’une distribution
lorsque z—>—o0 ou lorsque z—a’, x—a~ or z—+a, ol a est un réel quelconque.

De ces notions de limite découlent des notions correspondantes d’intégrale.
Soit par exemple f une distribution sur R. On sait qu’il existe au moins une
primitive F de f; alors, on dit que f est intégrable sur R si F est convergente
lorsque z— + o et lorsque x——o0o, et on écrit

f *f@)dz = F(4 o) — F(— o) .

— o0
L’intégrale de f sur R peut étre aussi notée Jf.
R
On démontre aisément l’unicité de l'intégrale, ainsi que sa linéarité, etc.

Considérons par exemple lintégrale feigxdx, ou & est un paramétre réel.
: R . R
Pour £+0, une primitive de % par rapport & z sera eZ/if. A son tour

Ex Ex 18z
=D, et lm—— =0
1 (18)? z—>o L

Donc, d’aprés les définitions précédentes:
) p

el /if -0  lorsque z—> o0,

et, par conséquent feiﬁxdxzo, pour tout £#0.

R
Si £=0 Vintégrale J‘eiixdx est divergente, méme au sens des distribu-
R
tions. Ces résultats sont d’accord avec la formule
(1) f ¢l 4y — 25 (E)
R

(1) Cette définition est plus générale que celle donnée par MikUsINSKT et SIKORSKI.
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qui a été depuis longtemps introduite par les physiciens d’une fagon heuristique.
Mais cette formule ne pourra étre justifiée complétement que par une générali-
sation convenable de la notion d’intégrale paramétrique, ce dont nous nous
occupons plus loin.

Il est & remarquer que, d’aprés les définitions de limite d’une distribution,

proposées, a notre connaissance, par d’autres auteurs, l'intégrale feigxdx n’est

R
convergente pour aucune valeur réelle de &.

3. Critéres de convergence pour des intégrales

Considérons, par exemple, le cas d’une intégrale sur R. On a d’abord le
critére (condition nécessaire de convergence), qui n’est pas valable dans le
domaine classique:

TutorEME 1. St [ est une distribution intégrable sur R, on a feO(z™)
lorsque x-—>0.

D’autre part, on obtient la généralisation suivante d’un critére classique
(condition suffisante de convergence):

TutorimME 2. S’tl existe un réel a <—1 tel que feO(z™) lorsque x — o,
alors f est intégrable sur R.

On peut encore établir des critéres semblables pour d’autres types d’inter-
valles. Par exemple, considérons I =]a, 4+ o[, avec acR, et soit f une distri-
bution sur [; alors:

TutoriME 1'. St [ est intégrable sur I, on a feO(z™") lorsque x— + ©
et feO((x—a)™") lorsque z—>a’.

TuroREME 2'. S°il existe deux réels « et B tels que a <<—1, p>—1, feO(z")
lorsque x— 40 et fe O((x——a)B) lorsque x—>a*, alors f est intégrable sur I.

4. Limites partielles et intégrales paramétriques

Nous nous bornerons ici & un cas particulier qui servira de paradigme:

DEriNiTiON 4. On dit qu’une distribution f(z,y) sur R? tend vers une
distribution g(x), lorsque y—>+ oo, §’il existe deux entiers m,n>0 et deux
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fonctions continues F(z,y) et G(z), respectivement sur R? et sur R, tels que:

1) flay) = DF Dy F(zy); 2) g(z) = DFG(); 3) F(;riy) = G,(j) :

orsque y— - oo,
uniformément sur tout borné.

On démontre d’abord 'unicité de la limite, ce qui permet d’écrire

glx) = lim f(zyy) ou g(x) =fz, + )

y—‘>+oo

Ensuite on établit des propriétés élémentaires telles que la linéarité, etc., et encore
la propriété nouvelle:

D, lim f(z,y) = lim D, f(z,y)

Y—>+oo Y—>+owo

La définition 4 et la définition correspondante pour le cas ou x ——co, permettent
de définir l'intégrale paramétrique sur R.

DEriNiTioN 5. On dit que Pintégrale f f(x,y)dy est convergente sur R
R
(par rapport & x), si, étant donnée F(zx,y) telle que Dszf, les Iimites F(x, 4 0)
et F(x, —oo) existent. Alors on écrit f fle,y)dy = F(x, +o0) — F(x, —o0).
R

Evidemment, on aura non seulement 1’unicité et la linéarité de 1'intégrale
paramétrique, mais aussi la propriété nouvelle:

D, f flx,y)dy = fDxf(x,y)dy
R R

En particulier, cela permet de démontrer la formule (1) par une méthode rigoureuse,
dont la technique se rapprouche des méthodes heuristiques des physiciens.

5. Limites et intégrales multiples

Nous prendrons encore un cas particulier pour modéle:

DErFiNiTION 6. On dit qu’une distribution f(z,y) sur R? tend vers un
nombre A lorsque z—> 4 o0 et y— -+ o0, il existe deux entiers m,n >0 et une
Fla)y)

xmyn

fonction F(x,y) continue sur R? tels que: 1) f(x,y):DZ’Dl’,‘F(x,y); 2)

tend vers

T lorsque z— + o et y— 4 co (au sens usuel).
m!in!
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On peut écrire dans ce cas:

A = lim f(z,y) = f( 4 o0, + )

T—>+00
Y-+

Vunicité de la limite étant assurée (ainsi que sa linéarité).

On définit d’une facon analogue les limites f(—o0, —0), f(—o0, +0)
et f(+oo, —w). Ces définitions conduisent a la définition suivante d’intégrale
double:

DeriNiTION 7. On dit que f est intégrable sur R?, s’il existe une distri-
bution F, telle que f:DnyF, pour laquelle les limites F(-+4co, 4+e0),
F(—ow, +w©), F(+w, —w), F(—w, —x) existent. On écrit alors:

[ fey)dedy = F(+0, +00)— F(—o0, +00) — F(+4w, —w) + Fl—aw, —w)
R?

L’unicité et la linéarité de lintégrale sont assurées. En outre:

TutorEME 3. St Uintégrale f flz,y)dy est convergente par rapport a x
R

sur R et si f est intégrable sur R?, alors

[ topasty = [ ] [ foppay] az
R? R

R

Toutefois l'intégrale double, telle que nous venons de la définir, n’est pas
invariante pour les rotations. Mais cet inconvénient disparait dans les cas ou
s’applique le critére de convergence que nous indiquerons plus loin.

Dans le cas général, ou il s’agit d’une distribution sur R", on définit d’une
fagon semblable les limites multiples et l'intégrale sur R™

[ frte = [ e .. o,
S S

Plus généralement encore, étant donné une distribution f(z,y) = f(z,,....%.Y1-- - ¥p)
sur R™" on définit I'intégrale multiple-paramétrique

ff(x7y)dy = ff(x|7---7xm7y1,"'7yn)dy1 dyn )

en généralisant de fagon triviale les définitions précédentes d’intégrale multiple
et d’intégrale paramétrique.
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Enfin, pour généraliser les critéres de convergence aux intégrales multiples,
il faut d’abord prolonger le symbole O aux distributions de n variables.

DEriniTIiON 8. On dit qu’une distribution f est bornée sur R™, §’il existe
un sistéme r de n entiers r,,...,r, et une fonction F continue sur R” tels que:

1) f=DF

2) pour toute matrice 4 réguliére d’ordre n la fonction a7™...2, " F(Ax)
est bornée sur R”".

DeriniTION 9. Si ¢ est une fonction indéfiniment différentiable sur R™,
on écrit
feO(p) sur R™,

¢'il existe une distribution f, bornée sur R"” et un nombre réel e >0, tels que
f=of, pour |z]>c.

Cela posé, on démontre le critére suivant:

TuEorEME 4. Sl existe un réel a<—n tel que feO(|z["), on

|| = \az?+ _jg, alors f est intégrable sur R".

6. Convolution et transformation de Fourier

Les notions et les résultats précédents permettent, en particulier, de cons-
truire une théorie directe de la convolution et des transformations de Fourier et
de Laplace pour des distributions, qui se rapproche beaucoup des méthodes
heuristiques des physiciens et qui offre des moyens d’obtenir des résultats
essentiellement nouveaux.

D’abord deux distributions f et g sur R™ sont dites composables, si
Pintégrale

fﬂw—@ﬂ@&
Rn

est convergente, par rapport a x, sur R"; alors la distribution A(z) définie par
cette intégrale est nommée la convolution de f et g, et on écrit A=f+g. La
convolution est bilinéaire et commutative; en outre, on a les propriétés suivantes:

D(fxg) = (Df)xg = f*(Dg)

a(fxg) = (xf)*g + f*(x g)
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(on sous-entend que l'existence de deux des convolutions z(fxg), (xf)*g et fx(x g)
entraine ’existence de la troisiéme).

Toutes ces propriétés permettent d’étudier plusieurs cas intéressants de
couples de distributions composables et d’établir des conditions suffisantes pour
que Dassociativité se vérifie (dans le cas général, la convolution n’est pas
associative).

D’autre part, si f est une distribution sur R™ telle que l'intégrale para-
métrique

f eOEfE)AE  (2E =, + ...+ o)
Rn

est convergente sur R", on définit une distribution ¢(z) sur R™ qui s’appelle
la transformée de Fourier de f et on écrit ¢ = JFf. Cela étant, on établit aussitdt
les propriétés élémentaires de la transformation de Fourier, F, et on démontre
aisément que F définit une application biunivoque de I’espace des distributions
tempérées sur lui-méme, ete., ete.



NOTES AJOUTEES PENDANT LA CORRECTION DES EPREUVES

1. Sur la notion d’intégrale d’une distribution. Récemment nous avons pu vérifier
que la notion d’intégrale d’une distribution f d’une variable, telle que nous I'avons définie,
coincide, dans le cas ol f est une fonction localement sommable, avec une notion d’intégrale
généralisée, que Du Bois-Reymond a introduit en 1887 (Journal de Crelle, vol. G, p. 356), en
étendant aux intégrales les méthodes de sommation de Cesiro pour les séries. Voici I’idée de
Du Bois-Reymond:

Soit r un entier 2> 0 et ¢ un nombre réel quelcomque. Si l'on pose

Fla) = f o= g,

a rl

X
on a F=JL!f, donc jafzf f=D"F. Alors, si la fonction F(z)/z" tend vers une limite finie
a

+00
lorsque z—> 4 00, on dit que l'intégrale f f(t)dt est sommable (C,r) et on écrit:
a

oo rl F(z) * t\"
f()dt = lim —— = lim (1_—) flo)d
x—>too & X—>+o0 Ja xz

a

Or, on voit aussitét que, dans ce cas, la fonction f est intégrable au sens des distri-
butions sur [a, +o0[ et que son intégrale sur cette intervalle a pour valeur la limite ci-dessus
indiquée.

Cette notion de sommabilité (C, r) peut évidemment s’étendre au cas ol r est un nombre
réel non-négatif quelconque.

Pour les détails, voir E. W. HoBson, «The theory of fonctions of a real variables, Dover
Publications, Inc., New York, pp. 384-388, 737-741.

2. Sur les critdres d’existence de la convolution, faisant intervenir les ordres de
croissance. Les critéres que nous avons indiqués au n.° 17 (Convolution and orders of growth)
font intervenir seulement les notions usuelles d’ordre de croissance pour les fonctions. On
obtient des critéres beaucoup plus fins, si ’on emploie les notions d’ordre de croissance d’une
distribution (cf. définitions 10.8 et 10.9). Par exemple:

Si f est g sont deux distributions sur R telles que fe Oyn(z%) et geOn(xB), et st o, véri-
fient la condition o+ B <—1, alors fxg existe au sens des distributions.

On peut se demander quel est dans ce cas I’ordre de fixg. Il n’existe peut-étre pas des
critéres généraux a cet effet. Mais on peut trouver des réponses intéressantes dans des cas
particuliers, Posons, par exemple,

1
hy(x) = ol Y yeR
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Alors, on a la proposition:

St f est une distribution telle que f€O(z%), ot a <1, la convolution hyxf existe pour tout
yF0 et on a encore hyxfeO(z%).

Observons que, st ’on pose dans ce cas
1
plz,y) = ?hy(x)*f(x) , pour zeR,y >0,
¢ est la solution de l'équation de Laplace Au =0 dans la demi-plan y >0, telle que
o(@0%) = flz), elay)eo(Va+y?)

Ces résultats, que nous n’avons d’ailleurs pas eu l'occasion de vérifier en détail, sont
en rapport avec ’étude de la transformation de Stieltjes (voir notre article «La théorie des
ultradistributions et les séries de multipéles des physicienss, a paraitre dans «Mathematischen
Annalen»).

Nous estimons que ce point de vue pourra conduire a des résultats nouveaux, intéressants
pour les physiciens, dans le cas de distributions de plusieurs variables.

Observons d’autre part que l’on obtient encore un critére probablement utile, en
remplacant dans la proposition 17.2 (corollaire de 17.1) la condition ¢«a << —2» par la condition
«a entier << —1».
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