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CAPITULO |

INTRODUCAO A LOGICA MATEMATICA

1. Sinais e expressoes. Toda alingua, falada ou escrita, con-
siste em agrupamentos de sinais elementares que podem ser sonoros
(linguagem falada) ou graficos (linguagem escrita).

H4 duas espécies principais de escritas: fonéticas e ideograficas.
Nas escritas fonéticas os sinais elementares (/etras) correspondem
mais ou menos aos sons indecomponiveis que pronunciamos. Nas
escritas ideogréficas os sinais ideograficos (ideogramas) representam
directamente ideias, como sucede, por exemplo, na escrita chinesa
e japonesa.

A escrita simbdlica da matematica pode considerar-se de tipo
ideogréfico. Assim, quando se escreve ‘trés mais dois € igual a cinco’,
a escrita é fonética; quando se escreve ‘3 + 2 = b’, a escrita é
ideografica.

Entre todos os possiveis agrupamentos de sinais elementares
numa lingua, uns t&8m significado, outros ndo. Assim, a sucessdo
de letras AMRO ndo tem significado na lingua portuguesa; mas
tém-no, por exemplo, os agrupamentos ROMA, AMOR, ARMO,
MORA, MORAR, etc. Analogamente, o agrupamento de simbolos
X—)2(5 \/— ndo tem significado em matematica, mas tem-no por
exemplo o agrupamento {5 — (2 — 5).
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E natural chamar sinais compostos aos agrupamentos de sinais
elementares (que ndo se reduzam a um sinal isolado). A todos os
sinais, elementares ou compostos, poderemos ainda chamar expressaes,
conquanto este termo seja usado, de preferéncia, para sinais com-
postos.

Os sinais ideograficos da matematica sdao também chamados sim-
bolos, donde a designacao ‘escrita simbdlica’.

2. Termos e proposicoes. Quando uma crianga esta apren-
dendo a falar, comeca por dizer os nomes de coisas, pessoas, etc. e
s6 depois tenta construir frases. Nomes e frases constituem as duas
espécies principais de expressbes numa lingua:

} . termos, nomes ou designacées
Expressdes com significado _
frases ou proposigoes

Sao termos, na lingua portuguesa, as expressoes:

Lisboa, copo, Luis de Camoes, alegria, etc.

Sao termos matematicos as expressoes:

— 2
3, 3+2, vV2, =, 3 32 ., 107, ete.

Assim, os termos nomeiam ou designam entes (coisas, pessoas.
naimeros, etc.). Dum modo geral, chama-se ente (ser ou entidade)
a tudo aquilo que se considera como existente e a que, por isso, se
pode aplicar uma designacao. Certos entes sao considerados concretos
(objectos materiais, plantas, animais, pessoas, etc.), outros sdo consi-
derados abstractos (qualidades, estados, grandezas, nimeros, etc.).
Em gramatica, os termos sao chamados substantivos ou expressoes
substantivas, conforme os casos.
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Sdo proposigdes (ou frases) em portugués, por exemplo:
‘Lisboa é uma cidade’, ‘Vasco da Gama descobriu o Brasil’, etc.

sendo verdadeira a primeira e falsa a segunda.

Sdo proposicées simbdlicas em matematica, por exemplo, as
férmulas:

2+3=7 , Y8<3 , etc

falsa a primeira, verdadeira a segunda.

Assim, as proposicoes sdo aquelas expressGes a respeito das
quais faz sentido dizer que sdao verdadeiras ou falsas. As proposi¢coes
transmitem pensamentos, isto &, afirmam factos ou exprimem juizos
que formamos a respeito de entes.

3. Distincdo entre a designacao e o designado. Quando se
pretende designar uma expressdo, é costume escrevé-la entre aspas,
para evitar confusdes. Considerem-se, por exemplo, as duas seguintes
frases:

Lisboa é a capital de Portugal
‘Lisboa’ é um substantivo

Claro é que a segunda se refere a palavra ‘Lisboa’ (designagao),
enquanto a primeira se refere a cidade com esse nome (ente designado).
Se a designacdo fosse o0 mesmo que o designado, poderiamos con-
cluir que:

A capital de Portugal é um substantivo,

o que é, evidentemente, absurdo. Dai a necessidade do uso de aspas.
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Estas consideracdes estendem-se a linguagem simbdlica da mate-
matica. Quando, por exemplo, escrevemos:

‘D" é um algarismo 4rabe

5 é um numero impar

estamos a referir-nos, no primeiro caso, a um simbolo (designagéo)
e, no segundo caso, ao nimero designado por esse simbolo, nimero
esse que também pode ser designado pelos simbolos V', 2 + 3,
etc., ou pela palavra ‘cinco’.

Assim, em toda a lingua (escrita ou falada) ha que distinguir os
termos, que escrevemos ou pronunciamos, dos entes que esses ter-
mos designam.

Note-se que para designar uma proposigdo também se deve
escrevé-la entre aspas. Exemplo:

A proposi¢do ‘O Sol é uma estrela’ é verdadeira.

Muitas vezes, porém, quando ndo houver perigo de confuséo,
evitaremos o uso das aspas, para simplificar a escrita.

4. Relacdo légica de identidade. Paraindicarque dois termos
designam o mesmo ente, escreve-se entre ambos o sinal =. Assim,
quando escrevemos

3+2=258

estamos a indicar que os termos ‘3 + 2" e '©’ designam o mesmo
ente.

Analogamente poderiamos escrever:

Lisboa = capital de Portugal
25 quadrado de 5

I
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Estes exemplos mostram que o sinal = substitui as expressoes
‘6 0" ou 'é a’ da lingua portuguesa. Assim, este sinal, que se |&
usualmente ‘é igual a’, deveria antes ler-se ‘é o mesmo que’ ou é
idéntico a’ (a palavra ‘idéntico” vem do pronome latino ‘idem’, que
significa ‘o mesmo’). Daqui o chamar-se relacao de identidade a
relagdo expressa pelo sinal =.

Mas esta relagéo refere-se aos entes designados pelos dois termos
€ nao aos préprios termos, que em geral ndao sao idénticos. Por
exemplo, é falso que '3 + 2° = 'b’; apenas poderemos escrever:
=95, +2 ="3 + 2, etc.

Dois termos dizem-se equivalentes ou sinénimos, quando desig-
nam o mesmo ente. Por exemplo, ‘Lisboa’ é equivalente a ‘capital
de Portugal’, ‘3 + 2' é equivalente a ‘5" e a "cinco’, etc.

Para indicar que dois termos ndao designam o mesmo ente,
escreve-se entre ambos o sinal ‘#’ (ler ‘distinto de’ ou ‘diferente
de’). Por exemplo:

2x3#7 , '2+3 #'b, etc.

Assim, os sinais = e # exprimem duas relagdes légicas, con-
trrias uma da outra, correspondentes aos pronomes ‘0 mesmo’ e
‘outro’:

Todo o ente é idéntico a si mesmo.
Todo o ente é distinto de outro ente.

A primeira destas proposicdes é um axioma da légica, chamado
PRINCIPIO DA IDENTIDADE, que pode ser expresso simbolicamente
escrevendo:

a = a, qualquer que seja o ente a.

5. Individuos e classes; relacdo de pertenca. Em gramética
é feita a distingdo dos substantivos em prdprios e comuns. Um substan-
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tivo é préprio quando se aplica a um sé individuo; é comum quando
se aplica indistintamente a todos os individuos de uma mesma
classe. Por exemplo, ‘Sol’ é um substantivo préprio, ‘estrela” um subs-
tantivo comum. A proposi¢éo

O Sol é uma estrela

afirma que o Sol é um individuo da classe das estrelas ou que
pertence a classe das estrelas.

Os conceitos de ‘individuo’ e de ‘classe’ sdo indefiniveis, pois
que, como se V&, estdo na base da prépria linguagem e, portanto,
do pensamento. Para indicar que um individuo a pertence a uma
classe C escreve-se simbolicamente:

aeC (ler "a pertence a C’)

Por exemplo, se designarmos por E a classe das estrelas, pode-
mos exprimir a proposi¢cao anterior sob a forma:

Sol € E

Analogamente, se designarmos por Pr a classe dos niimeros pri-
mos, a frase ‘5 é um ndmero primo’, pode exprimir-se simbolica-
mente por:

5 € Pr (ler ‘5 pertence a Pr’)

Deste modo, o simbolo € exprime uma relacdo l6gica — cha-
mada relacdo de pertenca — inteiramente distinta da relacdo légica
de identidade.

Para indicar que um individuo @ ndo pertence a uma classe C
escreve-se:

a¢C (ler ‘a nao pertence a C')
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Por exemplo, com as notagGes anteriores:
Lua ¢ E , 9 ¢ Pr , etc.

OBSERVACAO — Recorddmos atrds que um substantivo comum
se aplica indistintamente a qualquer individuo duma mesma classe:
ndo é, portanto, uma designagdo dessa classe. Por exemplo, “estrela’
ndo é sinénimo de ‘classe das estrelas’. Deste modo, a expressdo
‘classe das estrelas’ comporta-se como um substantivo préprio,
visto que designa um unico ente. Na verdade, uma classe, embora for-
mada de varios individuos, é considerada como um todo, isto é, como
um individuo de novo tipo. Este conceito sera desenvolvido no niimero
seguinte.

6. Relatividade dos conceitos de individuo (ou elemento)
e de classe (ou conjunto). Universo Iégico e tipos légicos.
Em matemaética, as palavras ‘elemento’ e ‘conjunto’ sdo geralmente
usadas como sinénimos de ‘individuo’ e ‘classe’, respectivamente.
Assim, podemos dizer ‘O Sol é um elemento do conjunto das estrelas’,
‘6 é um elemento do conjunto dos ntimeros primos’.

Até aqui temos usado as palavras ‘individuo’ e "classe’, como se
tivessem um significado absoluto. Ora, a verdade é que estas palavras
tém muitas vezes um significado relativo e até convencional, isto é:
um mesmo ente pode ser individuo (ou elemento) em relacdo a certos
entes, e classe (ou conjunto) em relacdao a outros entes. Por exemplo,
uma turma dum liceu é um conjunto de alunos, mas também é um
elemento do conjunto das turmas do liceu; analogamente, uma recta
é um conjunto de pontos, mas é também um e/emento do conjunto
de todas as rectas, etc.

Por isso, quando se quiser tratar um assunto qualquer com o rigor
da matemaética, é necessario, primeiro que tudo, precisar quais sdo 0s
entes considerados nesse assunto como individuos. Chama-se uni-
verso ldgico, universo do discurso ou simplesmente wniverso duma
teoria 0 conjunto de todos os entes que sdao sempre considerados
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como individuos nessa teoria (1). Por exemplo, em aritmética elementar,
o universo é o conjunto de todos os nimeros naturais (1, 2, 3, ...);
em geometria o universo € o conjunto de todos os pontos (ou seja
0 espacgo), etc.

E claro que, partindo de um dado universo, os conjuntos de indi-
viduos podem ser tomados como elementos de novos conjuntos
(chamados conjuntos de Zipo 2), estes por sua vez como elementos
de outros conjuntos (chamados conjuntos de tipo 3) e assim suces-
sivamente. Por exemplo, suponhamos que o universo é o conjunto dos
pontos, em geometria elementar, e seja @ um ponto, C uma recta que
passa por a e (R o conjunto de todas as rectas. Lembremos que
uma recta é um conjunto de pontos; entao, dizer que a recta C passa
pelo ponto a significa que a é um ponto do conjunto C. Por sua vez,
C é um elemento do conjunto de todas as rectas. Assim, teremos:

aeC e Ce R

Neste caso a é um individuo, C um conjunto e (2 um conjunto
de conjuntos (ou conjunto de tipo 2). Também podemos dizer que
C é um conjunto de tipo 1 ou um individuo de tipo 2. Esta nocédo de
tipo légico foi introduzida por Bertrand Russell.

7. Dar ou definir um conjunto. Comecemos por alguns
exemplos. Suponhamos que o universo é o conjunto dos nimeros natu-
rais e seja Pr o conjunto dos numeros primos. Como se sabe,
diz-se que um ndmero natural n é primo, quando é diferente de 1 e
s6 é divisivel por si mesmo e por 1. Com esta definicdo, dado um
nimero natural n, qualquer que ele seja, estamos sempre habili-
tados a saber se n é ou ndo é primo, isto é, se pertence ou néo ao

(') O universo l6gico também &, por vezes, chamado dominio dos indi-
viduos ou conjunto fundamental da teoria.
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conjunto Pr (1). Exprime-se este facto, dizendo que o conjunto Pr
esta definido (ou dado).

Suponhamos, agora, que o universo é o conjunto dos seres vivos
e seja P o conjunto das plantas. Como se sabe, ha seres vivos a res-
peito dos quais se hesita em dizer se sdo plantas ou animais.
A verdade é que ndo existe uma definicdo rigorosa de ‘planta’; por
outras palavras: o conjunto das plantas ndo esta definido. O mesmo
alids, se pode dizer a respeito do conjunto dos animais, do conjunto
das arvores, do conjunto das pessoas louras, do conjunto dos homens
calvos, etc., etc. Vendo bem, desde que saimos do ambito da mate-
mética, a maior parte dos conjuntos de que falamos ndo estdo
definidos, mas apenas imperfeitamente delimitados.

Em resumo, diz-se que um conjunto A é dado ou definido num
universo, quando se conhece uma definicdo que permita sempre, a
respeito de qualquer individuo c, saber se c€ A ou se ¢ ¢ A (devendo
verificar-se uma e uma sé destas hip6teses).

Note-se que, em matematica, definir e definir rigorosamente sao
uma e a mesma coisa: o advérbio ‘rigorosamente’ torna-se neste caso
um pleonasmo.

8. Conjuntos finitos e conjuntos infinitos. Nao vamos aqui
definir ‘conjunto finito’ nem ‘conjunto infinito’, mas apenas procurar
esclarecer, por meio de alguns exemplos, o significado destas expres-
sdes.

Consideremos de novo o conjunto Pr (dos nimeros primos).
Nés podemos indicar varios nlimeros naturais que sdo primos (por
exemplo, 2, 7, 13, 37, ...), mas ndo podemos menciona-los todos
porque o conjunto Pr é infinito. Outros exemplos de conjuntos infi-
nitos: o préprio conjunto dos niimeros naturais, o conjunto dos nimeros

(') Se o nimero n é excessivamente grande, pode ser muito dificil, ou até
praticamente impossivel, mesmo com o0s actuais recursos da ciéncia (computado-
res electrénicos, etc.), acabar por saber se n é ou ndo primo.

19



J. SEBASTIAO0 E SILVA

pares, o conjunto dos quadrados perfeitos, o conjunto dos nimeros
primos maiores que 108, etc., etc.

Pelo contrério, o conjunto dos nimeros primos menores que 108
é finito. Outros exemplos: o conjunto dos cidaddos portugueses numa
dada época, o conjunto dos grdos de trigo contidos num depésito,
o conjunto dos atomos de hidrogénio contidos num baldo, etc., etc.

Quando um conjunto é infinito, é impossivel defini-lo indicando
quais sdo os seus elementos. Logo, se um conjunto pode ser defi-
nido pela indicagcdo dos seus elementos, esse conjunto nao é infinito:
é finito.

Mas ha conjuntos finitos que, no estado actual da ciéncia, ndo
podemos definir fazendo uma lista dos seus elementos: tal é, por exem-
plo, o caso do conjunto dos nimeros primos menores que 101000,

Em escrita simbdlica, é costume designar um conjunto finito
(quando possivel) pelas designagdes dos seus elementos, escritas
entre chavetas e separadas por virgulas. Assim, as expressoes

{Sol, Terra, Lua} , {1, 5, 40, 327}

designam, respectivamente, o conjunto cujos elementos sdo o Sol,
a Terra e a Lua, e o conjunto cujos elementos sdo os nimeros 1, 5,
40 e 327. Se designarmos o primeiro conjunto por A e o segundo
por B, teremos portanto:

Sole A , Sirius¢A , 5eB , 2¢B , etc.

9. Valcres Iégicos das proposicoes. Dizemos que sdo ver-
dadeiras, por exemplo, as proposi¢coes: ‘A Terra € um planeta’, ‘Pedro
Alvares Cabral descobriu o Brasil’, ‘3 + 2 = &', etc., etc. Dizemos que
sdo falsas, por exemplo, as proposicoes: ‘A Lua é uma estrela’, ‘Dante
escreveu a Odisseia’, ‘9 é um nimero primo’, etc.

Mas nao é raro surgir uma proposicao, a respeito da qual se diz
que é ao mesmo tempo verdadeira e falsa ou entdo que é parcial-
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mente verdadeira ou aproximadamente verdadeira ou duvidosa ou
desprovida de sentido. Pode acontecer isto, por exemplo, a res-
peito de frases tais como ‘A musica de Strawinski é bela’, ‘Evora é
uma cidade’ (1), 'Ava Gardner é uma estrela’, ‘Os satélites artificiais
sdo astros’, ‘25 é um nldmero pequeno’, ‘A dgua é um liquido incolor’,
'O calor dilata os corpos’, ‘Amanha chove’, etc., etc.

A dlvida suscitada por tais proposicGes provém geralmente, ou
da nossa ignorancia sobre o assunto, ou (0 que por vezes € equiva-
lente) da imprecisdo de linguagem, resultante do uso de termos nao
definidos ou ambiguos, bem como da auséncia de termos necessarios
para completar o sentido da frase. Ora, a matematica aspira ao rigor
absoluto de linguagem, procurando evitar termos imprecisos e frases
incompletas.

Nestas condigdes, a I6gica matematica adopta como regras fun-
damentais do pensamento, os dois seguintes principios (ou axiomas):

PRINCIPIO DA NAO CONTRADICAO. Uma proposicdo néo
pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo.

PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO. Uma proposicdo ou é
verdadeira ou é falsa (isto é, verifica-se sempre um destes casos e
nunca um terceiro).

Diz-se que o valor duma proposi¢cdo é a verdade ou a falsidade,
conforme essa proposicdo é verdadeira ou falsa. Os valores I6gicos
verdade e falsidade podem ser designados abreviadamente pelas letras
V e F ou pelos simbolos 1 e 0, respectivamente. Assim, 0 que 0s
principios da ndo contradi¢do e do terceiro excluido afirmam é que:

Toda a proposicdo tem um, e um sd, dos valores V, F.

Diz-se que duas proposicGes sdo equivalentes quando tém o
mesmo valor légico, isto é quando sdo ambas verdadeiras ou

(') Existe uma povoagédo na Beira com este nome.
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-ambas falsas. Para indicar que duas proposicdes sao equivalentes,
escreve-se entre ambas o sinal =. Exemplos:

7 é primo = 2 é par

Lisboa é uma aldeia = Marte é uma estrela

Assim, o sinal = exprime apenas identidade entre os valores 16gi-
cos das proposi¢cbes: ndao se refere propriamente ao significado das
mesmas. Poderiamos dizer que uma proposigao representa um dos
valores V, F, embora ndo seja designacgéo.

10. Operacoes I6gicas sobre proposicoes. Quando pensa-
mos, efectuamos muitas vezes certas operagdes sobre proposi¢ées, cha-
madas operacdes légicas. Estas estdo submetidas a regras dum célculo
(chamado cd/culo proposicional) semelhante ao da aritmética sobre
nimeros. Vamos estudar as operagoes légicas fundamentais:

a) MNegacdo. A mais simples operacao lI6gica é a negagdo, que
consiste em converter uma dada proposicdo numa outra, que é ver-
dadeira se a primeira é falsa, e falsa se esta é verdadeira. A pro-
posicdo assim obtida também se diz negagdo da primeira.

Na linguagem comum, a negacdo efectua-se, nos casos mais sim-
ples, antepondo o advérbio ‘ndo’ ao verbo da proposi¢cao dada. Assim,
por exemplo, a negacdo de ‘O Sol é um planeta” é ‘O Sol ndo é um
planeta’. Mas j4 a negacdo de ‘'Todos os homens sdo inteligentes’
é ‘Nem todos os homens séo inteligentes’ e a de ‘Nenhum homem é
inteligente” € "Algum homem € inteligente’.

Em légica simbdlica a negacéao é indicada antepondo um deter-
minado sinal a proposi¢cdo a negar. Para esse fim, usaremos o sinal
‘~" que se pode ler ‘ndo é verdade que’. Assim, a negag¢do de
‘Todos os homens sédo inteligentes’ escreve-se:

~ Todos os homens sédo inteligentes
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o que se pode ler: ‘Néao é verdade que todos os homens sao inteligen-
tes’. Analogamente, a negacdo da proposicdo 7 > 3’ (verdadeira)
é a proposicdo (falsa):

~ (7 > 3)
que se |&: ‘Nao é verdade que 7 é maior que 3’ ou simplesmente ‘7 ndo
é maior que 3.
b) Conjuncdo. Consideremos as duas seguintes proposigoes:

‘O Sol é uma estrela” , ‘A Lua é um satélite da Terra'.

Ambas sdo verdadeiras e é, portanto, verdadeira a proposigao:
‘O Sol é uma estrela e a Lua é um satélite da Terra’

que se obtém ligando as duas primeiras pela conjungéo copulativa ‘e’.
Mas ja é falsa a proposigao:

‘Vénus é uma estrela e a Lua é um planeta’

por ndo serem verdadeiras ambas as proposi¢ées ligadas pela palavra
‘e’ (embora seja verdadeira a segunda).

A palavra ‘e’ funciona pois aqui como sinal de uma operacéo
I6gica que, aplicada a duas proposi¢Ges, dd origem a uma nova
proposicdo, que sera verdadeira se as proposicoes dadas forem ambas
verdadeiras (e s6 nesse caso). A esta operacdo légica da-se o nome
de conjuncao; diz-se também que a proposi¢do obtida é a conjungéo
das duas primeiras.

Em légica simbdlica, indicaremos a conjuncdo com o sinal ‘A’
que se lé ‘e’. Assim, poderemos escrever:

O Sol é uma estrela A a Lua é um satélite da Terra.

Analogamente, sdo verdadeiras, como é facil ver, as proposigdes:

2+3=5AY9=3 , VY8#3An< 3,15

23
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e falsas as proposicées:

2+3=5An>4 , 3<1AY-4=-2

¢) Disjuncao. Consideremos as duas seguintes proposi¢oes (1):

‘Carlos € médico ou professor, ou ambas as coisas’.

‘Vamos ao teatro ou vamos dar um passeio, mas ndo as duas coisas’.

No primeiro caso estd-se a indicar que uma, pelo menos, das
proposicoes ‘Carlos é médico’, "Carlos é professor’, é verdadeira, po-
dendo sé-lo ambas. No segundo caso estd-se a precisar que uma e
s6 uma das proposi¢coes 'Vamos ao teatro’, "Vamos dar um passeio’
é verdadeira.

De um modo geral, quando, a respeito de duas proposicdes, se
indica que uma delas, pelo menos, é verdadeira, forma-se uma nova
proposi¢ao, que se chama disjungao inclusiva das primeiras. Quando
se indica que uma, e s6 uma, das proposicdes consideradas é verda-
deira, forma-se uma nova proposi¢do, denominada disjuncéao exclusiva
das primeiras. Também se d4 o nome de disjuncdo (inclusiva ou
exclusiva) a operacdo légica que consiste em passar das proposi¢oes
dadas para a sua disjungdo (respectivamente inclusiva ou exclusiva).

Assim, a primeira proposi¢cdo do exemplo anterior é a disjungdo
inclusiva das proposigoes ‘Carlos é médico’, ‘Carlos é professor’,
enquanto a segunda é a disjung¢do exclusiva das proposi¢des 'Vamos
ao teatro,” "Vamos dar um passeio’.

Como se vé, a palavra ‘ou” (que em gramética se chama conjun-
¢do disjuntiva) ndo permite, s6 por si, distinguir a disjungdo inclusiva
da exclusiva. Em latim, a palavra ‘vel’ tem aproximadamente o signi-

(") Presume-se que estas frases sdo ditas em circunstancias particulares, em
que assumem um significado preciso e, portanto, um valor determinado.
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ficado do ‘ou’ inclusivo; dai o adoptar-se, em I6gica matemética, para
a disjuncéo inclusiva, o sinal '\/’ que, por comodidade, se 1& simples-
mente ‘ou’. Assim, a primeira proposicdo do exemplo anterior pode
escrever-se, agora, sem perigo de confusao:

Carlos é médico \/ Carlos é professor.

Segundo esta convengdo, serdo verdadeiras, como é facil ver,
as proposigdes:

3<b5y3+2=56 , n=4\V < 4

e falsas as proposigoes:

5<3V3+2=7 , V-4=-2V¢y10=3

Para a disjuncdo exclusiva usaremos o sinal '/ .
Normalmente, quando se diz apenas 'disjuncdo’ subentende-se
que se trata da disjuncéao inclusiva.

11. As operacoes l6gicas, consideradas como operacoes
sobre valores I6gicos. Ja atrds se disse que designamos por 'V’
o valor verdade e por ‘F' o valor falsidade. Para determinar o valor
I6gico da negac¢éo, da conjungdo e da disjungdo, a partir dos valores
I6gicos das proposi¢coes dadas, podem utilizar-se as seguintes tabe-
las, habitualmente chamadas tabelas de verdade:

PAQ pVaq
~p N v N v
F Vv Vv Y Vv
¥ F F F | v
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As duas Ultimas sdo tabelas de duas entradas, semelhantes a
tdbua pitagérica da multiplicacdo: por elas se vé imediatamente que
o valor da conjungdo é V, quando ambos os dados tém o valor V
(e s6 nesse caso); e que o valor da disjungcdo é V, quando um pelo
menos dos dados tem o valor V (e s nesse caso).

Estas tabelas induzem-nos a considerar a negagdo, a conjungao
e a disjungado, ndo propriamente como operacoes sobre proposi¢coes,
mas sim como operagoes sobre valores l6gicos. Assim, o resultado
da negacao sobre os valores légicos V e F serd, respectivamente,
F e V, ou seja, em simbolos:

~ V = F ’ ~ F - V-
Analogamente, ter-se-a:

VAV=V , VAF=FAV=F , FAF=F
VVV=V , VVF=FyV=V , FVF=F

Trata-se agora, muito simplesmente, de operacdes definidas num
conjunto formado apenas por dois elementos (o valor V e o valor F),
conjunto que podemos designar abreviadamente pela notagéo {V, F}.

Tais operagées sdo definidas pelas anteriores tabelas, tabuadas
dessas operagoes.

Este novo ponto de vista simplifica consideravelmente o estudo
da légica, como teremos ocasido de verificar.

12. As operacoes légicas e as maquinas de calcular.
O funcionamento dos modernos computadores electrénicos baseia-se
em grande parte na Iégica matematica. Vamos apresentar os esquemas
de circuitos eléctricos que efectuam as operagdes de conjuncéo,
disjungdo e negacdo, em maquinas de tipo simples, com base em
electroimanes (nas maquinas electrénicas, muito mais répidas, a
ideia é essencialmente a mesma, sendo os electroimanes substitui-
dos por vélvulas electrénicas).
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O circuito de conjuncao (ou circuito ‘e’) é esquematizado na
fig. 1; o circuito de disjuncdo (ou circuito ‘ou’) na fig. 2 e o circuito
de negacdo (ou circuito ‘ndo’) na fig. 3.

-

a
: "3
"'.'? ® s _aA + aVb

Fig. 1 Fig. 2

O valor l4gico V traduz-se, neste caso, por passagem da corrente
e o valor F por auséncia de corrente.

No primeiro esquema os interruptores estdo postos em série e,
portanto, sé havera corrente no circuito quando se lancar corrente nas
duas bobinas ao mesmo tempo, fechando os dois interruptores que,
de outro modo, se mantém abertos por meio de molas. Assim, o
resultado serd V, quando, e s6 quando, ambos os dados a e b forem V:
trata-se, pois, da conjuncgéo.

No segundo esquema os interruptores estdao postos em paralelo
e, portanto, passara corrente no circuito quando (e s6é quando) se
langar corrente numa, pelo menos, das bobinas: trata-se, pois, da
disjuncao.

+
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Finalmente, no terceiro esquema o langcamento de corrente na
bobina produz interrupgdo no circuito e existe uma mola que fecha
automaticamente o interruptor quando ndao ha corrente na bobina:
trata-se pois da negacao.

A partir destes trés tipos de circuitos elementares, que podemos
indicar respectivamente pelos simbolos:

é f4cil construir vérios circuitos que efectuem outras operacdes 16gi-
cas, mais ou menos complicadas, visto que todas, em dltima anélise,
se podem definir a partir daquelas trés.

Por exemplo, a disjungao exclusiva, dada pela tabela junta, pode
ser definida a partir da conjunc¢édo, da disjuncdo e da negac¢ao, por
meio da férmula:

ay b
b

Vv F
N
\Y F vV
= v F

aVb=(@A~b)V (bA~ a)
(isto é, verifica-se a\/ b, quando se verifica sé a ou sé b).
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De acordo com esta férmula, apresentamos na fig. 4 o esquema
de um circuito que efectua a disjungdo exclusiva.

ou b——pavyhb

a/\~b

Fig. 4

Ainda se podem imaginar outros circuitos para efectuar esta ope-
racdo, pois podemos defini-la de outros modos a partir das operagdes
fundamentais, por exemplo segundo a férmula:

aVb=(@Vb)A~ (aAb)

(isto é, verifica-se a \/ b, quando se verifica a ou b mas ndo a e b
ao mesmo tempo).

Um dos tipos de problemas de légica matematica postos pelos
cérebros electrénicos, que exigem cada vez mais o concurso de
especialistas na matéria, € o seguinte:

Dada uma expressao de célculo proposicional, reduzi-la a uma
expressdo minima, isto é, a uma expressdao equivalente que requeira
0 minimo de circuitos elementares (‘e’, ‘ou’ e ‘nao’) e portanto o mi-
nimo de consumo energético do cérebro.

Consegue-se isto, aplicando as propriedades das operagdes 16gi-
cas, que vamos estudar, e cuja utilidade fundamental é: ECONOMIA
DE TEMPO, ECONOMIA DE PENSAMENTO, ECONOMIA DE
ESFORCO.

A titulo de exemplo observe-se que, das duas férmulas anteriores
para definir a \V b, a segunda é a mais econdmica, visto que poupa
um circuito ‘nao’.
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13. Propriedades da conjuncao e da disjuncdo. Conside-
remos a seguinte proposi¢ao:

'Carlos estuda e Pedro ouve musica ou I€'.

E 6bvio que esta proposicdo equivale & seguinte:

‘Carlos estuda e Pedro ouve musica, ou Carlos estuda e Pedro |&’.

Usando as letras a, b, c, respectivamente, como abreviaturas das
proposicées ‘Carlos estuda’, ‘Pedro ouve musica’, ‘Pedro &', a refe-
rida equivaléncia é traduzida pela férmula:

aA(bVe) = (aAb)V(aAc)

E evidente que esta férmula & verdadeira, quaisquer que sejam
as proposicoes nos lugares das letras. Exprime-se este facto, dizendo
que a conjuncéo é distributiva a respeito da disjuncdo. Esta maneira
de dizer foi adoptada por analogia com o que sucede a respeito dos
numeros; neste caso a multiplicacdo é distributiva a respeito da
adicao, isto é, tem-se:

a.(b+c) = (a.b) +(a.c)

sendo a, b, ¢ nimeros quaisquer.

Muitas vezes, para comodidade de linguagem, a conjunc¢do tam-
bém é chamada produto légico, escrevendo-se entdo p.q (ler ‘p vezes
q’), em vez de p A q. Por seu turno, a disjuncdo é chamada soma
légica, escrevendo-se p + g (ler ‘p mais q") em vezde pV q. Neste
caso, os valores légicos V e F costumam ser designados pelos sim-
bolos 1 e 0. Entdo o produto légico coincide com o produto usual
no conjunto {0, 1 } , mas o0 mesmo n&o sucede com a soma ldgica,
vistoque VVV V=Vouseal+1=1.

Note-se que a disjuncdo também é distributiva a respeito da
conjungao:

pV@AnN=@EVaAEVD
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Por exemplo, a proposi¢cao
‘Ou chove ou faz vento e frio
equivale a afirmar as duas proposi¢des:
‘Chove ou faz vento” e 'Chove ou faz frio".

Pelo contrério, no caso dos numeros, a adicdo nao é distributiva
a respeito da multiplicacéo, isto é, ndo se tem geralmente

at+t(b.c)=(a+b).(a+c)

Por exemplo, 3 + (2.5) # (3 + 2). (3 + b).

Notemos, desde ja, o partido que se pode tirar destas propriedades
da conjuncédo e da disjungdo nos cérebros electrénicos. Por exemplo,
traduzida & letra, a expressdo (a A\ b) V (a A ¢) conduz ao esquema
da fig. b, enquanto a expressdo equivalente a A (b \/ ¢) conduz ao
esquema da fig. 6: esta é pois mais econdémica, poupando um
circuito ‘e’.

b ——Pp— aAb

e g a —p———
a —fn ou p—-=ap e

- aA(bVc)
L (aAb)V(aAc) b

@ ou

o = aANcC c P
Fig. b Fig. 6

Mas ha outras propriedades da adicao e da multiplicacdo sobre
nimeros que se estendem a disjuncdo e a conjun¢édo (sobre propo-
sicOes ou sobre valores l6gicos). Para fazer uma lista das propriedades
da conjung¢do e da disjuncdo, vamos supor que as letras, a, b, ¢ desig-
nam qualquer dos valores l6gicos V, F.
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A) Propriedades da conjuncédo

A conjuncdo é comutativa, isto é, tem-se sempre:

aAb=DbAa

A conjuncado é associativa, isto é, tem-se sempre:
(@aAb)Ac=aA (bAc)

O elemento V é tal que:

aAV =a , qualguer que seja a (V ou F)

O elemento F é tal que:

a ANF=F , qualquer que seja a

B) Propriedades da disjuncdo
A disjuncdo é comutativa:
aVb=b\Va
A disjuncdo é associativa:
(aVb)Vec=aV (bVc)
O elemento F é tal que:
a\V F=a , qualguer que seja a

O elemento V é tal que:

a\VVV=V , qualguer que seja a
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C) Propriedades mistas (da conjungéo e da disjuncao)
5. A conjuncado é distributiva a respeito da disjungao:
aA(bVe)=(@Ab)V (aAc)
5'. A disjuncao é distributiva a respeito da conjungéo:
aV(bAc)=(@Vb)A(aVe)

A demonstracdo destas propriedades pode reduzir-se a uma sim-
ples verificacdo, utilizando as tabuadas da conjun¢édo e da disjungao,
e considerando todas as substituicGes possiveis das letras a, b, ¢
por valores l6gicos. Com efeito, como cada letra sé pode ter dois
valores (V e F), tais substituicGes sdo em numero finito. Assim, por
exemplo, a propriedade comutativa da conjunc¢éo resulta da respec-

tiva tabuada, notando que:

1) sea=V e b=V, vem a Ab=b Aa=V,
2) sea=V e b=F vem a Ab=Db Aa=F
3) sea=F e b=V, vem a Ab=bAa-=F
4) sea=F e b=F vem a Ab=b A a=F

Analogamente, para a propriedade associativa:

1) se a=V, b=V e c=V, vem
(@Ab) Ac=(VAV) AV=V e aA(bAc)=VA((VAV)=YV,
portanto (a Ab) Ac=a A (b Ac);

2) se a=V, b=F e ¢c=V, vem
(@aAb) Ac=(VAF)AV=F e aA(bAc)=VA(FAV)=F,
portanto (a Ab) Ac=a A (b Ac);

e assim por diante (neste caso o numero de substituicdes possiveis
é 8).
33
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Deste modo, adquirimos a certeza de que todas as referidas pro-
priedades sdo validas.

Note-se que, usando as notagcées a.b, a+ b, 1 e O (em vez das
notagcées a A b, a\/ b, V e F) as propriedades 3, 4, 3, 4, relativas a
V e F tomam respectivamente a forma:

a.1=a , a.0=0 , a+0=a , a+1=1,

sendo a qualquer dos valores |6gicos. Destas propriedades, sé a tltima
ndo é verificada no caso da adicdao e da multiplicagdo usuais sobre
ndmeros.

As propriedades 3, 4, 3" e 4" exprimem-se respectivamente
dizendo: V é elemento neutro da conjuncgao, F é elemento absorvente
da conjuncao, F é elemento neutro da disjuncédo, V é elemento absor-
vente da disjuncéo.

As propriedades da conjuncdo e da disjuncéo revelam a harmonia
das leis do pensamento. Olhando para a lista anterior, um facto chama
logo a atengéo:

As propriedades da conjuncédo e da disjuncdo sdo formalmente
idénticas, isto é, passa-se duma para as outras apenas mudando
IAI em J'Vl' e IVI' em I‘F.l'.

Neste facto e em outros que serdo oportunamente apontados (que
nao se verificam no caso das operagGes sobre niimeros) consiste o
PRINCIPIO DA DUALIDADE LOGICA.

14. Propriedades da negacao; suas relacoes com a con-
juncao e a disjuncao. A propriedade mais simples da negagdo
é a PROPRIEDADE DA DUPLA NEGACAO:

~~a=a , qualguer que seja a

(isto é, a dupla negac¢ado equivale a afirmagao).
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Notemos, agora, que a negagdo pode ser definida por meio da
seguinte propriedade da conjungédo e da disjuncgdo:

Qualquer que seja o valor Iégico a existe sempre um valor
légico x, e um s6, tal que

aAx=F e aVVx=V

E claro que este valor x é precisamente o contrério de a ou
seja ~ a, igual a Fse a =V, igual a V se a = F. Teremos pois:

aNAN~a=F a\/ ~a=YV, qualquer que seja a.

Estas férmulas, aplicadas a proposigoes, traduzem sob nova forma
os principios da légica bivalente:

PRINCIPIO DA NAO CONTRADICAO. Dizer que uma proposi-
¢do € verdadeira e falsa ao mesmo tempo é sempre falso.

PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO. Dizer que uma propo-
sicdo ou é verdadeira ou é falsa é sempre verdadeiro.

Finalmente, é facil deduzir das tabelas de verdade as duas
seguintes propriedades:

~(aAb)=~aV~b , ~(aVb)=~aA~b

Supondo que nos lugares de a e b estdo proposicOes, estas
férmulas exprimem as duas seguintes leis do pensamento, chamadas
primeiras leis de DE MORGAN:

|. Negar que duas dadas proposicoes sdo ao mesmo tempo
verdadeiras equivale a afirmar que uma, pelo menos, é falsa.

Il. Negar que uma, pelo menos, de :duas proposicoes € verda-
deira equivale a afirmar que ambas sao falsas.
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Por exemplo, a negacdo de ‘E inteligente e estuda’ equivale a
‘Nio é inteligente ou ndo estuda’; a negacéo de 'E médico ou professor’
equivale a ‘Nao é médico e nao é professor’.

Estas propriedades podem exprimir-se ainda dizendo que a nega-
cdo transforma a conjuncao em disjuncéo e a disjuncdo em conjungéo.
Assim, as leis de De Morgan explicam o jé referido PRINCIPIO DE
DUALIDADE LOGICA e mostram como é possivel definir a disjungdo
a partir da conjuncédo e da negagdo, ou a conjuncao a partir da dis-
juncdo e da negacéo:

aVb=~(~aA~b) , aAb=~(~a\/~Db)
Quer isto dizer que um cérebro electrénico poderia funcionar

apenas com dois tipos de circuitos elementares: circuitos de conjungao
e de negagdo, ou circuitos de disjungdo e de negacgao.

15. Implicacdo material e deducdao. Consideremos, por

exemplo, a frase:

‘Se Carlos ndo telefona, vem 3 hora marcada’.

Trata-se aqui duma proposi¢do (') que relaciona os valores
I6gicos (ainda ndo conhecidos) das duas proposigdes:

a) ‘Carlos nao telefona’;

b) ‘Carlos vem a hora marcada’

de tal modo, que, se a primeira for verdadeira a segunda também

(') Supbe-se, como nos exemplos anteriores, que esta frase é dita em con-
dicGes particulares que lhe conferem um significado preciso.
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serd verdadeira, mas, se a primeira for falsa, a segunda pode ser ver-
dadeira ou falsa (estd subentendido: ‘se Carlos telefona, pode vir
ou ndo a hora marcada’). Exprime-se este facto dizendo que a pro-
posi¢cdo a) /implica a proposi¢do b) e escrevendo:

Carlos nao telefona = Carlos vem a hora marcada.

Dum modo geral, se no lugar das letras p, q estiverem duas
proposi¢cdes, escreveremos

p=q (ler ‘p implica q°),

quando, e s6é quando, se der um dos seguintes casos: 1) a pri-
meira é verdadeira e a segunda também; 2) a primeira é falsa e a
segunda é verdadeira; 3) a primeira é falsa e a segunda é falsa.
Na férmula p=> q a primeira proposi¢ao diz-se antecedente e a segunda
consequente.

- Deste modo, o sinal = traduz uma refacao entre os valores l6gicos,
tendo-se por definigdo:

V=V, F=V, F=F

mas nao V = F. Por outros termos: as formulas V=V, F=VeF=F
sdo proposicoes verdadeiras, enquanto a férmula V == F é uma pro-
posicao falsa; isto é:

(V=V)=V , (F>V)=V

(F=F)=V , (V=F) =F

Mas é claro que, nestas condigGes, também se pode dizer que
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o sinal = representa uma opera¢do sobre valores |6gicos (ou sobre
proposi¢gdes), a qual é definida pela seguinte tabuada:

a =>0>b
b
\'} F
a
\' vV F
F vV VvV

Em qualquer dos casos, a relagcdo ou operagao Iégica assim defi-
nida é chamada implicacdo. Mas convém, desde j4, notar que este
significado da palavra ‘implicacdo’ se afasta, muitas vezes, do signi-
ficado usual. Por exemplo, nés podemos dizer que a proposi¢cao
"7 é impar’ implica a proposi¢dao ‘Lisboa é uma cidade’, e escrever:

7 é impar = Lisboa é uma cidade

visto que ambas as proposicées sdo verdadeiras e V = V por defi-
ni¢do. Analogamente, podemos escrever:

2 + 3 = 7 = Pedro Nunes descobriu o Brasil

visto que F = F, por definig:féo. Mas isto ndo significa, de modo
nenhum, que o facto de Lisboa ser uma cidade se deduz do facto
de 7 ser impar, ou que a proposicdo ‘Pedro Nunes descobriu o Brasil’
(falsa) é uma consequéncia da proposigdo ‘2 + 3 = 7" (igualmente
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falsa). O que se afirma unicamente é uma relacdo entre os valores
I6gicos das proposicdes, de acordo com a tabela anterior.

Para evitar confusbes com o significado usual das palavras
‘implica’ e ‘implicagédo’, a referida relacdo légica é muitas vezes cha-
mada ‘implicacdo material’ e o sinal ‘=" é traduzido por ‘implica
materialmente’.

Todavia, a implicacdo material s6 tem geralmente interesse quando
se aplica a proposicées cujo valor I6gico ainda nado é conhecido.
Ora, neste caso, corresponde exactamente ao conceito usual de impli-
cacéo.

E isto o que sucede, por exemplo, com a frase anterior ‘Se Carlos
nao telefona, vem & hora marcada’. Entende-se que os valores l6gicos
das proposicdes ‘Carlos ndo telefona’ e ‘Carlos vem a hora marcada’
ainda sdo ignorados: sabe-se apenas que a primeira implica material-
mente a segunda.

Vejamos outro exemplo. Consideremos a proposicéo:

‘Se existem plantas em Marte, existem seres vivos em Marte'.
Esta é evidentemente verdadeira ('), embora ndo conhegamos os
valores l6gicos das proposicoes ‘Existem plantas em Marte’, ‘Existem
seres vivos em Marte’; o que sabemos apenas é que a primeira implica
materialmente a segunda:

Existem plantas em Marte = Existem seres vivos em Marte

Mas, precisamente porque se desconhecem os valores das duas refe-
ridas proposicoes, a implicagdo material corresponde a ideia normal
da implicacao.

Seja agora a proposigao:

‘Se Marte tem atmosfera, existem seres vivos em Marte'.

(') Admite-se evidentemente que a classe das plantas e a classe dos seres
vivos estdo definidas mesmo fora da terra. Em caso contrdrio as proposigdes nao
teriam sentido.
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Estd-se, pois, a afirmar o seguinte:

‘Marte tem atmosfera = Existem seres vivos em Marte'.

Mas, agora, ndo sabemos sequer se a implicacdao é verdadeira ou
falsa: serd falsa se Marte tem atmosfera e ndo existem seres
vivos em Marte; serd verdadeira, na hipétese contraria.

Outro exemplo ainda. E bem f4cil determinar directamente o valor
I6gico de cada uma das proposicoes:

‘23 + 43 é multiplo de 6°, ‘23 + 43 é multiplo de 3'.

Porém, mesmo antes de o saber, j& podemos afirmar que a pri-
meira implica materialmente a segunda, isto é:

23 + 43 ¢é multiplo de 6 = 23 + 43 é multiplo de 3

visto que, como se prova em aritmética, todo o multiplo de 6 é mul-
tiplo de 3. Assim, mais uma vez, a implicagdo material concorda com
a implicagdo no sentido usual, em virtude das razdes atras apontadas.
Nestes casos, o sinal =, que geralmente se |é ‘implica’, substi-
tui com propriedade a palavra "se’ (conjung¢do condicional), anteposta
a proposicdo antecedente. Algumas vezes, para salientar a implicac¢éo,
em linguagem comum, antepde-se a palavra ‘se’ a proposicdo ante-
cedente e a palavra ‘entdao’ a proposi¢cdao consequente. Assim:

Se 23 + 43 é mltiplo de 6, entdo 23 + 43 é mlltiplo de 3.

Ainda a propdsito deste exemplo, note-se que, se efectuarmos
os célculos, vemos que a proposi¢cdao antecedente é afinal verdadeira.
Conclui-se entdao, sem necessidade de mais célculos, que a proposicéo
consequente também é verdadeira.

De um modo geral, quando, dadas duas proposicées A e B, se
consegue averiguar, por um lado, que A = B e, por outro lado,
que A é verdadeira, conclui-se imediatamente que B também é ver-

40



COMPENDIO DE MATEMATICA

dadeira. Nisto mesmo consiste a deducédo /égica ou raciocinio dedu-
tivo, numa das suas formas mais simples e mais frequentes, tanto em
matematica como na vida corrente.

O esquema do raciocinio é o seguinte:

A = B (premissa maior)
A (premissa menor)

.". B (conclusao)

Aqui, o sinal .-. lé-se ‘logo’ e indica que a proposicdo B se
deduz logicamente das duas anteriores. Estas sdo chamadas premissas
do raciocinio (respectivamente premissa maior e premissa menor),
enquanto a ultima é chamada conclusdao. Na ldgica tradicional um
raciocinio deste tipo é denominado silogismo condicional, regra de
deducdo ou modus ponens. Algumas vezes, a premissa menor é pre-
cedida da palavra ‘ora’, outras vezes é escrita simplesmente. Exemplos:

[ Se 23 + 43 & mdltiplo de 6, 23 + 43 & muiltiplo de 3.
1 Ora 23 + 43 ¢é muliltiplo de 6.

| Logo 23 + 43 ¢ mdiltiplo de 3.

Se este animal é um peixe, tem guelras.
1 Ora este animal é um peixe.

Logo este animal tem guelras.

[ Se este livio tem uma folha dobrada, pertence-me.

4 Este livro tem uma folha dobrada.

Logo este livro pertence-me.

Note-se que uma dedug¢do pode estar certa sem que as premissas
sejam necessariamente verdadeiras. E 6bvio que o facto de uma
deducédo ser correcta ndo garante a verdade da conclusao.
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Mas também pode haver deducgdes erradas. As deducgdes erradas
de tipo elementar sdo chamadas paralogismos. Um tipo de paralogismo
bastante frequente é o que se indica no seguinte esquema:

A= B
B

Exemplo: ‘Se este animal é um peixe, tem guelras. Ora este animal
tem guelras. Logo é um peixe’.

Recordemos que, muitas vezes, para saber se uma conta esta
certa, recorremos a prova dos nove. Na realidade, estamos a seguir
um paralogismo, pois a prova pode dar certa, estando a conta errada:
0 mais que podemos dizer é que, se a conta esta certa, a prova tem de
dar certa, e que, se a prova da certa, é muito provdvel que a conta
ndo esteja errada.

15a. Propriedades da implicacao; relacoes desta com as
outras operacoes légicas. Novos tipos de silogismo. Sejam
a, b, ¢ valores l6gicos quaisquer. Entdo é facil verificar, usando a
tabuada da implicagao, que:

Sea=b e b=c,entdoa=c
ou seja, usando simbolos:

(a=b) A(b=¢)= (a=c)

Exprime-se este facto, dizendo que a implicagdo é uma relagéo
transitiva.
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Esta propriedade, aplicada a proposi¢des, conduz a um novo
tipo de silogismo, descrito pelo seguinte esquema:

A= B

B = i } premissas

c.A=>C (conclusdo)

Exemplo: ‘Se estudares, terds boas notas. Se tiveres boas notas,
daras alegria a teus pais. Portanto, se estudares, daras alegria a teus
pais’.

Usando as tabuadas da implicagédo, da disjun¢do e da negagéo,
que em seguida reproduzimos:

a=>b aVVb
\ vV | F ‘ v | F a ~
a da
Vv |V |F v | v v v F
F v |v F Vv |F F v

é facil verificar que se tem sempre:
(a=b)=b\V ~a

Como se vé, esta propriedade permite exprimir a implicagdo na
disjuncdo e na negacdo (o que facilmente permite traduzi-la num
esquema de circuitos). Aplicada a proposi¢oes, a féormula anterior
pode traduzir-se do seguinte modo:

Dizer que uma proposicdo implica outra proposicdo equivale a
dizer que ou a segunda é verdadeira ou a primeira é falsa.
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Por exemplo, dizer:

‘Se este animal é um peixe, tem guelras’

equivale a dizer:

‘Ou este animal tem guelras ou nédo é peixe’ (1).

Reciprocamente, a disjun¢do pode exprimir-se na implicagcédo e
na negacgao, como € facil verificar:

alVVb=~a= b

Assim, afirmar que uma, pelo menos, de duas proposicoes é
verdadeira, equivale a afirmar que, se uma delas é falsa, a outra é
verdadeira.

Esta propriedade da lugar a um novo tipo de raciocinio dedutivo,
chamado silogismo disjuntivo, que é descrito pelo esquema:

AV B

~ A } premissas

B (conclusao)

Exemplo: ‘Ou ele é mentiroso ou foi enganado. Ora ele nédo é
mentiroso. Logo foi enganado’.

Alias, podemos dizer a respeito da disjungao o que ja tinhamos dito
a respeito da implicagdao material: sé tem geralmente interesse, quando
se desconhece o valor das proposicoes as quais se aplica (estas
dizem-se entdo hipdteses). Quando por exemplo escrevemos 3 < T,
estamos a afirmar que 3 < wou 3 = &, 0 que é verdade; mas, como

(') Lembramos que ha peixes (dipnéicos) que respiram por guelras e
pulmdes.
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ja sabemos que 3 < m, parece inltil a disjungdo. Analogamente no
caso em que se escreve 3 < 3, etc.
As propriedades anteriores conduzem a esta outra:

Dizer que uma proposicao implica outra equivale a dizer que,
se a segunda é€ falsa, a primeira também é falsa.

Isto &, simbolicamente:
(A= B) = (~B=~A)

Nesta propriedade (que pode também ser verificada directamente),
baseia-se o tipo de silogismo chamado regra de conversao ou modus
tollens:

>
e ¥

B remissas
B p
A

~

(conclusédo)

Exemplo: ‘Se este animal é um peixe, tem guelras. Ora este animal
ndo tem guelras. Logo ndo é um peixe".

Por sua vez, da férmula (A = B) = (B V ~ A) e das leis de
De Morgan, deduz-se:

isto é: dizer que A ndo implica B equivale a dizer que A é verda-
deira e B é falsa.

Mas hé ainda outras propriedades que relacionam a implicagédo
com a conjun¢do e com a disjuncdo. Assim, é facil ver que:

1. AAB=A 1. A=AV B

2. SeP=AeP=1B,entaio P= A A B

2. SeA=>PeB=P,entio AV B=P
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As propriedades 1 e 1" ddo lugar a silogismos com uma so6 pre-
missa, como por exemplo este: ‘w é menor que 4; logo © é menor
ou igual a 4.

As propriedades 2 e 2" ddo lugar a silogismos tais como:

‘Se estudares, daras alegria a teus pais. Se estudares, serds recom-
pensado. Logo, se estudares, dards alegria a teus pais e seras
recompensado’.

‘Se o ladrao sai pela porta, é apanhado. Se foge para o telhado,
é apanhado. Logo, se sai pela porta ou foge para o telhado, é
apanhado’.

16. Equivaléncia material. Em vez de escrever A = B, pode-
mos também escrever, com o mesmo significado, B < A. O sinal <, que
representa a relacdo inversa da implicagdo, pode ler-se ‘é implicado
por’, ‘se’, ‘desde que’, ‘contanto que’, etc. Assim, a frase:

‘Vem, se ndo telefona’

pode escrever-se
‘Vem < nao telefona’.
Suponhamos que se tem ao mesmo tempo
A= BeA <« B,

estando as letras a indicar proposicoes quaisquer. Entdo é claro que
as proposicoes sdo equivalentes, isto é, sao ambas verdadeiras ou
ambas falsas . Para exprimir este facto, temos esctito até aqui A = B,
em que o sinal = estd a exprimir identidade entre os valores légicos
das proposicoes. Porém, neste caso particular, a relagdo de identidade
chama-se equivaléncia material e convém muitas vezes representa-la
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pelo sinal <, que se |é "equivale a’. Tal como a implicagdo, a equi-
valéncia material € ao mesmo tempo uma relacdo e uma operagao.
Tem-se, com efeito:

(Ve V) =V, (F< F) =V

(V< F) =F (F<«<V)=F
donde, a tabuada:
X < Yy
Y
V F
X
\Y V F
F F \'

Desde logo se vé que, ao contrdrio do que sucede com a impli-
cacdo, a equivaléncia é simétrica (ou comutativa), isto é:

(x<=vy) = (y< x).

Esta operagdo reduz-se as anteriores, de acordo com qualquer
das férmulas:

(a<>b) = (a=Db) A (b= a)
(a<=b) =(aAb)V (~a A ~Db)

Esta UGltima férmula mostra que a equivaléncia é o contrario da
disjuncdo exclusiva, visto que:

~(a=b)=~(aAb) A(@aVb)=aVvDb
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E facil assim imaginar uma associagdo de circuitos elementares
que efectue esta operagao.

Tal como a implicacdo, a equivaléncia material de duas propo-
sicGes s6 tem geralmente interesse enquanto se aplica a proposi¢cdes
cujo valor légico é ignorado. Neste caso, o sinal <> pode traduzir-se
pela expressdo ‘se e s6 se’. Por exemplo, a proposigdo ‘Este animal
é um peixe, se e s6 se tem guelras e escamas’ exprime equivaléncia
entre duas proposicbes, das quais se ignora ainda o valor légico.
Poderiamos também escrever:

‘Este animal é um peixe < tem guelras e escamas’

Dizem-se bicondicionais as proposicoes de equivaléncia como a
anterior.

CONVENCAO. Como abreviatura da expressio ‘se e sé se’
escreveremos ‘sse’.

Vimos atras que se tem sempre (A = B) < ( ~ B = ~ A).
Para a equivaléncia vira entao:

(A< B)< (~ A< ~ B)

isto é: a equivaléncia de duas proposicées equivale sempre a equi-
valéncia das suas negacdes.

Assim, a equivaléncia A < B fornece quatro formas correctas de
silogismo: podemos deduzir B de A, Ade B, ~ Ade ~ B e~ B
de ~ A:

A< B A< B A< B A< B
A B ~ A ~ B
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Exemplos:

‘Este triangulo tem os lados iguais, sse tem os angulos iguais.
Ora este tridngulo tem os lados iguais. Logo tem os angulos iguais’.
‘Este animal é um peixe, sse tem escamas e guelras. Ora este
animal ndo é peixe. Logo ndo tem escamas ou ndo tem guelras’.

17. Polissilogismos. Deducao e inducdo. Teorias dedu-
tivas. Consideremos as seguintes proposicoes:

1) Se o ladrdo saiu pela porta da rua, foi apanhado.

2) Se o ladrdo saiu pela varanda do quintal, foi apanhado.

3) Logo, se o ladrao saiu pela porta da rua ou pela varanda do
quintal, foi apanhado.

4) Mas, se o ladrdo foi apanhado, esta preso.

5) Ora o ladrdao ndo esta preso.

6) Logo ndo foi apanhado.

7) Logo néo saiu pela porta da rua nem pela varanda do quintal.

8) Mas, se o ladrdo nédo saiu pela porta da rua nem pela varanda
do quintal, esta escondido.

9) Logo o ladrdao esta escondido.

Estas proposicées formam uma cadeia de silogismos (ou um
polissilogismo), isto é, uma sucessido de silogismos, em que as con-
clusdes de uns servem de premissas a outros. Assim, o primeiro silo-
gismo tem 1) e 2) por premissas e 3) por conclusdo; o segundo
tem 4) e 5) por premissas e 6) por conclusdo; o terceiro tem 3)
e 6) por premissas e 7) por conclusdo; o quarto e altimo tem 7)
e 8) por premissas e 9) por conclusio.

Poderiamos também dizer que silogismo é deducdo imediata,
enquanto polissilogismo é deducao mediata.

Dum modo geral, a deducdo (ou raciocinio dedutivo) constitui
0 método caracteristico da matematica, para a obten¢cdao de novos
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conhecimentos. Este método assemelha-se um pouco ao que é usado
pelos detectives para descobrir a verdade num dado acontecimento
envolvido em mistério.

A deducéo contrapbe-se a inducéo, que constitui o método fun-
damental usado pelas ciéncias de observacdo e de experiéncia, para
o estabelecimento de /eis, isto é, de factos cientificos. Por exemplo,
a lei:

'Todo o peixe tem vértebras’

ndo é demonstrada como um teorema de matematica: fo/i estabelecida
por inducédo. Quer isto dizer o seguinte: como fodos os peixes obser-
vados tém vértebras, conclui-se que serd sempre assim em todos os
peixes que vierem a aparecer. A indugcdo é também chamada racio-
cinio indutivo, mas é evidente que ndo tem a seguranca do raciocinio
dedutivo; na realidade assemelha-se a um paralogismo: conclui-se
do particular para o geral, o que, segundo a légica dedutiva, ndo
é licito. Dai o carécter contingente das referidas leis, em contraste
com o caracter de certeza absoluta que se atribui as dedugdes da
matematica.

Se, porventura, aparecer um peixe sem vértebras, dir-se-4 que este
caso é uma anomalia, uma monstruosidade que nao conta e entédo
a lei anterior serd corrigida, dizendo ‘Todo o peixe normal tem vér-
tebras’ ou 'Em condicdes normais, todo o peixe tem vértebras’. O carac-
ter contingente das leis assim estabelecidas é bem expresso pelo
aforismo popular: ndo ha regra sem excepcao.

Nas ciéncias fisico-quimicas encontramos a cada passo exem-
plos andlogos. Por exemplo, a lei:

'O volume dum gés diminui com a pressdo e aumenta com a
temperatura’,

foi estabelecida por inducédo, a partir dum grande nimero de casos
em que se verificou. Mas quem nos garante que, em casos ou circuns-
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tancias muito especiais, ndo deixe de verificar-se ? Aliés, trata-se apenas
duma /ei qualitativa, pouco precisa. Em experiéncias de maior pre-
cisdo, Mariotte e Gay-Lussac chegaram a /ej quantitativa que tem o
seu nome e se estuda em fisica. Porém, é sabido que nenhum gas
segue rigorosamente essa lei, também conhecida por /ei dos gases
perfeitos, porque se convencionou chamar gds perfeito a um gas
ideal que a seguisse rigorosamente. Assim, ndo existem gases perfeitos.
mas apenas gases que se aproximam mais ou menos desse caso ideal,

Tornando ao raciocinio dedutivo, observemos que, quando um
facto é estabelecido por deducédo, é deduzido de outro ou de outros
anteriormente estabelecidos. Estes, por sua vez, podem ter sido dedu-
zidos de factos precedentes. Mas é evidente que tal processo ha-de
ter um principio, isto é, tem de haver premissas iniciais, que nao sao
deduzidas de outros factos. E, se ndo deduzidas, sao necessariamente
estabelecidas por outro método:

— ou por informacéao directa
— ou por indugédo

— ou por intuigao

— ou por conjectura.

A intuicdo é uma espécie de visdo mental que nos faculta o
conhecimento directo dos factos. Na realidade, trata-se muitas vezes
duma inducdo efectuada de maneira mais ou menos inconsciente, a
partir de um grande ndmero de experiéncias quotidianas. Tal é o caso
da intuicdo geométrica, que nos faz ver, por exemplo, que duas rectas
dum plano perpendiculares a uma terceira sdo sempre paralelas entre si.

A conjectura é um método muito usado em fisica, principalmente
em fisica atémica: os factos observados levam a imaginar certas
hipdteses, que os expliquem. Essas hipdteses nao sao directarnente
verificdveis pela experiéncia, mas apenas indirectamente, por factos
que delas possam ser deduzidas. Mais uma vez estamos perante uma
espécie de paralogismo: as conclusbes podem estar certas, mas as
premissas erradas.
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Seja porém como for, as premissas iniciais s6 podem ser esta-
belecidas por qualquer dos processos indicados e tém, portanto, caréc-
ter contingente. Diz-se entdo que o método usado é empirico, por
oposi¢ao ao método dedutivo, também denominado racional ().

Uma teoria dedutiva consiste precisamente num sistema de pro-
posicoes que se deduzem, por cadeias de silogismos, a partir de pro-
posicoes de origem empirica. Estas sdo chamadas axiomas ou postu-
lados, enquanto as proposicdes que delas se deduzem sdao chamadas
teoremas.

Nos axiomas figuram termos cujo significado ndo é definido
logicamente, mas apenas dado empiricamente (fermos primitivos).
A partir desses, outros vao sendo introduzidos por definigbes (termos
derivados). Por exemplo, na geometria de Euclides, os termos ‘ponto’,
recta’, etc., sdo geralmente tomados como termos primitivos. Os ter-
mos ‘circunferéncia’, ‘poligono’, etc., sdo termos derivados.

Cada teorema é demonstrado (isto é, deduzido), a partir de
axiomas, de definigbes ou de outros teoremas ja demonstrados. Mas
0 rigor matemético diz respeito a maneira como se define ou se
demonstra e nao aquilo que se demonstra. O mais que se pode dizer
€ que os teoremas sdo implicados pelos axiomas e que, portanto, sao
verdadeiros na medida em que o sao os axiomas.

Por exemplo, no caso da geometria, os axiomas sé aproximada-
mente sao verificados pelos entes a que, na pratica, chamemos pontos,
rectas, etc. Falando com mais propriedade: ndao existem na realidade
pontos, rectas, circunferéncias, etc., do mesmo modo que nao exis-
tem gases perfeitos, dgua pura, pessoas normais, cor verde, etc. —
mas unicamente certos entes que se aproximam mais ou menos dessas
idealizacGes do nosso espirito.

Consideremos ainda como exemplo o TEOREMA DE PITAGORAS.
Desenhando com o méximo rigor possivel muitos tridngulos rectan-

(1) ‘Racional’ vem de ‘razdo’ e da-se o nome de ‘razdo’ & nossa faculdade
de raciocinar.
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gulos e medindo os respectivos lados, poderia concluir-se por indugdo
(como talvez tenha acontecido no tempo dos antigos Egipcios), que
0 quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.
O mesmo facto pode ser demonstrado, com rigor absoluto, a partir
dos axiomas. Porém, estes, embora mais simples, tém o caracter
contingente e aproximado das leis da fisica e, portanto. 0 mesmo carac-
ter se vai reflectir no teorema de Pitagoras.

18. ExpressOoes com varidveis. Nao se pense de modo ne-
nhum que a lista dos silogismos ficou esgotada com os tipos atras indi-
cados. Na verdade, os mais importantes raciocinios dedutivos que
intervém nas demonstracbes matematicas fazem intervir o uso de
expressdes com variaveis.

Ja na linguagem corrente se apresentam, por vezes, variaveis de
maneira mais ou menos disfarcada. Consideremos, por exemplo, a
expressdo ‘Pedro é advogado’. Se é dita em circunstancias especiais,
em que se saiba qual é a pessoa designada por ‘Pedro’, aquela expres-
sdo é uma proposicdo, portanto verdadeira ou falsa. De contrério, a
palavra ‘Pedro’ ndo chega a ser uma designacao, mas sim uma varigvel
cujo dominio de variagdo é o conjunio de todos os individuos com
esse nome. Entdo ndo podemos dizer que a expressao ‘Pedro é
advogado” é verdadeira ou falsa: ndo é, pois, propriamente uma
proposicao.

Se considerarmos agora, por exemplo, a expressdao 'Fulano é
dalténico’, torna-se ainda mais evidente que o sujeito da oragao é
indeterminado, como se diz em gramética, ou uma variavel, como
diremos em ldgica; varidvel essa que tem agora por dominio o con-
junto de todos os seres humanos (). Seria até mais comodo usar,

() Um dosinconvenientes da linguagem comum em l6gica é a distingdo das
palavras em géneros. Neste exemplo, como em muitos outros, supde-se que nio
é feita distingdo de sexos embora as palavras estejam no masculino.
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neste caso, a expressdo ‘X é dalténico’, que permite formular factos
gerais, como por exemplo o seguinte:

‘Se X é dalténico, X ndo pode conduzir automdvel’.

Agora a varidvel j4 é uma letra, tal como na linguagem sim-
bélica da matematica, e escusado sera dizer que, para o efeito, tanto
se pode usar a letra X como qualquer outra.

Outro exemplo ainda. Seja a definicdo matematica:

‘Diz-se que um numero inteiro é divisivel por outro, quando
existe um terceiro que multiplicado pelo segundo dé o primeiro’,

E visivel que, neste enunciado, as expressdes, ‘um ntimero inteiro’,
‘outro’, 'um terceiro’, ‘0 segundo’, ‘o primeiro’ funcionam, de maneira
irregular e imprecisa, como varidveis que tém, por dominio, o conjunto
dos nimeros inteiros. Veja-se agora como o uso das letras, no papel
de varidveis, aumenta consideravelmente a clareza e a precisdo da
linguagem:

‘Sendo a e b numeros inteiros, diz-se que a é divisivel por b
se (e sO se) existe um numero inteiro ¢ tal que a = bc'.

E o progresso serd bem maior ainda, se substituirmos totalmente
a linguagem comum pelos simbolos da l6gica matematica, como fare-
mos mais adiante.

De um modo geral, em matematica e em |dgica simbdlica, cha-
mam-se varidveis certos simbolos, geralmente letras (ou ainda letras
munidas de indices, plicas, asteriscos, barras, etc.), que desempenham
o papel de designacées, sem serem propriamente designagdes: cada
varidvel pode ter como valor qualquer elemento de um conjunto deno-
minado o dominio dessa varidvel. Por oposi¢cdo, dd-se o nome de
constantes as designagdes propriamente ditas, isto é, aos simbolos
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ou expressdes que tém um unico valor (o designado). Por exemplo,
na férmula

1
V = __ 2
3 Tt h,
que da o volume (V) de um cone de revolugdo conhecidos o raio
(r) da base e a altura (h) do cone, as letras V, h, r sdo varidveis, que
tém por campo de variacdo o conjunto dos numeros reais positivos,

2 -;— e 2 sdo constantes.

As varidveis assemelham-se, de certo modo, a espagos em branco
de um impresso a preencher, mas com a diferenga de que o seu
uso é estritamente regulado pelas duas seguintes normas, relativas

a substituicdo de varidveis por constantes:

enquanto os simbolos =

|. Se uma varidvel figura em mais de um lugar na mesma expres-
sdo, s6 podemos atribuir-lhe de cada vez um mesmo valor, em todos
os lugares em que a varidvel figura na expressao.

Il. A varidveis diferentes é licito atribuir um mesmo valor, desde
que as variaveis tenham o mesmo dominio.

Aqui, a expressdo ‘atribuir um valor a uma varidvel’ significa con-
cretamente: ‘substituir a varidvel por uma constante que tenha esse
valor'.

Por exemplo, na expressdo 'x2 + x * y-y2" podemos substituir X’
por ‘3" (nos dois lugares onde figura) e y" por 7 (nos dois lugares
onde figura), o que d& a expressdo ‘32 + 3-7-72; mas também
podemos substituir ambas as varidveis por uma mesma constante, etc.

NOTA SOBRE O USO DAS ASPAS. Como ja se esclareceu
atrds, as aspas sdo usadas para designar expressdes. Todavia, na
prética, para ndo sobrecarregar as notagdes, pode-se dispensar 0 uso
das aspas, desde que ndo haja perigo de confusdo. Assim, podemos
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escrever ‘substituir x por 3', em vez de “substituir 'x" por ‘3’, depois
de explicado o que isso quer dizer.

19. Tipos de expressdes com varidveis. As duas espécies
principais de expressdes consideradas no n.° 2 (designacdes e propo-
sicdes) correspondem, naturalmente, duas espécies de expressdes
com variaveis:

1) expressées designatdrias — que se transformam em designa-
coes, quando as varidveis sdo substituidas por constantes;

Il) expressoes proposicionais — também chamadas func¢ées pro-
posicionais — que se transformam em proposicdes, ao substituir as
variaveis por constantes.

Considere-se, por exemplo, a expressao ‘triplo de x’, sendo x uma
varidvel numérica. Visto que x € uma variavel e ndo uma designacao,
também ‘triplo de x’ ndo é uma designagdo mas sim uma varidvel
— variavel dependente de x. Esta, porém, converte-se numa designacao,
todas as vezes que substituirmos x por constantes; assim, substituindo
X por 5, obtém-se a designacdo ‘triplo de 5" equivalente a "15’, etc.
Portanto, a expressdo ‘triplo de x" (em simbolos ‘3 x') é uma expres-
sdo designatdria com a varidvel x. Analogamente, a expressdo ‘soma
de a com b’ (em simbolos ‘a + b") é uma expressao designatéria com

as varidveis a e b; 'pai de X' é uma expressao designatdria com a varia-
vel X, etc. Sdo ainda expressbes designatdrias com varidveis as

seguintes:

3x2-y , ¥ 1-x2 , m.d.c.(m,n),etc.

Consideremos, agora, a expressao ‘X é menor que y' (em simbolos
‘X < vy), sendo x e y varidveis numéricas reais. Esta expressao
converte-se numa proposi¢ao, verdadeira ou falsa, todas as vezes
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que substituimos as varidveis por constantes; assim, substituindo x
por 3 e y por 7 obtém-se a proposicdao verdadeira 3 < 7, etc.
Trata-se, pois, de uma expressdao proposicional ou fung¢do proposi-
cional. Sao, ainda, fungdes proposicionais as seguintes expressoes:

A é filho de B, p é divisor de q, x2 -4 y2 < 0, etc.

Em matematica, as equacdes e as inequagdes fornecem iniimeros
exemplos de expressdes proposicionais. Mas, note-se que o conceito
de expressdo proposicional € muito mais amplo que o de equagédo ou
inequacdo; assim, as expressoes ‘a divide b, ‘a é primo com b’, ‘x é
filho de y’, etc., etc., sdo fungdes proposicionais, sem serem equa-
¢des nem inequacgdes.

Como se vé, as expressOes proposicionais com variaveis ndo sao
afirmacgdes, mas apenas férmulas convertiveis em proposi¢cdes. Expri-
mem geralmente perguntas, problemas ou condi¢cdes; assim, a for-
mula 'x2 = 5’ traduz o problema ‘Qual é o nimero cujo quadrado
é 5?7, a férmula 'x2 = 4y2 < 0 traduz uma condicdo imposta aos
valores de x e y, etc. Em matematica, é habitual chamar férmulas as
expressGes proposicionais, € expressdoes (simplesmente) as expres-
sOes designatdrias.

Também podemos dizer que as expressdes proposicionais expri-
mem propriedades. Por exemplo, a expressdo ‘x divide 15" exprime
a propriedade de dividir 15, etc.

« 20. Condicoes universais e condicoes impossiveis. Quan-
do nada se diz sobre o dominio duma variavel, subentende-se que esse
dominio é o universo l6gico. Em muitos dos exemplos que vamos dar
0 universo é umas vezes o conjunto dos numeros naturais (1, 2, 3, ...),
outras vezes o conjunto dos numeros reais (2, 3/5, \/E, =0 =23
Designa-se o primeiro por [N e o segundo por |R. Designemos ainda
por Z0 o universo dos seres humanos.

57



J. SEBASTIAO E SILVA

Consideremos em /0 as expressoes:

x é mortal , x é imortal

A primeira da sempre origem a uma proposicdo verdadeira, qual-
quer que seja a pessoa X mencionada. A segunda da sempre origem
a uma proposicao falsa, qualquer que seja a pessoa X mencionada.
Diremos entdo que a primeira exprime uma condicdo universal (ou
uma propriedade universal) e que a segunda exprime uma condicdo
impossivel (ou uma propriedade impossivel).

Analogamente, no universo |R, as condi¢des:

XxX+1>x , x+1=x

sdo universal a primeira (visto ser verificada por todos os valores de x)
e impossivel a segunda (visto ndo ser verificada por nenhum valor
de x).

E claro que o contrario de ‘impossivel’ é ‘possivel’ e ndo ‘uni-
versal’. Por exemplo, no universo |[R a condicdo 4x2 -1 = 0 é pos-

r = . ra 1 1 ~ r
sivel, visto ser verificada pelos nimeros - e — mas nao é

2 2
universal. Pelo contrério, no universo [N a mesma condigdo 4x2—-1=0
é impossivel: ndo existe nenhum nimero natural x que verifique tal
condicdo. Por sua vez a condicdo 2x > 1 é universal em [N (o dobro
dum ndmero natural é sempre maior que 1), mas nao é universal em |R
(ndo é verificada para x = %— ou para X < -12— ).

Analogamente, a propriedade ‘X respira por guelras’ é universal
no conjunto dos peixes, mas impossivel no conjunto dos mamiferos.
Assim, como se vé, a aplicacdo dos adjectivos “universal’ e ‘pos-
sivel’ depende geralmente do universo adoptado. Note-se, porém, que
a condigdo x = x é universal, e portanto a condicdo X # X é impos-
sivel, qualquer que seja o universo considerado (em virtude do

AXIOMA LOGICO DA IDENTIDADE).
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Estas consideracdes estendem-se obviamente a expressées com
mais de uma variavel. Assim, a condigdo (x + y)2 = x2 + 2xy + y2
é universal em |IR (ou em |N); a condicdo 2x + y = 1 é possivel
em |R, mas impossivel em [N, etc.

Portanto, dum modo geral, uma condi¢cdo diz-se wuniversal ou
diz-se impossivel, conforme dd sempre origem a uma proposicao
verdadeira ou dé sempre origem a uma proposicao falsa, quando as
variaveis sdo substituidas por constantes. Diz-se possivel, quando nao
é impossivel.

« 21. Equivaléncia formal. Principios l6gicos de equiva-
Iéncia. Consideremos em /0 as duas expressbes designatérias:

pai da made de x , avd materno de x

Pela prépria definicdo do termo "avdé materno’, estas expressoes
fornecem designacdes equivalentes, todas as vezes que a variavel x
é substituida por uma constante, isto é, pelo nome duma pessoa
qualquer. Exprime-se este facto, dizendo que as expressdes sdo for-
malmente equivalentes e escrevendo entre ambas o sinal =, que se
pode ler ‘é sempre igual a" ou ‘é o mesmo que’.

Assim:

pai da mde de x = avd materno de X

Analogamente, é sabido que as expressdes (x +y)2ex2 + 2xy +y?2
no universo |[R, tomam sempre o mesmo valor, quaisquer que sejam
os valores atribuidos a x e y. Por outras palavras, a expressao:

(x +y)2=x2+ 2xy + y2

é uma condicdo universal. Diremos, por isso, que as expressoes
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(x + y)2 e x2 + 2xy + y? sao formalmente equivalentes e, para o
indicar, escreveremos:

(x+ ¥)2 = x°+2xy + y=

Mas, note-se que esta férmula é uma proposicéo, isto é, uma afir-
magdo (verdadeira), ao contrario da anterior que é uma condigcéo,
embora universal.

Consideremos agora em ) as expressdes proposicionais:

x é filho ou filhadey , y é pai ou mae de x

E 6bvio que, quaisquer que sejam as pessoas x e y, estas expres-
sbes dao sempre lugar a proposicdes equivalentes, isto &, ambas
verdadeiras ou ambas falsas. Exprime-se este facto, dizendo que as duas
condicoes sdo formalmente equivalentes e escrevendo entre ambas o
sinal <> que se |é "equivale formalmente a’. Assim:

x & filho ou filha de y<>y é pai ou mée de x

Portanto, duas condi¢cbes dizem-se formalmente equivalentes,
num dado universo, quando tomam o mesmo valor légico, em toda
a concretizacdo das varidveis.

Outros exemplos:

I. No universo |N:
x é miltiplo de 15 <> x é muiltiplo de 3 e de 5
Il. No universo |R:
2X < y<>=2x — y < 0
Ill. No universo dos tridngulos:
X é isésceles <> X tem dois dngulos iguais
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IV. No universo JO:

A ¢é dalténico < A ndo distingue as cores

Muitas vezes, quando ndo houver perigo de confusdao, diremos
apenas ‘equivalente’ em vez de ‘formalmente equivalente’ quer se trate
de expressOes designatdrias, quer se trate de expressdes proposicio-
nais. Nas mesmas circunstancias, podemos usar os sinais = e <, em
vez dos sinais = e <>. Alids, a equivaléncia material pode considerar-
-se como caso particular da equivaléncia formal.

Observemos ainda que a equivaléncia de equagdes e inequagdes
é também um caso particular da equivaléncia formal.

Sdo do uso corrente os seguintes principios légicos de equiva-
Iéncia (regras de substituicdo):

1. PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA. Quando numa expresséo,
composta de varias expressoes, substituimos uma destas por outra
equivalente, obtemos ainda uma expressdo equivalente a primeira.

Este principio, alids evidente, aplica-se tanto a expressdes designa-
térias como a expressdes proposicionais, com ou sem varidveis. Por
exemplo, se na proposigao:

‘O Sena atravessa Paris’

substituirmos ‘Paris’ pela expressdo equivalente ‘a capital de Franca’,
obtemos uma proposicdo equivalente; se na inequagdao x2—-1< 0
substituirmos a expressao x2—1 pela expressdao equivalente
(x—1) (x + 1) obtemos uma inequagdo equivalente, etc., etc.

2.c PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA. Quando, em duas expres-
sées equivalentes entre si, substituirmos uma varidvel por qualquer
outra expressdo designatoria, obtemos ainda duas expressoes equi-
valentes entre si.

Entende-se, é claro, que a substituicdo € licita no universo con-
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siderado e que a expressdao designatéria pode em particular ser uma
constante. Por exemplo, tem-se:

a=b+cesa—-c=b

Substituindo sucessivamente as variaveis a, b e ¢ pelas expres-
sbes 5x, 2 e 3x, vem:

Bx =2+ 3x<5bx—-3x=2

22. Calculo proposicional com varidveis. As operages
Iégicas que definimos para proposicées (ou para valores l6gicos)
estendem-se naturalmente a expressdes proposicionais com variaveis.

a) Conjuncdo. Por exemplo, se ligarmos as duas expressoes
‘X é médico’ e ‘X é professor’ pelo sinal A (que se 1& ‘e’), obtemos
uma nova expressao proposicional:

X é médico A X é professor

que é verificada por todos os individuos que verificam ao mesmo
tempo as duas condicdes dadas, e sé por esses individuos. E natural
chamar & condicdo assim obtida conjungao das duas primeiras.

Analogamente, a condigdo x > 3 A X < 7 é a conjun¢ao das
condicbes x> 3 ex< 7. Assim, fazendox =5, x=m, x=3,x=-1,
x = 7,35, etc., vird sucessivamente:

X X >3 x <7 X>3AXx<7
5 Vv Vv Vv
T \ vV \Y
3 F 2 F
-1 F vV F
7,35 \Y F F
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Note-se que a conjuncdo x > 3 A X < 7 costuma escrever-se
3 < x< 7. Mais geralmente, sendo a, b nUmeros reais quaisquer, tem-se
por definicdo:

a< X< b<x>aAx<b

Outros exemplos:
I. Em |N:

3 divide x A b divide x < 15 divide x
x divide y A y divide x< x =y

II. Em |R:
X+2y=5A2x-5y=1<x=3 Ay=1
o que também se pode escrever:

x+2y=5¢ x =3
2x — by =1 =

[Il. No universo das figuras geométricas:

X é um rectangulo A X é um losango <> X é um quadrado

b) Disjuncdo. Se ligarmos agora as condi¢gées ‘X é médico’
e ‘X éprofessor’ pelo sinal \/ (que se Ié ‘ou’), obtemos a nova
condigao:

X é médico \V X é professor,

que é verificada por todo o individuo X que verifique uma pelo menos
das condi¢des dadas e s6 por esses individuos. E natural chamar 3
nova condigdo assim obtida disjuncao das duas primeiras.
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Analogamente, a condigdo x < 3 V x > 7, é a disjungao das
condicoes x < 3 e x> 7. Assim, parax = 0;-1; 3; 5; =«t; 7,35, ...
vird sucessivamente:

X X < 3 x> 7 X< 3V x< 7
0 V F \Y
= Vv F Vv
2 Vv F Vv
5 F F F
T F F F
1,89 F Vv Vv

Outros exemplos:
. Em IN:

x divide 6 \/ x divide 10<x €{1,2,3,5,6,10}
Il. Em |R:

XxX=3Vx=—-5<x2+2x—-15=0

X=3VxXx«<3=aXxs3

Dum modo geral, dados dois ndmeros reais X, y, escreve-se,
por definicdo:

XSy Xx<yVx=y
Também se escreve, por definicdo:
XYy zZ&S& XS YAYS 2z
ousgjaxsy<ze (x<yVx=y)Aly<zVy=2
Andlogos significados parax<y< z, X< y< z, X> y< z etc.
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c) Negacdo. Se antepusermos a condi¢cdo ‘X tem menos de 18
anos’ o sinal ~ (que se |é 'ndo é verdade que’) obtém-se a nova
condigao:

~ X tem menos de 18 anos

que é natural chamar negacédo da primeira, pois é verificada preci-
samente pelos individuos que néo verificam aquela. E claro que a nega-
cdo de ‘X tem menos de 18 anos’ é equivalente 3 condigéo:

‘X tem 18 anos \/ X tem mais de 18 anos’
ou, abreviadamente: ‘X tem idade igual ou superior a 18 anos'.
Outros exemplos:
I. Em IN: ~ X é par<- X é impar
IIl. EmIR: ~ (x<y)< X >y, ou seja
~X<YySX=yYVX2Y
Porsuavez: ~x=y<x<yV x>y

lll. Em qualquer universo: ~ (x = y)<> X # y

A negacdo de uma condi¢do (ou propriedade) também se diz
contraria ou complementar dessa propriedade.

Duas condi¢cGes dizem-se incompativeis se a sua conjuncdo é
impossivel; dizem-se compativeis, no caso contrério. E claro que duas
condicOes contrdrias sdo incompativeis, mas duas condicbes podem
ser incompativeis sem serem contrarias. Por exemplo, as condigoes
‘casado’ e ‘solteiro’ sdo incompativeis mas ndo contrarias, visto que
o contrdrio de ‘casado’ é "solteiro, vilivo ou divorciado’. Duas condi-
cOes serdo contrdrias (ou complementares) se sdao incompativeis e
se, além disso, a sua disjungcédo é condigdo universal.
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Note-se ainda que:

A negacdo de uma condicdo universal é uma condicdao impos-
sivel e a negacdo de uma condigcdo impossivel é uma condicdo
universal.

Por exemplo, a negagdo da condicdo x = x (universal) é a
condicdo x # x (impossivel). No entanto, como j& observamos, o
contrdrio de ‘impossivel’ é ‘possivel’ e ndo ‘universal’; com efeito,
negar que uma condicdo é impossivel nao € o mesmo que negar
essa condicdo: equivale a afirmar que a condicdao é possivel.

23. Propriedades das operacoes l6gicas sobre condigcoes.
E f4cil ver que as propriedades das operagdes sobre valores 16gicos se
transmitem automaticamente as operacoes sobre condigbes. Assim, a
conjungado e disjuncdo continuam a ser comutativas e associativas, e
cada uma delas distributiva em relacao a outra. Mantém-se a proprie-
dade da dupla negacado, assim como as primeiras leis de De Morgan.
Quanto as propriedades:

aAV=a aAF=F aVV=V, aVF=a,

vélidas quando a = V ou a = F, assumem agora novo aspecto.
Assim:

|. A conjuncdo de uma condicdo qualquer com uma condicdo
universal é equivalente a primeira.

Il. A conjuncédo de uma condicdo qualquer com uma condicéo
impossivel é ainda impossivel.

Destas deduzem-se mais duas propriedades por DUALIDADE
LOGICA, substituindo ‘conjun¢do’ por ‘disjun¢do’, ‘universal’ por
‘impossivel’ e ‘impossivel’ por ‘universal’.
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Consideremos, por exemplo, em |R os sistemas:

2%-=1> 3 2%x—1 % 3
X+ 1> % Xx+1 = x

que se podem escrever, respectivamente:
2X=123AX+1>x . X123 Ax+1=X

Como a condicdo x + 1 > x é universal e a condigdo x + 1 = x
é impossivel, vira:

=123 A+ T2~ 1>3

2x—1>3 Ax+1=x<x+1=x (impossivel)

Analogamente:

2x —1>3V x+1>x<x+1>x (universal)
2X=1>3VXx+t1=x2X=-1>3

CONVENCAO. Dadas vérias condigbes ¢, C,, C,, ..., escreve-
remosc, Ac, Acg emvezde (c, Ac,) Acs c, Ac, Acz; AcC,
em vez de (c,; A ¢, A €3) A ¢, etc. e analogamente para a dis-
jungao.

24. Quantificadores. Além das operacdes |l6gicas atrds con-
sideradas, apresentam-se ainda duas operacdes de importancia capi-
tal, que se aplicam unicamente a expressdes proposicionais com
varidveis. Estas duas operagdoes desempenham um papel correspon-
dente ao dos pronomes ‘todo’ e ‘algum’ da linguagem corrente.

a) Quantificador universal. Consideremos a condi¢édo ‘x é mor-
tal’, que j& sabemos ser universal em . Em linguagem comum expri-

r

me-se este facto dizendo 'Todo o homem é mortal’. Pois bem, no
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simbolismo da l6gica matemaética indica-se que uma condi¢gdo em
X € universal, escrevendo antes da condigdo o simbolo V x, seguido
duma virgula, ou de dois pontos; este simbolo |&-se ‘qualquer que seja
x'. Por exemplo, a expressao

VX, X é mortal

Ie-se 'Qualquer que seja X, x € mortal’, 0 que é uma proposi¢ao
verdadeira no universo 6 ou, mais geralmente, no universo dos seres
Vivos.

Se a varidvel da expressdo for uma outra, em vez da letra x, escre-
ve-se 0 mesmo simbolo V seguido dessa variavel. Assim, a expressao:

V Fulano, Fulano é mortal

lIé-se ‘Qualquer que seja Fulano, Fulano é mortal’, o que significa
exactamente o mesmo que a proposicdo anterior. Analogamente, as
expressoes:

VX, 2Xx> X (Qualquer que seja x, 2 x> X)
Va, 2a> a (Qualquer que seja a, 2a> a)

exprimem ambas o mesmo facto: ‘O dobro dum numero é sempre maior
que esse numero’, o que é verdadeiro em [N, mas falso em |R
(p.ex. 2.0 =0, 2.(—3) < — 3, elc.).

Deste modo, dada uma condi¢cdo numa varidavel, o simbolo V
referido a essa varidvel representa uma operacdo légica que trans-
forma a condicdo numa proposicédo, verdadeira ou falsa, conforme
a condicdo é universal ou ndo. A esta operacdo da-se o nome de
quantificacdo universal e ao respectivo simbolo o de quantificador
universal.

Muitas vezes (quando ndo ha perigorde confusido), o quantifi-
cador é escrito depois e ndo antes da expressdo quantificada. Por
exemplo, tem-se em |R:

az—-1=(a+1)(a—-1)Vva
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Aqui o simbolo Va pode ler-se ‘qualquer que seja a’ ou ‘para todo
o valor de a’ ou simplesmente ‘para todo o a'.

Quando se apresenta uma condicdo com mais de uma variavel
e se quer afirmar que essa condicdo é universal, usa-se 0 mesmo
simbolo V seguido dessas varidveis (usando virgulas a separar).
Assim, a expressao:

(a+b)2>a2+b2 , Vab

lé-se: "(a + b)2 > a2 + b2, quaisquer que sefam a, b’, o que é
verdadeiro em [N e falso em |R. Analogamente:

(x +y)2=x2+2xy +y2 , VX, y

o que é verdadeiro em |IN e em |R. Algumas vezes, para evitar con-
fusGes, o dominio das varidveis é devidamente especificado. Assim:

(m+n)2>m2+n2 , ¥Ym, n€|N
(x+1)2>x2+1 , Vx>0

Aqui ‘'Ym, ne [N’ |é-se "quaisquer que sejam m, n pertencentes a
IN" e '¥x > 0’ [é-se ‘qualquer que seja x > 0’ ou ainda ‘para todo
ox> 0.

Outras vezes ainda, para condensar a escrita, escrevem-se as
varidveis em indice do simbolo V. Exemplo:

Vx>002x> x ("Para todo o x> 0, tem-se 2x > X')

b) Quantificador de existéncia. Para indicar que uma condigdo
numa varidavel é possivel, escreve-se antes da condi¢do o simbolo
J seguido da varidvel e de uma virgula ou dois pontos (ou com essa
varidvel em indice). Suponhamos que a varidvel é a letra x; entao
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o simbolo Jx Ié-se ‘existe pelo menos um x tal que’ (e analogamente
para outras variaveis). Por exemplo, a expressao:

4 X, X vive na Lua

|é-se 'Existe pelo menos um X tal que X vive na Lua’ e é uma
proposicdo falsa em O, que também se pode traduzir por ‘Algum
ser vive na Lua’. Analogamente a expressao:

da, a > a?

Ié-se 'Existe pelo menos um a tal que a > a2, e é uma proposi¢cdao
verdadeira em |R ("Algum nimero é superior ao seu quadrado’), mas
falsa em IN (‘Nenhum nimero é superior ao seu quadrado’).

Deste modo, dada uma condicdo sobre uma varidvel, o simbolo 3
(referido a essa variavel) representa uma operacao ldgica que trans-
forma a condicdo numa proposicdo, que é verdadeira ou falsa, con-
forme a condicdo é possivel ou impossivel. Essa operagdo é chamada
quantificacdo existencial e o respectivo simbolo, quantificador de
existéncia.

Para este simbolo, adoptam-se ainda convencdes andlogas as
que indicamos para o quantificador universal, com esta Unica dife-
renca. Nunca poderda ser escrito apds a condigdo quantificada.
Exemplos:

3 A, B, A é mais novo que B A B é aluno de A
dx €IR, x# 3 AXx2=9

25. Propriedades dos quantificadores. Novos tipos de
silogismo. Vimos como os quantificadéres transformam condi-
cdes em proposicées. Quando hd um quantificador a incidir sobre
uma variavel, esta diz-se aparente ou muda; caso contrério, a varidvel
diz-se livre.
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Por exemplo, a letra x é variavel livre nas condigdes:
2x = 3 (equagdo), x + 1 > x (inequacio)
mas é varidvel aparente nas proposi¢oes:

dx, 2x=3 , Vx, x+1>x

E muito frequente em matemética o uso da seguinte regra:
PRINCIPIO DE SUBSTITUICAO DAS VARIAVEIS APARENTES.
Sempre que uma varidvel aparente é substituida, em todos os lugares
que ocupa numa expressao, por outra variavel que nao figura na mesma
expressao, obtém-se uma expressao equivalente.

Por exemplo, as proposi¢des: '

'V Fulano, Fulano é mortal’ , ‘V¥x, x é mortal’

significam exactamente a mesma coisa. O mesmo para as proposi-
ghes "dyy x <y e ‘dagpa< b

Por outro lado, é evidente que uma condicao universal da sempre
lugar a uma condi¢do universal ou a uma proposi¢dao verdadeira,
quando se substituem as suas varidveis, no todo ou em parte, por
outras varidveis, ou por constantes (1). Daqui resultam vérios tipos
de silogismo, com uma s6 premissa, de que vamos dar alguns exemplos:

I. Va, (Va)2 =a. Logo (y2)2 =2
Il Vyyx2-y2=(x-y) (x+y). Logo Vi t2—-1=(t+1) (t—1)

Ill. VYa, b € IN, a+b>a. LogoVa, belN,b+a>b

(') O 2.0 principio de equivaléncia (n.° 21) é apenas um caso particular
deste facto.
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Também a definicdo do quantificador 3 dé& lugar a silogismos,
tais como:

IV. 0,852 < 0,85. Logo 3 x, x2 < x

V. 32=9A(-3)2=9 A3 # -3

cedxyXx2=9 AY2=9 AX#Y

26. Segundas leis de De Morgan. E claro que os quantifica-
dores podem ser precedidos do simbolo de negac¢do. Por exemplo,
no universo Jf, as expressoes:

Vx X fala inglés, ~Vyx fala inglés
dy x foi & Lua, ~3y foi & Lua
sdo proposicdes que, em linguagem comum, se podem enunciar,
respectivamente: ‘Toda a pessoa fala inglés’, ‘Nem toda a pessoa fala
inglés’, ‘Alguém foi a Lua’, ‘Ninguém foi a Lua'.
Sdo ainda evidentes as equivaléncias:
~ Vyx x fala inglés < dyx ~ x fala inglés

~ dy foi & Lua<- Vy ~ x foi & Lua

E claro que estas sdo independentes das condigbes conside-
radas, isto é: N

A negacao transforma o quantificador universal em quantificador
existencial (seguido de negacéao) e vice-versa; ou ainda em simbolos:

~ Vyx = dx ~, ~ dy = Vx ~
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Estas duas propriedades sdo conhecidas por segundas leis de
De Morgan. Outros exemplos:

A negacdao de ‘Todo o aluno desta turma é bem comportado’
equivale a "Existe pelo menos um aluno desta turma que ndo é bem
comportado’; a negagdo de ‘Existe pelo menos um aluno desta
turma que ficard reprovado’ equivale a "Qualquer que seja o aluno
desta turma, ele nao ficara reprovado’.

OBSERVACAO. As segundas leis de De Morgan implicam um
prolongamento do PRINCIPIO DA DUALIDADE LOGICA, revelando
uma importante analogia entre os quantificadores e as operacoes de
conjuncdo e disjungédo. Para compreender melhor esta analogia, basta
notar que, num universo finito, o quantificador universal equivale a
conjungbes sucessivas e o quantificador existencial a disjungbes
sucessivas. Por exemplo, no universo {3, 5, 7 }, a proposigdo 'Vx x é
primo’ equivale a '3 é primo A b é primo A 7 é primo’. Por sua vez,
no universo { Marte, Venus, Sirius}, a proposicdo Jx x é uma
estrela’ equivale a "Marte é uma estrela V Venus é uma estrela \/ Sirius
é uma estrela’. Esta circunstancia leva alguns autores a adoptarem os
simbolos Ax e Vx respectivamente, como quantificadores universal
e existencial, o que tém ainda a vantagem de sugerir melhor a
dualidade légica:

~Ax=Vx~ + ~Vx=Ax~

27. Quantificacdo parcial e quantificacao miltipla. Con-
sideremos, por exemplo, a expressao:

dx x é filho de y

Esta expressdo, que se pode ler ‘Existe pelo menos um indivi-
duo x que é filho de y’, ndo é uma proposicédo, visto que o seu valor
I6gico, embora ndo dependa de x (varidvel aparente), depende ainda
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de y (varidvel livre). E, pois, uma condicdo em y, que também se
pode exprimir escrevendo: ‘y tem pelo menos um filho’, isto é:

dx x é filho de y <> y tem pelo menos um filho
Analogamente, no universo |N, a expressao:
dy ax = b

é uma condicdo em a e b, equivalente a dizer ‘a divide b’. E esta,
alias, a definicdo usual do termo ‘divide’:

a divide b< dy ax = b

Assim, em geral, dada uma condi¢gdo com mais de uma variavel,
a aplicacao dum quantificador referido a uma dessas variaveis, trans-
forma a condicdo dada numa outra condicdo com menos uma varia-
vel livre.

Consideremos agora a condigdo ‘Jy y é pai de x". Supondo que
esta condigdo é universal (em A0), podemos escrever (1):

Vx dy y é pai de x,
0 que também poderia escrever-se:

V Fulano, 3 Beltrano: Beltrano é pai de Fulano

Outro exemplo ainda:

VxdyVzzépaidexV z#y

(') Aqui ‘existe’ é tomado em sentido intemporal, incluindo, portanto, as
pessoas existentes no passado.
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isto é:

V Fulano, 3 Beltrano, V Sicrano:
Sicrano é pai de Fulano \/ Sicrano nao é Beltrano
Analogamente, no universo [N:
Vx dy y>x, dx Vy y 2 x, etc.
Por sua vez, tem-se em |R,
Vx Vy (x+y)2=x2+2xy +y?2

mas, em vez de Vy Vy, pode escrever-se simplesmente Vx,y, como
se indicou atras.
Assim, a aplicagdo sucessiva de quantificadores acaba por trans-
formar uma condicdo com mais de uma varidvel numa proposicao.
Note-se que, em matematica, se apresentam a cada passo pro-
posicoes em que intervém varios tipos de quantificadores. Por exem-
plo, em geometria:

Quaisquer que sejam a recta r e o ponto P, existe pelo menos uma
recta s que passa por P e é perpendicular a r.

No universo |R: Vx dy y2 = x, etc.

Note-se, ainda, o polissilogismo em |R:

Vy X2 #£ - 1. Logo ~ dx x2 = - 1.

Logo dy ~ dx x2 =y. Logo ~ Vy Iy x2 =y

Foram aplicadas aqui duas vezes as leis de De Morgan.

Outro exemplo: negar a proposicao ‘Para todo o aluno desta turma
existe pelo menos uma disciplina em que tera nota inferior a 12
equivale a afirmar "Existe pelo menos um aluno desta turma que em
toda a disciplina tera nota igual ou superior a 12"
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28. Implicacdo formal. Consideremos, no universo das
povoacdes portuguesas, as duas seguintes condigdes:

x é cidade , x tem camara municipal

Ligando-as pelo sinal de implicacdo material, obtém-se a nova
condicao em x:

X é cidade = x tem camara municipal

Mas, desde logo se vé que esta condi¢do é universal. Por exem-
plo, exprimindo as duas condi¢gées dadas, respectivamente, pelos
simbolos p(x) e q(x), tem-se:

X p(x) a(x) p(x) = q(x)
Lisboa Vv Vv Vv
Braganca \Y \' V
Moura F V Vv
Sintra F V \"
Carcavelos F F Vv
Luso F F Vv

E assim por diante: qualquer que seja a povoagdo X, a con-
dicdo p(x) = q(x) dé origem a uma proposicdo verdadeira. Pode-
mos, portanto, escrever:

Vx p(x) = q(x)

Para simplificar a escrita, em casos como este, indica-se o0 quan-
tificador universal, escrevendo simplesménte a varidvel x sob o
sinal de implicacéo:

p(x) % a(x)
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O sinal composto = |&-se ‘implica, qualquer que seja x'. E claro
que estas convengdes se aplicam independentemente das condi¢des
que estejam nos lugares de p(x) e q(x) e da varidvel utilizada. Assim,
as expressoes:

VA: A nasceu em Portugal = A é portugués
X é dalténico o X nédo pode conduzir automdvel
y € peixe :\7 y respira por guelras

sdo proposi¢coes que se podem ler, respectivamente: ‘Qualquer que
seja A, se A nasceu em Portugal, A é portugués’ (ou ainda: “Todo
o que nasceu em Portugal é portugués’), ‘Se X é dalténico, X néo
pode conduzir automdvel, qualquer que seja X', ‘Se y é peixe, entdo,
qualquer que seja y, y respira por guelras’.

Outros exemplos:
I. Em [N:
n é multiplo de 10 = n é miultiplo de 5
IlI. Em|R: x> 7 % x> 3
x—2=0 = x2-3x+2=0
Ill. No universo das figuras geométricas:
F é um quadrado |==> F é um rectangulo.

Consideremos, agora, a expressdao (em |R):

x>a=§»x>b

E verdadeira ou falsa? E claro que isso depende dos valores de a e
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de b: é verdadeira, se a > b, falsa se a < b. Trata-se pois de uma
condicdo em a e b, equivalente & condigdo a > b, isto é:

x>a=§x>b seesébse a_b

Seja agora em O a condicéo:

x éfilhodey Ay éirmdo de z= x é sobrinho de z

Pela prépria definicdo de ‘sobrinho’, esta é uma condi¢do universal,
0 que se pode exprimir antepondo o simbolo Vy y ; a essa con-
dicdo. Porém, tal como no caso duma sé varidvel, podemos agora
indicar a quantificagdo universal, escrevendo as variaveis sob o sinal
de implicagao:

x é filhodey Ay é irmdo de z = x é sobrinho de z
XY,z

Neste caso, como nos primeiros (excepto o anterior), todas as
varidveis que intervém nas expressdes figuram sob o sinal de impli-
cacao. Para simplificar ainda mais a escrita, em casos tais, substitui-
remos as variaveis por um ponto, sob o sinal =, e diremos que a con-
dicdo a esquerda do sinal /mplica formalmente a condicdo 3
direita. Dum modo geral:

DEFINICAO. Diz-se que uma condicdo implica formalmente
outra, quando toda a substituicao das varidveis que verifica a pri-
meira verifica igualmente a segunda. A primeira condicdo djz-se
antecedente e a segunda consequente.

O sinal = (de implicagéo formal) pode ler-se ‘implica formalmente’,
‘implica necessariamente” ou ainda ‘Se ... entdo necessariamente’.
Por exemplo, a implicagao formal:

X é homem = X é mortal
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pode ler-se: ‘Se X é homem, entdo necessariamente X é mortal’.
Analogamente para a implicagao:

x divide y A y divide z = x divide z

Em geral, quando se diz que uma dada condicdo implica outra,
subentende-se que a implicacao é formal. Assim, omitiremos o ponto
sob o sinal =, quando estiver subentendido sue se trata duma afir-
macédo e portanto duma implicacdo formal. Neste caso, o sinal =
podera ler-se ‘implica’ ou 'se ... entao’ ou simplesmente ‘se’ antes
da condicdo antecedente. ,

Alids, é de notar que a implicagdo formal corresponde sempre
a ideia usual de implicacdo, o que estd de acordo com o que ja foi
dito para a implicagdo material, pois tudo se passa como se ignoras-
semos os valores l6gicos das condicdes: as varidveis também podem
ser consideradas como Jincdgnitas, isto é, como designacdo de algo
que ainda ndo é conhecido. '

Note-se porém que a implicagdo ndo é formal, quando alguma,
mas nao todas as varidveis que intervém nas condicOes, aparece
sob o sinal =~. E 0 que se observa, por exemplo, na expressio, atras

considerada, x > a = x > b.
X

29. Propriedades da implicacao formal. Novos tipos de
silogismo. E f4cil ver que vérias propriedades de implicacdo material
se transmitem automaticamente a implicacédo formal. Entre essas, indi-
caremos a transitividade e a lei de conversao:

SeA=BeB=2C, entaio A= C

Se A= B,entdio~ B=>~ A

Por exemplo, a implicacdo formal:

X € uma crianca = x ndao conduz automoével
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equivale a seguinte:

x conduz automével = x ndo é uma crianga

Analogamente, partindo da proposi¢cdo em |R:
ab=0=a=0Vb=0,

(que se pode enunciar ‘Se o produto de dois nimeros é zero, um
pelo menos dos numeros é zero’), podemos concluir, pela lei de
conversdo e pelas primeiras leis de De Morgan:

a#0Ab#0=ab#0

Por sua vez, a transitividade de implicacdao formal, tal como a da
implicagcdo material da origem a um tipo muito frequente do silogismo.
Exemplo:

‘Se X confunde o azul com o verde, X é dalténico’.

‘Se X é dalténico, X ndo pode conduzir automével. Logo, se X con-
funde o azul com o verde, X ndo pode conduzir automével’.

Da prépria definicdo de implicagdo formal, resulta um dos tipos
mais frequentes de silogismo, a que podemos chamar silogismo
condicional com variaveis. Exemplo: ‘Se x é um planeta, x ndo emite
luz. Ora Marte é um planeta. Logo Marte ndo emite luz'.

Por outro lado, recordando como a implicagdo material se exprime
em termos de disjuncdo e negacdo, é facil ver que:

p(x) = q(x) equivale a Vx q(x) VV ~ p(x)

Por exemplo, a proposi¢cdo 'x é peixe = x tem guelras’ equi-
vale a dizer 'V, ou x tem guelras ou x ndo é peixe’.
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O facto anterior e as leis de De Morgan mostram-nos ainda que
negar a implicacdo formal p(x) => q(x) equivale a afirmar:

dx p(x) A ~ a(x)

Por exemplo, negar ‘x é portugués = x nasceu em Portugal
equivale a afirmar:

dx, x é portugués A x ndo nasceu em Portugal.

E f4cil ainda reconhecer que:

I. Uma condicdao impossivel implica qualquer condicéo.
Il. Qualquer condicdo implica uma condicdo universal.

Ill. Se uma condicdo implica outra, a sequnda é possivel se a
primeira o for e a primeira é impossivel se a segunda o for.

Por exemplo, no universo IR, a condicdo x2 = - 1 é impos-
sivel e portanto implica qualquer outra, por exemplo a condigcao
x6 = - 1 (impossivel), a condigdo x + 1 = x (impossivel), etc. Mas
havemos de ver que, no universo dos nimeros chamados complexos,
a condigdo x2 = - 1 ja é possivel e implica ainda x® = - 1, donde
o silogismo:

X2 =-1=> x6=-1
dx, x2 = -1
. dx, x8 = -1

Mas, note-se que, no novo universo, a condi¢do x2 =—1 (possi-
vel) ja ndo implica x + 1 = x (impossivel).
Outro exemplo, na geometria de Euclides:

"Todo o triangulo birrectangulo tem dois lados paralelos.
Mas néao existem tridngulos com dois lados paralelos.
Logo nao existem tridngulos birrectéangulos’.
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30. Egquivaléncia formal; ‘condicdo necesséria’ e ‘condi-
cao suficiente’. Definicoes Iégicas. Quando uma condig¢édo im-
plica formalmente outra, também se diz que a primeira é condicao
suficiente para que se verifique a segunda ou ainda que a segunda
é condicao necessaria para que se verifique a primeira. Por exemplo,
a implicagao formal:

‘Se x é peixe , x tem guelras’

pode exprimir-se dizendo ‘Ser peixe é condigdo suficiente para ter
guelras’ ou ‘Ter guelras é condicdo necesséria para ser peixe’. Mas nao
é verdade que:

‘Se x tem guelras , x é peixe’

isto é: 'Ter guelras ndo é condig¢do suficiente para ser peixe’ ou
‘Ser peixe ndo é condigcdo necesséria para ter guelras’.

Dadas duas condigbes A e B, pode acontecer que se tenha ao
mesmo tempo A = B e B = A. E claro que entdo (e s6 entdo)
A e B sdo formalmente equivalentes, isto é:

A=>B AB=A sse A<B

Neste caso, podemos dizer que A é uma condicdo necessaria e
suficiente para que se verifique B. Por exemplo, no universo dos
triangulos:

X tem os lados iguais<>- X tem os dngulos iguais

isto é: 'Ter os lados iguais € condi¢gdo necesséria e suficiente para
ter os angulos iguais’.

Note-se que muitas proposicoes da matemaética (axiomas ou
teoremas), assim como muitas leis das ciéncias fisico-naturais, se
apresentam sob a forma duma implicagdo formal, H == T. Neste
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¢aso, a condicdo antecedente, H, é chamada hipdtese, enquanto a
consequente, T, é chamada fese. Mas é claro que, segundo a regra
de conversdao, o mesmo facto pode ser expresso pela proposicado
equivalente ~ T == ~ H (chamada conversa da primeira), em que a
hip6tese é ~ T e a tese é ~ H.

Por exemplo, ja vimos que o teorema em |R:

ab=0=>a=0Vb=0
se pode traduzir no converso:
a#0Ab#0=ab#0

Pode ainda acontecer que a proposicdo T = B (chamada reciproca
da proposicao H = T) seja também verdadeira. Entdo é verdadeira a
conjuncdo das duas H < T. E isto precisamente o que sucede no
exemplo anterior:

‘O produto de dois niimeros é zero, sse um pelo menos dos nime-
ros é zero'.

Ou ainda: 'O produto de dois nimeros é diferente de zero, sse
ambos os nimeros sdo diferentes de zero'.

Numa teoria dedutiva as definicées de termos derivados a partir
de termos primitivos apresentam-se muitas vezes sob a forma de equi-
valéncia formal. Assim, as equivaléncias:

a divide b < dy ax = b

Il

n)

néprimo¢>n#1/\(xdividen=x>x=1\/x

definem os termos ‘divide’ e ‘primo’, respectivamente, a partir da
nocdo de ‘produto’ e do termo ‘divide’ (no universo |N).
Analogamente, no universo 6, usando as expressdes ‘fil’, ‘irm
‘sobr’, respectivamente como abreviaturas de ‘é filho ou filha de’,
‘é irm3o ou irmé de’ e ‘é sobrinho ou sobrinha de’, as equivaléncias:

r

ximy<d, xfilzAyfilzAx#Yy
xsobry< d;xfilz Azitmy
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definem, respectivamente, o termo ‘irm’ a partir de fil’ e o termo “sobr’
a partir de fil' e ‘irm" (portanto, em Ultima anadlise, a partir de ‘fil’).

31. Existéncia e unicidade. Consideremos em |R a condi¢do
x2 =9 Visto que 32 =9, (- 3)2 =9 e 3 # — 3, podemos
concluir:

dyyX2=9 Ay2=9 AX#Yy

Pelo contrério, para a condi¢gdo x3 = 8 teremos em |R as duas pro-
posicoes:

Jyx3=8, x2=8 Ay3=8=x=y

A primeira diz que existe pelo menos um x tal que x3 = 8
(x =2): é uma afirmagdo de existéncia.

A segunda diz que ndo pode existir mais de um x tal que x3 = 8:
é uma afirmacdo de wunicidade.

A conjuncédo das duas diz que existe um x e um so tal que x3 = 8.
Para indicar este facto, escreveremos: |

3" x, x3 = 8
em que o simbolo 37 x se I& ‘Existe um e um sé x tal que'.

Muitas proposicdes da matematica encerram afirmagdes de exis-
téncia e unicidade. Assim, no universo |R:

a#0=>Vb, 3'x:ax=bh.

84



Indice

NOTA DE APRESENTAGAO
Capitulo I. INTRODUCAO A LOGICA MATEMATICA

y &

oo &N

10.
11.

12.
8
14.

1.5,

15a.

16.
17.
18.
18.
20.
21.
22

BIVIAIS & BRDTESSDES | o v o 56a & AN 5 8055 505§ 300 5 5 8 5005 90 4 ¥ Aus
TEIMTS © PIOPOSIEOEE, ovw s cd © suis 5o ase s a b 5 dis raa e 2 oo b v 3
Distincdo entre a designacdo e o designado ...............
Relacédo l6gica de identidade ......... .. vnnnnn
Individuos e classes; relacdo de pertenca ..................
Relatividade dos conceitos de individuo (ou elemento) e de classe
(ou conjunto). Universo légico e tipos légicos ......... e

Dar ou definir um conmjunto ... .vvi it ie it ennnennns
Conjuntos finitos e conjuntos infinitos. ....................
Valores l6gicos das proposicdes ........ccivvevunn.n.  FEEYe
Operacdes logicas sobre pProposiCoES . . v v v v vt ininennnnn

As operacdes logicas, consideradas como operacGes sobre valores
LB 0 5 b B e B s s B B T e B0 W M 9% 1% T

As operacoes ldgicas e as maquinas de calcular.............
Propriedades da conjuncdo e da disjuncédo........ b E e

Propriedades da negacdo; suas relagcbes com a conjuncdo e a
ISIUEEG s« sw s dsvs s am i vm B w Pi oS 5 s ¥s Pows CHE 55 54

Implicacdo material e dedugédo . ................ e A
Propriedades da implicacio; relacGes desta com as outras opera-
cOes logicas. Novos tipos de silogismo..............von..
Equivalencia material . con s v s e s capes s swsos s s es s sssss
Polisilogismos. Dedugdo e indugdo. Teorias dedutivas........
EXpress0es COM ValiaVeiS. . - v v v i ei e e tneeenneennanenns
Tipos de expressdes com Varidveis. .. ..o v viin v inenennns
Condicbdes universais e condicbes impossiveis...............

Equivaléncia formal. Principios légicos de equivaléncia .......
Célculo proposicional com varidveis........cccuvveeneerenn.

Pégs.

11
12
13
14
15

17
18
19
20
22

25
26
30

34
36

42
46
49
53
56
57
59
62



23.
24,
25.
26.
27.
28.
29,
30.

31.

J. SEBASTIAO E SILVA

Propriedades das operagdes l6gicas sobre condigdes.........
O uanHRCHIORIE . « 5 5w & 5505 35 b 5w & s e o e e e e S0 s
Propriedades dos quantificadores. Novos tipos de silogismos. .
Segundas leis de De Morgan. . ....................cvnnn
Quantificacdo parcial e quantificacdo mdltipla...............
IOHEACAO FOXM@l: sva swp s e s a s g @89 50 § 0w @ 9w & 960§ 90 4 8 56
Propriedades da implicacdo formal. Novos tipos de silogismo . .

Equivaléncia formal; ‘condigcdo necesséaria’ e ‘condigdo suficiente’.
Definichias 100ICES sovsnsavnsvasamunwas desa®es ey amssan s
Existéncia e unicidade. .. ....cvv ittt i e e e

Capitulo Il. A LOGICA EM TERMOS DE CONJUNTOS

ol

MN-—I—\—\A—\—I—;\—\-—‘L-—}
rFOme NS RERBNSS D

22,

Conjuntos definidos por condigdes. . .. ....... ...,
Conjuntos com um sé elemento e conjunto vazio...........
Relag8o de inclusdo. . .« ccvvovvvsnvrsnsradoncrnnns -
Subconjuntos dum conjunto finito ............ ... . ..
Intervalos limitados em |R....... ...t iiinnnnnnn
Intervalos iimitados em [B ..o iweessmssesvesemas s s s s
Propriedades da relacdao de inclusdo ......................
Intersecgdo de dois conjuUNtOS. . ... .. ...t
Reunido de dois conjuntos . .............uiiiniennnnnnn..
Complementar dum conjunto. .. .......c.citiiiinnnnnenennns
Propriedades das operagdes ldgicas sobre conjuntos .........
Compreensdo € exXtensdn. . ... .. v ittt it i e i i e
Intersecgdo ou reunido dos conjuntos duma dada familia ... ..
Parss OTOeNAG0E . « ¢ 556 5 56508 5 0w 55 6 5505 5506 & & @5 % 605 5 95 &8 578
Produto cartesiano de dois conjuntos. Conceito de relagdo binaria
Produto cartesiano de trés conjuntos; relagbes terndrias.......
Sequéncias. Conceitos gerais de produto cartesiano e de relacdo
Generalidades sobre relagbes bindrias. .....................
Restricbes duma relagdo ... ......... .o iiiiiiiinnnnn.
Relagtes reflexivas e relacdes anti-reflexivas................
Relagdo inversa. RelagbGes simétricas e relagbes anti-simétricas
Relacbes transitivas. Relacdes de equivaléncia ........... S

Capitulo 1 NUMEROS INTEIROS E CALCULO COMBINATORIO

1.
2.

220

Numero de elementos dum conjunto......................
Reunido de dois conjuntos disjuntos e soma de dois nimeros

Pégs.

66
67
70
72
73
76
79

82
84

85
87
89
92
93
95
96
99
102
104
106
109
111
113
116
118
120
122
124
125
127

- 129

133
137



COMPENDIO DE MATEMATICA

Péags.
3. Comutatividade e associatividade da adicdo. Adicdo iterada.... 140
4. Relagdo de grandeza entre NUMEroS. .. ... cvvvvivnneenennn. 142
5. Relacdo de grantdeza. 1883 . ..aw s ew s svs v s s iies sm s 505 s #0604 145
6. Adigdo e relacdo de grandeza. .. .........c. i 146
T DUDIAGERD. oo s 55 55 655 5538 5 0% § 509 § 975 5 W54 VS6 5 58 G045 €85 149
B: MURIBHCAGAD: 5 wre 5 55a 30 5 5 5 8 8 506 & 000 5008 5 5069 5065 555 5 S8 ¥ 608 3 5w 3 150
Q. DIVISEO AT v ooscnns i mn s oo s 5o s mes v & 55650886 55 152
10 NMultiplicaghor 8 Npycssmesns o 56 0ad oo e me 5w s o6 m b osies o 154
T1: NUumoros EN0B. ..o v sns i mas®s s mas nm e e b we s 55 585 W 154
12. Objecto do célculo combinatério. Nimero de elementos da reunido
do dois OU MaIS CONJUNLOS . v s« s s vis s 558w & 55 5 50 5 500 5 916 & a8 157
13. Ndmero de elementos do produto cartesiano de dois ou mais
CUPHCRINE o om0 0is w05 & 0@ W i & o 50 GEus s b & i 2 0 s 159
14. Ndmero de subconjuntos dum conjunto finito .............. 164
15. AImranjos e permutacies . ... .cov ittt nernernanneennenns 166
6. COMBIRBOOBEE. . « u o v s w i wi s wom w0 b 8058 0, Sow 0 o 170

Capitulo IV. FUNGCOES DE UMA VARIAVEL

T PHMOWOS BMOMBIOR . 565 505 ¢ sim s 576 50w 8555 59 55 0 59 5 5 56 5 GF & 55 17
Conceito geral de aplicagdao (ou fun¢do de uma varidvel) .... 174

3. Dominio de existéncia duma expressdo............oo0vun.. 176
4. Maneiras de definir uma funcdo. ldentidade de fungdes...... 178
5. Extensa@o e restricdo duma aplicagdo....................... 182
6. Contradominio duma aplicacdo. Aplicacdes sobrejectivas ...... 183
7. Aplicactas DIUDIVOEES. . « w5 sa 9 s swe s vs s vns s s os s s s e s s 186
8. Aplicacdo inversa duma aplicagdo biunivoca................ 189
9. Aplicagio HenBdade. .o vvsamsom onses o sess die s on s s s w88 192
10. Produto de duss aplicBCOBS ... .sussmssvrevsswinss bmasesss 193
11. Produto duma aplicacdao pela identidade................... 198
12. Produtode duas aplicagesinversasumadaoutra. .. ............ 199
13. Aplicacdo inversa dum produto. . ........covvveiererennans 201
14. Equipoténcia de dois conjuntos ........cccouivancnrnnnnans 204
15. Produto de trés ou mais aplicacbes. Poténcias de aplicacoes .. 204
17. Associatividade da multiplicagdo de operadores ............. 207
18. Fungbes reais de varidvel real. . .......... . iiiiieennn 209
19. Operacées sobre funcGes de varidvel real .................. 210
20. Operador légico de explicitag8o . .........ccvviiiiinnnnnn. 211

21. Fung¢des definidas implicitamente; relagdes funcionais e fungées 212
22; FUNCO0S PIEFINGEES. « v s 5555 wo s 95 55 g ww i ios 556 §508 553 pols Fwd 217

221



Composto e impresso na
Tipografia Guerra — Viseu
e concluiu-se
em Dezembro de 1974



GABINETE DE ESTUDOS E PLANEAMENTO
DO MINISTERIO DA EDUCACAO E CULTURA



	Compêndio de Matemática, 1º Volume, 1º Tomo, Capítulo I - INTRODUÇÃO À LÓGICA MATEMÁTICA
	Índice
	Sinais e expressões
	Termos e proposições
	Distinção entre a designação e o designado
	Relação lógica de identidade
	Indivíduos e classes; relação de pertença
	Relatividade dos conceitos de indivíduo (ou elemento) e de classe(ou conjunto). Universo lógico e tipos lógicos
	Dar ou definir um conjunto

	Conjuntos finitos e conjuntos infinitos
	Valores lógicos das proposições
	Operações lógicas sobre proposições
	As operações lógicas, consideradas como operações sobre valores lógicos
	As operações lógicas e as máquinas de calcular
	Propriedades da conjunção e da disjunção
	Propriedades da negação; suas relações com a conjunção e a disjunção.
	Implicação material e dedução
	Propriedades da implicação; relações desta com as outras operaçõeslógicas. Novos tipos de silogismo
	Equivalência material
	Polisilogismos. Dedução e indução . Teorias dedutivas
	Expressões com variáveis
	Tipos de expressões com variáveis
	Condições universais e condições impossíveis
	Equivalência formal. Principios lógicos de equivalência
	Cálculo proposicional com variáveis
	Propriedades das operações lógicas sobre condições
	Quantificadores
	Propriedades dos quantificadores. Novos tipos desilogismo
	Segundas leis de De Morgan
	Quantificação parcial e quantificação múltipla
	Implicação formal
	Propriedades da implicação formal. Novos tipos de silogismo
	Equivalência formal; 'condição necessária' e 'condição suficiente'.Definições lógicas
	Existência e unicidade




