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CAPITULO i

A LOGICA EM TERMOS DE CONJUNTOS

1. Conjuntos definidos por condicées. J4 atrds nos ocupé-
mos da nog¢do de conjunto e vimos que s6 em casos especiais (con-
juntos finitos pouco numerosos) um conjunto pode ser definido pela
indicacdo dos elementos que o constituem. Exceptuados esses casos,
um conjunto é geralmente definido por meio de uma condi¢cdo (ou pro-
priedade), que é verificada por todos os elementos do conjunto e sé
por esses. Tal condicdo pode sempre ser expressa sob a forma duma
expressdo proposicional com uma variavel livre. Consideremos, por
exemplo, no universo |N, a expressdo proposicional:

X é miltiplo de 3 A x é miiltiplo de 5

Ela exprime a propriedade de um nimero x ser ao mesmo tempo
multiplo de 3 e de 5. Verificam esta condicdo os ntiimeros 15, 30,
45, ...; nao a verificam os nimeros 3, 6, 12, 17, 20, ... . Porém, o
conjunto de todos os nimeros naturais que verificam tal condicédo é
infinito. Designemos esse conjunto por ‘A’. Para indicar que A é o
conjunto definido pela referida condigédo, escreve-se simbolicamente:

A = {x : x é multiplo de 3 A x é mdiltiplo de 5 }

0 que se lé: ‘A é o conjunto dos elementos x tais que: x é mul-

85



J. SEBASTIAO E SILVA

tiplo de 3 A x é muiltiplo de 5. E claro que o mesmo conjunto pode
ser definido por qualquer condicdo equivalente a primeira, por exem-
plo a seguinte:

x é multiplo de 15,

visto que os nlimeros que verificam uma sdo exactamente os mesmos
que verificam a outra. Sera, portanto, também:

A = { x: x é miltiplo de 15 },

em que o simbolo { x: } se I& ainda ‘conjunto dos elementos
x tais que’. E claro que neste caso a letra x é uma varidvel aparente,
tal como no caso dos quantificadores.

Assim:

Duas condicdes equivalentes definem o mesmo conjunto. Duas
condicbes ndo equivalentes definem conjuntos distintos.

Por outras palavras: a equivaléncia de condicdes traduz-se na
identidade de conjuntos.

Outros exemplos:

I. No universo IR, as inequagbes 2t - 1 > 0 e t> 1/2 sédo
equivalentes, isto é, tém o mesmo conjunto de solugdes. Assim, a
equivaléncia:

2t-1>0<=t> iz
traduz-se na identidade de conjuntos:
{t:2t-1>0} = {t:t>-—12—}
Il. Analogamente, tem-se:

Xx2-2x-3=0«=(x-1)2=4
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e, portanto:

{x:x2-2x-3=0}={x:(x—-1)2=4}={-1,3}

l1l. As condigbes x (x — 2) = 0 e x(x + 2) = 0 ndo sdo equiva-
lentes; definem, pois, conjuntos distintos:

{xix(x~2)=03}={0,2} {oxx+2)=0}={0,~2}

IV. No universo das figuras geométricas a propriedade de ser
triangulo equilatero equivale a propriedade de ser tridngulo equidngulo.
Quer isto dizer, portanto, que as duas propriedades definem o mesmo
conjunto de figuras.

2. Conjuntos com um sé elemento e conjunto vazio.
Consideremos no universo |R a condigcdo x + 1. > x. Trata-se, é claro,
duma condicédo universal, equivalente as condigbes x = x, x2 = 0,
etc. O conjunto que lhe corresponde €&, portanto, o préprio universo [R,
isto é:

IR={xix+1>x}={x:x=x}=..
Assim, o conjunto definido por uma condicao universal é o universo.

Consideremos, agora, em |[R a equacgdo 2x + 3 = x. E f4cil ver
que existe um numero real x e um sé que verifica esta condigdo:
0 numero — 3. Somos, assim, levados a escrever:

{x:2x+3=x} = {—-3}

e a dizer que o conjunto das solugdes da equagdo 2x + 3 = X tem
um Unico elemento ou que é um conjunto singular. Note-se que,
na linguagem comum, a palavra ‘conjunto’ implica a ideia de plura-
lidade, isto é, um conjunto tem, por natureza, mais de um elemento.
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Mas, como é sabido, a matematica necessita de uma linguagem prépria,
ao mesmo tempo cémoda e rigorosa, que se afasta muitas vezes da
linguagem comum. E necessério, também, notar o seguinte:

Em matemaética, uma coisa é um conjunto singular e outra coisa
é o elemento que forma esse conjunto.

Por exemplo, uma coisa é o conjunto { — 3 } e outra coisa é o
nimero — 3. Assim, poderemos escrever:

-3e{-3} , masndo —-3={-3}

Consideremos, agora, em |R a condi¢do x + 1 = x. Trata-se, como
se v&, duma condicdo impossivel: ndo existe nenhum nimero que a
verifique, como ndo existe nenhum numero que verifique a con-
dicdo x # x, etc. Pois bem, por comodidade de linguagem, conven-
ciona-se dizer que o conjunto de elementos que verificam uma con-
dicdo impossivel é o conjunto vazio (ou o conjunto com nenhum
elemento). Trata-se, como se v& de mais uma conven¢do mate-
matica que alarga o significado usual da palavra ‘conjunto’. Por
exemplo, em vez de dizer que ndo ha fésforos numa caixa, pode
dizer-se que a caixa esta vazia ou ainda que o conjunto dos fésforos
na caixa € vazio.

O conjunto vazio num determinado universo costuma ser designado
pelo simbolo @. Assim, no universo |R,

o que significa o mesmo que: ~ dy x + 1 = x

Analogamente: @ = {x:x # x}={x:x2< 0} = ..,

Assim, num dado universo, a toda a condicao numa variavel vem
a corresponder um conjunto: o conjunto dos elementos que verifi-
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cam essa condicdo. Em particular, as condicées universais corres-
ponde o universo e as condicoes impossiveis corresponde o conjunto
vazio.

Note-se que, reciprocamente, a todo o conjunto A corresponde,
pelo menos, uma condi¢do: a condigdo x € A.

Convém ainda notar que um conjunto definido pela indicagao
dos seus elementos é, na realidade, definido por uma condigdao dis-
juntiva. Por exemplo:

{3,6,9}={x:x=3Vx=5Vx=9}

OBSERVACAO. Na linguagem comum, o universo e o conjunto
vazio sdo designados, respectivamente, pelas palavras tudo ( = todas
as coisas) e nada (:nenhum;a- coisa). Mas, é claro, que estas pala-
vras tém significa'do relativo, isto é, dependente do universo con-
siderado. Assim também, na linguagem matematica, o significado de
‘conjunto vazio’ depende do universo de que se trata; por exemplo,
uma coisa é o conjunto vazio de numeros (‘'nenhum ndmero’), outra
0 conjunto vazio de pessoas (‘'nenhuma pessoa’ ou ‘ninguém’), etc.

3. Relacédo de inclusao. Consideremos a proposi¢éo:
X é mamifero = X é vertebrado
que se traduz em linguagem comum por:
Todo o mamifero é vertebrado.

A condigdo ‘x é mamifero’ corresponde o conjunto dos mamiferos
e a condicao ‘x é vertebrado’ corresponde o conjunto dos vertebrados.
Designemos, respectivamente, por M e V estes dois conjuntos (que
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supomos definidos). Deste modo, a anterior proposicdo pode
escrever-se:

xeMzg-er

isto é: todo o individuo que pertence a M pertence também a V.
Exprime-se este facto dizendo que o conjunto M esta contido no
conjunto V e escrevendo M < V.

Esta situagdo pode ser figurada por meio do diagrama junto,
em que se representam o conjunto M e o conjunto V. O ponto a
indica um elemento de M (portanto de V) e o ponto b indica um
elemento de V que nédo pertence a M (na verdade existem vertebrados
que ndo sdao mamiferos).

V (vertebrados)

M ( mamiferos)

Dum modo geral, diz-se que um conjunto A estd contido num
conjunto B, quando todo o elemento de A também é elemento
de B. Indica-se este facto escrevendo A < B. Assim, tem-se por
definicdo:

A< B seesbse X eA=.>x €B

A relagdo assim definida entre conjuntos é chamada incluséao.
Como se V&, a inclusao entre conjuntos traduz a implicacao (formal)
entre condicoes.
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Em vez de dizer ‘A esta contido em B’, também se pode dizer
"A é um subconjunto de B’, ou ‘A é uma parte de B'.

Dados dois conjuntos A e B, pode acontecer que se tenha ao
mesmo tempo A < B e B © A. Neste caso, todo o elemento de A
é elemento de B e vice-versa; por outras palavras: A e B sdo forma-
dos pelos mesmos elementos; sdo, pois, 0 mesmo conjunto, o que se
exprime escrevendo A = B. Assim, tem-se:

AcBAB<c A< A=B

Por exemplo, todo o tridngulo equildtero é um tirdngulo equian-
gulo e vice-versa. Logo, se designarmos por Tg 0 conjunto dos tri-
angulos equildteros e por Teg 0 conjunto dos tridngulos equiadngulos,
teremos, em geometria euclidiana:

Tel = Tea e Tea = Te], portanto Te] = Tea

Alids, ja& tinhamos visto atrds que a identidade entre conjuntos
traduz a equivaléncia entre condic¢des, isto &, tem-se:

A = Bseesdsex eA?x eB

Se A esta contido em B, mas B ndo estd contido em A, diz-se
que A estd contido estritamente em B, ou ainda que é um subcon-
junto estrito ou uma parte estrita de B. Neste caso, escreveremos:
A< B A A # B.

Por exemplo, o conjunto dos mamiferos estd contido estritamente
no conjunto dos vertebrados, visto que existem vertebrados que nao
sdo mamiferos. Podemos, pois, escrever:

McVAM#YV

Outro exemplo: é sabido que todo o miiltiplo de 6 (p. ex. 6,
12, 18, ...) é também miuiltiplo de 3, mas que ha multiplos de 3 que
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ndo sdo miltiplos de 6 (p. ex. 3, 9, 15, ...). Portanto, se designarmos
por M, o conjunto dos mdltiplos de 6 e por M, o conjunto dos
multiplos de 3, teremos:

MSCM3/\M6#M3

Diz-se que A contém B, quando B esta contido em A. Para indi-
car que A contém B escreve-se A > B. Assim tem-se, por definigdo:

A> B<Bc A
Por exemplo, M, > M, Te| © Tea, etc.

Pode acontecer que, dados dois conjuntos A e B, nenhum deles
esteja contido no outro. Por exemplo, se designarmos por M5 o]
conjunto dos multiplos de 5, ndo podemos escrever M5 < M, nem
M, > M, porque ha miltiplos de 5 que ndo sdo mdltiplos de 3
(p. ex. 5) e miiltiplos de 3 que ndo sdo multiplos de 5 (p. ex. 3).

Esta situacdo esta figurada no diagrama junto.

4. Subconjuntos dum conjunto finito. Quando é dado um
conjunto finito, ndo muito numeroso, é possivel indicar todos os seus
subconjuntos (ou partes). Para isso, podemos, p. ex., comegar pelo
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conjunto vazio, considerar depois 0s conjuntos com um sé elemento,
em seguida os conjuntos com dois elementos, e assim sucessivamente,
até ao conjunto total (que podemos tomar como universo). Por
exemplo, é f4cil reconhecer que o conjunto de nimeros { 1, 2, 3, 4 }
tem ao todo 16 subconjuntos, que sdo os seguintes:

2,413{25 {35 {45{1.25{1,3}{1,4}{23}{24}
{3,4}{1,2,3},{1,2,4},{1,3, 4}, {2,3,4},{1,2,3,4}.

Tem-se, por exemplo: {1,4} < {1, 3,4}, mas ndo {1, 4} < {1, 2, 3},
nem {1, 2, 3} = {1, 3, 4}.

5. Intervalos limitados em |R. Consideremos dois nimeros
reais quaisquer, por exemplo 2 e 5. Sdo usadas em matemaética as
seguintes convencoes:

[2.5] = {x: 2 < x £ B}
12, 5[ = {x : 2 < x < 5} (sendo IR o universo)
[2, 5] = {x: 2 < x< 5}
]2, 5] = {x : 2 < x < b}

Portanto, segundo a convengdo do n.°c 2, [2, 5] é o conjunto
de todos os nimeros reais X tais que 2 < x < b; e, analogamente, nos
outros casos. Por exemplo, tem-se:

2e€[25] , 5e[25] ., 3€e[2 5]
327€[2 5] , mne[2,5] , 4e€]2,5[ , 327€[2, 5] , etc.

mas

2¢12,5[ , 5¢125 , 1¢[25] ., 199 ¢ [2 5],
0¢[25], -3¢[25] , 5001 ¢[25] , etc.
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Os conjuntos [2, 5], ]2, 5[, [2, 5], ]2, 5] sdo chamados inter-
valos de extremos 2 e 5, sendo [2, 5] fechado (porque lhe pertencem
os extremos), |2, 5[ aberto (porque nédo lhe pertencem os extremos),
[2, 5[ aberto a direita (porque nédo lhe pertence o extremo direito)
e |2, 5] aberto a esquerda (porque ndo lhe pertence o extremo
esquerdo). 7Todos estes conjuntos sdo, evidentemente, infinitos, isto
é, tém uma infinidade de elementos.

O que se acaba de dizer para os nimeros 2 e 5, estende-se a
qualquer par de nimeros reais a e b tais que a < b. Por exemplo,
[-2, = [é o intervalo de extremos —2 e w aberto a direita ou
seja 0 conjunto de todos os numeros reais X tais que — 2 < x < .

Jéd se sabe dos anos anteriores como os nilmeros reais podem
ser representados por pontos duma recta (alids, este assunto serd
revisto mais adiante em termos de maior rigor).

—2 ~—1 0 1 2 ™ 4 5 6
4¢—[ 2,5 |—>
B ] 1,6 J]J—p»

Nestas condigdes, é facil ver que o intervalo [2, 5] é representado
pelo segmento de recta de extremos correspondentes a 2 e 5; por
sua vez o intervalo [—2, = é representado pelo segmento de
extremos correspondentes a — 2 e =, mas excluindo o segundo
extremo; etc.

Notem-se as seguintes inclusdes (estritas):

[2. 6] = ]1. 6] ., ]2, 5] = [2, 5]
12, 5[ < 12, 5] , ]2 5[ = [2 5[, etc.

Mas, ndo é verdade que:

[-2, n[ < [2,6] , [2 5] < [-2 n]
[2, 5] = ]2, 5] , etc.
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6. Intervalosilimitados em IR. Consideremos um niémero real
qualquer, por exemplo 3. Sdo adoptadas, em matematica, as seguin-
tes definicoes:

[38, + o [
B+ oo |

{x * x
% %

vV V

g% (universo |R)

Os conjuntos [3, + o[ e |3, + [ sdo chamados intervalos de
extremos 3 e + o (ler 'mais infinito’) sendo o primeiro fechado
a esquerda e o segundo aberto a esquerda. Representando os ndime-
ros reais por pontos duma recta, como é costume:

0 3¢ [3. + oo

-
-

I 13, + oo

O intervalo [3, + o [é representado pela semi-recta de origem cor-
respondente a 3, situada a direita deste ponto; por sua vez o inter-
valo |3, +o0 [é representado pela mesma semi-recta menos a origem.
Como se V&, estes intervalos sao ilimitados a direita, isto é, ndo existe
nenhum ndmero real que seja maior do que fodos os elementos do
intervalo. Deste modo, o simbolo + «© nao designa nenhum numero
real e ndo é representado por nenhum ponto da recta: estd apenas
a indicar que os referidos intervalos séo ilimitados a direita.

Analogamente, pde-se:
]-0,3]={x:sx< 3} ]2, 3 = {x:x< 8}

e diz-se que |- 0, 3] e |- «, 3[ sdo intervalos de extremos —
(ler ‘'menos infinito’) e 3, sendo o primeiro fechado & direita e o
segundo aberto a direita. O simbolo — © n&o designa nenhum nidmero
real; esta apenas a indicar que os intervalos sao ilimitados a esquerda.
A representagdo geométrica é anéloga a do caso anterior.
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Naturalmente, o que se acaba de dizer para o nimero 3, estende-se
a todo o numero real.

Finalmente é costume também designar por |— ©, + o[ o
conjunto |R (de todos os nlimeros reais) e chamar-lhe intervalo de
extremos — «© e + o (isto &, ilimitado a direita e a esquerda). A sua

representagdo geométrica é a recta inteira.

7. Propriedades da relacéao de inclusdao. Quando dizemos
apenas ‘inclusdo’ referimo-nos sempre a inclusdo lata. Pelo que vimos
no nimero 3, tem-se:

1) A < A, qualquer que seja o conjunto A
2) AcBAB<c A=A=8B

Exprime-se 1), dizendo que a inclusdo é reflexiva.

Exprime-se 2), dizendo que a incluséo é anti-simétrica (em sen-
tido lato).

Mas tem-se ainda a propriedade:
3) SeAc BeB< C, entdio A< C.

Com efeito, as férmulas A < B e B < C significam respecti-
vamente:

xeA=>xeB e xeB=>xeC
Logo, pela propriedade transitiva da implicagdo, tem-se:
xeA=xeC , oquesignificaque A= C
Por exemplo, designemos por M, V e A, respectivamente, o con-

junto dos mamiferos, o conjunto dos vertebrados e o conjunto dos
animais. Entdo:
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. M< V (todo o mamifero é um vertebrado)

Il. V< A (todo o vertebrado é um animal)
Logo

[lll. M < A (todo o mamifero é um animal).

Esta situagdo estd figurada no diagrama junto.

Assim, a transitividade da inclusdo ndo é mais do que a tradugao
fiel da transitividade da implicagdo. Em particular, a dedugdo de Il
a partir de | e |l é um silogismo, em que as premissas sao | e Il (res-
pectivamente premissa menor e premissa maior) e a concluséao é lll.

Quando, dados trés conjuntos A, B, C, setem A< Be B < C,
pode-se escrever, para indicar esse facto:

AcBc C

Analogamente para mais de trés conjuntos.

E também de notar que a relacdo de pertenga (representada por
‘e") ndao tem nenhuma das referidas propriedades. Por exemplo, seja P
um ponto, r uma recta que passe por P e (2 o conjunto de todas as
rectas do espaco. Teremos, entao:

PerAred
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-

(isto é: ‘P é um ponto de r e r é uma recta’); mas é claro que
ndao podemos concluir daqui que:

P € (R (isto é que ‘P é uma recta’)

F 4

Isto mostra como é necessario distinguir a relacdo de pertenca
da de inclusdo; de contrdrio poderiamos incorrer em paralogismos do
tipo dos seguintes:

‘Esta bola é azul; o azul é uma cor; logo esta bola é uma cor’.

'Pedro e Paulo sdo Apdstolos; os Apdstolos sdo doze; logo Pedro
e Paulo sdo doze.

Estes mesmos exemplos evidenciam a necessidade de distinguir
os tipos l6gicos. Assim, a bola é um /ndividuo, o azul é uma proprie-
dade definidora de um conjunto de objectos e, portanto, o conjunto
das cores pode considerar-se um conjunto de tipo 2.

Todavia, dados dois conjuntos A e B quaisquer e um elemento a,
tem-se pela prépria defini¢cdo da relagdo <:

acANA<c B=aeB

Este facto dd origem a um novo tipo de silogismo, diferente do
anterior. Por exemplo, seja H o conjunto dos homens e M o conjunto
dos seres mortais (conjunto que supomos definido). Podemos entédo
formar o silogismo (Cap. 1, n.c 29):

PedroeH, H= M.". Pedro e M ou seja, em linguagem comum:
‘Pedro é homem, todos os homens sdo mortais; logo Pedro é mortal.
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Pedro

E de registar ainda a propriedade (Cap. I, n.c 29, propr. | e 11):
Qualquer que seja o conjunto A num universo U tem-se:

e Ac U

8. Interseccdo de dois conjuntos. Consideremos as duas
condicodes:

X é estudante X é menor de 18 anos

A primeira corresponde o conjunto dos estudantes que vamos
designar por E e a segunda o conjunto dos menores de 18 anos
que vamos designar por M. Consideremos, agora, a conjuncao das
condi¢des dadas:

X é estudante )N x é menor de 18 anos

E claro que lhe corresponde o conjunto dos estudantes menores
de 18 anos, isto é, dos individuos que pertencem ao mesmo tempo a E
e a M. Diremos que este conjunto é a inferseccdo de E com M e
designa-lo-emos por EN M.
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Dum modo geral:

DEFINICAO. Dados dois conjuntos A e B, chama-se intersec-
cdo de A com B (e representa-se por AN B) o conjunto de todos
0s entes que pertencem ao mesmo tempo a A e a B, isto é, em escrita
simbélica:

ANB={x:x eAAx eB}

Também se chama interseccao a prépria operagao que, aplicada
aos conjuntos A e B, d4 como resultado AN B. Como se vé, esta
operagdo traduz, em linguagem de conjuntos, a operacao légica de
confungédo; assim, a intersec¢do é também uma operacao /dgica.

Outros exemplos:

I. Designemos respectivamente por (R, .£ e Q o conjunto dos
rectangulos, o conjunto dos losangos e o conjunto dos quadrados.
E f4cil ver entdo que ():

Q=MRn L

o que significa que os quadrados sdo os rectangulos que também
sédo losangos.

quadrilateros

rectangulos losangos

quadrados

(') Nao esquegamos que sendo cada uma destas figuras um conjunto de
pontos, os conjuntos 42, £ e & sio conjuntos de tipo 2.
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Il. Consideremos os intervalos [- 2, 3] e [1, 5].
E facil ver entdo que:

[~2, 8] n [1. 8] = [1, 3]

e

e

S

=

o
—
___...-r w

5T N

Analogamente: |- 2, 3]n 1, 5] = ]1, 3], etc.

lll. Sejam, agora, os intervalos [—2, 1] e [3, 5]. E claro que

ndo hd nenhum nlmero que pertenca ao mesmo tempo aos dois,
isto é, nenhum numero x tal que:

~2< x<1A3<x<5

Por conseguinte a intersec¢do dos dois intervalos é o conjunto

vazio, isto é [—2, 1] n [3, 5] = @. Analogamente, tem-se
[-2,1]n 1, 3] = 2, etc.

IV. Vé-se imediatamente que:

{1,2,3}n {2,3,5,7} = {2, 3},
{1,2}n {3, 4} = 2, etc.

V. Designemos em geral por M, o conjunto dos multiplos dum
nimero natural n. Tem-se, entao:

M,N M, =M

15

isto é: a interseccdo do conjunto dos mdiltiplos de 3 com o con-
junto dos multiplos de 5 é o conjunto dos mdultiplos de 15.
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VI. A interseccdo de duas circunferéncias contidas num mesmo
plano é formada por dois pontos, por um sd ponto ou por nenhum
(conjunto vazio), conforme a distdncia entre os seus centros é
inferior, igual ou superior & soma dos raios:

1.0 caso 2.° caso 3.2 caso

P 0 O

C,NnC,={a,a} C,NnC,={a}

(Note-se que estas figuras ndo sdo simples diagramas: pretendem
ser aproximadamente circunferéncias).

Em Ill, V e VI apresentam-se pares de conjuntos sem elemen-
tos comuns e cuja intersec¢do €, por isso, vazia. Pois bem:

DEFINICAO. Diz-se que dois conjuntos A e B sido disjuntos,
quando ndo tém nenhum elemento comum, ou seja, quando
AN B = 9,

Assim, o conceito de ‘conjuntos disjuntos’ traduz o conceito de
‘condi¢cdes incompativeis’.

9. Reuniao de dois conjuntos. Consideremos, novamente,
as condicoes:
X é estudante, X é menor de 18 anos

a que correspondem os conjuntos E e M, e passemos, agora, a con-
siderar a disjuncéao:

X é estudante \/ x é menor de 18 anos.

E claro que a esta condicéo corresponde o conjunto dos individuos
que ou sdo estudantes ou sao menores de 18 anos, ou sdo ambas
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as coisas, isto é, que pertencem a um pelo menos dos conjuntos E
e M. Este conjunto é chamado reunido de E com M e designado por
EU M. Dum modo geral:

EUM

DEFINICAO. Dados dois conjuntos A e B, chama-se reunido
de A com B, e representa-se por AU B, o conjunto de todos os

entes que satisfazem a condigdo de pertencer a um, pelo menos, dos
conjuntos A, B. Simbolicamente:

AUB={x:x eAVx €B}

Outros exemplos:

I. Sejam novamente (2 o conjunto dos rectdngulos e £ o con-
junto dos losangos. Entdo é facil ver que /2 U £ é o conjunto
dos paralelogramas que tém os lados ou angulos iguais (ou ambas
as coisas).

Il. E claro que:

[-2, 3]uU [1,5] = [-2 5]
[-2 3]U I3 5] = [-2 5] etc.

~2 0 1 3 5
<

< —»

N
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Ill. Vé-se, imediatamente, que:

{1,2,3}U{3,4}=1{1,2,3,4}, {5}U{2,7}={257}, etc.

IV. Seja C o conjunto dos pontos dum plano cuja distédncia a um
ponto p é inferior ou igual a 3 cm e seja D o conjunto dos pontos
do mesmo plano cuja distédncia a p é igual ou superior a 1 cm.
Entdo CU D é o plano, enquanto CN D é uma coroa circular.

10. Complementar dum conjunto. Consideremos, no uni-
verso das pessoas, a propriedade 'x € menor de 18 anos’, a qual corres-
ponde o conjunto dos individuos menores de 18 anos, que designamos
por M. A propriedade contraria ("x ndo é menor de 18 anos’) corres-
ponde o conjunto dos individuos com idade igual ou superior a 18 anos.
Pois bem, este Ultimo conjunto € chamado o complementar de M e

designado simbolicamente por CM.
Dum modo geral:

DEFINICAO. Num dado universo U, chama-se complementar

dum conjunto A, e representa-se por CA, o conjunto de todos os
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individuos (elemento de U), que ndo pertencem a A. Simboli-
camente:

CA={x:~xeA}

Menores de 18 anos

Assim, a passagem de um conjunto ao seu complementar é uma
operacdo [légica sobre conjuntos, que traduz a operagdo lGgica de
nega¢do. Mas é evidente que o resultado desta operacdo depende
do universo fixado.

Exemplos:

I.  No universo dos quadril4teros, o complementar do conjunto Q
(dos quadrados) é o conjunto dos quadrilateros que ou nédo sdo rectan-
gulos ou ndo sdo losangos (ou nem uma nem outra coisa). No uni-
verso das figuras geométricas, o complementar de Q é o conjunto
de todas as figuras que nao sdo quadrados.

[l. No universo dos nidmeros naturais (IN), o complementar
do conjunto dos nimeros pares € o conjunto dos nimeros impares.
No universo dos numeros reais (|R), o complementar do conjunto
dos nimeros pares é o conjunto de todos os nlimeros reais que ou
ndo pertencem a [N ou sdo impares.

lll. Em IN o complementar de {1, 2, 3} é o conjunto dos
ndmeros maiores que 3. Em |[R o complementar de {1, 2, 3} é o
conjunto:

], 1[U]1,2[U]2,3[U]3 + o]
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A nocdo do conjunto complementar pode ser generalizada do
seguinte modo:

DEFINICAO. Dados dois conjuntos A e B, chama-se comple-
mentar de B em A ao conjunto dos elementos de A que nao per-
tencem a B. Designa-se este conjunto por A "\ B.

Eclaroque ANB=AN~Be CA= U \\ A, sendo U o universo.

Por exemplo, se for A o conjunto dos portugueses e B o conjunto
das pessoas que sabem ler, serd A \\ B o conjunto dos portugueses
que nao sabem ler.

11. Propriedades das operacdes Iégicas sobre conjuntos.
As propriedades das operacOes légicas sobre conjuntos sdo uma
traducdo imediata das propriedades das operagdes correspondentes
sobre proposi¢cdes ou sobre condicdes. Assim, representando por A,
B, C, ... conjuntos quaisquer num universo U, teremos sempre:

1. ANnB=BNA , AUB=BUA
isto 6, a interseccdo e a reunido.sao operagdes comutativas.

2. (AnB)nC=An(BNnC) , (AuB)uC=AU (BU (),
isto é, a intersecgdo e a reunido sdo operacbes associativas.
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3. AnU=A , An2 =0 , AuUU=U , AUZ =A,

isto é, U é o elemento neutro da interseccdo e elemento absorvente
da reunido, enquanto Y é elemento neutro da reunidao e elemento
absorvente da interseccao.

Il

4, An (Bu 0O (An B)u (An C),

AU (Bn 0O (Au BN (AU Q)
isto €, a intersecgdo é distributiva a respeito da reuniao e a reunido é
distributiva a respeito da interseccao.

A reunido A U B também é chamada soma /égica (ou apenas
soma) de A com B e designada por A + B. A interseccdo AN B
também é chamada produto l6gico (ou apenas produto) de A por B,
e designado por A B.

Hé ainda propriedades que relacionam a relagdao de inclusdo com
a interseccdo e a reunido, e que reflectem propriedades correspon-
dentes da implicagdo com a conjungdo e a disjungdo. Essas proprie-
dades equivalem a dizer que AN B é o maximo conjunto contido
ao mesmo tempo em A e em B e que AU B é o minimo conjunto
que contém ao mesmo tempo A e B.

5, ANB< A, AN Bc B
6. X©c AAX<c B=X< AN B
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5. AUB> A . AUB> B
6. XD AAXD2B=X>AUB
Finalmente, apresentam-se as propriedades que relacionam a

reuniao, a intersecg¢ao e a inclusdo com a passagem ao complementar.
Assim, temos, qualquer que seja o conjunto A no universo U:

6. Anla=20 e aula-=u

Esta propriedade, que resulta imediatamente da definicdo de CA,

podia, por sua vez, ser tomada como defini¢cdo de CA: é o conjunto
disjunto de A cuja reunido com A é o universo.

As primeiras leis de De Morgan assumem agora 0 aspecto:

7. CianB =Caule Caub =CanCs

isto é: @ complementacéo transforma ainterseccdo na reunido dos
complementares e a reunido na interseccdo dos complementares.

Por exemplo, o complementar do conjunto dos estudantes meno-
res de 18 anos é a reunido do conjunto dos nao estudantes com o
conjunto dos ndao menores de 18 anos.
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Por sua vez, tem-se:

8. AcB <« CA>(CB
isto é: a complementacao transforma a relacdo < na relacdo =.

Daqui resulta o PRINCIPIO DA DUALIDADE LOGICA em termos
de conjuntos:

Toda a proposicao sobre conjuntos em que intervenham, no todo
ou em parte, as operacoes N, J e as relacées <, > € equivalente
a proposicdo que se obtém, mudando N emVU, U em N, < em >

e=> emc.

12. Compreensédo e extensao. As consideragbes anteriores
mostram como a légica das proposi¢cdes se traduz na légica dos
conjuntos, em virtude da correspondéncia estabelecida entre condi-
cbes (numa variavel) e conjuntos. A prépria linguagem corrente reflecte
estes dois pontos de vista da ldgica: o ponto de vista da com-
preensao, relativo a proposicoes e a propriedades (ou condicdes), e
o ponto de vista da extensao, relativo a conjuntos (ou classes).
Esta dualidade de pontos de vista da origem a dois tipos de lingua-
gem que por vezes se contradizem, pelo menos na aparéncia, podendo
dar origem a equivocos.

Por exemplo, diz-se que a condicdo de ser homem implica a
condicédo de ser mortal; por outras palavras: a propriedade de ser mor-
tal estd contida na de ser homem (ou ainda, é uma das propriedades
que caracterizam a espécie humana). Por isso se usou, durante muito
tempo, o sinal ‘>’ em vez de ‘=" para exprimir a implicacdo. Assim,
escrevia-se:

ser homem > ser mortal
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Porém, passando de ponto de vista da compreensdo ao da
extensdo (isto & passando da linguagem das propriedades a dos
conjuntos), tem-se:

conjunto dos homens < conjunto dos mortais

Esta dualidade de linguagem estende-se as operagGes lGgicas.
Por exemplo, juntando vérias propriedades, obtém-se geralmente uma
propriedade mais complexa que as primeiras e que, por isso mesmo,
é verificada por um menor conjunto de individuos. Por exemplo, o
conjunto dos corpos azuis e redondos é menor que o conjunto dos
corpos azuis e que o conjunto dos corpos redondos (é a sua
intersec¢do). Exprime-se este facto na filosofia tradicional, dizendo
que a extensao (isto é, o numero dos individuos) diminui, quando
a compreensao (isto é, o numero das propriedades) aumenta, e
vice-versa.

Por outro lado, observe-se que:

conjunto dos corpos azuis ou redondos = conjunto dos
corpos azuis e dos corpos redondos.

Dum modo geral, na linguagem comum, os adjectivos exprimem
propriedades, enquanto os substantivos comuns se referem a individuos
dum conjunto. A palavra ‘substantivo’ vem de ‘substancia’: a subs-
téncia seria aquilo que sub-estd, isto é, o suporte das propriedades
—ou ainda o /ndividuo, sem o qual ndo se manifestariam as pro-
priedades que nele residem.

Consideragoes deste tipo conduzem a um ramo da filosofia, cha-
mado metafisica, em que é preciso muito cuidado para ndo se cair
em jogos estéreis de palavras e em becos sem saida. Para evitar estes
riscos, a légica matematica procura construir uma linguagem mais
precisa @ menos sujeita a equivocos, do que a linguagem comum.
Neste sentido, para obter maior clareza e objectividade, adopta-se de
preferéncia o ponto de vista da extensdo.
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13. Interseccdo ou reunido dos conjuntos duma dada
familia. Os conceitos de intersecgcdo e de reunido estendem-se,
naturalmente, a mais de dois conjuntos. Assim, a interseccdo de trés
conjuntos A, B e C, que se representa por AN BN C, serd o con-
junto de todos os elementos comuns aos trés conjuntos, enquanto
a reunidao de A, B e C, que se representa por AU BU C, serd o con-
junto de todos os elementos que satisfazem a condicdo de pertencer
a um, pelo menos, dos conjuntos A, B e C.

E claro que se tem:

ANBNC=(ANB)NC=AN (BN C) = (AN C)N B, etc.

Os dois conceitos podem, analogamente, estender-se a um ndmero
finito qualquer de conjuntos ou mesmo a uma /nfinidade de conjuntos.
Consideremos, por exemplo, os intervalos [3, x], tais que x > 5.

E evidente que a intersecgdo de todos estes intervalos (isto &, o con-
junto dos pontos comuns a todos eles) é o préprio intervalo [3, 5].
Indica-se este facto, escrevendo:

N [3.x]=[3,5]
X>5
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Analogamente, a reunido de todos os intervalos [3, x] tais que
3<x<b

é o intervalo [3, 5[, o que se exprime escrevendo:

v [Bx] = [359]
3<X<5

Outros exemplos:

I. As rectas sdo conjuntos de pontos. A reunido de todas as
rectas r que passam por um ponto P e sdo paralelas a um plano «
é o plano que passa por P e é paralelo a «. A intersec¢do das
mesmas rectas é { P }.

Il. A reunido de todas as rectas que sdo perpendiculares a um
plano e o cortam em pontos duma circunferéncia é uma superficie
cilindrica de revolugéo. A intersecgdo das mesmas rectas é o conjunto
vazio.

lll. A reunido de todos os quadrados dum plano é o préprio
plano. A intersec¢dao desses quadrados é o conjunto vazio.

Em cada um destes exemplos é considerado um conjunto infinito
de conjuntos (conjunto de intervalos, conjunto de rectas, etc.).
Muitas vezes, para evitar a repeticdo da palavra ‘conjunto’, diz-se
‘classe de conjuntos’ ou ‘familia de conjuntos’.

Mas, note-se bem:

Uma coisa é uma familia de conjuntos, outra coisa é a reuniao
desses conjuntos.
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Por exemplo, os conjuntos:
§2.3 , {5.7,10} # {38,8,9}

podem ser tomados como elementos dum novo conjunto (de tipo 2),
que se designa por:

{{2,3} » 18, 7%:10F% {3,8,9}}

Mas a reunido daqueles conjuntos é o conjunto de tipo 1:
{2,38,517.8,9 10}

Analogamente, a familia das rectas perpendiculares a um plano
o € que cortam o em pontos duma circunferéncia, € um conjunto de
tipo 2 (os seus elementos sdo rectas, portanto conjuntos de pontos).
Mas, a reunido dessas rectas € uma superficie cilindrica S (conjunto
de pontos), que também é a reunido de todas as circunferéncias em
que S é cortada por planos paralelos a «, etc.

———fem—
-
S by J;

14. Pares ordenados. Vimos como toda a condi¢gdo com uma
varidavel determina um conjunto. Consideremos agora condi¢des com
duas variaveis. Seja a condigdo:

x € multiplo de v,
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no universo |N. Esta condicdo é verificada, por exemplo, quando
X =6ey =3 mas ndo quando x = 3 e y = 6. Exprime-se este
facto dizendo que a condicdo é verificada pelo par ordenado (6, 3),
mas ndo pelo par ordenado (3, 6). A mesma condigdo é verificada
quando x = 3 e y = 3; diremos ainda que é verificada pelo par

ordenado (3, 3). Exemplos de outros pares ordenados que verificam
a referida condicéo:

(1, 1), (2, 2), (6, 2), (15, 3), etc.
Exemplos de pares ordenados que ndo a verificam:
(2, 6), (3,15), (2, 7), (7, 9), etc.
Seja agora, no universo |R, a condicéo:
X < 2y
Verificam esta condigdo os pares ordenados:
(1. 1). (1, 2/3), (=3, = 1), etc.
Néo a verificam os pares ordenados:
(1, 1/2), (-3, — 3), (5, 1), etc.
Seja ainda em |R a condigdo:
X+y=4Ax-y=2
Facilmente se reconhece que esta condi¢cao é verificada por um

Gnico par ordenado de nidmeros: o par (3, 1), pois é esta a solugéo
Gnica do sistema de equagbes x +y =4, x-y = 2.
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Até aqui temos considerado apenas pares ordenados de nilime-
ros. Seja agora a condigéo:

X é a capital de v,

em que a varidvel x tem por dominio o conjunto das cidades e a
varidvel y tem por dominio o conjunto dos paises (conjuntos que
supomos definidos). Verificam tal condigdao os pares ordenados:

(Lisboa, Portugal), (Paris, Franga), etc.
Né&o a verificam os pares ordenados:
(Beja, Portugal), (Lisboa, Italia), etc.

O que se entende entdo, dum modo geral, por um par orde-
nado ?

Geralmente, quando se nos apresenta uma condicdo com duas
varidveis, uma destas é considerada a primeira varidvel e a outra a
segunda variavel (por ordem alfabética, por ordem de indices ou por
outro qualquer critério). Assim, cada vez que substituimos as varidveis
por constantes, indicamos dois entes a, b, por uma ordem determinada,
e é isto que se chama dar um par ordenado, o qual é designado
pela notacdo (a, b). Diz-se que o par ordenado (a, b) verifica a con-
dicdo, quando esta se transforma numa proposicdo verdadeira, ao
fazer a referida substituicdo. Em particular, pode ser a = b e entédo
tem-se (a, b) = (b, a) = (a, a). Mas, se a # b, serd sempre
(a, b) # (b, a). |

Portanto, um par ordenado (a, b) ndo é um conjunto {a, b},
visto que este, ao contrario do primeiro, é dado pelos seus elementos
independentemente da ordem e sem repeticdo, isto é, tem-se entdo:

{a,b} = {b,a} e a # b
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15. Produto cartesiano de dois conjuntos. Conceito de
relacdao binaria. Consideremos, num dado liceu, a condicéo:

X é um aluno ) vy é uma turma

Se designarmos por A o conjunto dos alunos e por T o con-
junto das turmas desse liceu, a referida condigdo serd verificada por
todos os pares ordenados (a, b), tais que a € A e b € T. Pois
bem, o conjunto de fodos esses pares é chamado o produto car-
tesiano de A por T e designado simbolicamente por A x T.

Consideremos, agora, a condigédo:

X é um aluno da turmay

Esta serd verificada por certos, mas nao por todos os pares orde-
nados pertencentes a A X T. Tal condigdo determina, por conse-
guinte, um conjunto contido em A x T. Esse conjunto de pares orde-
nados € chamado a relagdo definida pela condicdo ‘x é um aluno
da turma y'.

Vejamos um outro exemplo. Suponhamos que as letras P, E, |,
L, M, R designem, respectivamente, Portugal, Espanha, Itdlia, Lisbhoa,
Madrid, Roma e consideremos os conjuntos:

oA ={P,EI}, B={L MR}
Neste caso, a condicao:
XeANYeDB

é verificada por todos os pares ordenados (P, L), (P, M), (P, R),
(E, L), (E, M), (E, R), (I, L), (I, M) e (I, R). O conjunto destes
pares é chamado produto cartesiano de £ por (B e designado opr
A x 7B. Consideremos, agora, a condigéo:

A capital de X é Y
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quando X varia em £ e Y varia em (B. Esta condicdo define uma
relacdo, que é precisamente o conjunto de pares ordenados (P, L),
(E, M), (I, R) que a verificam (subconjunto de c# x B).

Assim, dum modo geral:

DEFINICAO. Dados dois conjuntos A, B quaisquer, chama-se
produto cartesiano de A por B, e representa-se por A x B, o
conjunto de todos os pares ordenados que se podem formar, indi-
cando primeiro um elemento de A e depois um elemento de B.
Simbolicamente:

AxB={(xy):x eAAY €B}

Cada subconjunto de A x B é chamado relacdo entre A e B.
Esta pode ser definida por uma condigdo com duas varidveis que
tenham por dominio, respectivamente, A e B.

Em particular, pode ter-se A = B. Entdo A x B pode ser desig-
nado por A2 e chamado quadrado cartesiano do conjunto A. Neste
caso, cada subconjunto de A2 é chamado relacdo bindria definida
em A.

Por exemplo, a condicgao:

m e n sdo numeros naturais,
que se pode escrever abreviadamente:
m e [N A n €N,

é verificada por todos os pares ordenados de nimeros naturais, isto
é, determina o conjunto [N2. Por sua vez, a condicdo:

m<n

define em [N uma relagdo binéria, constituida pelos pares de nlimeros
naturais, tais como (1, 2), (1, 3), (5, 9), etc., que verificam tal
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condicdo. E claro que a mesma relagéo é definida por qualquer condigéo
equivalente A primeira em [N, por exemplo: n - m > 1.

Analogamente, o quadrado cartesiano do conjunto {1, 2, 3} é
o conjunto:

{(1.1).(1,2),(1,3),(2,1).(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3) }

Por sua vez, a condigdo m < n no universo {1, 2, 3} define a relagéo:

{(1,2),(1,3), (2.3)}

subconjunto de {1, 2, 3 }2.

16. Produto cartesiano de trés conjuntos; relacoes ter-
narias. As consideragOes anteriores estendem-se obviamente ao
caso de condigGes em mais de duas varidveis. Seja no universo [N
a condigao:

X € divisor comum de y e z

Esta é verificada, por exemplo, quando x = 3,y = 6 e z = 15,
mas ndo quando x = 3, y = 6 e z = 8. Exprimiremos estes factos
dizendo que a condicéo é verificada pelo terno ordenado (3, 6, 15),
mas nao pelo terno ordenado (3, 6, 8). Exemplos de outros ternos
ordenados que verificam a condicao:

(5, 10, 15), (6, 12, 18), (3, 3, 6), (3, 3, 3), etc.
Exemplos de outros ternos ordenados que nao a verificam:
(10, 5, 15), (6, 3, 6), etc.
Analogamente, em |R, a condi¢cédo
X<y-z
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é verificada pelos ternos ordenados
(2,7,3), (-2 3,3), (0, w 3), etc.
mas nao pelos ternos ordenados
(2,3,7), (3, -2,3), (m0,3), etc.

Dum modo geral, dados trés conjuntos A, B, C quaisquer, chama-se
produto cartesiano de A, B e C, e designa-se por A x B x C, o
conjunto de todos os termos ordenados (X, y, z) tais que x € A,
y € B ez € C; isto é simbolicamente:

AxBxC={(xy,z):x eAANy EBAzeC}

Cada subconjunto de A x B x C sera chamado uma refacédo
terndria. Em particular, pode ter-se A = B = C; neste caso, o pro-
duto A x B x C chama-se cubo cartesiano de A e representa-se
por A3, e cada subconjunto de A3 diz-se uma relacdo terndria defi-
nida em A.

Por exemplo, o cubo cartesiano de { V, F } é:

{V,F}3={(V,V,V), (F,F, F), (V,V,F), (V. . V), (F. V, V),
(F, E, V), (F, V, F), (V, F, F)}

Neste caso, a condicdo x A y = z (em que o sinal = exprime
a relacao de implicacdo material) define uma relacdo ternaria em
{V, F}, constituida pelos ternos ordenados (V, V, V), (F, F, F),
(V, V), (F, V, V), (F, F, V), (F, V, F), (V, F, F). E claro que a
mesma relacdo pode ser definida pela condigédo:

NZ:}-NXVNVF

equivalente a primeira. Por sua vez, a relacdao contraria, definida pela
condigdo ~(x A y = z), reduz-se ao subconjunto singular {(V, V, F)}
do referido cubo cartesiano.
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17. Sequéncias. Conceitos gerais de produto cartesiano e
de relacao. Seja n um nimero natural qualquer. Todas as vezes que,
a cada um dos ntimeros 1, 2, ..., n, se faz corresponder um determi-
nado elemento (de qualquer conjunto), diremos que é dada (ou defi-
nida) uma sequéncia de n elementos. Se for a, o elemento que
corresponde a 1, a, o elemento que corresponde a 2, ..., a5 o ele-
mento que corresponde a n, a sequéncia assim definida sera designada
pela notagéo:

(a'lr azr ey an)l

ou simplesmente pela notagao:

a,a, ... an

se ndo houver perigo de confusdo. Neste caso a, é o primeiro elemento
da sequéncia, a, 0 segundo elemento da sequéncia, ..., an 0 Ultimo
elemento da sequéncia.

Em particular, quando n = 2, 3, 4, 5, ... a sequéncia chama-se,
respectivamente, um par ordenado, um terno ordenado, um quaterno
ordenado, etc. Mas também pode ser n = 1; entdo a sequéncia
reduz-se ao seu primeiro e ultimo elemento, a,. Posto isto:

DEFINICAQ. Dados n conjuntos A, ..., An, chama-se produto
cartesiano destes conjuntos, pela ordem em que estdo escritos o
conjunto de todas as sequéncias (x1, ..., Xn) de n elementos, tais
que X, € Ay, ..., Xn € An.

O produto cartesiano (') dos n conjuntos A, ... A, é designado
pela notagdo A, x ... X Ap ou, abreviadamente, pela notagdo:

n
I Ai

i=1

(') Também chamado ‘produto directo” ou simplesmente ‘produto’ por
alguns autores.
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Em particular pode ter-se n = 1 e, entdo, o produto cartesiano
reduz-se ao proprio conjunto A,.

Também pode acontecer que os simbolos A, ..., A, designem
todos um mesmo conjunto A, isto &, que:

chama-se poténcia cartesiana n de A e designa-se por A".
Por exemplo, se A = {0,1 }, tem-se:

A4 = {(0, 0, 0 0), (1, 0,0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0),
(0,0, 0, 1),(1,1,0,0), (1,0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0),
(0,1,0,1), (0,0 1,1), (1,1,1,0), (1,1, 0, 1), (1, 0, 1, 1),
©1,1,1), (1,1,1,1)}

Tal como os conceitos de elemento e de conjunto, o conceito
de sequéncia faz parte da propria estrutura da linguagem e, por-
tanto, do pensamento. Toda a palavra, toda a frase, todo o discurso
sdo constituidos por uma sequéncia de sons elementares (no tempo)
ou de letras (no espag¢o). Com as vinte e poucas letras do alfabeto
tém sido compostas as mais belas obras de literatura e muitas das
mais importantes obras da ciéncia. Com um limitado sistema de
simbolos musicais, tém sido construidas as mais prodigiosas sequéncias
de sons ou de conjuntos de sons, desde as polifonias da ldade
Média as grandes sinfonias da musica romantica ou moderna. E ape-
nas com base nos dois valores l6gicos os computadores electrénicos
elaboram extensissimas sequéncias, que traduzem os mais compli-
cados calculos e raciocinios da ciéncia contemporanea, de acordo
com programas preestabelecidos.
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18. Generalidades sobre relacoes bindrias. Ja dissemos
que se chama relacao binédria qualquer conjunto R de pares ordenados
(ndo confundir R com [R). Em vez de dizer que um dado par
(x, y) pertence ao conjunto R, diz-se geralmente que o par (X, v)
verifica a relacdo R e escreve-se

XRy

Para indicar que (x, y) nao verifica R, escreve-se

xKy

Assim, o simbolo K designa a relacdo contréria (ou complementar)
de R:

xRy < ~ (xRy)

Ja vimos exemplos desta convengdo nos simbolos #, ¢, etc.

Geralmente uma relacdo binédria R é definida por uma condigéo
com duas varidveis; entdo, duas condigdes definem a mesma relagéo,
sse sdo equivalentes. Os dominios das duas variaveis podem ser
dois conjuntos U e V distintos ou um mesmo conjunto U; neste caso,
a relagdo R é uma subconjunto de U2 e diz-se que R é definida em U.

Se a relagdo R se reduz a um conjunto finito (e ndo muito
numeroso) de pares ordenados, podemos definir R pela simples indi-
cacdo dos pares que a verificam. Por exemplo, a relacdo definida
pela condigéo x < y no conjunto A = {1, 2, 3, 4} é o conjunto de
pares ordenados:

R=1{(1,2),(1,3),(1,4), (23),(24), (34}

Analogamente a relagdo definida pela condigao x divide y' no con-
junto B = {1,2,3,45,6} é o conjunto de pares ordenados:

S = {(1,2), (1,3), (1, 4). (1, 5), (1, 6), (2, 4), (2, 6), (3, 6),
(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4 4), (5 5), (6, 6) }
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Um modo sugestivo de definir uma relagdo em tais casos é repre-
sentar os elementos por pontos (dispostos de qualquer modo), e
indicar os pares ordenados por meio de setas, que se dirigem do
primeiro elemento para o segundo elemento de cada par. Assim,
para as relacées R e S dos dois exemplos anteriores, temos, respecti-
vamente, os dois seguintes diagramas:

Um outro processo ainda a utilizar nestes casos é o das tabelas
de duas entradas, usando por exemplo o valor légico V para os
pares ordenados que verificam a relacdo e o valor F para os pares

ordenados que néo a verificam. Assim, para as referidas relacées R e S
temos respectivamente as tabelas:

X Ry X Sy
X1234 X123456
1 |F|lv|v]|v 1| v|v|v|v]|v]|yv
2| F|F|Vv|vV 2| F|V|IF|V]|F|vV
3| F|F|F|V 3| FlE{V|B|F|V
4| F|F|F|F s E|F|F|V]|F|F

s |[FI|F|E{F|¥]|E
¢ | FlE|F|EIF|¥

No caso particular em que os elementos dados sdo os préprios
valores l6gicos a relagdo é ao mesmo tempo uma operagao ldgica,
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como ja se viu no Cap. | (o conceito geral de operagdo serd estudado
num capitulo posterior). Alids, estas tabelas tornam-se mais simples
e sugestivas, se usarmos simplesmente um ponto para o valor V e um
espaco em branco para o valor F.

Jé vimos que, na linguagem comum, a distincdo entre individuos
(ou elementos) e classes (ou conjuntos) é acusada pela divisdo dos
substantivos em prdprios e comuns. H4, porém, substantivos comuns
que ndo se referem exactamente a classes mas sim a relagGes: pode-
riamos chamar-lhes por isso substantivos relativos. Tais sdo, por exem-
plo, os substantivos ‘filho’, ‘irmao’, ‘colega’, etc. Assim, a palavra
‘filho’ ndo se aplica propriamente a individuos duma determinada
classe, mas sim aos pares ordenados de individuos que verificam a
relacao definida pela condigao:

X é filho de y’

e analogamente nos outros casos. Mas, na linguagem comum, as
relagOes bindrias ndo sdo expressas unicamente por meio de substan-
tivos relativos: também por meio de adjectivos, nos graus positivo ou
comparativo (p. ex. ‘mlltiplo’, “paralelo’, ‘perpendicular’, 'maior’,
‘menor’, ‘mais alto’, ‘mais denso’, etc.) ou por meio de proposi¢coes
("acima’, ‘abaixo’, ‘antes’, ‘depois’, ‘ao norte’, etc.) ou ainda por
meio de verbos transitivos ('divide’, ‘intersecta’, etc.).

19. Restricoes duma relacdo. Dados um conjunto U e uma
relagdo bindria R definida em U, chama-se restricio de R a um
subconjunto VV de U a relacdo R’ assim definida em V:

xRy« xRy V xy eV
isto é:
R°"=RnNn V2
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Também se diz neste caso que R é uma extensdo (ou um
prolongamento) de R" a U.

Por exemplo, a relagéo R atrés definida no conjunto A = {1, 2, 3, 4}
€ a restricao da relacdo < (definida em |R) ao subconjunto A de IR;
por sua vez, a restricdo dessa relagdo R ao conjunto A’ = {1, 2, 3}
é a relagdo R = { (1, 2), (1, 3), (2, 3) }. Muitas vezes, quando
ndo ha perigo de confusdo, designam-se pelo mesmo simbolo arela-
cao e a sua restricdo. Por exemplo: o sinal < designa indiferentemente
a relacdo de grandeza definida em |R, a sua restricdo a |IN, etc.

20. Relacoes reflexivas e relagcdoes anti-reflexivas. Vimos
que a relagéo divide, restringida ao conjunto B = {1,2,3,4,5,6}, é
verificada pelos pares (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6),
visto que fodo o numero x se divide a si prdprio, isto é:

x divide x, V x € B

Este facto é traduzido no diagrama anterior por /acetes em todos os
elementos, isto é, por setas que se dirigem de cada elemento para
o proprio elemento; e na tabela de duas entradas pela preseng¢a do
valor V em todos os lugares da 1.2 diagonal. Exprime-se este facto,
dizendo que a relagao é reflexiva. Dum modo geral:

DEFINICAO. Diz-se que uma relacio bindria R definida num
conjunto U é reflexiva, sse:

XxRx Vx €U

Esta propriedade também se pode exprimir simbolicamente, escre-
vendo:

XxX=y = XRy (Vx vy €l
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Por outro lado:

DEFINICAO. Diz-se que uma relagdo binéria R definida em U
€ anti-reflexiva, sse:

xRy = x#vy (Vx,y €l

Assim, a relagao divide no universo [N é reflexiva, ao passo que
a relacdo < em |IN (ou mesmo em |R) é anti-reflexiva, visto que
X < y= X # Y. Arelagdo < entre conjuntos, é reflexiva, mas a rela-
cao contido estritamente é anti-reflexiva (1).

Outros exemplos: Sendo r, s duas rectas, escreve-se r || s, para
indicar que r é paralela a s, e r L s, para indicar que r é perpen-
dicular a s; é claro que se tem, nestes casos:

rjflrVvr

rls==rss

Assim, a relagdo || (de paralelismo) é reflexiva: toda a recta é
paralela a si prépria (por definigdo). Pelo contrario a relagdo L (de
perpendicularidade) é anti-reflexiva: nenhuma recta é perpendicular
a si propria (em geometria euclidiana).

A relacdo semelhante entre figuras geométricas é reflexiva: toda
a figura é semelhante a si propria. Mas ja as relagées filho (entre
pessoas), mais denso (entre substancias), etc. sdo anti-reflexivas.

Note-se que uma relagdo pode nao ser reflexiva nem anti-reflexiva.
Por exemplo, a relagdo definida em IR pela condicéo:

X< 2y

ndo é reflexiva (ndo se tem x < 2 x para todo o x € |R) nem

(") Nao esquecer que, neste caso, a relagédo é definida no conjunto de todos
os subconjuntos dum conjunto dado.
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anti-reflexiva, como é facil ver; no entanto, a restricdo desta relacao
a IN é reflexiva: todo o numero natural é menor que o seu dobro.

21. Relacao inversa. Relacdes simétricas e relacoes anti-
-simétricas. Dada uma relagédo binaria R num conjunto U, chama-se
relacdo inversa, de R e designa-se por R-' a relagdo assim definida:

xRy < yRXx
Por exemplo, tem-se:
x é multiplo de y < vy divide x

Assim, a relagdo é multiplo de (ou, abreviadamente, a relagado
multiplo) é inversa da relagdo divide. Analogamente, a relagdao > é
inversa da relagdo <, a relacao @ inversa de <, a relacéao pai ou mae,
inversa da relacédo filho ou filha, etc.

Mas ja a inversa da relagdo = é a relagdo =, a inversa de ||
é |, a inversa de L é L, a inversa de semelhante é semelhante, a
inversa de irmao ou irma é irmao ou irmé, etc. Quando uma relagado
coincide com a sua inversa, diz-se que é simétrica, isto é:

DEFINICAO. Diz-se que uma relagdo bindria R definida num
conjunto U é simétrica, sse:

xRy = yRx (Vx, vy €U)

Nesta hipétese tem-se, pelo principio de substituicdo das varia-
veis aparentes, y Rx == xRy, eportantox Ry < y R X o que
significa precisamente que R = R-1,

DEFINICAO. Diz-se que uma relacdo bindria R, definida num
conjunto U, é anti-simétrica, sse:

xRy > yBEx (Vx vy €U)
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Por exemplo, a relagdo < no universo |R é anti-simétrica, visto
que x < y = vy < x. Também as relagbes contido estritamente,
filho, etc., sdo anti-simétricas. Mas j& as relagbes <, <, divide, etc.
ndo sdo simétricas, nem anti-simétricas, segundo as anteriores defi-
nicoes. Porém:

DEFINICAO. Diz-se que uma relacdo binédria R, definida num
conjunto U, é anti-simétrica em sentido lato, sse:

XRYyAYRXx = x=y (Vx vy €U

Por exemplo, ja vimos que a relacdo < é anti-simétrica em sen-
tido lato. Analogamente, é facil ver que as relacées <, divide (em |N),
etc., sdo anti-simétricas em sentido lato.

Como exercicio, interessa ver como se reconhece se uma relacao
é simétrica ou anti-simétrica ou anti-simétrica em sentido /ato,
quando definida por um diagrama ou por uma tabela.

Também interessa muito conhecer uma particularidade das desig-
nacdes de relagbes simétricas na linguagem comum. Por exemplo,
diz-se indiferentemente:

"X é irmdo de Y’ ou ‘X e Y sdo irméos’
‘X é colega de Y ou ‘X e Y sdo colegas’
‘r é paralela a s" ou ‘r e s sdo paralelas’
‘r é perpendicular a s" ou ‘r e s sdo perpendiculares’

‘A é disjunto de B’ ou ‘A e B sdo disjuntos’.

Mas ja a expressdao ‘X é filho de Y’ ndo é de modo nenhum
equivalente a ‘X e Y sdo filhos’; a expressdo ‘x é menor gue y' nao
é equivalente a ‘x e y sdo menores’, etc. E claro que no primeiro
caso se trata de relacGes simétricas, e no segundo de relagées néo
simétricas.
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Como se vé, quando uma relacdo simétrica é indicada, na lin-
guagem comum, por um substantivo ou adjectivo, este pode figurar,
no singular, entre os dois termos do par ordenado (além do verbo
e duma preposicdo) ou no plural, apds os dois termos do par orde-
nado (mas ja sem preposicdo). Esta segunda forma linguistica implica
sempre que a relacao é simétrica.

Algumas vezes para evitar possivel equivoco, acrescenta-se a
expressdo ‘entre si’ @ segunda forma. Por exemplo, pode dizer-se
indiferentemente, a respeito de dois nimeros naturais m e n:

‘m é primo comn’ ou 'm e n sdo primos entre si’

mas ndo ‘m e n sdo primos’. Com efeito, o adjectivo ‘primo’ tem
duas acepgbes em aritmética, sendo umas vezes absoluto (isto é,
aplicavel a uma classe de nimeros) e outras vezes relativo (isto é,
aplicavel a uma relacé@o entre nimeros). Assim, é verdade que 14 e 15
sdo primos entre si (isto é, 14 é primo com 15), mas é falso que
14 e 15 sdo primos.

22. Relacoes transitivas. Relacoes de equivaléncia. J4
atrds se nos apresentaram exemplos de relacdes transitivas: tais sdo
as relagdes =, <, etc. O conceito geral é assim definido:

DEFINICAO. Diz-se que uma relacdo R, definida num con-
Jjunto U, é transitiva, sse:

xRy AYRz = xRz (Vx vz €U)

Se a relagdo é dada por um diagrama, isto quer dizer que, sempre
que haja duas setas seguidas, dum elemento a para um elemento b
e de b para um elemento ¢, deve haver também uma seta, directa-
mente de a para c. Estdo neste caso os diagramas do n.° 18; na
verdade as relag6es < e divide sdo transitivas, mesmo no universo |N.

Mas nao sdo transitivas as relagbes L, filho, irmdo, etc., como
é facil ver. Por exemplo, pode haver trés individuos x, y e z tais que
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X é irmdo de y A y é irmao de z, sem que seja x irmdo de z.
A relacdo sucessor, no universo |N, também nao é transitiva (diz-se
que um numero natural x é sucessor de outro nimero natural vy,
quando x = y + 1); esta relagdo, restringida por exemplo ao con-
junto {1, 2, 3, 4}, conduz ao diagrama:

1T - 2 > 3 = 4,

que patenteia a nao transitividade da relacéo.

DEFINICAO. Chamam-se relacées de equivaléncia as relacées
binarias que sao ao mesmo tempo reflexivas, simétricas e transitivas.
A mais simples de todas as relacées de equivaléncia é a relacdo
légica de identidade, num universo qualquer. Tem-se, com efeito:

1. a =a, V a
2. a=b = b =a
3. a=b Ab=¢c => a=c¢

A propriedade 1 é o PRINCIPIO DA IDENTIDADE (pag. 15).
As propriedades 2 e 3 resultam de 1, pelos principios l6gicos de
substituicao.

Note-se que o diagrama desta relacdo num universo finito se

reduz a lacetes, para todos os elementos. Assim, no universo
11,2, 3.4}

Uy Y
Sao ainda relacdes de equivaléncia as relagbes de paralelismo
e de semelhanca, a relacdo compatriota (aplicada a pessoas), etc.

Néao sao relacdes de equivaléncia as relagbes irmao ou irma e perpen-
dicular, porque nao sao reflexivas nem transitivas (apenas simétricas).
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Uma relagdo de equivaléncia muito importante em geometria
é a relacdo de igualdade geométrica. Sabemos (ou julgamos saber)
o que em geometria significa ‘'uma figura ser igual a outra’. Esta
nocdo obedece as seguintes propriedades:

1. Uma figura F é sempre igual a si propria.
2. Se F é igual a G, entdo G é igual a F.

3. Se F éigual a G e G ¢é jgual a H, entao F é igual a H.

Trata-se, pois, duma relacao reflexiva, simétrica e transitiva, ou
seja duma relagdo de equivaléncia. Mas ndo convém indicar esta rela-
¢do com o sinal =, que, como j& sabemos, esta reservado para a rela-
cdo légica de identidade. Ora a igualdade geométrica ndo é identi-
dade: duas figuras podem ser iguais sem serem a mesma figura
(entendendo aqui por ‘figura” um conjunto qualquer de pontos, p. ex.
um segmento de recta).

Para indicar a igualdade geométrica, usaremos o sinal ~ (que se
I&é 'é geometricamente igual a') entre as designacdes das figuras.

Tornaremos, mais adiante, ao estudo geral das relacdes de equi-
valéncia.
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