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CAPITULO il

NUMEROS INTEIROS E CALCULO COMBINATORIO

1. Ndamero de elementos dum conjunto. A nog¢do de namero
apresenta-se pela primeira vez ao espirito do homem como resul-
tado da operacido de contagem. O homem primitivo conta as ove-
lhas dum rebanho, fazendo corresponder a cada ovelha uma deter-
minada pedra, de modo que a duas ovelhas distintas correspondam
sempre duas pedras distintas; assim, o conjunto de pedras utilizadas
na contagem representa o ntimero de ovelhas do rebanho, de tal modo
que, se, por exemplo, vier a faltar uma ovelha, hd sempre possi-
bilidade de dar pela auséncia, ao tentar estabelecer de novo a corres-
pondéncia entre as ovelhas e as pedras.

Aparece-nos aqui um novao conceito — o de correspondéncia —
que, tal como os conceitos de elemento, conjunto e sequéncia, ndo
definimos, mas apenas procuraremos esclarecer por meio de exemplos.

Sejam A e B dois conjuntos. Se, a cada elemento de A, fizermos
corresponder um elemento, e um sd, de B, diz-se que fica estabelecida
uma correspondéncia univoca entre A e B (1). Por exemplo, a
seguinte figura indica uma correspondéncia univoca entre dois con-
juntos, sendo os elementos do primeiro representados por quadrados,

(1) Trata-se aqui, a bem dizer, duma relag8o bindria, subconjunto de AxB.
Mas isso serd discutido mais tarde.
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os do segundo por circulos e a correspondéncia por meio de setas
que vao de cada quadrado ac circulo correspondente:

l N/ l
O O O O

Se, a cada elemento de um conjunto A, corfresponder um deter-
minado elemento de B, de modo que, reciprocamente, cada elemento
de B corresponda deste modo a um elemento de A, e um s6, a cor-
respondéncia diz-se biunfvoca ou correspondéncia um-a-um entre
A e B. Exemplo figurado:

I A
O O O O O O

No exemplo anterior de contagem das ovelhas por meio de pedras,
o que se faz é estabelecer uma correspondéncia biunfvoca entre o
conjunto das ovelhas e um conjunto de pedras. Deste modo, se
vier a faltar alguma ovelha, jd ndo serd possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto das ovelhas presentes
e o conjunto das pedras, pois sobrard, pelo menos, uma pedra.
Vejamos ainda outros exemplos de correspondéncia:

. Consideremos uma estante que tenha vérios livros em cada
prateleira. Ha, neste caso, uma correspondéncia univoca entre o con-
junto dos livros e o conjunto das prateleiras, pois a cada livro corres-
ponde uma prateleira e uma sd: aquela onde o livro estd colocado.
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Mas uma prateleira corresponde assim a mais de um livro: a corres-
pondéncia ndo é, pois, biunivoca.

II. Numa dada turma dum liceu, a cada aluno corresponde uma
(e s6 uma) carteira— aquela onde se senta. Se as carteiras $8o
individuais e se todas sdo ocupadas, a correspondéncia € biunivoca
entre os dois conjuntos e o numero de alunos é, portanto, igual ao
nimero das carteiras. Caso contrério, isto é, se as carteiras ndo sdo
individuais ou se hé carteiras ndo ocupadas a correspondéncia sera
univoca, mas ndo serd em geral biunivoca entre os dois conjuntos.

DEFINICAO. Dados dois conjuntos A e B, diz-se que A é equi-
potente a B, sse é possivel definir uma correspondéncia biunivoca
entre A e B.

Vé-se logo, intuitivamente, que a relagdo equipotente assim defi-
nida é reflexiva, simétrica e transitiva, portanto uma relagio de equi-
valéncia. Posto isto:

DEFINICAQ. Diz-se que dois conjuntos A e B iém o mesmo
niimero de elementos (ou a mesma poténciaj, sse A e B sdo sequi-
potentes.

Deste modo, o numero de elementos dum conjunto A (também
chamado nimero cardinal ou simplesmente cardinal de A) é, por
assim dizer, a propriedade que esse conjunto tem de comum com
todos os conjuntos que se possam pdr em correspondéncia biunivoca
com A (). Por conseguinte, 0 nimero de elementos de A podera ser
representado indistintamente por qualquer desses conjuntos (equi-
potentes a A) incluindo o préprio A.

Por exemplo, no caso das ovelhas, o seu niimero pode ser repre-
sentado pelo préprio conjunto das ovelhas ou pelo referido conjunto

{1} Modernamente, o nimero de elementos dum conjunto é em geral con-
cebido extensivamente, isto é, como cfasse de conjuntos e ndo como propriedade
caracteristica dessa classe.
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de pedras ou por qualquer outro conjunto que se possa pdr em
correspondéncia biunivoca com o primeiro. E frequente as criancas
indicarem com os dedos o ndmero de anos que tém. Alguns pastores
contam as cabeg¢as dum rebanho por meio de entathes feitos num
cajado. E ainda hoje, em certas ocasiGes, contamos os elementos
dum conjunto, fazendo corresponder a cada elemento um risco num
papel; assim se geram simbolos tais como:

L0, 3L LTI, L, I, ete.

que podem ser tomados como designagées de ntdmeros. Encontramos
vestigios deste processo elementar nos simbolos I, 11, lIl, [lll da nume-
racdo romana. Mas note-se como ja os simbolos HH, 111, ... sdo subs-
tituidos pelas suas abreviaturas IV, V, ..., a fim de evitar uma escrita
demasiado longa. E assim, por meio de convencées simbdlicas, que
0s sistemas de numera¢do comecam a simplificar-se e a aperfeigoar-se
no decorrer dos séculos. O mais perfeito dos sistemas hoje usados
habitualmente — 0 da numerag¢do decimal, que serd estudado mais
tarde em pormenor — nasceu de pdr os objectos contados em cor-
respondéncia com dedos das duas m&os, uma ou mais vezes.

Chama-se ndmero natural (ou numero inteiro positive) o ndmero
de elementos dum conjunto finito qualquer, ndo vazio. Os nimeros
naturais sido, habitualmente, designados pelos simbolos da nume-
ra¢ao decimal:

1,23, ..,10, 11, ..., 100, 101, 102, ..,

Por sua vez, o conjunto de fodos os possiveis nilimeros natu-
rais é designado pelo simbolo IN. A experiéncia que adquirimos diaria-
mente no uso dos nidmeros naturais induz-nos a admitir que o
conjunto IN & infinito.

Por outro lado, somos levados a atribuir aos conjuntos vazios
também um numero, que se chama zero e se designa pelo sim-
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bolo 0. Portanto, dizer que um conjunto é vazio equivale a dizer
que o numero dos seus elementos é zerg. Assim se nos apresenta,
para comodidade de linguagem, uma primeira extensdo da ideia de
ndmero. Os ndmeros naturais e o nimero zero recebem a designagéo
comum de nidmeros intefros absolutos (ou ndmeros intefros ndo nega-
tivos); representaremos por Ng este conjunto. Assim, temos:

IN = {1,2,3, 4, ...}
INo = {0,1,2 3,4, ... }
INo = NU {0} e portanto [N < [Ng

O namero de elementos dum conjunto finito A é designado pelo
simbolo % A. Se A é vazio, tem-se # A = 0. Se A ndo é vazio, tem-se
# A €IN.

Em particular: 4 A = 1< I'x:x € A

2. Reunido de dois conjuntos disjuntos e soma de dois
nlimeros. A nocdo intuitiva que todos temos de ‘conjunto finito’
implica as duas seguintes propriedades:

1) Todo o subconjunto dum conjunto finito é ainda finito.

2} A reunido de dois conjuntos finitos é ainda um conjunto
finito.

Ora, o conceito de reunido de conjuntos da iugar ao conceito de
soma de numeros, do seguinte modo:

DEFINICAO. O ndmero de elementos de A U B é chamado
soma do nimero de elementos de A com o numero de elementos
de B, sse A e B sdo disjunios (isto é, se AN B = ©).

Sejam a e b dois nlimeros naturais quaisquer. Entdao existem, pelo
menos, dois conjuntos finitos A e B, nao vazios, tais que:

# A=a #B=b
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Estes conjuntos A e B podem ser ou sdc disjuntos. Porém, a
experiéncia quotidiana leva-nos a admitir, por indugdo (ver Cap. |,
n.e 17), o seguinte facto:

3) Quaisquer que sejam os numeros naturais a, b, € sempre
possivel determinar dois conjuntos finitos A e B disjuntos, tais
que # A =2a # B =Db.

Ora, nesta hipotese, segundo 2), a reunido de A com B é um
conjunto finito e, por definicdo, & (AU B) é soma de a com 4.
Por conseguinte:

. PROPOSICAO DE EXISTENCIA. Para todo o par ordenado
de nimeros naturais a e b, existe (pelo menos) um nimero natural
¢, tal que ¢ € soma de a com b.

Por outro fado, é facil ver que:

Il. PROPOSICAO DE UNICIDADE. Para todo o par ordenado
de numeros naturais a e b, ndo pode existir mais de um numero
natural ¢ que seja soma de a com b.

Com efeito, suponhamos qgue ¢ e ¢’ sdo soma de a com b.
Quer isto dizer que existem dois conjuntos A e B disjuntos tais que:

#+ A=3a #B=Db # (AUB)=c
e dois conjuntos A’ e B’ disjuntos tais que:
# A =a #B =b# (AUB)=c¢

Mas, como 3 A =4 A" e B = ¥ B, existem correspondéncias
biunivocas entre A e A’, e entre B e B. E, como AN B = Z,
A'N B’ = &, essas correspondéncias permitem definir uma corres-
pondéncia biunivocaentre AU Be A'U B'. Logo# (AU B) =# (A'VU B')
Oou sejac = c'.
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EXEMPLO FIGURADO:

0O 0 0"
Lol

Assim, a cada par ordenado de nimeros naturais a e b, fica a
corresponder um, e um s6, numero natural, que se chama a soma
de a com b. A soma de a com b é representada pela notacdo a + b.

Chama-se adicdo a operacdo que faz corresponder a cada par
(a, b) de ndmeros naturais o nimero a + b.

A proposicio | exprime-se dizendo que a adicdo em IN & sempre
possivel e a proposicdo ll, dizendo que a adigdo em [N é univoca
(ou uniforme). De tudo isto resulta, aplicando o PRINCIPIO LOGICO
DE SUBSTITUICAOQ, a seguinte propriedade vélida no universo [N:

a=a  Ab=b=at+tb=a+b

Notemos, agora que, todas estas consideracdes relativas a ndmeros
naturais {conjunto IN) se estendem a numeros inteiros absolutos
(conjunto [Ngy). Como, por definicdo, 0 é o nimero de elementos do
conjunto vazio e

AUugd = A gualquer que seja o conjunto A,
segue-se gue:
a+ 0=a VaelNg

Exprime-se este facto, dizendo que 0 € elemento neutro da adi¢cao
em [Ng (em [N nédo existe elemento neutro da adigdo).
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3. Comutatividade e associatividade da adigdo. Adicio
iterada. E evidente que a comutatividade e a associatividade da
reunidqo de conjuntos tem como consequéncia a comutatividade e
associatividade da adicdo de nimeros. Assim, quaisquer gue sejam
a, b, ¢ €N, tem-se:

a+b=>b+ a (PROPRIEDADE COMUTATIVA)

(a+b)y+c=a+ (b+c) (PROPRIEDADE ASSOCIATIVA)
Por exemplo, se a =4 A, b =4 B, com An B = &, tem-se:
atb=4# (AUB)=4# (BUA)=b+a

e analogamente para a associatividade.

Mas note-se que hé propriedades da reunido que nao se trans-
mitem 3 adicio de ndmeros. Por exemplo, vimos que, entre os sub-
conjuntos dum universo U, ha um efemento absorvente, para a reuniéo,
que & precisamente U. Ora, ndo ha nenhum elemento absorvente para
a adicio em [Ng, isto 6 nenhum elemento n tal que

a+n=n, Vaec N

Por outro lado, tem-se:
AU A = A Y A< U (propriedade de idempoténcia)

ao passo que, em |[Ng, s6 poderd a + a = a quando a = 0; excep-
tuado este caso, é sempre a + a # a.

Seja agora n um nlmero natural diferente de 1. Chama-se soma
de n numeros a,, a,, ..., 8n 0 ndmero que se obtém adicionando o
primeiro com o segundo, adicionando depois 0 resuitado com o ter-
ceiro, e assim sucessivamente, até chegar ao Ultimo. A soma dos
n ndmeros dados {chamados parcelas) representa-se pela notagdo:

a.! +32+...+an
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ou ainda pela notacdo mais condensada e mais correcta:

n

2 ax (ler: somatério de ag de 1 a n)
k=1

Em particular, para n = 2, 3, 4, ..., temos:

3
ak= a, +ta,, Xak-=(a, ta,) +a,
: k=1

2
2

k=1

4
Tag = ((ar + a,) +az) *+a, ..
k=1

Deste modo, partindo do conceito de soma de dois numeros,
é definido o conceito de soma de trés ou mais numeros. A operacao
assim definida para mais de dois dados é chamada adicéo iterada(?).
Define-se, inclusivamente, soma de um unico numero como sendo
esse mesmo nimero, isto é, pondo simbolicamente:

Z @ = a,
k=1

Seja por exemplo ax = k, para k = 1, 2, ... Entdo:

il

n
> ag

S k=1+2.. 4+n= N0+

1 2

Temos estado a usar exclusivamente a letra k como /ndice de
adicdo, mas trata-se, neste caso, de uma variavel/ aparente {também

(') Também chamada adigdo sucessiva. O adjectivo “iterado’ é sinénimo de
‘repetido’.

141



J. SEBASTIAO E SILVA

aqui chamada /ndice mudo), sujeita & mesma regra de substituicdo
das variaveis aparentes em quantificadores (pag. 71). Assim, tem-se:

E claro que poderiamos definir directamente soma de n nidmeros
a,, ... an (com n natural qualquer), a partir da reunido de n con-
juntos, A, ..., Ap, tais que# A, = a,, ..., % Ap = a,, sendo estes
conjuntos disjuntos dois a dois, isto é, sendo AjN Ax = @ para j # k.
Com efeito, tem-se neste caso:

a,ta,* .. tag=4 (A,UAU ...UA)

ou, abreviadamente:

n n
T oak =4 U Ak

ke=1 k=1

Mas, note-se que estamos a considerar apenas um namero finito
de parcelas, ao passo que a reunido de confuntos se pode definir
para uma infinidade de parcelas (ver Cap. ll, n.2 13).

Entretanto, é fécil ver que a comutatividade e a associatividade
se estendem & adigdo iterada sob as seguintes formas:

COMUTATIVIDADE GENERALIZADA. A soma de védrios nume-
ros néo se altera quando se muda a ordem das parcefas.

ASSOCIATIVIDADE GENERALIZADA. A soma de vérios ndme-
ros néo se aftera quando se substituem duas ou mais parcelas pela
sua soma.

4. Relacado de grandeza entre nimeros. Diz-se que o nimero
de elementos dum conjunto A é menor gue o nimero de elementos
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dum conjunto B, quando A é equipotente a uma parte de B, mas nao
é equipotente a B. Para indicar que um ndmero a é menor que um nu-
mero b escreve-se a < b; neste caso também se escreve b > a e se
diz que b é malor que a. Exemplo figurado:

»:O O O

l l l $A<#B
B | ]

Pela experiéncia que temos com os conjuntos finitos sabemos que:

Um conjunto finito nunca é equipotente a urna sua parte estrita().

Daqui e da definicdo anterior resulta que a inclusdo estrita entre
conjuntos finitos A e B (ndo vazios) da lugar a relacdo de grandeza,
expressa pelo sinal <<, entre numeros naturais; isto é:

(%) ACBAA#B=%#A<# B
A relagdo < é estendida a I[N, mediante a seguinte definigéo:

O<a«0#a (VaceiNg)
que mantém a propriedade (1).
E facil ver agora que:
I. A relagdo < é anti-reflexiva, isto é:

X<<y=x%#y (emIN oulINp)

('} Como veremos adiante, esta propriedade ndo é valida para conjuntos
infinitos e pode, por isso, ser tomada para definigdo de ‘conjunto finito'.
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Além disso prova-se, como indicaremos mais adiante, que:
Il. A relacdo < é anti-simétrica, isto é:
X <Y = ¥4 X

Por sua vez, a transitividade da relacdo de inclusdo dé lugar 2
transitividade da relagdo de grandeza << {em [N ou |Ng):

118 a<b A b<c=a<ec

Esquema demonstrativo:

a=# A b=% B c=% C

* O O a<b
b

| | l b< o
N N N N N N

Mas, surge agora uma propriedade nova. Ja tinhamos visto
(p&g. 92) que, dados dois conjuntos A e B, pode acontecer que
nenhum deles esteja contido no outro. Porém, a experiéncia quotidiana
conduz-nos, por inducéo, & seguinte lei:
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Dados dois conjuntos finitos A e B ndo vazios, é sempre possivel
estabelecer uma correspodéncia biunivoca entre um deles e um
subconjunto do outro.

Passando a niimeros. esta lei traduz-se pela seguinte propriedade:

IV. Dados dois numeros naturais a, b, tem-se sempre: ou
a<boub<aoua=b. Simbolicamente:

VabelN: a<bVb<aVa=b

Exprime-se este facto, dizendo que a relagdo < é fricotomica.
A conjuncédo das propriedades |, Il e IV é chamada PROPRIEDADE
DA TRICOTOMIA FORTE e pode enunciar-se do seguinte modo:

V. Dados dois numeros naturais a, b, verifica-se sempre uma,
e uma s6, das seguintes hipdteses:

a<<b, b<a a=b

5. Relacéo de grandeza Iata. A partir da relagdo < define-se
a relagdo <, chamada relacdo de grandeza lata, tal como se segue:

DEFINICAO. a<b< a<b V a=b

E ndo oferece dificuldade verificar que as propriedades |, Il,
il e IV sdo, agora, substituidas pelas seguintes:

. a=b = ag<b (REFLEXIVA)

I a<b A b<a= a=b (ANTI-SIMETRICA LATA)
H'. a<b A bsc = a<c (TRANSITIVA)

IV. Vab €IN: agsb V b<a (DICOTOMICA)
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E manifesto que a relacdo < entre niimeros traduz a relacdo <
entre conjuntos:

ACB=#%# A< # B

Todavia, a relacdo <, que €& reflexiva, anti-simétrica lata e tran-
sitiva (como a relagdo <), ndo é dicotdmica, como j& observamos.

6. Adicao e relacio de grandeza. Das propriedades anteriores
deduzem-se algumas outras que vamos demonstrar:

PROPOSICAO 1. A soma de dois ntimeros naturais é sempre
maior que qualquer desses numeros; isto é, simbolicamente;

a<<a+x, VaxeclN

Demonstracéo:

Seja a=# A, x=%# X, sendo A e X conjuntos finitos disjun-
tos e nao vazios. Entdo:

atx=4 (AUX), AcAUX e A#AUX

E, como a inclusdo estrita entre conjuntos finitos implica a relacao <
entre numeros (n.° 4), vema < a + X

PROPOSICAO 2. Dados dois nimeros naturais a e b tais que
a<_ b, existe sempre (pelo menos) um numerc natural x tal que
a + x = b; isto é simbolicamente:

Va belN: a<<b= dx,at+tx=b

Demonstracéo:

Seja a=4% A, b=# B e a< b. Entdio podemos estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre A e um conjunto A’ con-
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tido estritamente em B. Ponhamos BN A'=X; entdo AAUX=B
e AN X = &, de modo que, se pusermos # X = x,_viré a+ X=bh.

A
_A.

A conjuncdo das proposicoes 1 e 2 pode enunciar-se como
segue (no universo N):

(1) a<b-< dx, a+x=b

Esta proposicdo poderia mesmo ser tomada como definicdo do
conceito de ‘'menor que’ (<) a partir do conceito de 'soma’ ( +),
no universo IN: Diz-se que a < b, sse existe pelo menos um x tal que
atx=bn.

- ‘De (1) e das propriedades da adicdo deduzem-se novas propo-

sighes. Assim:
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PROPOSICAO 3. a<b = atc<b+c¢ Va b, ¢ €N

Demonstracao:

Suponhamos a<C b. Entdo existe x €1N tal que a + x=b. Ora,
pelas propriedades associativa e comutativa da adicdo, tem-se:

(a+.c)+xxa+(c+x)=a+(x+c)=(a+x)+c=b+c

Assim: (a+ c)+x=Db+c¢ eportanioa+c< b +c.

A proposicdo 3 pode ser enunciada em linguagem comum dizendo
‘Quando uma das parcelas aumenta, a soma aumenia’ ou ainda
"Adicionando o mesmo numero a ambos 0s membros duma relagéo
de grandeza, a relagdo mantém-se’. Exprime-se esta facto dizendo
que a adicdo é uma operagao mondtona.

OBSERVACAOQO. As propriedades anti-simétrica e transitiva da
relacdo << em [N poderiam igualmente ser deduzidas de (1), apli-
cando a propriedade anti-reflexiva e as propriedades da adigao.
Essas deducdes podem ser feitas como exercicio.

Por sua vez, da proposicdo 3 deduz-se:
PROPOSICAQ 4. a+c=b+c = a=b, Va, b, c €N

Demonstracido:

Suponhamos a + ¢ =b +¢. Segundo a propriedade da tricoto-
mia, 86 pode ser a<<b ou b<ta ou a=b. Mas se fosse a< b
viria, pela monotonia de adicdo, a + c<< b + ¢, e entdo ndo poderia
ser a + ¢ = b + ¢ (propriedade anti-reflexiva).

Analogamente, se fosse b<{a, viia b+c<a+c e ndo
poderia ser a + ¢ = b + ¢. Por conseguinte s6 pode ser a = b. (COM-
PARE ESTA DEMONSTRACAO COM O EXEMPLO DE POLISSILO-
GISMO DADO NO CAPITULO I, N.c 17).

A propriedade da adigdo que acabamos de demonstrar é chamada
PROPRIEDADE DA REDUCAO ou PROPRIEDADE DO CORTE,
pois que se passa de a+ ¢c=b + ¢ para a =Db, cortando o termo ¢
em ambos os membros da primeira igualdade.

148



COMPENDIO DE MATEMATICA
Daqui, por sua vez, deduz-se 0 seguinte:

COROLARIO. Dados dois ndmeros a, b€ |N, ndo pode existir
mais de um x €|N tal que a + x=h.

Com efeito, se x e y sdo nlmeros naturais tais que a+x=b
e a+y=Db, entdo a+ x=a +y, donde, pela propriedade do corte,
x = y. Portanto, simbolicamente:

atx=b Aaty=b= x=y

7. Subtraccdo. A andlise anterior permite-nos estudar, em
toda a generalidade, o seguinte problema:

Dados dois nameros a, b €N, achar um nimero x &N tal que
at+tx=b. '

Pelo que. vimos, este problema sé é possivel (isto é sé tem
solucédo), quando a<C b. Mas neste caso, além de possivel, & deter-
minado (isto é, tem uma dnica solugcédo). Simbolicamente:

bga=>~3x, a+x=b (nenhuma solucéo)

a<b=3d"x, a+x=b (umae uma sé solucéo)

Neste Ultimo caso, o nlimero x procurado é chamado diferenca
entre b e a e representado por b — a. Fica, pois, assim definida uma
operacdo (subtraccdo) que faz corresponder ao par ordenado (b, a)
o nimero b—a (b é entdo chamado o aditivo e a o subtractivo).
Porém, ao contrdrio da adi¢do, esta operagdao em |N:

— N&do é sempre possivel.
- Nédo é comutativa.

— Néo é associativa. P.ex. (8—5) ~2+# 8 ~.(b—2).
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Todavia, como vimos, a subtraccdo em N &€ .unfvoca (isto é, a
diferenca, quando existe, é Gnica). Além disso, facilmente se demons-
tram, como exercicio, as duas seguintes proposi¢des:

a<<b= a-c<b-c¢ (se c<a)

a<b=>c-a>c~b (se h< 6)

que se podem enunciar dizendo: A diferenga aumenta quando o adi-
tivo aumenta e diminui quando o subtractivo aumenta. Também
podemos exprimir este facto dizendo que a subtraccdo é crescente a
esquerda e decrescente a direita (PROPRIEDADES DE MONO-
TONIA DA SUBTRACCAO).

8. Multiplicacdo. J3§ vimos como se define a adigdo iterada
ou adigdo de varias parcelas a ., ..., an, cujo resultado se representa
pora, +..+aoupor X ak (comn € [N). Pode acontecer,

k=1
em particular, que as n parcelas sejam um mesmo nimero a € [N:

axk=a, para k=1, ..., n

n -
Neste caso, a soma X ak é chamada produto de n por a e
1

representa-se por n X a, n.a ou simplesmente n a. Chama-se multi-
plicagao a operagao que faz corresponder ao par ordenado de nimeros
naturais n e a (factores) o nimero natural n a (produio). . -

Como a adi¢cdo é sempre possivel e univoca em |N, o mesmo
acontece com a multiplicagdo. Além disso sabe-se {e havemos de
demonstra-io) que a multiplicagdo em N é:

I. Comutativa: ab=Dba, Va, b €[N

Il. Associativa: (ab) c =a (bc), Va, b, ¢c €IN
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. BDistributiva a respeito da adicao:
(z_a+b) c=ac+bc Va b, ¢ccIN
IV. Monétona: a<b = ac< bc, Va, b, ¢ elN
Da definicdo resulta ainda que:'
V. la=a , Va €IN

Exprime-se este facto dizendo que 1 é elemento neutro da mul-

tiplicacéao.
A multiplicaco iterada é definida como fizemos para a adigao.
Chama-se produto de n ndmeros a,, ... ap (com n natural # 1) o

niimero que se obtém, multiplicande a, por a,, muitiplicando depois
a, a, por a, e assim sucessivamente até ap. O resultado final é repre-
sentado por a, ... ap, Mais correctamente, por:

n
I1 a; (ler produto dos aj de 1 a n)

j=i

Note-se que o indice j é agui uma varidvel aparente (/ndice mudo),
tal como nos somatérios.
Pde-se ainda, por definicdo:

Tal como a adicao, a multiplicacado iterada possui as PROPRIEDA-
DES ASSOCIATIVA E COMUTATIVA GENERALIZADAS.

EXEMPLOS IMPORTANTES:

. Se os n factores a,, ..., ap sdo todos iguais a um mesmo

nimearo a, o seu produto é por definicdo, a poténcia n de a, que
se representa por a". Chama-se potenciagdo a operacdo que faz
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corresponder, ao par ordenado (a, n) de nldmeros naturais a (base)
e n (expoente), o ndmero natural a" (poténcia). A potenciagdo €,
como se vé, sempre possivel e univoca (em |N), mas ndo é comu-
tativa (p. ex. 23 # 32) nem associativa [p. ex. [(23)2 s 2(33)],
Possui, no entanto, propriedades bem conhecidas (relativas ao pro-
duto de poténcias com a mesma base ou com 0 mesmo expoente),
que serdao demonstradas posteriormente.

il. Suponhamos ax =k, para k=1, 2, ... Entéo:

2 3
II k=1, MM k=1%x2=2 U k=1%x2x3=6,...
k=1 k =1 k=1

n
Assim, dum modo geral, II k é o produto 1 x 2 x .., xn
' Kk = 1

dos n primeiros nimeros naturais. Este produto é chamado factorial
de n e representa-se por nl. Serd, pois, por definicédo:

nl= I kK ¥ n e|N.
k =1

9. Divisdo exacta. Da monotonia da multiplicagdo deduz-se,
tal como para a adigdo, a PROPRIEDADE DO CORTE:

ac=bc = a=b, V'a, b, ¢ €IN.

A demonstragao é perfeitamente analoga & que se fez para a adicao.
Daqui, por sua vez, deduz-se:

COROLARIQ. Dados dois ndmeros naturais, a, n, ndo pode
existir mais de um ndmero natural x tal que n x = a. Simbolicamente:

nx=a A ny=a= x=y (em |N)
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Por outro lado, demonstra-se que o produto de dois numeros
naturais é sempre superior ou igual a qualquer dos factores (igual,
s6 quando um, pelo menos, dos factores € 1). Simbolicamente:

(1) nx>n V¥nx&lIN

Estas propriedades ajudam-nos a estudar o seguinte problema:

Dados dois nimeros a, n € |N, determinar um numero X €N, tal
que nX = a.

A propriedade'('l) diz-nos que a condigdo a > n & necesséria
para que o problema seja possivel (ou resoldvel). Porém, tal condi-
¢80 nio é suficiente: p. ex. temos 5> 3 e ndo existe henhum ndmero
natural x tal que 3 x = 5.

Por outro lado, o anterior coroldrio da propriedade do corte diz-
-nos que, quando o problema é resoluvel, tem uma tnica solucao.
Neste caso, diz-se que a é divisivel por n (ou miltipio de -n), e o
nimero x tal que nx = a & chamado o guociente exacto de a por n
e representado por qualquer das notagoes:

%, a/fn ou a:n (1)

Por exemplo, 2= 2, visto que 3 X 2 =6,

Na referida hipotese, chama-se divisdo exacta a operacio que
faz corresponder ao par ordenado {(a, n) o nimero a/n (a é entdo
chamado o dividendo e n o divisor). Como se viu, a divisdo exacta
nao é sempre possivel, mas, quando possivel, é univoca em iN.
Além disso, a divisdo ndo é comutativa nem associativa: p. ex.
(24:6):2 #+ 24:(6:2). Mas é crescente a direita e decrescente a
esquerda (isto é, o quociente aumenta quando o dividendo aumenta
e diminui quando o divisor aumenta).

(1) A ultima destas notagdes, para designar o quociente, tende a cair em
desuso. -
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10. WNultiplicacde em N,. Por definigio:
(1) | | _ O0xa=0 VaelNo

Com esta definicdo suplementar a multiplicacdo definida em IN é
estendida a Ny, continuandoc a ser sempre possivel, univoca, asso-
clativa, comutativa e distributiva a respeito da adicdo. Porém, a
propriedade da monotonia é alterada; é claro que temas agora, em |Ng:

a<<h = ac<bc, sse ¢=# 0

A proposicao (1) (definicdo) exprime-se dizendo que 0 &
elemento absorvente da multiplicacdo. |

Consideremos, agora, o problema da divisdo exacta em [Ng:
Dados a, n € [N, achar x € IN° fal que nx = a. H4, agora, a distinguir
4 casos: '

Se a# 0 e n s 0, estamos no caso anterior (em [N).
Sea=0en#0, o problema é possivel e determinado: x = 0.

Se a# 0 e n=0, o problema & impossivel, visto que entdo
nx =0, Vxe Ng.

r

Se a=0e n=0, o problema & possivel mas J/ndeterminado:
qualguer x € |N, verifica a condigéio nx = a.

11. Ndameros infinitos. O conceito de niumero de elementos
dum conjunto A, tal como foi definido no n.e 1 deste Capitulo, nao
se [imita ao caso em que A ¢ finito.

Em qualquer hipétese, o nimero de elementos dum conjunto A
(também chamado poténcia de A, nimero cardinal de A ou simples-
mente cardinal de A) é designado pela notacdo # A. Assim, por
definicado:

#+ A=4# B < A é equipotente a B
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Diz-se que o nimero de elementos de A é infinito, sse A é infi-
nito. Por exemplo, # [N ¢ infinito.

Por outro lado, escreve-se # A << 4 B, sse A é equipotente a
uma parte B, mas ndo a B. Esta definicao desde logo implica a
propriedade anti-reflexiva da relacdo <:

a<b=a#bh.

Vimos atras que a inclusdo estrita entre conjuntos A e B finitos
se traduz na relagdo < entre ndmeros, isto é:

ACBAA#B=>FA<#B

Quer isto dizer que o numero de elementos dum conjunto finito
€ sempre maior que 0 niimero de elementos de uma sua parte estrita.
E este um facto que induzimos da nossa experiéncia quotidiana sobre
conjuntos finitos, e que se exprime em linguagem comum dizendo:
‘O todo & sempre maior que qualquer parte (estrita)’.

Porém, logo no primeiro contacto com os conjuntos infinitos surge-
-nos um facto surpreendente:

Se A é um conjunto infinito, existe pelo menos uma sua parte
estrita, cujo numero de elementos € igual ao de A.

Consideremos por exemplo o conjunto [N e designemos por P
0 conjunto dos nimeros pares positivos (2, 4, 6, ...). Temos entdo
evidentemente P< N e P % N. Porém, se fizermos corresponder a
cada ndmero natural n o nimero par 2n (o dobro de n), conforme
0 seguinte esquema:

NG 2 3 PR,
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é facil ver que fica assim definida uma correspondéncia biunivoca entre
os conjuntos |N e P. Com efeito, a fodo o ne |IN carresponde um e um sé
m €P, que é m = 2n. Reciprocamente, para todo 0 m €P, existe
um e um s6é n €|N tal que 2n=m e que é n=m/2. Por conse-
guinte, temos:

apesar de P ser uma parte estrita de IN. Analogamente se prova que [N
é equipotente ao conjunto dos nimeros naturais fmpares, ao conjunto
dos numeros naturais miltiplos de 3, etc., etc..

Outro exemplo. Consideremos um angulo convexo A O B; este
& uma das partes em que fica dividido um plano por duas semi-rectas
com origem comum, portanto um conjunto infinito de pontos.

o} | A

Sabe-se que é possivel, de muitas maneiras, passar ao angulo
A O B’ contido estritamente no primeiro, por meio duma translacdo,
este facto é-nos sugerido intuitivamente pelo exemplo dum esquadro
que desliza ao longo duma régua. Ora, é facil ver que essa translagdo
faz corresponder a cada ponto P do primeiro &ngulo um determinado
ponto P’ do segundo e que fica assim estabelecida uma correspon-
déncia biunivoca entre os dois conjuntos de pontos. Logo o nimero
de pontos do conjunto A O B é igual ao numero de pontos da
sua parte estrita A O’ B'.
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Recordemos que, ne Cap. |, n.e 8, tinhamos renunciado a dar
uma definicdo de ‘conjunto finito’. Pois bem: uma definicdo de
‘conjunto finito’, adoptada por muitos matematicos, é precisamente
a seguinte:

DEFINICAQ. Diz-se que um conjunto A é finito, sse ndo existe
nenhuma parte estrita de A equipotente a A.

(Subentende-se nesta definicio que o conjunto vazio ndo é
equipotente a nenhum conjunto nao vazio).

Convém, desde ja, notar que existem diferentes nimeros infinitos.
Assim, provaremos mais adiante que o numero de elementos de |N
& menor que o nimero de elementos de |IR (conjunto dos nimeros
reais), isto é:

# IN <<% IR

Existem numeros maiores que # [R, mas presume-se (embora
ninguém o tenha demonstrado) que ndo existe nenhum nidmero a
compreendido estritamente entre 4 |N e # [R. Por outro lado, demons-
tra-se que # [N é o menor de todos os numeros cardinais infinitos
que se possam apresentar, Este nimero é designado pelo simbolo
No. em que o sinal R € a primeira letra maidscula do alfabeto
hebraico (lé-se 'alefa’).

12. Objecto do calculo combinatério. Nimero de elemen-
tos da reunido de dois ou mais conjuntos. O calculo combina-
toério tem por objecto o estudo de problemas relativos ao nlimero de
elementos de diferentes conjuntos que podem ser obtidos a partir de
conjuntos dados, por meio de operacoes |6gicas, tais como a reunido,
a interseccdo, a multiplicagdo cartesiana, etc. No estudo do célculo
combinatdrio limitar-nos-emos a conjuntos finitos, embora esse estudo
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se possa estender a conjuntos infinitos. Comecaremos pelo caso da
reunido e da intersecgzo.

J& vimos que dados dois conjuntos A e B (finitos), se tem, por
defini¢io:

# (AUB)=#A+% B, se ANB=0

Porém, se a interseccdo de A com B ndo &€ vazia, esta férmula
deixa de ser vélida. Suponhamos, por exemplo, que A representa o
conjunto dos habitantes duma dada cidade que sdo empregados
do Estado e B o conjunto dos habitantes da mesma cidade que sdo
empregados de entidades particulares. Entdo serd AW B o conjunto
dos habitantes dessa cidade que estdo empregados. Mas ndo pode-
mos, sem mais, escrever, neste caso:

# (AUB) =4# A+ B,

pois pode haver elementos comuns a A e a B, que sdo contados duas
vezes. A formula correcta serd, entdo, como é facil ver:

+ (AUB) =% A+% B—+# (AN B)

Representando a reunigo AU B por A + B e a intersecgao
AN B por A B, como s¢ faz muitas vezes, a férmula anterior
escreve-se:

# (A+B)=4 A+4 B-4% (AB)

158



COMPENDIO DE MATEMATICA

Consideremaos, agora, trés conjuntos finitos A, B e C quaisquer.
Como exercicio, pode verificar-se que:

# (A+B+C) =% A+# B+ 3 c—#(AB)~*#(AC)—
- # (BC) + 4 (ABC)

No caso geral de n conjuntos finitos A, ..., Ay quaisquer,
chega-se 3 férmula:

n n n
%(.Z1Ai)='z1#Ai_ Z & (AA)
= I=

1<i<i
n n-1
+ T & (AAA) -+ (1) #F(AA, L AY)
1< i<k

Esta, que apresentamos aqui apenas a titulo de curiosidade,
pode ser chamada FORMULA DE DANIEL DA SILVA, pois foi o
matematico portugués Daniel da Silva, do século passado, quem a
introduziu, embora sob forma diversa, no seu trabalho Propriedades
gerais e resolucdo directa das congruéncias binémias; introducdo
a teoria dos nameros.

13. Ndamero de elementos do produto cartesiano de dois
ou mais conjuntos. Comecemos por um exemplo simples. Suponha-
mos que-numa sala de baile se encontram 4 rapazes, que desigharemos
por a, a, a, a, e b raparigas, que designaremos por b,, b,, b,
b, b.. Ponhamos: '

A= {'31, azr aa' a4}
B = {b_',- b-2; bsr b4! b5}

Quantos pares diferentes se podem formar, ao todo, sendo cada
par constituido por um rapaz e uma rapariga?
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E claro que se pede agui o niimero de elementos do conjunto
A x B. Este produto cartesiano pode ser obtido como se descreve
no seguinte diagrama, em que cada seta indica um par ordenado
(em primeiro lugar um rapaz e em segundo uma rapariga):

.
f
*\......Ei.l.... >
o ‘6"’,
A £ ’.I‘ b >B
WSS
TN ..
\ \bs
y,

De maneira mais sistemética, os pares ordenados podem ser
obtidos como se indica na seguinte tabela de duas entradas:

AxB
N b, b, b, b, b,
a, a,b, ab, a,b, a,b, a,bg
a, a,b, ab, a,b, a,b, a,b,
a, azb, ésbz ayb, a,b, asb,
a, a,b, ab, e b, | a,b, a,b,
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Como se v&, para maior simplicidade, usémos aqui a notagao
‘aj aK’ para designar cada par ordenado (a;j, ak).

Quanto aos niimeros de elementos de A X B, o célculo é bem
simples. Cada rapaz pode figurar em 5 pares diferentes, visto haver
5 raparigas; portanto, como hé 4 rapazes, podem formar-se ao todo
4 x 5 pares diferentes. O ndmero pedido é, pois, 20.

Sejam agora A e B dois conjuntos finitos quaisquer, ndo vazios,
esejam =4 A, n =4 B. Como B tem n elementos, cada elemento
de A d4 origem exactamente a n pares diferentes de A x B. Por-.
tanto, como A tem m elementos, seré m x n 0 ndmero de elementos
de A x B.

Se um, pelo menos, dos conjuntos A e B é vazio, é claro que
nenhum par pode ser formado e assim A x B também é vazio. Por
conseguinte, quaisquer que sejam os conjuntos finitos A e B,
iemos sempre:

# (AXxB)=#Ax4 B

Esta formula é mesmo adoptada, por muitos autores, para
definicdo de produto de numeros. Tal definicdo permite dar demons-
tracGes intuitivas das propriedades comutativa e distributiva da mul-
tiplicagdo. Assim, para a propriedade comutativa, basta observar
que, fazendo corresponder a cada elemento (a, b) de A x B o elemento
(b, a) de B x A, se estabelece uma correspondéncia biunivoca entre
AXxBeBxA, e portanto:

# (AxB)=%(BxA)y=%#Bx 4A

Quanto & propriedade distributiva, é facil ver que, sendo A, B
e C conjuntos finitos quaisquer, se tem:

(AUB) x C= (A x C)U (B x C)

I61
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e que, se A e B sdo disjuntos, também A x C e B x C sdo disjuntos
(exemplifiquecomA={a ,a,,a,},B={b,b,}eC={c,. c ,e,c,}).
Portanto, se pusermos% A =m,# B = n, # C = p, vira:

(m+n)p = mp *+ np

Pata a propriedade associativa, temos de recorrer ao conceito
de produto cartesiano de trés conjuntos. Sejam A, B e C trés con-
juntos finitos quaisquer; ja sabemos que:

AxBxC={(xv 2 :xeA yeB zeC}

Mas, é claro que os ternos ordenados (x, Yy, z) podem ser
obtidos associando a cada par (x, y) de A x B um elemento z de C.
Fica, assim, manifestamente definida uma correspondéncia biunivoca:

(% v),2) > (X 2)

entre (A x B) x Ce A x B x C, visto que, a cada elemento ((x, y), z)
de (A x B) x C corresponde um e um sé elemento (x, y, z)
de A x B x C e, reciprocamente, cada elemento (x, y, z) de
A x B x C corresponde, deste modo, a um tnico elemento ({(x, y), 2)
de (A x B) x C. Analogamente se estabelece uma correspondéncia
biunivoca entre A X (B x C) e Ax B x C, Portanto, se pusermos
# A=m 4 B=n% C=p, sera:

# (AXxBxC)=4 (AxB)x# C=(mn)p
# (AxBXxC)=4 Ax# (BxC)=m(np)

donde (m n) p=m (n p). A0 mesmo tempo se vé que:

# (AXBXxC) =% Ax# Bx4%C
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E claro que este resultado pode ser estendido a um ntimero natural
n qualquer de conjuntos finitos, A, ..., An. Sera, entéo:

# (A, XA, X . XAg) = %A XFA X %X FAn

ou seja, em notagdo mais correcta:

n n
4 11 Aj = I1 ’H‘Aj
j=1 i=1

Em particular, os n conjuntos Aj podem ser todos um mesmo
conjunto A. Neste caso, o seu produto cartesiano é An e tem-se:

# AN = (4 AP

EXEMPLOS:

. Um cofre tem trés discos, cada um com as mesmas 24 {etras,
e sb pode ser aberto quando se coloca uma determinada letra de
cada um dos discos numa deierminada posicao. Supondo que se
ignora o segredo do cofre, de quantas maneiras diferentes se podem
colocar as letras dos discos nas referidas posicoes?

E evidente que as maneiras diferentes de colocar as letras séo
dadas por todas as sequéncias de 3 letras escolhidas no conjunto
das 24 letras consideradas. Designemos por £ este conjunto; sera
entdo 4% o conjunto de todas as referidas sequéncias e assim o
niimero pedido seré:

4+ A3 = (4 A)3 =243 = 138247

Il. Quantos nlimeros diferentes de 5 algarismos se podem repre-
sentar com os algarismos 1, 3, 9, no sistema decimal? '
E claro que os referidos ntmeros, taiscomo19391,91319,
11111, etc., estio em correspondéncia biunivoca com as sequén-
cias de 5 algarismos, escolhidos entre os trés algarismos 1, 3, 9.
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Designando por A o conjunto destes algarismos, serd A5 o conjunto
das referidas sequéncias e, portanto, sera:

4 A5 = (% A)5=35=243

1. Quantos nimeros diferentes de 4 algarismos se podem repre-
sentar com os algarismos 0, 2, 4, 6, 8, no sistema decimal?

O problema, agora, é ligeiramente mais dificil, porque ndo ha
expressdes decimais de nidmeros que comecem por 0. Assim, desig-
nando por A o conjunto dos algarismos 2, 4, 6, 8 e por B o conjunto
dos algarismos 0, 2, 4, 6, 8, o niimero pedido sera:

# (AxB3) = (4% A) x (#B)3=4x53=500

Um problema anélogo serd o seguinte:

Quantos ndmeros inferiores a 10 000 se podem representar, no
sistema decimal, com os algarismos 0, 2, 4, 6, 8?

Muitos outros problemas, relativos aos mais diversos dominios,
se podem resolver aplicando os resultados anteriores sobre produtos
cartesianos.

14, Mdamero de subconjuntos dum conjunte finito.
Sendo A um conjunto qualquer, designa-se por /) (A) o conjunto
de todos os subconjuntos de A, isto é, simbolicamente:

P A) = {X: X< A}

Entre os conjuntos pertencentes a /) (A) figuram o conjunto
vazio e o préprio conjunto A (recordemos que ) (A) é um conjunto
de tipo 2 em relacdo a A).

Quando A ¢ finito, a contagem dos elementos de () (A) pode
fazer-se de maneira simples, aplicando a teoria do produto cartesiano.
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Com efeito, se for# A = n, podemos dispor os elementos de A numa
sequéncia de 7 elementos distintos:

. an

Nestas condigbes, todo o subconjunto C de A pode ser defi-
nido, fazendo corresponder a cada elemento a; de A o nGmero 1 ou
o niimero 0, conforme aj € C ou a; ¢ C. Assim, cada subconjunto C
de A fica representado por uma sequéncia de n elementos do con-
junto {0, 1}. Por exemplo, se n = 4, as sequéncias

¢110, 1001, 1111, G000,

representam, respectivamente, os conjuntos:

{ay ash {a a.) {a a8, a,}=A 0

Tormando ao caso geral, é evidente que, por este processo,
fica estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre os subcon-
juntos de A e as sequénctas de n elementos de {0, 1}, isto §,
entre ()(A) e {0, 1 }". O nimero de elementos de ({(A) seré igual
ao de {0, 1} M ou seja 2", Assim, para todo o conjunto finito A, serd

+ P (A) = 2%A

Este facto leva alguns autores a designarem pelo simbolo 2A
o conjunto 77 (A).

EXERCICIO. Calcular o nimero total de relagBes bindrias que
se podem definir num conjunto finito A com n elementos. Deduzir
dai o nimero de relacdes binérias (e portanto de operagées binarias)
que se podem definir no conjunto {V, F} dos valores légicos.
Respostas: 2" 16.
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15. Arranjos e permutacdes. Consideremos o seguinte pro-
blema:

Dispondo de pecas de pano de 4 cores diferentes e desejando
fazer bandeiras tricolores com faixas de pano verticais, quantas
bandeiras diferentes se podem obiter?

Subentende-se, neste enunciado, que duas bandeiras sdo dife-
rentes, se e s6 se € verificada uma das duas seguintes condicdes:
a) as bandeiras ndo t8m as mesmas cores; b) as bandeiras sdo for-
madas pelas mesmas cores em ordem diferente, relativamente a haste.
Torna-se entdo evidente gque o problema consiste em contar as
sequéncias de 3 cores diferentes, escolhidas entre as 4 que sido dadas.
Assim, se designarmos estas cores por a, b, ¢, d, as sequéncias:

abec, abd, dab, bca, etc

representam bandeiras tricolores diferentes, como se pretende; ao
passo que as sequéncias

aba acc bbb, etc
ndo interessam ao problema. Ora bem:

DEFINICAO. Dé4-se 0 nome de arranjos 3s sequéncias consti-
tuidas por elementos todos distintos (isto é, as sequéncias em que
nao figurem elementos repetidos).

Note-se qde as sequéncias também sfo chamadas arranjos com
possivel repeticéo ou arranjos completos.

Assim, o problema anterior consiste em determinar o ndimero
total dos arranjos formados por 3 cores entre as 4 cores dadas. Para
isso, comecemos por considerar os arranjos com uma 86 cor, eviden-
temente em numero de 4;

a, b c d
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Notemos, agora, que se pode passar dos arranjes com uma cor
para todos os arranjos com 2 cores, colocando sucessivamente, a
direita de cada um dos primeiros, uma das cores restantes, cujo
nimero é 4 -1 = 3. Assim, os 4 primeiros dao origem a 4 x 3
arranjos com 2 cores:

ab ba Ca da
a-/—,:ac b-—/-bc cé:-cb dédb

\ad \Abd \-cd \dc

Analogamente, podemos passar dos arranjos com 2 cores para
todos os arranjos com 3 cores, colocando sucessivamete, a direita
de cada um dos primeiros, uma das cores que nele néo figuram,
e cujo nimero é 4 -2 =2, Assim, os 4 X 3 arranjos com 2 cores
dio origem a 4 x 3 x 2 arranjos com 3 cores:
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E como ndo pode haver, evidentemente, outros arranjos com
3 cores, 0 numero pedido serd 4 x 3 x 2 = 24, (Recordemos que o
numero total de sequéncias de 3 cores é 4 x 4 x 4 = 64),

Este raciocinio pode estender-se ao caso geral. Dados dois niime-
ros naturais n, p, tais que p< n, o numero total de arranjos que se
podem formar com p elementos escolhidos entre os n elementos dum
dado conjunto U é designado pelo simbolo

ﬂAp

que se |& ‘numero de arranjos de n elementos tomados p a p’ ou sim-
plesmente ‘arranjos de n, p a p’. Comecemos por considerar os
arranjos com um s6 elemento, escolhido entre os n elementos do
conjunto U; o niimero destes arranjos é, evidentemente:

Seja agora k qualquer nimero natural tal que 1 < k < p. Se j4
tivermos obtido fodos os arranjos com k elementos e se k < p, é
claro que obtemos fodos os arranjos com k + 1 elementos, colo-
cando 3 direita de cada um dos primeiros um dos n elementos que
nele ainda néo figuram e cujo niimero é n—k. Assim, cada arranjo
com k elementos dé origem a n—k arranjos com k + 1 elementos,
e, portanto:

MAg+t = PAg X (n—k)
Fazendo sucessivamente k=1, 2, ..., p— 1, vira:

"A, = MA X (n—1), PA, = PA, x (n-2), ...

2

nAp = nAp-1 . [ﬂ—(p—1)]

Daqui, por substituicées sucessivas, lembrando que PA, =ne
que n- (p—-1) = n —p + 1, vem finalmente:

PMp=n(n=1)(n=2) ... (n—p+1)
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ou, em notacdo mais correcta:

p—1
(1) nA, = IT (n-k) | (n.p €N, p<n)
k=0

Esta férmula pode traduzir-se dizendo:

O numero de arranjos de n elementos p a p é igual ao produto
de p numeros naturais consecutivos a partir de n em ordem
decrescente. |

Por exemplo:

6A, =6 x 5 x 4 x 3 =360

4 factores

Recordemos que o nmero de sequéncias com 4 elementos &
6x6x6x6=64=1296, A diferenga vem, como vimos, do facto
de os arranjos serem sequéncias com elementos todos diferentes.
Dum modo geral, dados dois nlimeros naturais, n, p quaisquer (podendo
agora ser p>> n ou p< n) designaremos pelo simbolo:

BA'p (ler "arranjos completos de n, p a p)

o ndmero total de sequéncias que se podem formar com p elementos
escolhidos entre n elementos dum conjunto dado. Serd, pois:

A, = nP (¥ n, p €IN)
Na férmula (1) pode acontecer em particular que se tenha
n = p. Entdo, obtém-se:
r-1

pAL= II (n-kK)=nx(n-1) x..x2x1
k=0

n
=1x2x ,..x(n—1) xn=1IIj
: -1
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Ora, j4 vimos (pag. 152) que o produto dos n primeiros nimeros
naturais, se chama factorial de n e se designa pelo simbolo nl. Assim:

nAn = nl

DEFINICAO. Chama-se permutacdo dum conjunto finito U qual-
quer arranjo que se possa formar com todos os elementos de U.

O nidmero total de permutagées dum conjunto de n elementos
é representado pelo simbolo P,, que se |& ‘permutagbes de .
Assim:

Pﬂ = nAn = pnl

Para exemplo e exercicios, ver Compéndio de Algebra(?),
7.0 ano, Ultima edig¢ao.

16. Combinacdes. Sobre este assunto, seguir o referido Com-
péndio.

(1) Refere-se o autor ao Compéndio de Algebra aprovado ao tempo, po-
dendo hoje serem consultados diversos livros que tratam do assunto (N. do E.).

170



Indice

NOTA DE APRESENTAGAO
Capitulo I. INTRODUCAO A LOGICA MATEMATICA

y &

oo &N

10.
11.

12.
8
14.

1.5,

15a.

16.
17.
18.
18.
20.
21.
22

BIVIAIS & BRDTESSDES | o v o 56a & AN 5 8055 505§ 300 5 5 8 5005 90 4 ¥ Aus
TEIMTS © PIOPOSIEOEE, ovw s cd © suis 5o ase s a b 5 dis raa e 2 oo b v 3
Distincdo entre a designacdo e o designado ...............
Relacédo l6gica de identidade ......... .. vnnnnn
Individuos e classes; relacdo de pertenca ..................
Relatividade dos conceitos de individuo (ou elemento) e de classe
(ou conjunto). Universo légico e tipos légicos ......... e

Dar ou definir um conmjunto ... .vvi it ie it ennnennns
Conjuntos finitos e conjuntos infinitos. ....................
Valores l6gicos das proposicdes ........ccivvevunn.n.  FEEYe
Operacdes logicas sobre pProposiCoES . . v v v v vt ininennnnn

As operacdes logicas, consideradas como operacGes sobre valores
LB 0 5 b B e B s s B B T e B0 W M 9% 1% T

As operacoes ldgicas e as maquinas de calcular.............
Propriedades da conjuncdo e da disjuncédo........ b E e

Propriedades da negacdo; suas relagcbes com a conjuncdo e a
ISIUEEG s« sw s dsvs s am i vm B w Pi oS 5 s ¥s Pows CHE 55 54

Implicacdo material e dedugédo . ................ e A
Propriedades da implicacio; relacGes desta com as outras opera-
cOes logicas. Novos tipos de silogismo..............von..
Equivalencia material . con s v s e s capes s swsos s s es s sssss
Polisilogismos. Dedugdo e indugdo. Teorias dedutivas........
EXpress0es COM ValiaVeiS. . - v v v i ei e e tneeenneennanenns
Tipos de expressdes com Varidveis. .. ..o v viin v inenennns
Condicbdes universais e condicbes impossiveis...............

Equivaléncia formal. Principios légicos de equivaléncia .......
Célculo proposicional com varidveis........cccuvveeneerenn.

Pégs.

11
12
13
14
15

17
18
19
20
22

25
26
30

34
36

42
46
49
53
56
57
59
62



23.
24,
25.
26.
27.
28.
29,
30.

31.

J. SEBASTIAO E SILVA

Propriedades das operagdes l6gicas sobre condigdes.........
O uanHRCHIORIE . « 5 5w & 5505 35 b 5w & s e o e e e e S0 s
Propriedades dos quantificadores. Novos tipos de silogismos. .
Segundas leis de De Morgan. . ....................cvnnn
Quantificacdo parcial e quantificacdo mdltipla...............
IOHEACAO FOXM@l: sva swp s e s a s g @89 50 § 0w @ 9w & 960§ 90 4 8 56
Propriedades da implicacdo formal. Novos tipos de silogismo . .

Equivaléncia formal; ‘condigcdo necesséaria’ e ‘condigdo suficiente’.
Definichias 100ICES sovsnsavnsvasamunwas desa®es ey amssan s
Existéncia e unicidade. .. ....cvv ittt i e e e

Capitulo Il. A LOGICA EM TERMOS DE CONJUNTOS

ol

MN-—I—\—\A—\—I—;\—\-—‘L-—}
rFOme NS RERBNSS D

22,

Conjuntos definidos por condigdes. . .. ....... ...,
Conjuntos com um sé elemento e conjunto vazio...........
Relag8o de inclusdo. . .« ccvvovvvsnvrsnsradoncrnnns -
Subconjuntos dum conjunto finito ............ ... . ..
Intervalos limitados em |R....... ...t iiinnnnnnn
Intervalos iimitados em [B ..o iweessmssesvesemas s s s s
Propriedades da relacdao de inclusdo ......................
Intersecgdo de dois conjuUNtOS. . ... .. ...t
Reunido de dois conjuntos . .............uiiiniennnnnnn..
Complementar dum conjunto. .. .......c.citiiiinnnnnenennns
Propriedades das operagdes ldgicas sobre conjuntos .........
Compreensdo € exXtensdn. . ... .. v ittt it i e i i e
Intersecgdo ou reunido dos conjuntos duma dada familia ... ..
Parss OTOeNAG0E . « ¢ 556 5 56508 5 0w 55 6 5505 5506 & & @5 % 605 5 95 &8 578
Produto cartesiano de dois conjuntos. Conceito de relagdo binaria
Produto cartesiano de trés conjuntos; relagbes terndrias.......
Sequéncias. Conceitos gerais de produto cartesiano e de relacdo
Generalidades sobre relagbes bindrias. .....................
Restricbes duma relagdo ... ......... .o iiiiiiiinnnnn.
Relagtes reflexivas e relacdes anti-reflexivas................
Relagdo inversa. RelagbGes simétricas e relagbes anti-simétricas
Relacbes transitivas. Relacdes de equivaléncia ........... S

Capitulo 1 NUMEROS INTEIROS E CALCULO COMBINATORIO

1.
2.

220

Numero de elementos dum conjunto......................
Reunido de dois conjuntos disjuntos e soma de dois nimeros

Pégs.

66
67
70
72
73
76
79

82
84

85
87
89
92
93
95
96
99
102
104
106
109
111
113
116
118
120
122
124
125
127

- 129

133
137



COMPENDIO DE MATEMATICA

Péags.
3. Comutatividade e associatividade da adicdo. Adicdo iterada.... 140
4. Relagdo de grandeza entre NUMEroS. .. ... cvvvvivnneenennn. 142
5. Relacdo de grantdeza. 1883 . ..aw s ew s svs v s s iies sm s 505 s #0604 145
6. Adigdo e relacdo de grandeza. .. .........c. i 146
T DUDIAGERD. oo s 55 55 655 5538 5 0% § 509 § 975 5 W54 VS6 5 58 G045 €85 149
B: MURIBHCAGAD: 5 wre 5 55a 30 5 5 5 8 8 506 & 000 5008 5 5069 5065 555 5 S8 ¥ 608 3 5w 3 150
Q. DIVISEO AT v ooscnns i mn s oo s 5o s mes v & 55650886 55 152
10 NMultiplicaghor 8 Npycssmesns o 56 0ad oo e me 5w s o6 m b osies o 154
T1: NUumoros EN0B. ..o v sns i mas®s s mas nm e e b we s 55 585 W 154
12. Objecto do célculo combinatério. Nimero de elementos da reunido
do dois OU MaIS CONJUNLOS . v s« s s vis s 558w & 55 5 50 5 500 5 916 & a8 157
13. Ndmero de elementos do produto cartesiano de dois ou mais
CUPHCRINE o om0 0is w05 & 0@ W i & o 50 GEus s b & i 2 0 s 159
14. Ndmero de subconjuntos dum conjunto finito .............. 164
15. AImranjos e permutacies . ... .cov ittt nernernanneennenns 166
6. COMBIRBOOBEE. . « u o v s w i wi s wom w0 b 8058 0, Sow 0 o 170

Capitulo IV. FUNGCOES DE UMA VARIAVEL

T PHMOWOS BMOMBIOR . 565 505 ¢ sim s 576 50w 8555 59 55 0 59 5 5 56 5 GF & 55 17
Conceito geral de aplicagdao (ou fun¢do de uma varidvel) .... 174

3. Dominio de existéncia duma expressdo............oo0vun.. 176
4. Maneiras de definir uma funcdo. ldentidade de fungdes...... 178
5. Extensa@o e restricdo duma aplicagdo....................... 182
6. Contradominio duma aplicacdo. Aplicacdes sobrejectivas ...... 183
7. Aplicactas DIUDIVOEES. . « w5 sa 9 s swe s vs s vns s s os s s s e s s 186
8. Aplicacdo inversa duma aplicagdo biunivoca................ 189
9. Aplicagio HenBdade. .o vvsamsom onses o sess die s on s s s w88 192
10. Produto de duss aplicBCOBS ... .sussmssvrevsswinss bmasesss 193
11. Produto duma aplicacdao pela identidade................... 198
12. Produtode duas aplicagesinversasumadaoutra. .. ............ 199
13. Aplicacdo inversa dum produto. . ........covvveiererennans 201
14. Equipoténcia de dois conjuntos ........cccouivancnrnnnnans 204
15. Produto de trés ou mais aplicacbes. Poténcias de aplicacoes .. 204
17. Associatividade da multiplicagdo de operadores ............. 207
18. Fungbes reais de varidvel real. . .......... . iiiiieennn 209
19. Operacées sobre funcGes de varidvel real .................. 210
20. Operador légico de explicitag8o . .........ccvviiiiinnnnnn. 211

21. Fung¢des definidas implicitamente; relagdes funcionais e fungées 212
22; FUNCO0S PIEFINGEES. « v s 5555 wo s 95 55 g ww i ios 556 §508 553 pols Fwd 217

221



Composto e impresso na
Tipografia Guerra — Viseu
e concluiu-se
em Dezembro de 1974



GABINETE DE ESTUDOS E PLANEAMENTO
DO MINISTERIO DA EDUCACAO E CULTURA



	Compêndio de Matemática, 1º Volume, 1º Tomo, Capítulo III - NÚMEROS INTEIROS E CÁLCULO COMBINATÓRIO
	Índice
	Número de elementos dum conjunto
	Reunião de dois conjuntos disjuntos e soma de dois números
	Comutatividade e associatividade da adição. Adição iterada
	Relação de grandeza entre números
	Relação de grandeza lata
	Adição e relação de grandeza
	Subtracção
	Multiplicação
	Divisão exacta
	Multiplicação em N0
	Números infinitos
	Objecto do cálculo combinatório. Número de elementos da reunião de dois ou mais conjuntos
	Número de elementos do produto cartesiano de dois ou mais conjuntos
	Número de subconjuntos dum conjunto finito
	Arranjos e permutações
	Combinações




