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CAPITULO IV 

FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL 

1. Primeiros exemplos. Já vimos que as expressões com variá~ 

veis se classificam em designatórias e proposicíonais (pág. 56). 

Também vimos (Cap. 11) que as expressões proposicionais definem 

conjuntos e, mais geralmente, relações (conjuntos de sequências). 

Vejamos, agora, o que se passa com as expressões designatórias. 

Consideremos, por exemplo, a expressão 

capital de x, 

sendo o domfnio da variável x o conjunto dos países do mundo. 

Vamos supor este conjunto definido e designá-lo por P. Por outro 

lado, designemos por C o conjunto das cidades do mundo, que 

supomos igualmente definido. Nestas condições, a referida expressão 

é, manifestamente, uma expressão designatória, pois converte-se na 

designação duma cidade todas as vezes que a variável é substituída 

pela designação dum país. Assim, por exemplo: 

X capital de x 

Portugal capital de Portugal (= Lisboa) 

Espanha capital de Espanha (= Madrid) 
França capital de França (= Paris) 
Itália capital de Itália (= Roma) 
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Deste modo, a expressão 'capital de', anteposta à designação 
dum país, transforma esta na designação duma cidade. Podemos 
assim dizer que representa uma transformação (uma operação ou um 
operador) que, aplicada a qualquer país, dá como resultado uma 
certa cidade desse país. É claro que essa operação consiste afinal 
numa correspondência unívoca entre o conjunto P e o conjunto C, 
como se indica no seguinte diagrama: 

p c 

Portugal ..- Lisboa 

Espanha Madrid 

França Paris 

Itália Roma 

Grã~Bretanha Londres· 

Brasil Brasília 

Japão ..- Tóquio 

., .... 
• •••• 4 

Com efeito, por este processo, a cada elemento de P, fica a 
corresponder um .e um só elemento de C (ver Cap. 111, n.o 1 )( 1 ). 

Como sinónimo dos termos 'operação', 'transformação'·, etc., 
nestes e noutros casos análogos, usa-se ainda, com maior frequência, 
o termo 'função'. Mas este aparece quase sempre relacionado com 
variáveis e, por isso, o seu uso requer cuidados especiais, como 
vamos ver. 

( 1 ) Nada impede que um dado país esteja contido num outro: p. ex. a 
Inglaterra e a Escócia fazem parte da Grã-Bretanha. 
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Tornemos à expressão 'capital de x'. Visto que contém uma 
variável, a própria expressão pode ser considerada como uma variável: 
isto é, variável dependente de x. Também se diz que representa 
uma função de x. Mas não quer isto dizer que função seja o mesmo 
que variável dependente. Por exemplo, as expressões (x + 1 ) 2 e 
x 2 + 2x + 1 são diferentes; são, pois, duas variáveis dependentes dis
tintas; mas tem-se 

( x + 1) 2 = x 2 + 2x + 1 , V x E JR. 

Assim, as duas expressões fazem corresponder a. cada número 
real (valor de x) um mesmo número real (valor das expressões), 
isto é, definem a mesma conespondência e, por isso, se diz que repre
sentam a mesma função de x. Deste modo, o termo 'função' aparece 
como sinónimo de 'correspondência' ou 'operação'. 

Vejamos outros exemplos. A tabela da página seguinte define 
1 O funções no conjunto das províncias de Portugal continental. As 
letras x, c, c', a, ~, d, d', r, r', m, m' são abreviaturas das expressões 
'província', 'capital de x', 'número de habitantes de c', 'área de x 
em km 2', 'densidade de população de x por km 2', 'distância de x a 
Lisboa em km, por estrada', 'idem por comboio', 'rio mais importante 
de x', 'comprimento de r em km', 'monte mais alto de x', 'altura de m 
em metros'. Diz-se que a letra x é aqui variável independente e que 
as letras c, c', a, 8, d, d', r, r', m, m· são variáveis dependentes de x 
ou ainda (por comodidade de linguagem) que são funções de x. 
Mas as funções a que essas letras se referem são, na realidade, as cor
respondências indicadas pera tabela. Diz-se ainda, por exemplo, que 
o consumo de gasolina dum automóvel por quilómetro é função da 
velocidade, que o perímetro e a área dum cfrculo são funções do 
raio, etc., etc., mas as funções em todos estes casos são determinadas 
correspondências. 

Para evitar possfveis confusões, usa -se muitas vezes, em mate
mática moderna, o termo 'aplicação' em vez de 'função', com o 
mesmo significado. 
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X c a d r m 
c' ~ d' r· m' 

Minho Braga 4839 387 Minho Gerês 
41 023 180,7 403 236 1 507 

Trás-os-Mentes Vila Real 11 848 437 Douro Larouco 
e Alto Douro 10498 54,8 372 640 1 535 

Douro Litoral Porto 3285 328 Douro Ma rã o 
303424 42,4 346 640 1 415 

Beira Alta Víseu 9094 293 Douro Caramulo 
16 961 73,2 259 640 1 075 

Beira Baixa Castelo Branco 7505 248 Tejo Estrela 
14467 46,5 229 810 1 991 

Beira Litoral Coimbra 7598 204 Mondego Lousã 
45508 133,2 220 220 1 024 

Estremadura Lisboa 5333 o Tejo Montejunto 
802230 338,6 o 810 666 

Ribatejo Santarém 7236 72 Tejo A ire 
16445 65,7 81 810 679 

Alto Alentejo 
r; v ora 15 072 154 Tejo S. Mamede 

24144 76,2 117 810 1 025 

Baixo Alentejo 
Beja 12621 178 Guadiana Cercar 

15702 28,7 154 700 346 

Algarve Faro 5076 298 Guadiana Monchique 
19393 62,0 288 700 902 

2. Conceito geral de aplicação (ou função de uma variá
vel). Vamos precisar melhor o emprego destes termos. 

Dados dois conjuntos A e 8 não vazios, chama-se aplicação de A 

em B toda a correspondência unívoca entre A e B ( 1). Em vez de 

( 1 ) O termo 'correspondência' é aqui usado com o significado que lhe foi 
atribuído no capítulo anterior. Veremos mais adiante que uma aplicação pode 
também ser interpretada como relação de tipo especial, isto é, como o conjunto 
de pares ordenados (x, y), em que y é o elemento de B correspondente a cada 
elemento de A. 
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'aplicação de A em B' também se pode dizer 'função definida em A 

com valores em B'. 
Assim, definir uma função f em A com valores em B (ou uma 

aplicação de A em B) é dar um processo qualquer pelo qual, a cada 

elemento x de A, fique a corresponder um e um s6 elemento y de B. 

Este é chamado valor da função f em x ou ainda imagem (ou trans

formado) de x por f, e pode ser designado por qualquer dos 

símbolos fx ou f(x): 

y = fx ou y = f(x) 

Também se diz neste caso que f aplica (ou transforma) x em y. 

O conjunto A é chamado domínio de f. 

Dum modo geral, designaremos por Dto domrnio duma função f. 

A B 

Tornemos ao primeiro exemplo apresentado no número anterior. 

Nesse caso trata-se de uma aplicação do conjunto P (dos parses) 

no conjunto C (das cidades), aplicação que é representada pela 

expressão 'capital de'. O conjunto P é, pois, o domínio da aplicação. 

Se designarmos esta aplicação por f será: 

f (Portugal) = Lisboa, f (França) = Paris, etc. 

isto é, a aplicação f aplica Portugal em Lisboa, etc. 
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Designemos, agora, por TI o conjunto das províncias de Portugal 

continental e por C, R e M, respectivamente, os conjuntos das cida

des, dos rios e dos montes de Portugal (conjuntos que supomos 

definidos). A tíltima tabela do número anterior dá-nos exemplos de 

várias aplicações de 11 em C, em IN, em R e em M. Todas essas 

funções têm, portanto, o mesmo domínio (ll), mas são todas dis

tintas. Por exemplo, as funções representadas pelas letras d, d' só 

seriam idênticas (isto é, a mesma função), se as distâncias por 

estrada fossem todas iguais às respectivas distâncias por comboio, 

o que não acontece. Designemos as 4 primeiras funções por f, <p, 

g, ~, isto é, ponhamos: 

C= f(x), c' = cp(x), a = g(x), 8 = q;(x), 't:J X E fi 

Então será: Dt = Dcp = 0 9 = D~ = 11 e, por exemplo: 

f(Minho) = Braga, cp(Aigarve) = 19 393 

g(Estremadura) = 5333, ~(Ríbatejo) = 65,7. 

Estas expressões são abreviaturas, respectivamente, das seguintes: 

'a capital do Minho é Braga', 'o número de habitantes da capital do 
Algarve é 19 393', etc. 

Seja agora A o conjunto dos alunos duma certa turma. Sendo x 

variável em A, as expressões: 

idade de x, pai de x, lugar de nascimento de x, província de x, 
altura de x, peso de x, caneira onde se senta x, etc. 

são expressões designatórias que definem aplicações de A em vários 

conjuntos. Quais conjuntos? 

3. Domínio de existência de uma expressão. Chama-se 

domlnio de existência (domínio de definição ou simplesmente domínio) 
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aplicações que representam) são ampliados, passando a ser IR, 

excepto no caso da expressão {X. 

OUTROS EXEMPLOS. Seja no universo IR: 

f(x) 
1 1 

- y'x-3 , g(x) = vx-1 

No primeiro caso, a expressão só é definida quando x - 3 > O 

e v x- 3 :F O (Porquê?). Ora, estas condições são equivalentes às 

seguintes: x > 3 e x #= 3. Logo: 

Dt = { x: X> 3 1\ X#= 3} = { x: x> 3} = ]3, + 00 ( 

No segundo caso a expressão só tem valor quando x >O e 

Vx- 1 # O. Daqui se conclui que 

Dg = { x: X> 0 1\ X# 1 } = (0, 1 [ U ]1, + oo [ 

EXERCICIOS. Determinar em IR os domínios das funções defi

nidas pelas seguintes expressões: 

4. Maneiras de definir uma função. Identidade de funções. 

Pelo que ficou dito no número 2, definir (ou dar) uma aplicação f 
significa dar, por um lado, o domínio de f e, por outro fado, um 

processo qualquer que permita determinar, para todo o elemento x 

de Dt, o elemento f(x), que a aplicação f faz corresponder a x( 1 ). 

( 1 ) O papel do conjunto Bonde se situam os valores da função f(x) pode ser 
desempenhado por qualquer conjunto a que pertençam esses valores. 
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Se o domínio Df é finito, e não excessivamente numeroso, a 

aplicação f pode ser definida por meio de uma tabela, como já se 

viu em exemplos no número 1. Em particular, quando o número de 

elementos o permite, costuma-se indicar numa linha todos os elementos 

do domínio e, noutra linha, por baixo de cada um desses, o elemento 

que lhe corresponde segundo f; a expressão formada pelas duas 

linhas escritas entre parênteses é então tomada como designação de f. 
Por exemplo, o símbolo: 

(

Lisboa 

Tejo 

Porto 

Douro 

Coimbra ) 

Mondego 

designa a aplicação f cujo domínio é { Lisboa, Porto, Coimbra } e 

tal que 

f( Lisboa) = Tejo , f(Porto) = Douro , f(Coimbra) = Mondego 

Analogamente, se pusermos 

2 

3 

3 

4 

2 

3 

3 

4 ~) 
q> e ~ serão duas aplicações do conjunto { 1, 2, 3, 4 } em si mesmo: 

D<i> = Dl}l = { 1, 2, 3, 4} 

Mas, tem-se: 

q> =F ~, visto ser cp ( 4) =F <P ( 4). 

EXERCICIO. Sendo A e B dois conjuntos finitos, respectiva

mente com p e n elementos, determine o número total de aplicações 
de A em B que é possível definir (Sugestão: comece pelo caso par

ticular em que A= { 1, 2, 3} e B = {a, b, c, d }, formando as res

pectivas aplicações). 
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Se o domínio da aplicação é infinito (p. ex. IN ou IR), é claro 

que não podemos ·defini-la por meio de uma tabela. Nos casos mais 

simples, a aplicação é definida por uma expressão designatória, em 

que intervêm operações elementares da aritmética. Por exemplo, a 
expressão 3x 2 define, efectivamente, uma aplicação de lN em IN (ou 

de IR em IR), pois que, dado um número x, qualquer que ele seja, 

nós sabemos sempre, com mais ou menos trabalho, calcular o quadrado 

de x e multiplicar o resultado por 3. Mas, como teremos ocasião de 

ver, há casos em que a função não se reduz a uma ou mais operações 

elementares indicadas por uma expressão; podem, então, apresentar-se 

os mais diversos e imprevistos processos de definição. 

Também pode acontecer (e sucede geralmente) que uma mesma 

função possa-ser definida por vários processos diferentes. Por exemplo, 

as expressões x 2 -1 e (x + 1) (x -1) definem a mesma função em IR: 

indicam dois processos de cálculo diferentes para a mesma função. 

Para designar a função definida pela expressão x 2 - 1 num· dado 

universo (p. ex. IR) usa-se a notação 

e, analogamente, para qualquer outra expressão designatória. Assim, 

a letra x passa a ser uma variável aparente, pois que a função 

não depende de x.· Tem-se, por exemplo: 

(xv3x) = (tv3t) = multiplicação por 3 

(xvx 2} = (svs 2 ) =elevação ao quadrado 

Mas já a função x x2- 1 é distinta da função x (x- 1) 2 v v 
(Porquê?} 

Muitas vezes, para comodidade de linguagem, diz-se simples:.. 

mente 'a função x 2 - 1 ', 'a função 3 x 2', etc., em vez de 'a fun-
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ção xvx2 -1', 'a função xV3 x2', etc., desde que não resulte 

daí confusão. 

Repare-se, ainda, nas funções definidas em IR: 

, 

Nestes casos, em que as expressões designatórias .se reduzem a 
constantes (designações), também se diz que as funções são cons
tantes, visto tornarem o mesmo valor para todo o valor de x. 

De tudo o que fica dito, convém salientar o seguinte: 

Para definir uma função não basta, em geral, indicar o 

processo pelo qual se estabelece a correspondincia; é 

indispensável dar o domínio da função. Porém, quando a 

função é dada por uma expressão, sem mais indicações, 
subentende-se que o dominio da função é o domfnio de 

existência da expressão no universo adoptado. 

Por último, convém deixar bem claro o que se entende por 'fun

ções idênticas' e por 'funções distintas': 

Dadas duas aplicações f, g, a aplicação f é a mesma que g 

(isto é, tem-:se f= g), se e só se forem verificadas as duas 
seguintes condições: 

1) f, g têm o mesmo domínio, isto é, Of = Dg 

2) f(x) = g(x), Vx e Dt 

Simbolicamente: 

f = g ~ Dt = D9 1\ f(x) = g(x) 

Portanto, basta que uma destas condições se não verifique 
[Dt -:F. Dg ou 3x, f(x) :F g(x)] para que seja f :F g, isto é, f dis .. 

tinta de g. 
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5. Extensão e restrição duma aplicac;io. Consideremos os 
seguintes conjuntos: 

A = {Lisboa, Porto, Coimbra} 

A' == {Lisboa, Porto, Coimbra, Santarém} 

B = conjunto dos rios de Portugal, 

e as seguintes aplicações: 

(Lisboa Porto Coimbra ) 
f= 

Tejo Douro Mondego 

· (Usboa Porto Coimbra Santarém) g= 
Douro Mondego Tejo Tejo 

É claro que f é uma aplicação de A em B e g uma aplicação de A' em B. 
Mas tem-se A c A' e 

f(x) = g(x), Vx E A 

Exprime-se este facto dizendo que g é uma extensão (ou um 

prolongamento) da aplicação f ao conjunto A' ou que f é a restrição 
de g ao conjunto A. 

Dum modo geral, dados dois conjuntos A e A', respectivamente, 

diz-se que g é uma extensão de f a A', quando 

Ac A' e f(x) = g(x), Vx e A; 

Na mesma hipótese se diz que f é a restrição de g a A. 

Note-se que, no primeiro caso, se usa o artigo indefinido 'uma' 

e, no segundo caso, o artigo definido 'a'. A razão está em que, se A 

é uma parte estrita de A' existe mais de uma extensão de f a A', ao 

passo que existe uma única restrição de g a A. Por outros termos: a 

operação de restrição é unívoca, a operação de extensão é plurívoca. 
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Sejam, por exemplo, as aplicações: 

s = (1 2 3) I T = (1 2 3 4) , u = (1 2 3 4) 
312 3121 3124 

' 

J: fácil ver que T e U são duas extensões distintas da aplicação 
S ao conjunto { 1, 2, 3, 4 }. Mas T e U têm uma restrição única no 

conjunto { 1, 2, 3 }, que é S; uma restrição única no conjunto { 1, 3 }, 

. 1. ·H (1 3) que e a ap 1caçao 
3 2 

, etc. 

6. Contradomínio duma aplicação. Aplicações sobrejec

tivas. Consideremos, de novo, os conjuntos: 

A = { Lisboa, Porto, Coimbra } 

B =conjunto dos rios de Portugal 

e a aplicação: 

(

Lisboa 
f= 

Tejo 

Porto 

Douro 

Coimbra) 

Mondego 

Desde logo se observa que só os elementos Tejo, Douro e 

Mondego do conjunto B intervêm na definição de f, pois são essas 

as imagens dos elementos de A por f. Exprime-se este facto dizendo 

que o conjunto { Tejo, Douro, Mondego }, contido em B, é o con

tradomínio da aplicação f, do mesmo modo que A é o domínio de f. 

Analogamente, as aplicações 

2 

4 :) (- ~ 2 

o ~) 
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têm por contradomínios, respectivamente, os conjuntos 

{1,4,9}, {1,-1 }, {O} (função constante). 

Dum modo geral, sejam A e 8 conjuntos quaisquer, e f uma apli
cação de A em 8. Dado um subconjunto M de A, chama-se imagem 

(ou transformado) de M por f, e representa-se por f(M), o conjunto 
de todos os elementos de 8 que são imagens de elementos de M por f. 

Simbolicamente, f(M) pode assim definir-se: 

f(M) = { y: y = f(x) 1\ x E M} 

A 8 

--- -------

----

Em particular, pode ser M = A. Chama-se contradomlnio da apli

cação f, e representa-se por D'f, precisamente o conjunto f(A), isto 

é, a imagem do domínio de f pela aplicação f. 

Tornemos ao exemplo da aplicação f do conjunto P dos países 

no conjunto C das cidades, definida pela expressão 'capital de'. 

_Então; se M = {Portugal, França, Inglaterra}, será: 

f(M) = {Lisboa, Paris, Londres}. 

Se M = { França, Espanha, Itália, Brasil, Japão }, será: 

f(M) = {Madrid, Roma, Paris, Tóquio, Brasília}, etc. 
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O contradomínio desta aplicação f é, evidentemente, o conjunto de 

todas as cidades que são capitais de algum país. Designemos por C' 

este conjunto. Então será verdadeira a proposição: 

(1) Vy E C', 3x E P: y =capital de x 

mas falsa a proposição: 

(2) Vy E C, 3x E p·: y = capital de x 

que se pode ler: 'Para toda a cidade y existe, pelo menos, um país x 

tal que y é a capital de x'. 

DEFINIÇÃO. Diz-se que uma aplicação f dum conjunto A num 

conjunto 8 é uma aplicação de A sobre 8, sse .B é o contradomínio 

de f, isto é, sse 8 = f( A),· também se diz, neste caso, que a aplicação f 

é sobrejectiva em relação a 8 (ou simplesmente sobrejectiva, se o 

conjunto B estiver subentendido). 

Simbolicamente, o facto de f ser uma aplicação de A sobre B 

pode ser expresso de seguinte modo: 

Vy E B, 3x EA: y = f(x) 

c 

p 

Tornando ao exemplo anterior, vê-se log·o que a aplicação capital 

de não é sobrejectiva em relação a C, visto ser falsa a proposição (2), 
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isto é, existem cidades {elementos de C), que não são capitais de 

nenhum país. Mas a proposição (1} é verdadeira, quer dizer, a 
aplicação considerada é sobrejectiva em relação ao conjunto C'. 

Por outras palavras: c· é o contradomínio desta aplicação. 

Outros exemplos: 

I. No universo IN a expressão 'dobro de' designa uma aplicação 

do conjunto IN em IN (oudeiNemsimesmo),masnãouma aplicação 

de IN sobre IN, porque há números naturais (os ímpares) que não são 

o dobro de nenhum número natural. Porém, a mesma expressão desig

na uma aplicação do conjunto IN sobre o conjunto dos números pares. 

Por sua vez, no universo I R, a referida expressão designa uma aplica

ção do conjunto IR sobre si mesmo. 

11. Como exercido, investigue o que se passa nos universos IN 
e IR relativamente à expressão 'quadrado de'. Designando por IR+ 

o conjunto dos números positivos (números reais maiores que zero), 

estenda esse estudo ao conjunto IR+, tomado como universo. 

7. Aplicações biunivocas. Consideremos, novamente, os se
guintes conjuntos: 

A = {Lisboa, Porto, Coimbra} 

A' = {Lisboa, Porto, Coimbra, Santarém} 

B = conjunto dos rios de Portugal, 

e as seguintes aplicações: 
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Lisboa 
g = 

Tejo 
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Porto 

Douro 

Coimbra 

Mondego 

Santarém) 

Tejo 

que podemos representar, mais sugestivamente, pelos diagramas 

seguintes: 

B 

• Tejo 

•Guadiana 

É claro que f :F g, porque o conjunto A (domínio de f) é distinto 

do conjunto A' (domínio de g). Mas já vimos que g é uma extensão 

de f. 
Que diferença importante se nota entre estas duas aplicações? 

A aplicação g aplica dois elementos distintos num mesmo elemento: 

g (Lisboa) = g (Santarém) = Tejo 
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Este facto é traduzido no diagrama anterior pela existência de 

duas setas que partem de elementos distintos e terminam num mesmo 
elemento. Tal não sucede, porém, com a aplicação f: 

A aplicação f aplica elementos distintos em elementos distintos: 
isto é, simbolicamente: 

x :F x' ~ f(x) =f.: f(x'), V x, x' E A 

Exprime·se este facto dizendo que a aplicação f é biunfvoca. 
Dum modo geral: 

DEFINIÇÃO. Diz-se que uma aplicação f dum conjunto A num 
conjunto B é biunívoca, sse aplica elementos distintos de A em ele
mentos distintos de 8, isto é, sse 

x :F x'~f(x) =f.: f(x'), Vx, x' EA 

É claro que, pela REGRA DE CONVERSÃO, esta última proprie

dade também pode ser formulada simbolicamente, escrevendo: 

(fx) = f{x') .ç> x = x', Vx, x' E A 

ou ainda: 

\fy E B: f(x) = y 1\ f(x') = y ~ x = x' (\fx, x' e A) 

Quer isto dizer, segundo o que observámos na pág. 84: 

Para cada elemento y de 8 não pode exístit mais de um ele
mento x de A tal que f{x) = y. 

Em particular, f pode ser uma aplicação de A sobte B, isto é, 
simbolicamente ( n. o 5): 

. \fy E .8,. 3x E A:· f(x) = y 
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Por conseguinte: 

Dizer que f é uma aplicação biunlvoca de A sobre B equivale 
a dizer que, para cada elemento y de B, existe um e um só 
elemento x de A tal que f(x) = y, isto é, simbolicamente: 

'Vy e B, 3 1 x E A: f(x) = y 

Como se vê, a expressão 'aplicação biunlvoca de A sobre B' é 
equivalente à expressão 'correspondência bíunívoca A e B', no sentido 
em que esta foi usada no capítulo anterior. 

OUTRAS · MANEIRAS DE DIZER. Modernamente, em vez de 
dizer que uma aplicação f de A em B é biunívoca, também se diz que f 
é injectiva, e em vez de dizer que f é uma aplicação biunívoca de A 
sobre B também se diz que f é bijectiva. Assim, f será bijectiva, se 
for injectiva e sobrejectiva (em relação a B). 

8. Aplicação inversa duma aplicação biunivoca. Seja f uma 
aplicação biun(voca dum conjunto A num conjunto B e seja s· o 
contradomínio de f, isto é, B' = f(A). Então, a cada elemento x de B' 
corresponde um e um s6 ·elemento y de A tal que f(y) = x. Pois 
bem, a correspondência unívoca xv y assim estabelecida entre o 

conjunto B' e o conjunto A é chamada aplicação inversa de f. 
A aplicação inversa de f é representada pela notação f- 1• Deste 

modo, segundo a definição anterior, t- 1 é a aplicação que tem por 
domlnío o contradomlnio de f e tal que 

(1) y = f-1 (x) <=> x = f(y) ('V x E B', y EA) 

Desta definição decorre imediatamente que, se f é biunívoca, t- 1 

também é bíunívoca e a inversa de t- 1 é f, isto é: 

(f- 1 )- 1 = f 
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Por exemplo, se f é a aplicação atrás considerada: 

(

Lisboa 
f = 

Tejo 

Porto 

Douro 

Coimbra ) 

Mondego 

já vimos que f é uma aplicação biunívoca do conjunto A das 

referidas cidades no conjunto B dos rios de Portugal. Então a inversa 

de f é: 

(

Tejo 
f-1 = 

Lisboa 

Douro 

Porto 

Mondego) 

Coimbra 

cujo domínio é B' = { Tejo, Douro, Mondego} = f(A). 

A mesma aplicação pode ser definida pelo diagrama junto, que 

resulta do anterior, simplesmente, invertendo o sentido das setas. 
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NOTA. Neste exemplo, o símbolo f é uma abreviatura da 
expressão 'rio que banha' (aplicada a elementos de A), enquanto o 

símbolo f- 1 é uma abreviatura da expressão 'cidade banhada pelo 

rio' (aplicada a elementos de B'). 

EXERCI CIOS: 

I. Verifique quais das seguintes aplicações são biunívocas e 

indique as inversas das que o são: 

p =c 
R=G 

2 

4 

2 

3 

~) 

~)· s=(: :). r=(: :). u=(: :) 

1 3 4), a=(-2 -1 
8 4 1 

o 
o 1 6 

Quais são as que coincidem com as respectivas inversas? 

11. Considere a aplicação dobro de no universo IN. É esta uma 

aplicação biunfvoca de IN em IN? No caso afirmativo indique a 

sua inversa e o respectivo domínio. Idem para o universo IR. 

111. Problemas análogos aos anteriores com as aplicações qua

drado de e cubo de. 

IV. Idem para funções definidas pelas seguintes expressões: 

1 X X 
2 - 5 x s, 3x + 2 , x 2 - 1 (só em I R) 

V. Seja P o conjunto dos países e C o conjunto das cidades. 

É biunívoca a aplicação de P em C definida pela expressão 'capital 

de'? No caso afirmativo, como se exprime a aplicação inversa? 

191 



 

  
J. 81i1BA8TIAO 1i1 SILVA 

VI. Seja E o espaço usual com 3 dimensões e seja A um plano 

qualquer. Designemos por q> a aplicação que faz corresponder, a 
cada ponto x de E, a projecção ortogonal de x sobre A. É q> biunívoca? 

VIl. Considere dois planos A, e uma recta O não paralela a 

qualquer destes planos. Seja ~ a aplicação que faz corresponder a 
cada ponto x de A a projecção de x sobre B paralelamente a D 

(isto é, o ponto de intersecção com B da recta que passa por x 

e é paralela a 0). É ~ biunlvoca? No caso afirmativo, qual é a sua 

inversa? 

o 

VIII. Sejam A e B dois conjuntos finitos e* A = m, =lf: B = n. 

Determinar o número total de aplicações biunívocas de A em B que 

se podem definir. (Distinga os casos m ~ n, m > n). 

9. Aplicação identidade. Seja A= {Lisboa, Porto, Coimbra}. 

Qual é a mais simples aplicação biunívoca de A sobre A? É eviden

temente a que faz corresponder a cada elemento de A esse mesmo 
elemento de A. Dá-se-lhe o nome de aplicação identidade em A e 

representa-se por IA. Será, pois: 
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ou seja: · IA (X:) = X, v X E A 

~ claro que se trata aqui dum conceito geral: dado um con~ 

junto A qualquer, chama-se aplicação identidade em A, e representa-se 

por IA, a aplicação assim definida: 

IA (x) = x, \:fx E A 

Vê-se logo que IA é uina aplicação biunívoca do conjunto A 
. - 1 

sobre si mesmo e que IA = IA· 

Quando o domínio A estiver subentendido, bastará dizer 'apli~ 

cação identidade' (ou apenas 'identidade') e usar o sfmbolo I, para 

designar esta aplicação. 

1 O. Produto de duas aplicações.· Seja: 

A - {Lisboa, Santarém, Coimbra, Setúbal} 

B - { Tejo, Douro, Mondego, Sado, Guadiana} 

C = conjunto dos países da Europa. 

A expressão 'rio que banha' dá-nos a seguinte aplicação 

de A em B: 

(

1Lisboa 
f = 

Tejo 

Santarém 

Tejo 

Coimbra 

Mondego 

Setúbal) 
Sado ·· 

Por sua vez, a expressão 'pais onde nasce' dá-nos a seguinte 

aplicação de B em C: 

g :..._ ( Douro Mondego Tejo Sado Guadiana) , 

Espanha Portugal Espanha Portugal Espanha 
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Ora, destas duas resulta a aplicação de A em C definida pela 

expressão 'pais onde nasce o rio que banha'. É natural designar esta 

aplicação pelo sfmbolo gf e chamar-lhe produto de g por f. Será, pois: 

(

Lisboa 
gf = 

Espanha 

Coimbra 

Portugal 

Setúbal 

Portugal 

Santarém) 

Espanha 

Como se vê, gf é a aplicação de A em C que resulta de 

efectuar f sobre cada elemento x de A e, em seguida, g sobre o 

elemento f(x) de B, o que dá g(f(x)). Isto é, simbolicamente: 

(gf) (X) = g(f{x)), 'ti X E A 

Dum modo geral: 

DEFINIÇÃO. Sejam A, B e C três conjuntos quaisquer, f uma 

aplicação de A em B e g uma aplicação de Bem C. Chama-se pro

duto de g por f e representa-se por gf a aplicação de A em C 

que faz corresponder a cada elemento x de A o elemento g(f(x)) de C. 

Será, pois, por definição: 

(gf) (x) = g(f{x)), Vx E A 

Este conceito é traduzido pelo diagrama que se segue: 

A B 

c 

gf 

194 



 

  OOMP'SNDIO DE MATEMA'l'IOA 

Muitas vezes, em vez de 'produto de f por g' diz-se 'aplicação 
composta de f com g' e designa-se esta notação fog. No primeiro caso, 

a operação que definimos chama-se multiplicação (de aplicações) e, 
no segundo caso, composição. 

Vejamos um outro exemplo. Já vimos que a expressão 'capital 

de' representa uma aplicação do conjunto P (dos países) no con

junto C (das cidades). Por sua vez, a expressão 'número de habi

tantes de· define uma aplicação de C em IN. Logo, a expressão 
'número de habitantes da capital de' define uma aplicação de P 
em JN, produto da segunda pela primeira. Aliás, na última tabela 

do n.o 1 podem reconhecer-se vários exemplos análogos. 

Consideremos, agora: 

f= G 2 

3 

3 

4 

2 

4 

3 

1 

Neste caso f, g são aplicações do conjunto { 1, 2, 3, 4 } sobre si 

mesmo. Para calcular gf ou fg basta utilizar a definição anterior. 

Temos, por exemplo: 

Assim, virá: 

g f= (: 

(gf) (1) - g(f(1)) - g (2) = 4 

(gf) (2) - g(f(2)) - g (3} = 1, etc. 

2 

1 

3 

2 :} f g = (: 
2 

1 

3 

2 

Tem-se neste caso f g = g f, mas nem sempre assim acontece, 
como veremos mais adiante. Duas aplicações f, g dizem-se permu

táveis (ou comutáveis) quando f g = g f. 
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Sejam, agora, os operadores ( 1 ) 

T = G 2 

4 

3 

6 :) . s - c 2 

4 

3 

9 

Neste caso, o contradomínio de T, que é { 2, 4, 6, 8 }, não 

está contido no domínio de S, que é { 1, 2, 3, 4 }. Mas ainda podemos 

definir ST mediante a seguinte fórmula: 

(ST) (x) = S(T(x)), 

para todo x tal que x e Dr e T(x) E Ds. Assim, virá: 

(ST) (1) - S(T(1 )) = S(2) - 4 

(ST) (2) - S(T(2)) = S(4) - 16 

Quanto a (S T) (3) e (S T) (4) não existem, porque T(3) e 

T(4) são os elementos 6 e 8 que não pertencem a Ds. Será, portanto: 

ST=(: 1:) 

Ts -- (21 2a) Analogamente se vê que 

Dum modo geral, dadas duas aplicações f, g de domínios quais

quer, chama-se produto de f por g, e designa-se por fg a aplicação 

definida pela fórmula 

((fg) (x) - f(g(x)) 

(1) Já atrás se disse que 'operador' é sinónimo de "aplicação". 
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para todos os valores de x, para os quais o segundo membro tem 

valor, isto é, tais que 

x E 0 9 A g(x) E Dt 

O domínio de fg será, pois, constituído por esses valores de x, 

isto é: Dtg = { x: x E D9 A g(x) E Dt }. 
Pode acontecer, em particular, que o conjunto Dtg obtido 

segundo esta fórmula seja vazio. Diremos, neste caso, que fg é a 

aplicação vazia. Por exemplo, o produto das aplicações 

!) e (! 
é a aplicação vazia. 

EXERCI CIOS: 

I. Sejam p, m, i, as aplicações definidas respectivamente pelas 

expressões 'pai de', 'mãe de', 'idade de', num conjunto de pessoas. 

Qual é então o significado dos sfmbolos pm, mp, ip, im, pi, mi? 

As aplicações m, p são permutáveis? 

11. Dadas as aplicações 

P=G 
2 

3 ~). Q= G 2 

1 ~). R= G 2 

2 

indique os respectivos domínios e contradomfnios, e calcule PQ, QP, 

PR, RP, QR e RQ. Em que casos há permutabilidade? 

111. Idem para as aplicações 

u=(1 2 3 4), 
1 2 3 4 

3 4 

6 3 
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e facilmente se reconhece que 

f IA = f, laf = f 

Ora, trata-se aqui dum facto geral, isto é: 

Quaisquer que sejam os conjuntos A, B e a aplicação f de A 
em B tem-se f IA = lsf = f. 

(Demonstre este facto). 

Porém, tornando ao exemplo inicial, vê-se que 

fia= 
(

24 

e portanto f I B # f, IA f :F f 

12. Produto de duas aplicações inversas uma da outra. 
Pense, um pouco, nas seguintes perguntas: 

1) Qual é a capital do pafs cuja capital é Paris? 

2) Qual é o país cuja capital é a capital da Itália 1 

3) Qual é a metade do dobro dum m1mero? 

4) Qual é o dobro da metade dum número 1 

5) Qual é a raiz quadrada do quadrado dum número? 

6) Qual é o quadrado da raiz quadrada dum número 7 

7) Qual é a raiz cúbica do cubo dum número? 

8) Qual é a cidade banhada pelo rio que banha Lisboa? 

Note-se que a última questão é imprecisa. Porquê 7 O mesmo 
acontece com a questão 6) no universo IR, mas não em JN. Por-
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O diagrama junto, só por si, torna o facto intuitivo. 

EXERCI CIOS: 

I. Seja A = { - 3, - 2; - 1 , 1, 2, 3 } , B - { 1, 4, 9} e f a 
restrição da aplicação xvx2 a A. Defina directamente esta apli

cação e determine uma aplicação g tal que f g = la (inverso à direita 
de f). Quantos inversos à direita tem f7 Questões análogas para a 

aplicação xvx 2 em 1 N, e em I R. 

11. Seja A = { 1 , 2 } , B = { 1 , 2, 3, 4 } e f a restrição de xvx 2 a A. 

Determine uma aplicação g de B em A tal que g f = I A· Quantas apli
cações g existem nestas condições? 

111. Prove o seguinte: Toda a aplicação injectiva dum conjunto 
finito em si mesmo é sobrejectiva, e vice-versa. 

13. Aplicação inversa dum produto. Considere os operado

res dobro e cubo no universo IR; ambos são aplicações biunívocas do 

conjunto IR sobre si mesmo, cujas aplicações inversas são, respecti
vamente, os operadores metade e raíz cúbica. O produto do pri

meiro· pelo segundo é o operador dobro do cubo, correspondente 

à expressão 2x3 • O produto do segundo pelo primeiro é o operador 

cubo do dobro, que corresponde à expressão (2x 3 ) equivalente a 
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8x 3 . Ora, é fácil ver que ambos os produtos são ainda aplicações biuní

vocas de I R sobre I R. Qual é o inverso do operador dobro do cubo? 
Para achar o dobro do cubo dum número x, eleva-se x ao cubo e 

multiplica-se o resultado por 2; o número y assim obtido será, pois: 

y = 2x3 

Se quisermos, inversamente, calcular x a partir de y, devemos pri

meiro dividir y por 2 e depois extrair a raiz cúbica a ~, isto é: 

Vemos, assim, que o inverso do operador dobro do cubo é o 

operador raíz cúbica de metade. Analogamente se reconhece que o 

inverso de cubo do dobro é metade da raiz cúbica, o inverso' de 

2 3 
dobro do terço é triplo da metade (isto é, o inverso de é -), 

3 2 
etc., etc. 

Estes exemplos levam-nos a admitir o seguinte facto geral: 

O produto f g de duas aplicações biunlvocas é ainda uma apli

cação biunívoca e o inverso do produto é o produto das apli

cações inversas em ordem inversa; isto é: 

Será isto verdade? Consideremos três conjuntos A, B, C quais

quer, uma aplicação biunívoca g de A sobre 8 e uma aplicação 

biunívoca f de B sobre C. Queremos provar que f g é uma apli

cação biunívoca de A em C e que (f g) - 1 = g - 1 f- 1 • 
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O seguinte diagrama dá-nos intuitivamente a ideia da demons
tração: 

g (f (x) ) 

fg 

Demonstração. 

Seja zum elemento qualquer de C e ponhamos 

{1) y = f- 1 (z), x = g- 1 (y) 

Então, será z = f(y), y = g(x) e, portanto: 

(2) z = (fg) (x) 

Por outro lado, de {1) vem: 

(3) x = (g- 1 f- 1 ) (z) 

Seja agora x· um elemento qualquer de A distinto de x. Então, 
como f, g são bíunívocas, será g(x) '# g(x'}, donde: 

f(g{x)) .P f(g (x')) ou seja (fg) (x) .P (fg) (x' ) 

Assim, para todo o elemento z de C existe um e um só elemento x 
de A que verifica (2), o que significa que fg é biunívoca de A sobre B. 
Finalmente as fórmulas (2) e (3) mostram que (fg) - , = g- 1 f- 1 . 
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14. Equipotência de dois conjuntos. Segundo o que vimos 

no Cap. 111, n.o 2, dados dois conjuntos A, B não vazios, diz-se que A 

é equípotente a B, quando pode ser definida uma aplicação biunívoca 

de A sobre B. Admitimos então, intuitivamente, que a relação equi
potente, assim definida entre conjuntos, é uma relação de equivalência, 

isto é, uma relação reflexiva, simétrica e transitiva. Podemos, agora, 

demonstrar este facto: 

1. o A relação é reflexiva, isto é: todo o conjunto A não vazio é 

equipotente a si mesmo. Com efeito, qualquer que seja o conjunto A 

não vazio, existe uma aplicação biunívoca de A sobre A: a iden
tidade IA. 

2.0 A relação é simétrica, isto é, se A é equipotente a B, B 

é equípotente a A. Com efeito, se existe uma aplicação biunívoca f 

de A sobre B, a aplicação inversa f-1 é uma aplicação biunívoca 

de B sobre A. 

3. o A relação é transitiva, isto é, se A é equípotente a B e B 

é equípotente a C, então A é equipotente a C. Com efeito, se 

existe uma aplicação biunívoca f de A sobre B e uma aplicação 

biunívoca g de B sobre C, o produto g f é, como vimos no número 

anterior, uma aplicação biunívoca de A sobre C. 

Outros factos que admitimos intuitivamente no Cap. 111 podem 

agora ser demonstrados, como exercícios, por exemplo, a transiti

vidade da relação< (pág. 144). 

15. Produto de três ou mais aplicações. Potências de 

aplicações. Consideremos três aplicações f, g, h, de domínios quais

quer. Chama-se produto das aplicações f, g, h, por esta ordem, e 

designa-se por f g h, a aplicação definida pela fórmula: 

(f g h} (x) = f(g{h(x))) 
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para todos os valores de x tais que 

x E Dh A h(x) E 0 9 A g(h{x)) E Dt 

Portanto, Dtgh será o conjunto de todos os valores de x que 

verificam esta condição. 

EXEMPLOS: 

I. Seja: · 

f = ('Portugal 

Lisboa 

Espanha 

Madrid 

França) 

Paris 

g _(Lima Douro Mondego Tejo Sado ) 

Portugal Espanha Portugal Espanha Portugal 

h =(Porto 
Douro 

Coimbra 

Mondego 

Lisboa 

Tejo 

Setúbal) 

Sado 

Estas aplicações também podem ser definidas nos respectivos 

domínios pelas expressões 'capital de', 'país onde nasce' e 'rio que 
banha'. Então é fácil ver que se tem: 

fgh = 
(

Porto 

Madrid 

Coimbra 

Lisboa 

Lisboa 

Madrid 

Setúbal) 

Lisboa 

aplicação esta definida pela expressão 'capital do pais onde nasce 
o rio que banha' no conjunto Dtgh = Dt. 

11. Seja: 
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Tem-se, neste caso: 

fgh= G Dtgh = { 1, 3} 

111. Seja f(x) - 1 /x, g(x) - 2- x, h(x) = v'x' no universo IR. 

Então, será: 

1 
(f g h) (x) = 

2 
, Dtgh = { x: x >O A x =F 4 } 

-Vx 

Analogamente se define o produto de 4 aplicações, de 5 apli

cações, etc. Por sua vez, do conceito de produto de duas ou 

mais aplicações deriva o conceito de potência de expoente natural 
duma aplicação. Assim: 

f 1 =f, f2 =f f, f 3 = fff, f 4 = ffff, etc. 

Por exemplo: 

(1 2 3) (1 Se f= vem f 2 = 
2 3 1 I 3 

2 3) I f3 = (1 
1 2 1 

cp 4 é a aplicação vazia. 

Sejam agora m, p. i, respectivamente, os operadores definidos 
pelas expressões 'mãe', 'pai', 'idade', num conjunto A de seres huma

nos. Neste caso, os símbolos i m p, i p 2, etc. designam os ope
radores definidos pelas expressões 'idade da avó paterna', 'idade do 

avô paterno', etc., em certos subconjuntos de A (exemplifique com 

um dado conjunto A). Por sua vez os símbolos p m p, m p m, p 3 , 
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étc. designam operadores facilmente reconhecíveis, definidos em 
subconjuntos de A. Observem-se os seguintes factos interessantes: 

p m p -- p(m p) = (p m) p, 

m p m = m (p m) = (m p) m, 

p3 = pp2 = p2p, etc. 

A primeira fórmula lê-se, em linguagem corrente: 

pai da mãe do pai = pai da avó paterna = 
= avô materno do pai, etc. 

Isto dá a ideia de que a multiplicação de operadores, embora 

não seja comutativa como já temos observado, é no entanto asso
ciativa. Será sempre assim, na verdade? O facto torna-se intuitivo 

com o seguinte diagrama: 

f(gh) = (fg)h 

g 

A demonstração rigorosa é dada no número seguinte. 

17. Associatividade da multiplicação de operadores. Con

sideremos três aplicações quaisquer, f, g, h. Trata-se de provar que 
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f(gh) = (fg)h. Ora temos, pela definição de produto de duas 

aplicações: 

{ 
(gh) (X) = g(h(x) ), 'V X E Dhg 

X E Dgh <=> X E Dh 1\ h(x) E Dg 

e ainda, pela mesma definição ( 1): 

{ 
[f(gh)] (x) =f [ (gh) (x) ], 'f/x E Dt(gh) 

X E Dt(gh) <=> X E Dgh 1\ (gh) (x) E. Dt 

Logo, substituindo aqui as expressões (gh) (x) e x E Dgh pelas 

anteriores expressões equivalentes, virá: 

{ 
[f(gh)] (x) = f [g{h(x)) ], 'f/x E Dt(gh) 

X E Dt(gh)<=> X E Oh 1\ h(x) E Dg 1\ g(h(x)) E Dt 

Mas isto mostra que Dt(gh) = Dtgh .. ~e que 

f(g h) = f g h 

Analogamente, t~mos: 

{ 
(fg) (u) = f(g{u)), V u E Dr9 
u E Dtg<=> u E 0 9 A g(u) E Dt 

{ 
[(fg)h] (x) = (fg) [h(x) ], Vx E D(tg}h 

x E D(tg)h<=> x E Dh A h(x) E Dt9 

donde, aplicando os dois PRINCIPIOS LÓGICOS DE EQUIVALÊNCIA: 

[(fg)h] (x) = f(g(h(x)), V x e D(tg)h 

X E D(fg)h<=> X E oh A h(x) E Dg A g(h(x)) E Dt 

( 1) Usamos, em seguida, parêntesis rectos a fim de tornar a escrita menos 
confusa. 
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Mas isto mostra que D(tg)h = Dtgh e que 

(fg)h = fgh 

1 (fg) h = f{gh) = tgh 1 

o que se exprime dizendo que a multiplicação de aplicações é 
associativa. t claro que esta fórmula permite definir o conceito de 
produto de 3 aplicações, a partir do conceito do produto de 2 apli
cações. Mais geralmente, o produto de n aplicações f 1, . .. , f 0, que se 

n 

representa por f 1 f 2 ... fn ou por li f k (com n inteiro > 1) pode 
k=1 

ser definido a partir do .conceito do produto de duas aplicações, como 
no caso dos números, e vale para·esse produto a propriedade associa
tiva generalizada. 

18. Funções reais de variável real. Como já foi dito no 
numero 4, quando uma função é definida por uma expressão desig
natória, sem mais indicações, o domrnio da função é o domínio de 
existência da expressão no universo considerado. Se o universo é IR, 
tanto o domínio como o contradom.ínio da função estão contidos em 
IR: exprime-se este facto dizendo que a função é real de variável 
real. Se o universo fosse 1 N, diríamos, 'função natural de variável 
natural'. Mais geralmente, podemos considerar funções reais de 
variável natural, funções naturais de variável real, etc. 

Sobre este ponto, convém ler o § 1.0 do Cap. IV do Compêndio 
de Algebia ( 1), 6. o ano,· e resolver os respectivos exercícios. 

Convém ainda ler o § 3.0 .do mesmo capftulo e resolver os 
respectivos exercfcios.· Quanto à classificação de funções (§ 4.0

), 

bastará tratar da classific~ção em racionais e irracionais, racionais 
inteiras e racionais fraccionárias. 

( 1) Ver nota da pág. 170. 

209 
C M-14 



  

, J. BEBABTIAO E SILVA 

19. Operações sobre fu~ções de variável real. Sejam f, 
g duas funções reais de variável real. É costume chamar soma, diferença, 
produto e quociente das funções f, g (por esta ordem), as funções 

f+g, f- g, fg, f/g definidas pelas seguintes fórmulas: 

(f + g) (x) = f(x) + g(x), (f - g) (x) = f(x) - g(x) 

f f (x) 
(f g) {x) = f(x).' g(x), (-) (x) = -( )' 

g g X 

Subentende-se que os domínios de f+ g, f- g e fg são a inter

secção de Dt ·com D. Por exemplo, o domínio da função Vx+1 '- v' 1 - x 

é o intervalo [- 1, 1 ], intersecção do intervalo [- 1, + oo (, {domínio 

da função v'x + 1). com o intervalc;» ]- oo, 1] (domínio da função 

v' 1 - x). Por sua vez, o domínio de f/g é o conjunto dos valores de x 
que pertencem a Dt () 0 9 e tais que g(x) :F O. 

Analogamente, sendo num número natural, a expressão designa

t6ria "yf(x) define uma função chamada raiz de índice n de f. 
Visto que o produto fg de duas funções reais de variável real 

é definido pela fórmula anterior, o produto de f por g segundo a 

definição do o. o 1 O deve agora ser chamado ·'composta de f com g' 

representado pelo simbolo fog~ para evitar confusões. Seja, por 

exemplo: 

f{x) = x + 1, g(x) = x 2 

Neste caso, f é a operação que consiste em somar 1 e . g a . ope

ração que consiste em elevar ao quadrado. É claro que se tem: 

(f o g) (x) = x 2 + 1, (g o f) (x) = (x + 1) 2 

Deste modo se vê que f, g (isto· é, as operações de somar 1 e de 

elevar ao quadrado) não são permutáveis. Mas tem-se: 

(f g) (x) = (g f) (x) = x2 (x ~ 1 . .) 
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20. Ope~ador lógico ·de explicitac;ão. Consideremos, por 

exemplo, a conç:fição 3 < x <; 5. No universo IN e~t~ condição é 

verificada por um único elemento, isto é: 

Para designar esse elemento pode usar-se a expressão 

Lx (3< X< 5) 

que se lê 'o elemento x tal que 3 < x < s·. É claro que nesta 

expressão a letra x é uma vari~vel muda, .que poqe ser substituída por 

qualquer outra variável, sendo a expressão obtida equivalente à 

primeira (ao contrá.rio do que aco.ntece com a condição 3 < x < 5, 

em que a variável x é livre). Assim, em IN 

'x (3<··x < 5) = r.n ~ (3< n< 5) = 4 

Porém, no ·universo IR há uma infinidade de elementos que veri

ficam. a condiÇão 3 < X< 5 e, por isso, a expr~ssãó tx (3 < X< 5) 
deixà de .ter ai .. se·ntido; o que podemos escrever · neste -caso . é: 

{ X : 3 < X< 5 } = )3, 5 [ 

QU então 

~x (3< X< 5 f\ , X .EIN) =. 4 

Analogamente, em IN ou em IR+, a equação x 2 = 9 tem uma 

única solução (que é 3) e assim podemos escrever: 

"x (x 2 = 9) = 3 

em que o · srmbolo tx se lêa ·o aind elemento >Ç tal que'. Mas em I R 
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esta expressão deixa de ter sentido, visto haver mais de um elemento 

que verifica a condição x 2 = 9. Podemos só escrever; 

{ x: x2 = 9} = { 3, - 3} 

ou então 

Analogamente, em IR: 

L)( (x2 = 3 A X > O) = v3 
tt ( t 2 = 3 A t < O) = - v'3, etc. 

O sfmbolo " é uma letra grega chamada 'iota'. Dum modo geral, 

se uma dada condição com uma variável, é verificada por um único 

elemento, este pode ser designado pela expressão que .se obtém, 

antepondo à condição dada o símbolo·. r. tendo como índice 

a variável da condição. O operador lógico representado pelo sim

bole;>- t .munido dum fndice é chamado operador de explicitação. 

21. Funções definidas implicitamente; relações funcio

nais e funções. Consideremos, por exemplo, a condição x = y + 2 

em IN ou em I R. Antepondo a esta condição o símbolo ty, obtemos 

uma expressão designatória; em que y passou .a ser variável muda, 

ficando apenas x como variável livre. É fácil ver que se tem 

nesse ·caso 

Ly (X = y + 2) = X - 2 

isto é: o elemento y tal que y + 2 = x é x - 2. O domínio dessa 

expressão designatória em x é. o conjunto dos números > 2 ou o 
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conjunto IR, conforme o universo é IN ou IR. Analogamente, 

ter-se-á em IR: 

X 
ty (x = 2y) = 2 ( domfnio: 1 R) 

r.y (x = y2 1\ v> O) = Vx (domínio: [O, + oo () 

ty (x2 + y2 = 9 1\ y>O) =v' 9- x2 (domfnio: [- 3, 3]) 

Diz-se então, por exemplo, que a condição 

define implicitamente a variável y como função de x no conjunto 

[ - 3, 3 ], visto que, para cada x E [ - 3, 3 ], existe um e um s6 y 

que verifica essa condição. 

Dum modo geral, dada- uma relação binária R, a expressão ty (x R y) 

é uma expressão designatória que tem por domfnio de existência o con-· 

junto A dos valores de x tais que existe um e um só y que verifica 
x R y, isto é, o conjunto 

Diz-se então que a condição x R y define implicitamente y como 

função de x no conjunto A; e que a expressão d~signatória r.y (x R y) 

define essa função explicitamente. Também se diz neste caso que a 

condição x R y (ou a condição R) é funcional relativamente à segunda 

variável, no conjunto A. Note-se que, por exemplo, a condição 

X + y 2 = 3 1\ y > 0 
,; 

é funcional em relação a y no conjunto ]- oo, 3] (corresponde-lhe 

a função v' 3- x) e funcional em relação a x no conjunto IR (cor

responde-lhe a função inversa 3- y 2). 
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Quando s.e diz que uma relação é funcional; subentende-se geral·· 

mente que é funcional relativamente à segunda variáveL No diagrama 

duma relação, reconhecemos que esta é funcionai, quando de cada 
elemento parta uma única seta. É isto, aliás, o que temos visto nos 

diagramas de funções. 

Assim, a cada relação funcional R, corresponde uma e uma 

só função, que é definida explicitamente pela expressão Ly·(X R y). 
Reciprocamente, a cada função f corresponde uma e uma só 

relação R assim definida: 

x R y ~- f(x) = y 

NOTA. Esta correspondência biunívoca que se estat;Jel~ce entre 

relações funcionais e funções leva muitos a11tores modernos a. iden

tificar · as relqçqes funcionais com as . funções . correspondentes. 

Todavia esta ídeflti.f_icação conduz ITJlJit~s vezes na prát~Cp a ~ituações 

confusas: P.or exemplo, a relação~-- pai de n:ão é funcional, segundo 
este critério (quer dizer, a condição 'x é pai dey' não é funcional 

com respeito a y), mas já a relação tem por pai, inversa da pri

meira, é funcional; corresponde-lhe a função. (ou aplicação) pai de, 

que não convém confundir com essa relação. Analogamente, a rela

ção de identidade ~rn .qualquer universo U, é uma· relação funcional, 

à qual corresponde a aplicação I; r11as não .cQnvém confundir· esta 

aplicação com a relação =; pois que então deveríamos escrever I = =·, 
o que_ não parece razoável. 

,·. 
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OUTROS 'EXEMPLOS: 

I. Sejam as relações R e S assim definidas 

-~ 1 2 3 4 ~ 1 2 3 4 

1 • 1 . 
j 

' 

2 2 . 

3 • • 3 . 

4 
I 

4 I . 
I 

que também podem ser definidas. pelos seguintes diagramas: . . 

R 2 • 
. 4 

1·~- • 

- ~:/ 

s 20 
1 ('- .4 

-~~/ 

A primeira é fu_ncional no conjunto { 1, 3, 4 }. Corresponde.:.lhe 

(
1 3 . 4) a f~nção f = 
3 1 

. 3 . 

A segunda não é funcional no conjunto { 1, 2, 3, 4 }. Mas já 
a sua inversa, S- 1, é funcional neste conjunto, correspondendo-lhe 

a função g = G ~ ; ~). 
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11. Seja F a relação .é filho ou filha: de. e seja M o conjunto 

dos indivíduos de sexo masculino (no universo H dos seres huma
nos). A relação F não é funcional, mas se pusermos . 

xRy <=> xFy 1\ y E M 

a relação R assim definida já é funcional: corresponde-lhe a função 

pai de, que podemos designar abreviadamente por p. Assim: 

p(x) = Ly (xFy 1\ y EM) 

111. Façamos corresponder a cada número real x o número real y 

tal que 

{
x2 

Y = 2x-1 
se 
se 

X< 1 
X ;> 1 

Fica, assim, definida uma função re~l de domínio IR, que também 

pode ser "definida pela expressão designatória 

ty [ ( y = X 2 <:: X < 1 ) 1\ ( y = 2x- 1 <= X ;> 1 ) ] 

IV. Costuma designar-se por Z o conjunto dos números inteiros 
relativos {O, 1, -1, 2, -2, ... }. Posto isto, consideremos a expressão 

designatória: 

tn ( n E Z 1\ n ~ x < n + 1 ) 

que se pode ler 'o· maior número inteiro igual ou inferior a x'. 

Fica, assim, definida em IR uma função de x também chamada 

'característica de x' ou 'parte inteira de x' e que se representa pelo 

símbolo C(x). Teremos, por ~xemplo~ 

C(2, 65) = 2, C(2) =- 2, C(4, 001) .:... 4 

C( 7t) = 3, C( -0,35) = - 1, C(-2) =. - 2, etc.· 
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22. Funções plurívocas. Consideremos a equação 

(1) x2 + y2 = 4 

Resolvendo-a relativamente a y, é costume apresentar a solução 

(dependente de x) sob a seguinte forma: 

(2) y = + V4..:x:i, para x E [ -2, 2]. 

Aqui, a bem dizer, há um abuso de escrita. A expressão 

+ \/4 - -·x 2 não é propriamente uma expressão designatória no 

intervalo [ -2, 2], pois que, para cada valor de x tal que - 2< x< 2, 
a expressão toma dois valores diferentes. Por exemplo, para x = 1, 
obtém-se a expressão ambígua + ~/3. A condição (1) não é, portanto, 

funcional no intervalo [- 2, 2]. No entanto, é cómodo dizer, neste 

caso, que a fórmula (2) define explicitamente y como função plu

rívoca de X nesse intervalo- função com dois valores para cada 

X E J- 2, 2[. 
Dum modo geral, chamaremos função plurívoca toda a corres

pondência não necessariamente univoca, isto é, toda a correspon

dência que associa a cada elemento dum conjunto A (domínio da 

função) um ou mais elementos de outro conjunto B. Por oposição, 

podíamos chamar função unívoca toda a correspondência unívoca. 

Mas, segundo as convenções anteriores, a palavra 'função' (assim 

como as palavras 'aplicação', 'operador', etc.) significam 'correspon

dência unívoca'. Assim, a expressão 'função plurívoca' deve conside

rar-se indecomponível, nos casos em que se aplica. 

Razões semelhantes às que aduzimos para as funções, levam-nos 

a não confundir uma função plurívoca com a relação correspon

dente ( 1 ). 

( 1) Note-se que, de uma função plurívoca f, podemos sempre passar para 
uma função (unívoca), associando, a cada elemento x do domínio de f. não ·os 
valores individuais, mas o conjunto desses valores, correspondentes a x. 
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Estas convenções permitem-nos falar dê inversa de uma função f, 
mesmo no caso em que f não é biunívoca (ou injectiva); neste caso 

a inversa de f é uma função plurívoca. Por exemplo, a inversa da 

função XvY .= x 2 é a função plurívoca YvX = ± vv; isto é: 

a operação de elevação ao quadrado tem como· iiwersa, no universo 

I R, a operação plurívoca de extracção de raiz quadrada; o contra

domínio da primeira função é o domínio da segunda e vice-versa. 

Um dicionário bilíngue- por ex. português-inglês- dá-nos 

bem a ideia de uma operação plurívoca (a tradução de português 

para 'inglês), visto ·que, a cada vocábulo português, correspondem 

vários vocábulos ingléses .. É claro que, neitecaso, a operação inversa 

é também plurívoca. 

A partir deste momento convém · .résoiver . o~ exercícios sobre 
explicitaÇão e inversão que figuram no Compêndio de Álgebra( 1 ), e 

. . 

fazer por ai o estudo da representação geométrica das funÇões, acom

panhado dos respectivos exercícios. 

( 1) Ver ·nota da pág. 170. 

218 



Índice 

NOTA DE APRESENTAÇÃO 

Capítulo I. INTRODUÇÃO À LÓGICA MATEMÁTICA 

1. Sinais e expressões .... . .......... . ................... . 

2. Termos e proposições . . ..... . .................. .. ...... . 

3. Distinção entre a designação e o designado ...... ... . . ... . 

4. Relação lógica de identidade ............. . ...... . ..... . . 

5. Indivíduos e cfasses; relação de pertença . .. ... . ...... ... . . 

6. Relatividade dos conceitos de indivíduo (ou elemento) e de classe 
(ou conjunto). Universo lógico e tipos lógicos ........ . , . . . 

7. Dar ou definir um conjunto .... . .......... .. . . . .. ... . . . . 

8. Conjuntos finitos e conjuntos infinitos . ... .. .. ... . .. . ..... . 

9. Valores fógicos das proposições .. . . . . . ................ . . . 

Págs. 

7 

11 

12 

13 

14 

15 

17 

18 

19 

20 

1 O. Operações lógicas sobre proposições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 

11. As operações lógicas, consideradas como operações sobre valores 
lógicos. .... .... ... .. ...... . ...... . ........ .. ......... 25 

12. As operações lógicas e as máquinas de calcufar. . . . . . . . . . . . . 26 

13. Propriedades da conjunção e da disjunção. . . . . . . . . . . . . . . . . 30 

14. Propriedades da negação; suas relações com a conjunção e a 
disjunção ... .. ... ... . . ............ :. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 

15. Implicação material e dedução. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 

15a. Propriedades da implicação; relações desta com as outras opera-
ções lógicas. Novos tipos de silogismo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 

16. Equivalência material .. : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 

17. Polisilogismos. Dedução e indução. Teorias dedutivas.... .... 49 

18. Expressões com variáveis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 

19. Tipos de expressões com variáveis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 

20. Condições universais e condições impossíveis. . . . . . . . . . . . . . . 57 

21. Equivalência formal. Princípios lógicos de equivalência . . . . . . . 59 

22. Cálculo proposicional com variáveis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 

219 



J. SEBASTIAO E SILVA 

P6gs. 

23. Propriedades das operações lógicas sobre condições . . . . . . . . . 66 

24. Quantificadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 

25. Propriedades dos quantificadores. Novos t ipos de sifogismos . . 70 

26. Segundas leis de De Morgan. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 

27. Quantificação parcial e quantificação múltipla . . . . . . . . . . . . . . . 73 

28. Implicação formal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 

29. Propriedades da implicação formal. Novos tipos de silogismo . . 79 

30. Equivalência formal; 'condição necessária' e ~condição suficiente'. 

Definições lógicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 

31 . Existência e unicidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 

Capítulo 11. A LÓGICA EM TERMOS DE CONJUNTOS 

1. Conjuntos definidos por condições. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 

2. Conjuntos com um só elemento e conjunto vazio ..... ...... 87 

3. Relação de inclusão. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • • . . 89 

4. Subconjuntos dum conjunto finito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 

5. Intervalos limitados em I R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 

6. Intervalos Himitados em I R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 

7. Propriedades da relação de inclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 

8. Intersecção de dois conjuntos. ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 

9. Reunião de dois conjuntos .. .... . ........ ....... . : . . . . . . 1 02 

1 O. Comprementar dum conjunto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 04 

11. Propriedades das operações lógicas sobre conjuntos . . . . . . . . . 106 

12. Compreensão e extensão. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 09 

13. Intersecção ou reunião dos conjuntos duma dada família . . . . . 111 

14. Pares ordenados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 

15. Produto cartesiano de dois conjuntos. Conceito de relação binária 116 

16. Produto cartesian.o de trê~ conjuntos; . relações ternárias . . . . . . . 118 

17. Sequências. Conceitos gerais de produto cartesiano e de relação 120 

18. Generalidades sobre relações binárias. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 

19. Restrições duma relação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 

20. Relações reflexivas e relações anti-reflexivas . . . . . . . . . . . . . . . . 125 

21. Relação inversa. Relações simétricas e relações anti-simétricas 127 

22. Rerações transitivas. Relações de equivalência . . . . . . . . . . . . . . 129 

. . 
Capítulo 111. NÚMEROS INTEIROS E CÁLCULO COMBINATÓRIO 

1. Número de elementos dum conjunto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 

2. Reunião de dois conjuntos disjuntos e soma de dois números 137 

220 



COMPI!JNDIO DE MATEMATICA 

Págs. 

3. Comutatividade e associatividade da adição. Adição iterada. . . . 140 

4. Relação de grandeza entre números.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 

5. Relação de grandeza lata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 

6. Adição e relação de grandeza. . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . 146 

7. Subtracção. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 

8. Multiplicação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 

9. Divisão exacta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 

1 O. Multiplicação em N0 . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . • . . . . . . . . . . 154 

11. Números infinitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 
12. Objecto do cálculo combinatório. Número de elementos da reunião 

de dois ou mais conjuntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157 

13. Número de elementos do produto cartesiano de dois ou mais 
conjuntos . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 

14. Número de subconjuntos dum conjunto finito . . . . . . . . . . . . . . 164 

15. Arranjos e permutações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . 166 

16. Combinações. ................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 

Capítulo IV. FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL 

1. Primeiros exemplos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171 

2. Conceito geral de aplicação (ou função de uma variável) . . . . 174 

3. Domínio de existência duma expressão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 

4. Maneiras de definir uma função. Identidade de funções . . . . . . 178 

5. Extensão e restrição duma aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 
6. Contradomínio duma aplicação. Aplicações sobrejectivas . . . . . . 183 

7. Aplicações biunívocas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 

8. Aplicação inversa duma aplicação biunívoca. . . . . . . . . . . . . . . . 189 

9. Aplicação identidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . 192 

1 O. Produto de duas aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193 

11. Produto duma aplicação pela identidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198 
12. Produto de duas aplicações inversas uma da outra. . . . . . . . . . . . . . . 199 
13. Aplicação inversa dum produto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201 

14. Equipotência de ~ois conjuntos . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . • . . . . . 204 

15. Produto de três ou mais aplicações. Potências de aplicações . . 204 

17. Associatividade da multiplicação de operadores . . . . . . . . . . . . . 207 

18. Funções reais de variável real. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209 

19. Operações sobre funções de variável real . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 O 

20. Operador lógico de explicitação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 

21. Funções definidas implicitamente; relações funcionais e funções 212 

22. Funções plurívocas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . • . . . . . 217 

221 



CompO"sto e impl'les:so na 

Tipografia GueTra- Viseu 

e concluiu-se 

em Dezembro de 197 4 



 

GABINETE DE ESTUDOS E PLANEAMENTO 

DO MINISTÉRIO DA EDUCAÇÃO E CULTURA 


	Compêndio de Matemática, 1º Volume, 1º Tomo, Capítulo IV - FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL
	Índice
	Primeiros exemplos
	Conceito geral de aplicação (ou função de uma variável)
	Domínio de existência duma expressão
	Maneiras de definir uma função. Identidade de funções
	Extensão e restrição duma aplicação
	Contradomínio duma aplicação. Aplicações sobrejectivas
	Aplicações biunívocas
	Aplicação inversa duma aplicação biunívoca
	Aplicação identidade
	Produto de duas aplicações
	Produto duma aplicação pela identidade
	Produto de duas aplicações inversas uma da outra
	Aplicação inversa dum produto
	Equipotência de dois conjuntos
	Produto de três ou mais aplicações. Potências de aplicações
	Associatividade da multiplicação de operadores
	Funções reais de variável real
	Operações sobre funções de variável real
	Operador lógico de explicitação
	Funções definidas implicitamente; relações funcionais e funções
	Funções plurívocas




