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CAPITULO IV

FUNCOES DE UMA VARIAVEL

1. Primeiros exemplos. J4vimos que as expressdes com varia-
veis se classificam em designatdrias e proposicionais (pag. 56).
Também vimos (Cap. II) gue as expressOes proposicionais definem
conjuntos e, mais geralmente, relagdes (conjuntos de sequéncias).
Vejamos, agora, 0 que se passa com as expressoes designatorias.

Consideremos, por exemplo, a expressao

capital de x,

sendo o dominio da varidvel x o conjunto dos paises do mundo.
Vamos supor este conjunto definido e designa-lo por P. Por outro
lado, designemos por C o conjunto das cidades do mundo, que
supomos igualmente definido. Nestas condigdes, a referida expresséo
é, manifestamente, uma expressdo designatéria, pois converte-se na
designacdo duma cidade todas as vezes que a varidvel é substituida
pela designagdao dum pais. Assim, por exemplo:

X capital de X
Portugal capital de Portugal (= Lisboa)
Espanha capital de Espanha (= Madrid)
Franca capital de Franca (= Paris)
Italia capital de [télia (= Roma)
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Deste modo, a expressdo ‘capital de’, anteposta 3 designacgéo
dum pais, transforma esta na designacio duma cidade. Podemos
assim dizer que representa uma transformacio (uma operacdo ou um
operador) que, aplicada a qualquer pais, dd como resultado uma
certa cidade desse pais. E claro que essa operagdo consiste afinal
numa correspondéncia univoca entre o conjunto P e o conjunto C,
como se indica no seguinte diagrama:

P C
Fortugal *+ lLisboa
Espanha »  Madrid
Franca » Paris
Itélia *  Roma
Gra-Bretanha * lLondres
Brasil -+ Brasilia
Japio +» Téquio

Com efeito, por este processo, a cada elemento de P, fica a
corresponder um e um s6 elemento de C (ver Cap. lil, no 1)(1).

Como sindénimo dos termos ‘operacio’, ‘transformacio”, etc.,
nestes e noutros casos andlogos, usa-se ainda, com maior frequéncia,
o termo funcdo’. Mas este aparece quase sempre relacionado com
varidveis e, por isso, o seu uso requer cuidados especiais, como
vamos ver.

(') Nada impede que um dado pais esteja contido num oufro: p. ex. a
Inglaterra e a EscOcia fazem parte da Gra-Bretanha.
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Tormnemos a expresséo ‘capital de x'. Visto que contém uma
varidvel, a pr6pria expressdo pode ser considerada como uma variavel:
isto &, varidvel dependente de x. Também se diz que representa
uma funcéo de x. Mas nio quer isto dizer que funcdo seja 0 mesmo
que varigvel dependente. Por exemplo, as expressbes (x + 1)2 e
X2 + 2x + 1 séo diferentes; sfo, pois, duas varidveis dependentes dis-
tintas; mas tem-se

(x+1)2=x2+2x+1 , ¥xelR.

Assim, as duas expressdes fazem corresponder a cada niimero
real (valor de x) um mesmo nilimero real (valor das expressoes),
isto &, definem a mesma correspondéncia e, por isso, se diz que repre-
sentam a mesma funcdo de x. Deste modo, o termo ‘fungéo’ aparece
como sindnimo de ‘correspondéncia’ ou ‘operacéo’.

Vejamos outros exemplos. A tabela da pégina seguinte define
10 funcdes no conjunto das provincias de Portugal continental. As
letras x, ¢, ¢’, a, 8, d, d’, r, I, m, m’ sdo abreviaturas das expressdes
’pfovincia', ‘capital de X', ‘nimero de habitantes de ¢’, 'drea de x
em km?’, ‘densidade de populagdo de x por km2’, ‘distdncia de x a
Lisboca em km, por estrada’, ‘idem por comboio’, ‘ric mais importante
de x’, ‘comprimento de r em km’, ‘monte mais alto de X', ‘aitura de m
em metros’. Diz-se que a letra x é aqui varidvel independente e que
as letras ¢, ¢, a, §, d, d', r, ¥, m, m’ sdo varidveis dependentes de x
ou ainda (por comodidade de linguagem) que sdo funcdes de x.
Mas as funcbes a que essas letras se referem s#o, na realidads, as cor-
respondéncias indicadas pela tabela. Diz-se ainda, por exemplo, que
0 consumo de gasolina dum automdvel por quilémetro é fungio da
velocidade, que o perfmetro e a drea dum circulo sdo funcdes do
raio, etc., etc., mas as fungdes em todos estes casos sdo determinadas
correspondéncias.

Para evitar possiveis confusfes, usa-se muitas vezes, em mate-
matica moderna, ¢ termo ‘aplicagio’ em vez de ‘funcdo’, com o
mesmo significado.
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X c a d r m
¢ 3 | d r m’
Minho Braga 4 839 387 Minho Gerés
41023 180,7 403 236 1 507
Tras-os-Montes Vila Real 11 848 437 Douro Larouco
e Alto Douro 10498 54,8 372 640 15356
Douro Litoral Porto 3285 328 Douro Mar_éo
303 424 42,4 346 640 1415
Beira Alta Viseu 9 094_ 293 Douro Caramulc
16 961 73,2 259 640 1075
Beira Baixa Castelo Branco | 7 505 248 Tejo Estrela
: ' 14 467 46,5 229 810 1991
Beira Litoral Coimbra 7598 204 Mondego Lousd
45 508 133,2 220 220 1024
Lisboa 5333 0 Tejo Montejunto
Est d :
SHemadtra 802 230 338,6 o] 810 666
Ribatejo Santarém 7 236 72 Tejo Aire
16 445 65,7 81 810 679
Alto Alentejo Evora 168072 .1 b4 Tejo S. Mamede
24144 76,2 117 810 1025
. . Beja 12 621 178 Guadiana Cercal
B Alent
axo AlemeIe | 45702 287 | 154 | 700 346
Algarve Faro 5076 298 | QGuadiana Monchique
19393 62,0 288 700 902

2. Conceito geral de aplicacdo (ou funcao de uma varia-
vel). Vamos precisar melhor o emprego destes termos.

Dados dois conjuntos A e B n#o vazios, chama-se aplicacédo de A
em B toda a correspondéncia univoca entre A e B (). Em vez de

{*) O termo “correspondéncia’ é agui usado com o significado que lhe foi
atribuido no capitulo- anterior. Veremos mais adiante que uma aplicagdo pode
também ser interpretada como relacio de tipe especial, isto é, como o conjunto
de pares ordenados (x, y), em que y é o elemento de B correspondente a cada
elemento de A,

174



COMPENDIO DE MATEMATICA

‘aplicacdo de A em B’ também se pode dizer fungdo definida em A
com valores em B’.

Assim, definir uma funcéo f em A com valores em B (ou uma
aplicacdo de A em B) é dar um processo qualquer pelo qual, a cada
elemento x de A, fique a corresponder um e um so elemento y de B.
Este é chamado valor da fungédo f em x ou ainda /imagem (ou trans-
formado) de x por f, e pode ser designado por qualquer dos
simbolos fx ou f(x):

y = fx ou y = f(x)

Também se diz neste caso que f aplica (ou transforma) x em y.
O conjunto A é chamado dominio de f.
Dum modo geral, designaremos por D¢ o dominio duma fungéo f.

Tornemos ao primeiro exemplo apresentado no ndmero anterior.
Nesse caso trata-se de uma aplicacdo do conjunto P (dos paises)
no conjunto C (das cidades), aplica¢do que €& representada pela
expressdo ‘capital de’. O conjunto P é, pois, o dominio da aplicagdo.

Se designarmos esta aplicagdo por f sera:
f (Portugal) = Lisboa, f (Franga) = Paris, etc.

isto é, a aplicagao T aplica Portugal em Lisboa, etc.
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Designemos, agora, por II o conjunto das provincias de Portuga!
continental e por C, R e M, respectivamente, os conjuntos das cida-
des, dos rios e dos montes de Portugal (conjuntos que supomos
definidos). A tltima tabela do niimero anterior dé-nos exemplos de
védrias aplicagdes de [I em C, em [N, em R e em M. Todas essas
fungdes tém, portanio, 0 mesmo dominio (II), mas s#o todas dis-
tintas. Por exemplo, as funges representadas pelas letras d, d” sé
seriam idénticas (isto &, a mesma funcédo), se as distdncias por
estrada fossem fodas iguais as respectivas distdncias por combeio,
o0 que nado acontece. Designemos as 4 primeiras fungbes por f, o,
g, ¥, isto &, ponhamos:

c=f(x), ' =¢(x), a=g(x), s=¢(xX), Vx €]
Entdo sera: Ds = Dy = Dg = Dy = II e, por exemplo:
f(Minho) = Braga, 9(Algarve) =19393
g(Estremadura) = 5333, {(Ribatejo) = 65,7.

Estas expressbGes sao abreviaturas, respectivamente, das seguintes:
“a capital do Mirho é Braga’, ‘o nimero de habitantes da capital do

Algarve é 19 393, etc.
Seja agora A o conjunto dos alunos duma certa turma. Sendo X

varidvel em A, as expressdes:

idade de x, pai de x, lugar de nascimento de x, pravincia de x,
altura de x, peso de x, carteira onde se senta x, etc.

séo expressOes designatdrias que definem aplicagbes de A em vérios
conjuntos. Quais conjuntos?

3. Dominio de existéncia de uma expressaoe. Chama-se
dominio de existéncia (dominio de definicdo ou simplesmente dominio)
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duma dada expressdo designatéria com uma varidvel, ao conjunto
dos valores da varidvel para os quais a expressdo tem sentido no
universo considerado. Assim, o dominio da existéncia duma expres-
sdo depende do universo I6gico. Por exemplo, a expressdo VX no
universo [N tem por dominio o conjunto dos quadrados perfeitos, no
universo |R o conjunto dos niimeros nao negatives, etc.

Quando uma funcéo (ou aplicacdo) é definida por meio
de uma expressao designatdria, sem mais indicacoes, sub-
entende-se que o dominio da funcdo é o dominio de existén-
cia da expressao no universo adoptado. '

Por exemplo, no universo IN, as expressdes:

dobro de x, triplo de x, quadrado de X,
triplo do quadrado de x, 1 mais quadrado de X, etc.

cujas abreviaturas simbdlicas sdo, respectivamente,
2x, 3%, X2, 3x2, 1 + X2, etc.

sdo expressOes designatérias que definem aplicagdes do conjunto [N
no préprio conjunto IN (ou, como também se diz, gplicacdes do
conjunto IN em si mesmo). Mas j4, no mesmo universo, as expressoes

metade de x, raiz quadrada de x, x menos 3, etc.

ou seja, simbolicamente: x/2, ¥ x, x-3, etc. sdo expressdes designa-
térias que tém por dominios de existéncia subconjuntos estritos de |N
(respectivamente o conjunto dos ndmeros pares, o conjunto dos
quadrados perfeitos, o conjunto dos numeros maiores que 3, etc.),
representando, pois, aplicacées desses conjuntos em |N.

Se tomarmos agora para universo o conjunto |R em vez de 1N,
é claro que os dominios das referidas expressées (e, portanto, os das
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aplicagbes que representam) sdo ampliados, passando a ser IR,
excepto no caso da expressao y X.

OUTROS EXEMPLOS. Seja no universo [R:

1

1
f(x) = Vi3 g(x) = T

I

No primeiro caso, a expressio s6 é definida quando x-3 >0

e ¥ x— 3# 0 (Porqué?). Ora, estas condigdes sdo equivalentes as
seguintes: x 2> 3 e x # 3. Logo:

Df = {x: x23Ax#3}={x:x>3} =13 + oo

No segundo caso a expressdo sé tem valor quando x>0 e

¥ x -1 % 0. Daqui se conclui que
Dg ={xtx20Ax#1}=1[0, 1[V J1, + =]
EXERCICIOS. Determinar em IR os dominios das fun¢des defi-
nidas pelas seguintes expressdes:

1 1 1 1
Vxe-4 . Vx2-4 " yxz+4 " Ux(x+1) " V3 -yx(x-2)

4. Maneiras de definir uma funcao. ldentidade de funcoes.
Pelo que ficou dito no nimero 2, definir (ou dar) uma aplicacéo f
significa dar, por um lado, o dominio de f e, por outro lado, um
processo qualgquer que permita determinar, para fodo o elemento x
de Dy, o elemento f(x), que a aplicagdo T faz corresponder a x(1).

(') O papel do conjunto B onde se situam os valores da fungéo f(x) pode ser
desempenhado por gualquer conjunto a que pertencam esses valores,
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Se o dominio Ds é finito, e n3o excessivamente numeroso, a
aplicacdo f pode ser definida por meio de uma tabela, como 4 se
viu em exemplos no ndmero 1. Em particular, quando o ndmero de
elementos o permite, costuma-se indicar numa linha todos os elementos
do dominio e, noutra linha, por baixo de cada um desses, o elemento
que lhe corresponde segundo f; a expressdo formada pelas duas
linhas escritas entre parénteses é entdo tomada como designa¢ao de f.
Por exemplo, o simbolo:

Lisboa - Porto Coimbra

Tej Douro Mondego
designa a aplicagdo f cujo dominio é { Lisboa, Porto, Coimbra} e
tal que

f(Lisboa) = Tejo , f(Porto) = Douro , f(Coimbra) = Mondego

Analcgamente, se pusermos

¢ e { serdo duas aplicagdes do conjunto {1, 2, 3, 4 } em si mesmo:
Dp =Dy ={1,2 3,4}
Mas, tem-se:

¢ # ¢, visto ser ¢ (4) # ¥ (4).

EXERCICIO. Sendo A e B dois conjuntos finitos, respectiva-
mente com p e n elementos, determine o nimero total de aplicacGes
de A em B que é possivel definir (Sugestdao: comece pelo caso par-
ticular em que A= {1, 2,3} e B={a, b, ¢, d}, formando as res-
pectivas aplicagbes).

179



J. SEBASTIAO E SILVA

Se o dominio da aplicagdo é infinito (p. ex. IN ou |R), é claro
que ndo podemos defini-la por meio de uma tabela. Nos casos mais
simples, a aplicacdo é definida por uma expressdo designatéria, em
gque intervém opefat;ées elementares da aritmética. Por exemplo, a
expressdo 3x?2 define, efectivamente, uma aplicacdo de |N em |N (ou
de IR em IR), pois que, dado um niimero x, qualquer que ele seja,
nés sabemos sempre, com mais ou menos frabalho, calcular o quadrado
de x e multiplicar o resultado por 3. Mas, como teremos ocasido de
ver, ha casos em que a fungdo ndo se reduz a uma ou mais operacdes
elementares indicadas por uma express&o; podem, entio, apresentar-se
0s mais diversos e imprevistos processos de definicéo.

Também pode acontecer (e sucede geralmente) que uma mesma
funcdo possa ser definida por vérios processos diferentes. Por exemplo,
as expresstes x2—1e (x +1) (x— 1) definem a mesma fungdo em [R:
indicam dois processos de célculo diferentes para a mesma fungéo.
Para designar a funcdo definida pela expressdo x2—1 num dado
universo (p. ex. [R) usa-se a notacio

x2 -1
x\ A
e, analogamente, para qualquer outra expressdo designatéria. Assim,
a letra x passa a ser uma varidvel aparente, pois que a fungao
nédo depende de x. Tem-se, por exemplo: '

(xu3x) = (tu3t) = muitiplicagdo por 3

(x, x2)={(s

s52) = elevacdao ao quadrad
A ) [» quadrado

A

(x_x2=1) =[a_,(a+ 1) (a=1)], ete.

A

Mas ja a funcéao xux2 -1 é distinta da fungao xu(x -1) 2

(Porqué?)
Muitas vezes, para comodidade de linguagem, diz-se simples-
mente ‘a fun¢do x2-1°, ‘a fungio 3 x2', etc.,, em vez de ‘a fun-
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cdo :rc'\jx2 -1, ‘a funcao xu3 x2', etc., desde que ndo resulte

dai confuséo.
Repare-se, ainda, nas funcdes definidas em [R:

2 _
xu1 , xu0,53 , XU'“Q‘ . xun , etc.

Nestes casos, em que as expressoes designatdrias se reduzem a
constantes (designagdes), também se diz que as funcdes sdo cons-
tantes, visto tomarem o mesmo valor para todo o valor de x.

De tudo o que fica dito, convém salientar o seguinte:

Para definir uma funcdo nao basta, em geral, indicar o
processo pelo qual se estabelece a correspondéncia; é
indispensével dar o dominio da funcdo. Porém, quando a
funcio é dada por uma expressdo, sem mais indicacdes,
subentende-se que o dominio da funcido é o dominio de
existéncia da expressdo no universo adoptado.

Por ultimo, convém deixar bem claro o que se entende por "fun-
¢Oes idénticas’ e por fungdes distintas’;

Dadas duas aplicacbes f, g, a aplicacéo t é a mesma que g
(isto é tem-se f=gq), se e s6 se forem verificadas as duas
seguintes condigées:

1) f, 9 tém o mesmo dominio, isto é, Ds= Dg
2y f(x) =g{x), ¥Vx €Ds
Simbolicamente;

f=g< Di=Dg A Hx) = g(x)

Portanto, basta que uma destas condicées se ndo verifigue
[Df = Dg ou 3x, f(x) # g(x)] para que seja f+ g, isto & f dis-
tinta de q.
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5. Extensio e restricao duma aplicacdo. Consideremos os
seguintes conjuntos:

A = {Lisboa, Porto, Coimbra }

A’ = {Lisboa, Porto, Coimbra, Santarém }

B = conjunto dos rios de Portugal,

e as seguintes aplicagdes:
. Lisboa Porto Coimbra
Tejo Douro Mondego

Lisboa Porto Coimbra Santarém
Tejo Douro Mondego  Tejo

E claro que f é uma aplicagdo de A em B e g uma aplicagdo de A" em B.
Mas tem-se Ac A' e

f(x) = ga(x), ¥vx €A

Exprime-se este facto dizendo que g é uma extensdo (ou um
prolongamento) da aplicagéo f ao conjunto A’ ou que f é a restricdo
de g ao conjunto A,

Dum modo geral, dados dois conjuntos A e A’, respectivamente,
diz-se que g € uma extensdo de f a A’, quando

Ac A’ e f(x) = g(x), Vx € A;

Na mesma hipdtese se diz que f é a restricdo de g a A.
Note-se que, no primeiro caso, se usa o artigo indefinido "'uma’
e, No segundo caso, o artigo definido 'a’. A razdo estd em que, se A
€ uma parte estrita de A’ existe mais de uma extensdo de f a A’, ao
passo que existe uma unica restricao de g a A. Por outros termaos: a
operacdo de restrigdo € univoca, a operacdo de extensdo € plurivoca.
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Sejam, por exemplo, as aplicacdes:

1 2 3 123 4 123 4
S = T= ., U=
31 2 3 1 21 31 2 4

E facil ver que T e U sfo duas extensdes distintas da aplicacdo
S ao conjunto {1, 2, 3,4 }. Mas T e U tém uma restricdo (nica no
conjunto {1, 2, 3}, que é S; uma restricdo Gnica no conjunto {1, 3},

ue € a aplica 'éo 13 etc
q plicag 3 2/ .

6. Contradominio duma aplicacao. Aplicacdes sobrejec-
tivas. Consideremos, de novo, 0s conjuntos:

A = { Lisboa, Porto, Coimbra }

B = conjunto dos rios de Portugal

e a aplicacao:
; Lisboa Porto Coimbra
Tejo Douro Mondego

Desde logo se observa que s6 os elementos Tejo, Douro e
Mondego do conjunto B inteyvém na definicdo de f, pois sdo essas
as imagens dos elementos de A por f. Exprime-se este facto dizendo
que o conjunto { Tejo, Douro, Mondego }, contido em B, é o con-
tradominio da aplica¢do f, do mesmo modo que A é o dominio de f.

Analogamente, as aplicagfes

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 4 9 -1 1 -1 O 0 O
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tém por contradominios, respectivamente, 0§ conjuntos
{1,4,9} {1,-1}, {0} (funcéo constante).

Dum modo geral, sejam A e B conjuntos quaisquer, e f uma apli-
cagcdo de A em B. Dado um subconjunto M de A, chama-se /imagem
(ou transformado) de M por 1, e representa-se por f(M), o conjunto
de todos os elementos de B que sdo imagens de elementos de M porf.
Simbolicamente, f{(M) pode assim definir-se:

f(M) = {y: y=1%x A x € M}

Em particular, pode ser M = A. Chama-se contradominio da apli-
cacdo f, e representa-se por D';, precisamente o conjunto f(A), isto
é, a imagem do dominio de f pela aplicagéo f.

Tornemos ao exemplo da aplicagdo f do conjunto P dos paises
no conjunto C das cidades, definida pela expressdo ‘capital de’.
Entdo, se M = { Portugal, Franga, Inglatetra }, sera:

f(M) = { Lisboa, Paris, Londres }.
Se M = { Fran¢a, Espanha, ltdlia, Brasil, Japdo }, sera:

f(M) = { Madrid, Roma, Paris, Téquio, Brasilia }, etc.
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O contradominio desta aplicagio f é, evidentemente, o conjunto de
todas as cidades que sdo capitais de algum pais. Designemos por C'
este conjunto. Entdo sera verdadeira a proposi¢io:

(1) vy €C, 3dx €P: y=capital de x
mas falsa a proposi¢cao:
(2) Vy €C, 3x €eP: y=capital de x

que se pode ler: 'Para toda a cidade y existe, pelo menos, um pais X
tal que y é a capital de x'.

DEFINICAQ. Diz-se que uma aplicacdo f dum conjunto A num
conjunto B é uma aplicacdo de A sobre B, sse B é o contradominio
de f. isto é, sse B = f(A); também se diz, neste caso, que a aplicacdo f
é sobrejectiva em relacdo a B (ou simplesmente sobrejectiva, se o
conjunto B estiver subentendido).

Simbolicamente, o facto de f ser uma aplicagdo de A sobre B
pode ser expresso de seguinte modo:

Yy €B, Ix eA: vy = f(x)

Tornando ao exemplo anterior, vé-se logo que a aplicagéo capital
de ndo é sobrejectiva em relagdo a C, visto ser falsa a proposigdo (2),
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isto &, existem cidades {elementos de C), que ndo sdo capitais de
nenhum pais. Mas a proposicao (1) e verdadeira, quer dizer, a
aplicacdo considerada é sobrejectiva em relagdo ao conjunto C'.
Por outras palavras: C° é o contradominio desta aplicacio.

Outros exemplos:

1. No universo I[N a expressiao ‘dobro de’ designa uma aplicacdo
do conjunto IN em IN (ou de IN em s/ mesmo), mas ndo uma aplicacao
de [N sobre |N, porque ha nimeros naturais (os impares) gue nao sdo
o dobro de nenhum niimero natural, Porém, a mesma expressao desig-
na uma aplicacdo do conjunto IN sobre o conjunto dos nimeros pares.
Por sua vez, no universo |R, areferida expressido designa uma aplica-
¢ao do conjunto R sobre si mesmo.

tl. Como exercicio, investigue o que se passa nos universos [N
e IR relativamente & expressdo ‘quadrado de’. Designando por [IR*
0 conjunto dos ndmeros positivos (nlimeros reais maiores que zero),
estenda esse estudo ao conjunto IR*, tomado como universo.

7. Aplicacoes biunivocas. Coensideremos, novamente, os se-
guintes conjuntos:

A = {Lisboa, Porto, Coimbra}
A’ = {Lisboa, Porto, Coimbra, Santarém }

B = conjunto dos rios de Portugal,
e as seguintes aplicagbes:

Lishoa Porto Coimbra

\ Tejo Douro Mondego
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Lishoa Porto Coimbra Santarém

Tejo Douro Mondego  Teio

que podemos representar, mais sugestivamente, pelos diagramas
seguintes:

Lisboa®

Porto & mbta

Tejo
*Sado

- ' *Guadiana

-+ «Lima, Vouga, stc.
. Mondego

£ claro que f # g, porque o conjunto A (dominio de f) é distinto
do conjunto A" (dominio de g). Mas ja vimos que g € uma extensao
de f.

Que diferencga importanie se nota entre estas duas aplicagdes?
A aplicagdo g aplica dois elementos distintos num mesmo elemento:

Santarém

Coim.bra

g (Lisboa) = g (Santarém} = Tejo
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Este facto é traduzido no diagrama anterior pela existéncia de
duas setas que partem de elementos distinfos e terminam num mesmo
elemento. Tal néo sucede, porém, com a aplicacéo f:

A aplicagéo f aplica elementos distintos em elementos distintos,
isto &, simbolicamente: -

x# X < f(x) #f(X), V x, X €A

Exprime-se este facto dizendo que a aplicacdo f é biunfvoca.
Dum modo geral:

DEFINICAQ. Diz-se que uma aplicacdo f dum conjunto A num
conjunto B é biunivoca, sse aplica elementos distintos de A em ele-
mentos distintos de B, isto 8, sse

X# X<<f(x) #f(X), ¥x. X €A

E claro que, pela REGRA DE CONVERSAQ, esta dltima proprie-
dade também pode ser formulada simbolicamente, escrevendo:

(fx) =f(X)<x=x", ¥x.x €A
ou ainda:
Vy €B: f(x) =y Af(xX)=y=>x=Xx" (VX X €A)
Quer isto dizer, segundo o que observdamos na pag. 84:

Para cada elemento y de B ndo pode existir mais de um ele-
mento x de A tal que 1(x) = v.

Em particular, f pode ser uma aplicagdao de A sobre B, isto é,
simbolicamente (n.c 5): '

VW eB, dx e A f(X) = vy
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Por conseguinte:

Dizer que f é uma aplicagao biunivoca de A sobre B equivale
a dizer que, para cada elemento y de B, existe um e um s6
elemento x de A tal que f(x) =y, isto &, simbolicamente:

Vy ¢ B, d'x € A: f(x) = vy

Como se vé, a expressdo ‘aplicacdo biunivoca de A sobre B’ é
equivalente & expressio ‘correspondéncia biunivoca A e B’, no sentido
em que esta foi usada no capitulo anterior.

OUTRAS MANEIRAS DE DIZER. Modernamente, em vez de
dizer que uma aplicagéo f de A em B é biunivoca, também se diz que f
€ /injectiva, © em vez de dizer que f é uma aplicagdo biunivoca de A
sobre B também se diz que f &€ bijectiva. Assim, f serd bijectiva, se
for injectiva e sobrejectiva (em relacdo a B).

8. Aplicacdo inversa duma aplicagéo biunivoca. Sejafuma
aplicagdo biunivoca dum conjunto A num conjunto B e seja B’ o
contradominio de f, isto é, B" = f(A). Entdo, a cada elemento x de B’
cotresponde um e um s¢ elemento y de A tal que f(y) = x. Pois
bem, a correspondéncia univoca xuy assim estabelecida entre o

conjunto B’ e o conjunto A é chamada ap/fcégéo inversa de ft.

A aplicagao inversa de f é representada pela notacédo f-1. Deste
modo, segundo a definicdo anterior, f-1 é a apficacdo que tem por
dominio o contradominio de f e tal que

(M y=f1(x) = x=iy) (V xeB’, y€A)

Desta definicdo decorre imediatamente que, se f é biunivoca, -1
também é biunivoca e a inversa de f-1 é {, isto é:

(f-1)1 = §
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Por exemplo, se f é a aplicacdo atras considerada:

¢ (Lisboa Porto Coimbra

Tejo Douro Mondego

j& vimos que f é uma aplicacdo biunivoca do conjunto A das
referidas cidades no conjunto B dos rios de Portugal. Entdo a inversa
de f é:

o1 = Tejo Douro Mondego
Lisboa Porto Coimbra

cujo dominio é B" = { Tejo, Douro, Mondego } = f(A).

A mesma aplicacdo pode ser definida pelo diagrama junto, gue
resulta do anterior, simplesmente, invertendo o sentido das selas.
Com respeito ao mesmo exemplo, vemos que:

(f-1)-1 =

Lisboa Porto Coimbra
Tejo Douro Mondego

o Vouga, Sado, ete.
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NOTA. Neste exemplo, o simbolo f é uma abreviatura da
expressido ‘rio que banha (aplicada a elementos de A), enquanto o
simbolo f-1 & uma abreviatura da expressdo ‘cidade banhada pelo

rio” (aplicada a elementos de B).

EXERCICIOS:

[. Verifiqgue quais das seguintes aplicag¢ées sdo biunivocas e
indigue as inversas das que 0 sdo:

1 2 3 a b a b a b
R = . §= L T= ,U=(
2 3 1 b a a b 2 a

Quais sao as que coincidem com as respectivas inversas?

1. Considere a aplicacdo dobro de no universo |N. E esta uma
aplicagdo biunlvoca de IN em |IN? No caso afirmativo indique a
sua inversa e 0 respectivo dominio. Idem para o universo [R.

Ill. Problemas anélogos aos anteriores com as aplicagbes qua-
drado de e cubo de.

IV. Idem para fungées definidas pelas seguintes expressfes:

1 X X
2 3 ——— 3
x2—-1, 2x3, 2 5x, 3+ 2" xZ—1

(sé em |R)

V. Seja P 0 conjunto dos paises e C 0 conjunto das cidades.
£ biunivoca a aplicacdo de P em C definida pela expressdo ‘capital
de’? No caso afirmativo, como se exptime a aplicacdo inversa?
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VI. Seja E o espag¢o usual com 3 dimensdes e seja A um plano
qualquer. Designemos por ¢ a aplicacdo que faz corresponder, a
cada ponto x de E, a projecedo ortogonal de x sobre A. E @ biunivoca?

VII. Considere dois planos A, e uma recta D ndo paralela a
gualquer destes planos. Seja ¢ a aplicacdo que faz corresponder a
cada ponto x de A a projecgdo de x sobre B paralelamente a D
(isto é, o ponto de intersecgdo com B da recta que passa por X
e é paralela a D). E ¢ biunfvoca? No caso afirmativo, qual é a sua
inversat?

VIll. Sejam A e B dois conjuntos finitos e A=m, 4% B = n.
Determinar o niimero total de aplicagdes biunivocas de A em B que
se podem definir. (Distinga os casos m< n, m>> n).

9. Aplicacéao identidade. Seja A = { Lishoa, Porto, Coimbra }.
Qual é a mais simples aplicacdo biunivoca de A sobre A? E eviden-
temente a que faz corresponder a cada elemento de A esse mesmo
elemento de A. Da-se-lhe o0 nome de aplicacdo identidade em A e
representa-se por 15. Serd, pois: '

Lisboa Porto Coimbra
Lisboa Porto Coimbra
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ou seja:’ Ia(x) = x, VXx € A

E claro que se trata aqui dum conceito geral: dado um con-
junto A qualquer, chama-se aplicagdo identidade em A, e representa-se
por 14, a aplicacéo assim definida:

IaA(x) = x, VX € A

Vé-se logo que lp é uma aplicagdo biunivoca do conjunto A
. ' -1
sobre si mesmo e que I, = Ia.

Quando o dominio A estiver subentendido, bastard dizer "apli-
cacdo identidade’ (ou apenas ‘identidade’) e usar o simbolo |, para
designar esta aplicacao.

10. Produtc de duas aplicacdes. Seja:

A = {Lisboa, Santarém, Coimbra, Setdbal }
B = {Tejo, Douro, Mondego, Sado, Guadiana }
C = conjunto dos paises da Europa.

A expressdo ‘rio que banha da-nos a seguinte aplicacao
de A em B: '

—

/ Lisboa Santarém Coimbra Setiibal
(Tejo Tejo ' Mondego Sado

Por sua vez, a expressdo ‘pals onde nasce' dd-nos a seguinte
aplicagdo de B em C:

Douro  Mondego Tejo Sado Guadiana \
Espanha Portugal Espanha Portugal Espanha
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Ora, destas duas resulta a aplicacio de A em C definida pela
expressio ‘pals onde nasce o rio que banha’. E natural designar esta
aplicagdo pelo simbolo gf e chamar-the produto de g por f. Sera, pois:

of =

Lisboa Coimbra Setibal Santarém
Espanha Portugal Portugal Espanha

Como se vé&, of ¢ a aplicacdo de A em C que resulta de
efectuar f sobre cada elemento x de A e, em seguida, g sobre 0
elemento f(x) de B, o que da g(f(x)). Isto &, simbolicamente:

(of) 0O = g(f(x)), V x € A

Dum modo geral:

DEFINICAO. Sejam A, B e C trés conjunios quaisquer, f uma

aplicacdo de A em B e g uma aplicacdo de B em C. Chama-se pro-

duto de g por f e representa-se por gf a aplicacio de A em C

que faz corresponder a cada elemento x de A o elemento g(f(x)) de C.
Serd, pois, por definicdo:

(gf) (x) = g(f(x)), V¥x €A

Este conceito é traduzido pelo diagrama que se segue:
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Muitas vezes, em vez de ‘produto de f por o' diz-se ‘aplicacdo
composia de f com ¢’ e designa-se esta notacdo fog. No primeiro caso,
a operacdo que definimos chama-se multiplicacdo (de aplicagdes) e,
no segundo caso, composicao.

Vejamos um outro exemplo. J4 vimos que a expressdo ‘capital
de’ representa uma aplicagdo do conjunto P (dos paises) no con-
junto C (das cidades). Por sua vez, a expressdo 'ndmero de habi-

tantes de’ define uma aplicacdo de C em IN. Logo, a expressdo
‘numero de habitantes da capital de’ define uma aplicagdo de P

em |N, produto da segunda pela primeira. Alids, na UGitima tabela
do n.° 1 podem reconhecer-se varios exemplos analogos.

Consideremos, agora:

Neste caso f, g sfo aplicagées do conjunto {1, 2, 3, 4} scbre si
mesmo. Para calcular gf ou fg basta utilizar & definigdo anterior.
Temos, por exemplo:

(gf) (1) = g(f(1)) = g (2) = 4

(of) (2) = g(f(2)) = g (3) = 1, etc.

Assim, vira:

(v 2 3 4 1 2 3 4
. s 1 2 3) "% 4 1 2 3
Tem-se neste caso fg=gf, mas nem sempre assim acontece,

como veremos mais adiante. Duas aplicacdes f, g dizem-se permu-
tdveis (ou comutdveis) quando fg=gf.
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Sejam, agora, os operadores (1)

1 2 3 4 1 2 3 4
T = , S =
(2 4 6 8> (1 4 9 16>
Neste caso, o contradominio de T, que é {2, 4, 6, 8}, ndo

estd contido no dominio de S, que é {1, 2, 3, 4 }. Mas ainda podemos
definir ST mediante a seguinte férmula:

(ST) () = S(T(x)).
para todo x tal que X € Dt e T(X) €Dg. Assim, vira:

(ST) (1) = S(T(1)) = S(2) = 4
(ST) (2) S(T(2)) = 5(4) = 16

I

Quanto a (ST) (3) e (ST){(4) nido existern, porgue T(3) e
T(4) sdo os elementos 6 e 8 gque ndo pertencem a Dg. Serd, portanto:

1 2
ST =
(4 16)

1 2
Analogamente se vé que TS = (2 8)

Dum modo geral, dadas duas aplicacées f, g de dominios quais-

quer, chama-se produto de f por g, e designa-se por fg a aplicacéo
definida pela férmula

({(fg) (x) = f(g(x))

(') Ja atras se disse que ‘operador’ é sinénimo de "aplicagdo’.
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para todos os valores de x, para os quais ¢ segundo membro tem
valor, isto é, tais que

x € Dy A g(x) € Dg

O dominio de fg serd, pois, constituidc por esses valores de X,
isto é: Dgg = {x:x €Dg A g(x) €Dt}

Pode acontecer, em particular, que o conjunto Dy obtido
segundo esia formula seja vazio. Diremos, neste caso, que fg é a
apficacdo vazia. Por exemplo, o produto das aplicacGes

1 2 1 2
3 4 © 4 3
é a aplicacdo vazia.

EXERCICIOS:

. Sejam p, m, i, as aplicagbes definidas respectivamente pelas
expressoes ‘pai de’, ‘mée de’, ‘idade de’, num conjunte de pessoas.
Qual é entdo o significado dos simbolos pm, mp, ip, im, pi, mi?
As aplicacdes m, p sdo permutaveis?

. Dadas as aplicagbes

1 2 3 1 2 3 1 2 3
P= , Q= ., R= ,
(2 3 1 ) (3 1 2) <3 2 1 )

indique os respectivos dominios e contradominios, e calcule PQ, QP,
PR, RP, QR e RQ. Em que casos ha permutabilidade?

Ill. Idem para as aplicagbes

1 2 3 4 1 2 3 & t 2 3 4 5
u= r §= , t =
1 2 3 4 (3523 16 3 2
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V. As expressdes "dobro’, “triplo’, ‘'metade’, “terco’, ‘quadrado’,

‘cubo’, 'raiz quadrada’, ‘raiz cdbica’ (1), representam operadores corres-

\ . . . 1 1
pondentes as expressdes designatodrias 2x, 3x, —x, —Xx, x2, x3,

2 3
Vx 3\/ x , € cujos dominios dependem do universo considerado.
Indique, em linguagem comum, os produtos desses operadores dois
a dois, bem como as respectivas expressdes designatodrias simbdlicas
e 0s dominios de existéncia em IN e em |R. Em que casos hd per-

mutabilidade?

V. Sendo f, g, h, i, k., as fungbes definidas respectivamente
1 : .
por x+3, V x, R x2, sendo IR o universo, determine f i, i g,

hi,fg, gf.fh hf gh hg gk kg higf), (hg)f, bem como os
respectivos dominios (2). Quais sdo, nestes casos, os pares de apli-
cagoes permutaveis?

VI. O produto do operador dois tercos pelo operador quatro
quintos € o operador dois tercos de quatro quintos. Escreva, por extenso,
uma designacdo mais simples equivalente a ‘dois tercos de quatro
quintos’, e indique a equivaléncia dessas duas expressdes, traduzida
por simbolos numéricos.

11. Produto duma apiicacio pela identidade. Seja, por
exemplo, A= {1, 2, 3,4} B={2, 4, 6, 8} e f o operador dobro
restringida a A. Entdo, sera:

1 2 3 4 1 2 3 4 2 4 6 8

f= Cqa = g =
2468/ " \1234) B \2456 8

() Para simplificar, escrevemos "dobro’ em vez de 'dobro de’, ‘metade’ em
vez de "metade deo’, etc.

(%) No caso de fungdes em |R prefere-se, como veremos adiante, a notagio
f 0 g’ & notag8o f ¢'. 86 por curiosidade usamos a segunda.
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e facilmente se reconhece que
fla=1 |Igf=f
Ora, trata-se aqui dum facto geral, isto é:

Quaisquer que sejam os conjuntos A, B e a aplicacdo T de A
em B tem-se flp = Igf = {.

‘(Demonstre este facto).

Porém, tornando ao exemplo inicial, vé-se que

R e TP
B \la g/ M \l2 g

e portanto flg = f IaAf # f

12. Produto de duas aplicacOes inversas uma da outra.
Pense, um pouco, nas seguintes perguntas:

1) Qual é a capital do pafs cuja capital é Paris?

2} AQual é o pais cuja capital é a capital da Itélia?

3) Qual é a metade do dobro dum nimero?

4) Qual é o dobro da metade dum nlmero?

5) Qual é a raiz quadrada do quadrado dum nimero?
6) Qual é o quadrado da raiz quadrada dum ndmero?
7} Qual é a raiz clbica do cubo dum ndmero?

8) AQual é a cidade banhada pelo rio que banha Lisboa?

Note-se que a ultima questdo é imprecisa. Porqué? O mesmo
acontece com a questdo 6) no universo |R, mas ndo em IN. Por-
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qué? Serd correcto dizer, por exemplo, ‘a raiz quadrada de 25’ no
universo (Q7?

Considere, agors, as aplicagdes

. 1 2 3 4\ 3 6 9 12
36912)'9123'4
do conjunto A={1, 2, 3, 4}, no conjunto B={3, 6, 9, 12}.
Imediatamente se reconhece que g = f-1. Por outro lado

e (V2 3 &
1 2 3 a) A

cero (308 9 12\
3 6 9 12/ B

Este exemplo e os anteriores fazem pensar que seja verdadeira a
seguinte proposigéo:

Quaisquer que sefam os conjuntos A e B, se f é uma aplicacdo
blunivoca de A em B, tem-se:

f-* f =1p, ff1 =1

Veja se & capaz de demonstrar este facto: basta, para isso,
aplicar as definigbes de produto de duas aplicagdes, de aplicagdo
inversa e de aplicagdo identidade. Recorde que se tem, por definicio,
neste caso:

y=1f(x) - x=17(y), VX €A vy B
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O diagrama junto, s6 por si, torna o facto intuitivo.

EXERCICIOS:

. SejaA={-3 -2 -1,1,2 3}, B=1{1,4 9} efa
restrigdo da aplicagdo X\_sX? a A. Defina directamente esta apli-
cacdo e determine uma aplicagdo g tal que f g = Ig (inverso 3 direita
de f). Quantos inversos a direifa tem f? Questées analogas para a
aplicagdo X_4x? em IN, e em |R.

Il. SejaA={1,2},B={1,23,4}ef arestricdo de Xx_sX*aA.
Determine uma aplicagdo g de B em A tal que gf = [ o. Quantas apli-
cacdes g existem nestas condi¢Oes?

tIl. Prove o seguinte: Toda a aplicacdo injectiva dum conjunto
finito em si mesmo é sobrejectiva, e vice-versa.

13. Aplicacéo inversa dum produto. Considere os operado-
res dobro e cubo no universo |R; ambos sdo aplicages biunivocas do
conjuntio |R sobre si mesmo, cujas aplica¢des inversas sao, respecti-
vamente, os operadores metade e raiz cubica. O produto do pri-
meiro peio segundo é o operador dobro do cubo, correspondente
a expressdao 2x3, O produto do segundo pelo primeiro é o operador
cubo do dobro, que corresponde a expressdo (2Xx°3) equivalenie a
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8x3. Ora, é facil ver que ambos os produtos sdo ainda aplicagbes biuni-
vocas de |R sobre IR. Qual é o inverso do operador dobro do cubo?
Para achar o dobro do cubo dum nimero x, eleva-se x ao cubo e
multiplica-se o resultado por 2; o nlimero y assim obtido serd, pois:

y=2x3

Se quisermos, inversamente, calcular x a partir de y, devemos pri-

. . . . . i Yy .
meiro dividir y por 2 e depois extrair a raiz clbica a EX isto é&:

Vemaos, assim, que o inverso do operador dobro do cubo é o
operador raiz cibica de metade. Analogamente se reconhece que o
inverso de cubo do dobro é metade da ralz ctbica, o inverso de
3
2 ):

dobro do terco é triplo da metade (isto é, o inverso de % é

etc., etc.

Estes exemplos levam-nos a admitir o seguinte facto geral:

O produto f g de duas aplicacées biunivocas é ainda uma apli-
cacdo biunivoca e o inverso do produto é o produto das apli-
cacoes inversas em ordem inversa; isto é:

(Fo)~" =g '

Sera isto verdade? Consideremos trés conjuntos A, B, Cc{uais-
quer, uma aplicacdo biunivoca g de A sobre B e uma aplicacio
biunivoca f de B sobre C. Queremos provar que f g é uma apli-
cacdo biunivocade Aem Ceque (fg)"'=g-"1f" .
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O seguinte diagrama da-nos intuitivamente a ideia da demons-
tracao:

a(f(x))

o

fg

Demonstracéo.

Seja z um elemento qualquer de C e ponhamos
(1) y =1i-12), x = g-(y)

Entdo, serd z = f(y), vy = g{x) e, portanto:
(2) z = (fg) (x)

Por outro lado, de (1) vem:
(3) x=(g—-1%-1) (2)

Seja agora x" um elemento qualquer de A distinto de x. Entio.
como f, g sdo biunivocas, serd g(x) s g(x'), donde:

fla(x)) # #(g(x)) ou seja (fg) (x) # (fg) (x' )

Assim, para todo o elemento z de C existe um e um s6 elemento x
de A que verifica (2), o que significa que fg é biunivoca de A sobre B.
Finalmente as formulas (2) e (3) mostram que (fg) — 1 =g— 1 f- 1.
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14. Equipoténcia de dois conjuntos. Segundo o gue vimos
no Cap. Hl, n.° 2, dados dois conjuntos A, B ndo vazios, diz-se que A
é equipotente a B, quando pode ser definida uma aplicagdo biunivoca
de A sobre B. Admitimos entéo, intuitivamente, que a relagao equi-
potente, assim definida entre conjuntos, € uma relacao de equivaléncia,
isto é, uma relacéo reflexiva, simétrica e transitiva. Podemos, agora,
demonstrar este facta:

1.> A relagdo é reflexiva, isto é: todo o conjunto A ndo vazio é
equipotente a si mesmo. Com efeito, qualquer que seja o conjunto A
nao vazio, existe uma aplicacdo biunivoca de A sobre A: a iden-
tidade ! a. |

2.0 A relagio é simétrica, isto é, se A & eguipotente a B, B
é equipotente a A. Com efeito, se existe uma aplicagdo biunivoca f
de A sobre B, a aplipagéo inversa f-' é uma aplicagdo biunivoca
de B sobre A. |

3.° A relacdo é transitiva, isto é, se A é equipotente a B e B
é equipotente a C, entdo A é eqguipotente a C. Com efeito, se
existe uma aplicacdo biunivoca f de A sobre B e uma aplicagdo
biunivoca g de B sobre C, o produto g f é, como vimos no ntimero
anterior, uma aplicacdo biunivoca de A sobre C.

Outros factos que admitimos intuitivamente no Cap. I podem
agora ser demonstrados, como exetcicios, por exemplo, a transiti-
vidade da relacao << (pag. 144).

15. Produto de trés ou mais aplicacdes. Poténcias de
aplicacdes. Consideremos trés aplicacdes f, g, h, de dominios quais-
quer. Chama-se produto das aplicacées f, g, h, por esta ordem, e
designa-se por f g h, a aplicagdo definida pela férmula:

(f g h) (x) = f(g(h(x)))
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para todos os valores de x tais que

x €Dh A h{x) eDg A g(h{x)) Dj

Portanto, D¢gn serd o conjunto de todos os valores de x que
verificam esta condigao.

EXEMPLOS:

I. Seja: -

_ fPortugal  Espanha Franca
Lisboa Madrid Paris

Lima Douro Mondego Tejo Sado
Portugal Espanha Portugal Espanha Portugal

) (Porto Coimbra Lisboa Semba|>

Douro Mondego Tejo Sado

Estas aplicagbes também podem ser definidas nos respectivos
dominios pelas expressdes "capital de’, ‘pais onde nasce’ e ’rio que
banha’. Entao é facil ver que se tem:

tah = Porto Coimbra Lishoa | Setibal
g Madrid Lisboa Madrid Lisboa

aplicacdo esta definida pela expressdo ‘capital do pals onde nasce
o rio que banha' no conjunto Dggh = D+

. Seja:
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Tem-se, neste caso:

tgh=( ° Digh= {1, 3}
g 34r fgh ’

Hl. Seja f(x) = 1/x, g(x) = 2-x, h(x) = VX no universo IR.
Entdo, sera:

1
2-y/x

(fgh) (x) = , Digh= {x:x20 A x#4}

Analogamente se define o produto de 4 aplicacdes, de 5 apli-
cagOes, etc. Por sua vez, do conceito de produto de duas ou
mais aplicagfes deriva o conceito de poiéncia de expoente natural
duma aplicacdo. Assim:

f1=1 f2=1Hf 3 =111, f4=1f1f, etc.

Por exemplo:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Sef= , vem f2 = , 8= = |
2 3 1 3 1 2 1 2 3
5 1 2 3 ) 1 2 . 1
e = , vem = , = e
? 2 3 4 ? 3 ? 4

¢4 & a aplicagdo vazia.

Sejam agora m, p. i, respectivamente, os operadores definidos
pelas expresstes ‘méae’, ‘pai’, ‘idade’, num conjunto A de seres huma-
nos. Neste caso, os simbolos | m p, i p2 etc. desigham os ope-
radores definidos pelas expressbes ‘idade da avé paterna’, ‘idade do
avd paterno’, etc., em certos subconjuntos de A (exemplifigue com
um dado conjunto A). Por sua vez os simbolos pm p, m p m, p3,
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étc. designam operadores facilmente reconheciveis, definidos em
subconjuntos de A. Observem-se os seguintes factos interessantes:

pmp = p(mp) = (pm)p,
mpm = m(pm) = (mp}m,
p3 = pp2 = p2p.‘r ete.

A primeira férmula [6-se, em linguagem cotrente:

pai da mae do pai = pai da avd paterna =
= avb materno do pai, etc.

Isto da a ideia de que a multiplicacdo de operadores, embora
ndo seja comutativa como ji temos observado, é no entanto asso-

ciativa. Sera sempre assim, na verdade? O facio torna-se intuitivo
com o seguinte diagrama:

f(gh) = (fg)h

f\.
/g: ] y

h . — —

y g

A demonstracao rigorosa é dada no ntimero seguinte.

17. Associatividade da multiplicacdo de operadores. Con-
sideremos tés aplicagbes quaisquer, f, g, h. Trata-se de provar que
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f(gh) = (fg)h. Ora temos, pela definicdo de produto de duas
aplicacdes:

(gh) (x) = g(h(x}), V x € Dng
X €EDgh < x €eDp A h(x) €Dy

e ainda, pela mesma definicdo (1):

{ [f(gh)] (x) =T [(gh) (x)]. VX € Dggn)
X € Df(h)-#-x. € Dgh A (gh) (x) e_Df

Logo, substituindo aqui as expressdes (gh} (x) e x € Dgy pelas
anteriores expressées equivalentes, vira:

{ [fgh)] (x) = f [o(h(x))]. Vx € Dsgn)
X € Dg(gh)y<>x € Dy Ah(x) € Dg Ag(h(x)) €Dy

Mas isto mostra que Dighy = Digh € que
f(gh) =fgh
Analogamente, temos:

(fg) (u) = f(g{u)), VYV u €Dgy
u € Dgg<u €Dg A g(u) €Ds

[(fa)h] (x) = (fg) [h(x}], Vx € Dg)n
X € D(fg)h<> X € Dy A h(x) € Dyq

donde, aplicando os dois PRINCIPIOS LOGICOS DE EQUIVALENCIA:
[(fa)h] (x) = f(g(h(x)), V X € Dig)h

X €Dg)h<-x €Dp Ah(x) €Dg A g(h(x)) €Ds

{*) Usamos, em seguida, paréntesis rectos a fim de tornar a escrita menos
confusa.
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Mas isto mostra que D(fg)h = Digh e que

(fg)h = fgh

(fg) h =1(gh) =fgh

o que se exprime dizendo que a multiplicacdo de aplicacdes é
associativa. E claro que esta férmula permite definir o conceito de
produto de 3 aplicagbes, a partir do conceito do produto de 2 apli-
cacdes. Mais geralmente, o produto de n aplicagdes f,, ..., fa, que se
e .
representa por f.f,...fy ou por II fk (com n inteiro > 1) pode
k=1 _
ser definido a partir do conceito do produto de duas aplicagdes, como
no caso dos numeros, e vale para esse produto a propriedade associa-
tiva generalizada. '

18. Funcoes reais de varidvel real. Como j§ foi dito no
numero 4, quando uma fungdo € definida por uma expressdo desig-
natdria, sem mais indicacdes, 0 dominio da fungdo é o dominio de
existéncia da expressdo no universo considerado. Se o universo é R,
tanto o dominio como o contradominio da fungdo estdo contidos em
IR: exprime-se este facto dizendo que a funcdo & real de varidvel
real. Se o universo fosse IN, diriamos, 'funcdo natural de varidvel
natural’. Mais geralmente, podemos considerar fungdes reais de
varigvel natural, fungbes naturais de varidvel real, etc.

Sobre este ponto, convém ler o § 1.¢ do Cap. IV do Compéndio
de Algebra (1), 6.© ano, e resolver os respectivos exercicios.

Convém ainda ler o § 3.° do mesmo capitulo e resolver os
respectivos exercicios. Quanto & classificacdo de funcbes (§ 4.°),
bastard tratar da classificacdo em racionais e irracionais, racionais
inteiras e racionais fracciondrias.

(') Ver nota da pag. 170.
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19. Operacdes sobre funcoes de varidvel real. Sejam f,
d duas fungdes reais de varidvel real. E costume chamar soma, diferenca,
produto e gquociente das fungbes f, g (por esta ordem), as funcoes
f+g, f— g, fg, f/g definidas pelas seguintes férmulas:

(f+g) (x) =10 +a(x), {f-g)(x)="1(x)-g(x)

f(x)
g{x)y

(F o) (0 = f(x). g(x). .(_;) (x) =

Subentende-se que os dominios de f+ g, f- g e fg sdo a inter-
seccdo de Dscom D. Por exemplo, o dominio da funcéo vx+1 - ¢/ 1-X
é o intervalo [ — 1, 1], interseccdo do intervalo [ — 1, + oo [, (dominio
da fungdo X+ 1) com o intervalo ]— «, 1] (dominio da fungdo
¥ 1 — x). Por sua vez, o dominio de f/g é o conjunto dos valores de x
que pertencem a DiN Dy e tais gue g(x) # 0. | .

Aha[ogamente, sendo 7 um ndmero natural, a expressao designa-

téria |/ f(x) define uma funcéo chamada raiz de /ndice n de f.
Visto que o produto fg de duas fungdes reais de variavel real
é definido peia formula anterior, o produto de f por g sequndo a
definicio do n.° 10 deve agora ser chamado ‘composta de f com ¢’
representado pelo simbolo fog, para evitar confusdes. Seja, por
exemplo: ' :

f(x) =x+1, g(x) =x2

Neste caso, T é a operagdo que consiste em somar 1 e.g a ope-
ragdo que consiste em elevar ao quadrado. E claro que se tem:

(fog) (X)) =x2+1, (gof)(x) = (x+1)2

Deste modo se vé& que f, g (isto &, as operagbes de somar 1 e de
elevar ao quadrado) ndo sdo permutdveis. Mas tem-se: '

(fg) (x) = (gf) (x) = x2(x+1)
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20. Operador légico de explicitacdo. Consideremos, por
exemplo, a condicdo 3 < x<< b. No universo |N esta condicgo €
verificada por um Unico elemento, isto é:

d'x eIN: 3<x<5b
Para designar esse elemento pode usar-se a expressio
i (3<x<<bH)

que se |& ‘o elemento x tal que 3 < x < 5. E claro que nesta
expressdo a letra x é uma variével muda, que pode ser substituida por
qualquer outra varidvel, sendo a expressdo obtida equivalente a
primeira (ao contrario do que acontece com a condicao 3 < x < 5,
em que a varidvel x é livre). Assim, em [N

ix (3<x<bB) = 15 3<n<b) =4
Porém, no universo IR ha uma infinidade de elementos que veri-
ficam a condicdo 3< x< B e, por isso, a expressido ik (3 < x< 5)
deixa de ter ai sentido; o que podemos escrever neste c€aso- é:
{x:3<x<b} =13, 5]
ou entao

i (3<x<5 A.xelN) =4

Analogamente, em IN ou em iR*, a equacdo x2=9 tem uma
Unica solucdo (que é 3) e assim podemos escrever:

ix (x2 =9) =3

em que o simbolo 1y se 18a ‘o aind elemento x tal que’. Mas em |R
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esta expressio deixa de ter sentido, visto haver mais de um elemento
que verifica a condicdo x2 = 9. Podemos sO escrever:

{x:x2=9} = {3, -3}
ou entdo
i (X2=9 A x>0) = 3
Analogamente, em [R:
wx X2 =3 Ax>0) =vV3
w 12 =3 At< 0) = -¢3, et

O simbolo + é uma letra grega chamada ‘iota’. Dum modo geral,
se uma dada condigdo com uma varidvel, € verificada por um dnico
elemento, este pode ser designado pela expressdo que se obtém,
antepondo a condicdo dada o simbolo & tendo como indice
a varidvel da condicdo. O operador [6gico representado pelo sim-
bolo « munido dum indice é chamado operador de explicitacio.

21. Funcoes definidas implicitamente; relagctes funcio-
nais e fungdes. Consideremos, por exemplo, a condicdo x =y + 2
em [N ou em [R. Antepondo a esta condigdo o simbolo ty, obtemos
uma expressdo designatéria, em que y passou a ser variavel muda,
ficando apenas x como varidvel livre. E fécil ver que se tem
nesse c¢aso

wix=y+2) = x-2

tsto é: o elemento y tal que y+2=x é x—2. O dominio dessa
expressio designatéria em x é-0 conjunto dos ndmeros > 2 ou. o
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conjunto [R, conforme o universo é [N ou [R. Analogamente,
ter-se-a em R:

y (x=2y) = - (dominio: IR)

ty (x=y2Ay>0)=V x (dominio: [0, + )
w(x2+y2=9 Ay>0) =/ 9 _x2 (dominio:[- 3,3])
Diz-se entao, por exemplo, que a condigdo
X2 + yZ2 =9 Ay>0

define implicitamente a varidvel y como funcdo de x no conjunto
[ -3, 3] visto que, para cada x € [ —3, 3], existe um e um sé y
que verifica essa condigéo.

Dum modo geral, dada uma relagéo binaria R, a expressdo wy (X R y)
é uma expressio designatéria que tem por dominio de existéncia o con-
junto A dos valores de x tais que existe um e um s6 y que verifica
X R vy, isto é, 0 conjunto

A={x 3% xRy}

Diz-se entdo que a condicdo x R y define implicitamente y como
funcédo de x no conjunto A; e que a expressdo designatdria vy (x R y)
define essa funcio explicitamente. Também se diz neste caso que a
condigdo x R y (ou a condigao R) é funcional relativamente a segunda
varidvel, no conjunto A. Note-se que, por exemplo, a condi¢éo

X +y2=3Ay>20
&

é funcional em relagdo a y no conjunto ]— oo, 3] (corresponde-lhe
a fungéo ¢ 3 — x) e funcional em relagdo a x no conjunto IR (cor-
responde-lhe a fungéo /nversa 3 — y2).
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Quando se diz gque uma relacdo é funcional, subentende-se geral-
mente que é funcional relativamente a segunda varidvel. No diagrama
duma relacdo, reconhecemos que esta é funcional, quando de cada
elemento parta uma Unica seta. E isto, alids, o que temos visto nos
diagramas de fungoes.

Assim, a cada relacao funcional R, corresponde uma e uma
SO fﬂng:éo, que é definida explicitamente pela expressdo v, (x Ry).
Reciprocamente, a cada funcio f corresponde uma e uma so
relacio R assim definida: o :

X Ry f(x) =vy

NOTA. Esta correspondéncia biunivoca que se estabelece entre
relagées funcionais e fungdes leva muitos autores modernos a iden-
tificar as relacées funcionais com as fungdes correspondentes.
Todavia esta identificacio conduz muitas vezes na pratica a situagdes
confusas. Por exemplo, a relacdo é pa/ de ndo é funcional, segundo
este critério {quer dizer, a condicdo 'x & pa/ de y' néo é funcional
com respeito a y), mas ja a relagdo tem por pai, inversa da pri-
meira, é funcional; corresponde-lhe a funcio (ou aplicacdo) pai de,
que ndo convém confundir com essa relagdo. Analogamente, a rela-
¢do de identidade em qualquer universo U, é uma relacdo funcional,
a qual corresponde a aplicacio |; mas ndo convém confundir esta
aplicagdo com a relacdo =; pois que entio deveriamos escrever | = =,
0 que ndo parece razodavel.
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OUTROS EXEMPLOS:

. Sejam as relagées R e S assim definidas

N 11 2] 3] 4 N 1 12| 3] a
1 : A .
2 2 i
3 | . . 3 .
4 4 .

que também podem ser definidas pelos seguintes diagramas:

) : 4 ° ZO s
NS A,

A primeira é funcional no conjunto {1, 3, 4 }. Corresponde-lhe

. e {1 3 4
afpngaof—<3 1 3).

A segunda ndo é funcional no conjunto {1, 2, 3, 4}. Mas ja
a sua inversa, S - 1, é funcional neste conjunto, correspondendo-lhe

i 1 2 3 4
a fungao g = 3 2 5 3)
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Il. Seja F a relacdo & filho ou filha de e seja M o conjunto
dos individuos de sexo masculinc (no universo H dos seres huma-
nos). A relagdo F ndo € funcional, mas se pusermos

xRy < xFy A v eM

a relacdo R assim definida ja é funcional: corresponde-lhe a fungéo
pai de, que podemos designar abreviadamente por p. Assim:

p(x) =ty (xFy Ay e M)

1. Fagamos corresponder a cada nimero real x o nimero real vy
tal que

_x2 se X « 1
4 2x—1 ~ se x » 1
Fica, assim, definida uma funcdo real de dominio [R, que também
pode ser definida pela expressdo designatétia
wlly=x2<sx<DAly=2x-1<x>1)]

IV. Costuma designar-se por Z o conjunto dos nlimeros inteiros
relativos {0, 1, —1, 2, ~2, ... }. Posto isto, consideremos a expressao
designatoria:

th{in €Z A n< x<n+t)

que se pode ler ‘o maior numero inteiro igual ou inferior a X.

Fica, assim, definida em |R uma funcido de x também chamada
‘caracteristica de X' ou “parte inteira de X' e que se representa pelo
simbolo C(x). Teremos, por exemplo:

C(2,65) =2, C(2)=2 C(4.001)=4
C(m) =3, C(-035) = -1, C(-2) = -2, etc.
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22. Funcoes plurivocas. Consideremos a equacéo
(M) X2+ y? = 4

Resolvendo-a relativamente a y, é costume apresentar a solucado
{dependente de x) sob a seguinte forma:

(2) y=-+V4 _x? paax €[-2, 2]

Aqui, a2 bem dizer, ha um abuso de escrita. A expressao
+ V& X2 n3o é propriamente uma expressdo designatéria no
intervalo [~2, 2], pois que, para cada valor de x tal que — 2 < x< 2,
a expressdo toma dois valores diferentes. Por exemplo, para x =1,
obtém-se a expressio ambigua + ' 3 . A condicio (1) nfo é, portanto,
funcional no intervalo [-2, 2]. No entanto, é cémodo dizer, neste
caso, que a férmula (2) define explicitamente y como funcdo plu-
rivoca de x nesse intervalo —funcdo com dois valores para cada
x € ]-2,2].

Dum modo geral, chamaremos funcédo plurivoca toda a corres-
pondéncia nao necessariamente univoca, isto &, toda a correspon-
déncia gue associa a cada elemento dum conjunto A {dominio da
funcdo) um ou mais elementos de outro conjunto B. Por oposicao,
podiamos chamar funcdo unfvoca toda a correspondéncia univoca.
Mas, segundo as convencOes anteriores, a palavra funcdo’ (assim
como as palavras ‘aplicacdc’, 'operador’, etc.) significam ‘correspon-
déncia univoca’. Assim, a expressdo ‘funcdo plurivoca’ deve conside-
rar-se indecomponivel, nos casos em que se aplica.

Razdes semelhantes as que aduzimos para as fungdes, levam-nos
a nao confundir uma func¢do plurivoca com a relacdo correspon-
dente ().

("} Note-se que, de uma fungdo plurivoca f, podemos sempre passar para
uma fungdo {(univoca), associando, a cada elemento x do dominio de f, ndo os
valores individuais, mas o conjunto desses valores, correspondentes a X.
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Estas convengdes permitem-nos falar de inversa de uma funcao f,
mesmo no caso em que f ndo é biunivoca (ou injectiva); neste caso
a inversa de f € uma funcao plurivoca. Por exemplo, a inversa da
fungio X\_4Y = x2 & a funcéo plurivoca Y\ _4X = £ /Ty isto é:
a operacéo de elevacdo ao quadrado tem como inversa, no universo
IR, a operacdo plurivoca de extraccdo de raiz quadrada; ‘0 contra-
dominio da primeira funcao é o dominio da segunda e vice-versa.

Um dicionério bilingue — por ex. portugués-inglés — déa-nos
bem a ideia de uma operagdo plurivoca (a tradugdo de portugués
para inglés), visto que, a cada vocébulo portugués, correspondem
varios vocébulos ingléSes’..E claro que, neste caso, a operagao inversa
é também plurivoca. . |

A partir deste momento convém resolver os exercicios sobre
explicitagdo e inversdo que figuram no Compéndio de Algebra("), e
fazer por al o estudo da representacdo geométrica das fungées, acom-
panhado dos respectivos exercicios. "

(1) Vernota da pég. 170.
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