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CAPITULO V

OPEHA(;ﬁES BINARIAS. GRUPOIDES

1. Expressoes designatérias e operagdes. Consideremos
a expressao designatdria x —y no universo IN. Neste caso, o valor
da expressdo sé existe quando os valores de x e y verificam a
condigdo x>vy. Diremos, por isso, que o dominio de existéncia da
expressao x—y, no universo |IN, é o conjunto de pares ordenados
(relagdo binéria): |

D={(x,y): x>y A x,yelN}

Assim, para cada par ordenado (x,y) pertencente a D, o valor
de x —y é um determinado elemento de IN; para cada par ordenado
(x,y) nao pertencente a D, ndo existe valor de x — y no universo
considerado. Exprime-se este facto dizendo que a referida expresséo
define uma operacdo binaria (ou uma fungdo de duas varidveis),
cujo dominio é o conjunto D e cujos resufltados (ou valores) per-
tencem a IN. Como se sabe, esta operagdo é chamada subtracgdo
(em IN); podemos designé-la pelo sinal —.

Um outro exemplo em IN é-nos dado pela expressdo designa-
téria m.d.c. (x, y), abreviatura de

‘méximo divisor comum de x e y'
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Neste caso, a expressdo define também uma operacéo binéria (ou
uma fungdo de duas varidveis), cujo dominio é IN? e cujos resul-
tados (ou valores) pertencem a [N.

Vejamos, agora, dois exemplos relativos & geometria de Euclides.
Seja &> o conjunto dos pontos (isto & o espago), (2 o conjunto
das rectas e (/) o conjunto dos planos. Consideremos, entdo, as
duas expressdes designatdrias:

‘recta que passa por M e N’

‘plano que passa por M e é perpendicular a '

em que as letras M, N sdo varidveis em & e a letra r é uma
varidvel em (2 (também se diz, por abuso de linguagem, que M, N
designam dois pontos variaveis e r designa uma recta varidvel).
A primeira expressao s6 toma um valor determinado,
quando M N: o seu dominio de existéncia é, pois, 0 conjunto
D={M, N); M#N }. Para cada par (M,N) € /) o valor da
expressdo é uma determinada recta, isto 6, um elemento de .
Diremos, assim, que a expressdao define uma operacdo binéria (ou
uma funcéo de duas varigveis), cujo dominio é (f) e cujos resultados
(ou valores) pertencem a (2.

A segunda expressdo toma um valor determinado, pertencente
a (f), para todo o par (M,r), tal que M e e r e 2. Diremos, assim,
que tal expressdo define uma operagdo bindria (ou uma fungdo de
duas varidveis), cujo dominio é o conjunto & % (R e cujos resultados
(ou valores) pertencem a ).

Muitos outros exemplos poderifamos apresentar de operagoes
bindrias (sobre valores l4gicos, sobre conjuntos, sobre nimeros,
sobre fungdes, etc.).

Dum modo geral, chama-se operac8o binéria (ou fungéo de duas
varidveis) toda a aplicagdo f dum conjunto D de pares ordenados
num conjunto C qualquer. O conjunto D chama-se dominio de f.
Assim, a cada par (x,y) € D, a operaglo f faz corresponder um e
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um 86 elemento de C, que pode ser designado por qualquer das
notagfes

f(x.y) , xfy

e se chama valor da funcdo f correspondente ao par (x,y) ou resul-
tado da operacdo f efectuada sobre os elementos x, y dados.

O dominio duma operagdao binaria f apresenta-se geralmente
como subconjunto dum produto cartesiano A x B (ver exemplos
anteriores). Em particular pode ser A = B; diz-se, entéo, que fé&uma
operagcao sobre elementos de A.

Em vez de expressOes designatérias com 2 varidveis, podemos
considerar expressdes designatérias com 3 varidveis, com 4 varidveis,
etc., que nos conduzem, de modo anélogo, aos conceitos de ope-
ragédo ternaria (ou funcdo de 3 varidveis), de operacdo quaternédria
(ou fungéo de 4 varidveis), etc. Por exemplo, no universo IR, a expres-

sdo designatdria V/x2 + y2 + 2xz define uma funcéo de trés varidveis
(ou uma operacédo ternéria), cujo dominio é o subconjunto de IR®

{(xy.2): x2+y2+2xz > 0}

Neste quadro, é natural chamar fungdes de uma varidvel (ou
operagdes unarias) as aplicagbes, tais como foram definidas no
capitulo anterior (1.°© tomo). |

Finalmente, héd situagdes que conduzem naturalmente a falar de
‘fungdes plurivocas” ou de ‘operagdes plurivocas’. Tornemos, por
exemplo, ao caso anterior da geometria euclidiana e consideremos
a expressao

‘plano que passa por M e é paralelo a v

Tal expressdao é indeterminada (ou plurivoca), para cada par (M.,r),
visto que, por um ponto M, passa uma infinidade de planos paralelos
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a uma recta r. E, entdo, natural dizer que tal expressdo representa uma
operagdo plurivoca.

Outro exemplo: seja f uma fungdo qualquer de uma variavel e A
um conjunto que contenha estritamente o dominio de f. Neste caso,
a expressao

‘extensdo de f a A’

representa, como sabemos, uma operagdo plurivoca. Pelo contrério,
a operacgdo de restricdo é univoca, como vimos.

Esta terminologia impode-se, portanto, na pratica. Porém, como as
operacdes mais frequentes e que mais interessam sdo univocas,
convém, uma vez por todas, convencionar que, ao falar de ‘operagcdo’
(ou ‘funcéo’) fica subentendido que se trata de ‘operagdo univoca’
(ou ‘funcado univoca’).

2. Os conceitos de restricio e extensdo para fun-
coes de mais de uma varidvel. Estes conceitos podem ser
definidos exactamente como no caso duma sé varidvel. Bastara que
nos limitemos a um exemplo. Consideremos, novamente, a expressao
designatéria x—vy. J& vimos que, no universo IN, esta expressao
define uma operagado cujo dominio é o conjunto

D={(xy): x>y A xyelN}

e cujos resultados pertencem a IN. Porém, se passarmos ao uni-
verso |R, a mesma expressdao define uma operagao que é sempre
possivel neste universo; portanto, o dominio da operagdo é, agora,
IR? e os seus resultados pertencem a IR. E claro que as duas
operagbes (em IN e em IR) sdo distintas, visto que n3o tém o
mesmo dominio; mas, quando aplicadas a qualquer par (xy) do
primeiro dominio, D, ddo sempre o mesmo resultado. Por conse-
guinte, a segunda é uma extensdo da primeira a \R? e a primeira é
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a restricdo da segunda a D. (O que se pode dizer quanto a res-
tricdo da segunda a IN2?)

Porém, na pratica, ndo ha, em regra, inconveniente em dar as duas
operacoes o mesmo nome (‘subtraccdo’) e designa-las pelo mesmo
simbolo ("=").

3. Operacdes bindrias de dominio finito. Quando o domi-

nio duma operacao bindria é finito, podemos sempre defini-la por
meio duma tabela em que se indique o resultado da operacéo f para
cada par (x,y) pertencente ao seu dominio. Neste caso, pode recor-
rer-se a tabelas de duas entradas. Seja, por exemplo, a operagao f
sobre os nimeros 1, 2, 3, definida pela seguinte tabela:

xfy
Ny
\V 1 2 3
X
1
2 1
3 2 1

Tem-se, neste caso, 2f1=2-1=1,3f1=3-1=2, 3f2=3-2=1.
As casas em branco indicam que nédo existe resultado de operacao para

0s pares correspondentes a essas casas. Trata-se, como se vé, duma
restricdo da subtracgao.
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Seja, agora, a operacdo ¢ definida pela tabela seguinte:

? (X y)

N Lisboa Porto Coimbra
Lisboa 0 km 321 km 204 km
Porto 321 km 0 km 117 km
Coimbra 204 km 117 km 0 km

Tem-se, por exemplo:

@ (Porto, Coimbra) = ¢(Coimbra, Porto) = 117 km

Também podiamos escrever:

Neste caso, o dominio da operacdo é o quadrado cartesiano do
conjunto { Lisboa, Porto, Coimbra } e os resultados da operagido (ou

Porto ¢ Coimbra = 117 km

valores da funcéo) sdo distédncias.

4. Grupdides. Designemos por A o conjunto

e consideremos a operacao 6 definida pela tabela

{ Lisboa, Porto, Coimbra }

x 0y
N Lisboa Porto Coimbra
Lisboa Lisboa Coimbra Porto
Porto Coimbra T Porto Lisboa
Coimbra Porto Lisboa Coimbra
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Como se v8, esta operaco 0O faz corresponder, a cada par
ordenado de elementos de A, um (e s6 um) elemento do mesmo
conjunto A: é, pois, uma aplicagdo de A2 em A. Exprime-se este facto
dizendo que o conjunto A é um grupdide, relativamente a operacéo 0.

Dum modo geral, diz-se que um conjunto A qualquer é um
grupdide relativamente a uma operagdo 6, sse 0 é uma aplicagdo
de A2 em A. Chama-se aqui grupdide precisamente ao par orde-
nado (A, 0) e suporte do grupdide ao conjunto A. Mas, muitas
vezes, quando estd subentendida a operacdo de que se trata, iden-
tifica-se o grupdide (A, 6) com o seu suporte A.

OUTROS EXEMPLOS:

1. Nos exemplos do ndmero anterior, o conjunto {1, 2, 3}
ndo é um grupédide relativamente a operacdo f e o conjunto
{ Lisboa, Porto, Coimbra } ndo é um grupdide relativamente 3 ope-
racdao 9. Porqué?

2. O conjunto IN é um grupéide relativamente & adigdo e tam-
bém relativamente & multiplicagdo; mas néo relativamente & subtrac-
¢do nem a divisdo. Porqué? Chama-se grupdide aditivo IN o grupéide
(IN, +) e grupdide multiplicativo IN o grupéide (IN, x).

- 3. O conjunto Z (dos ntimeros inteiros relativos) € um grupéide
relativamente & subtracgdo, mas ndo relativamente a divisdo. ldem
para o conjunto IR. Porqué?

Mais exemplos serdo estudados no n.° 6.

5. Conceito de subgrupdide. Seja M, o conjunto dos
nimeros pares positivos (subconjunto de IN). A soma de dois
numeros pares é sempre um numero par; isto é simbolicamente:

X, YEM,=>Xx+y eM,
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Exprime-se este facto dizendo que o conjunto M, & fechado
para a adigdo. Mas j& a soma de dois nimeros Impares néo é um nimero
fmpar: o conjunto dos nimeros [mpares (positivos) ndo é fechado
para a adicdo; é, porém, fechado para a multiplicagdo. (Porqué?)

- Consideremos agora, dum modo geral, um grupéide (A, 0):

DEFINICAO. Diz-se que um subconjunto C de A é fechado
para 0, sse esta operacdo, efectuada ‘sobre qualquer par de elementos
de C, dé sempre como resultado um elemento de C, isto é, sse a con-
digdo seguinte é verificada:

x yeC = x0yeC

E claro que isto equivale a dizer que o conjunto C é um grupéide
relativamente a operacdo 0O restringida a C2, Diz-se entdo que o
conjunto C, com esta operagdo, é um subgrupdide de (A, 0).

Assim, o conjunto M, forma um subgrupéide do grupdide adi-
tivo IN (e também do grupéide multiplicativo IN), enquanto o conjunto
INN.M, forma um subgrupéide do grupéide multiplicativo IN, mas
ndo do grupéide aditivo IN.

EXERCICIOS:

I. Determinar os subgrupdides do grupdide considerado no
exemplo inicial do nimero anterior.

Il. Determinar os subgrupbides do grupdide aditivo IN. Idem
para Z.

6. Grupdides comutativos e grupéides associativos (ou
semigrupos). Consideremos um grupéide (A, 6). Diz-se que a
operagdo 0 é comutativa, sse

x0y=y0x V xyeA

14



COMPENDIO DE MATEMATIOA

Diz-se que a operagéo O é assoc/ativa, sse
(x6y)6z=x0(y02), Vx vy, zcA

No primeiro caso também se diz que o grupdide é comutativo.
No segundo caso também se diz que o grupdide é associativo ou que
é um semigrupo (assim, o termo "semigrupo’ é sinénimo de ‘grupdide
associativo’).

EXEMPLOS E EXERCICIOS:

I. O grupdide considerado no exemplo inicial do n.c 4 é comu-
tativo, mas nao associativo. Por exemplo:

(Lisboa 0 Porto) 6 Coimbra = Coimbra 6 Coimbra = Coimbra

Lisboa 0 (Porto 6 Coimbra) = Lisboa 6 Lisboa = Lisboa

Il. Seja «.’}, um conjunto qualquer de aplicagoes, fechado para
a multiplicacdo (ou composi¢do). Entdo, pelo que vimos no
Cap. IV, n.°s 10-17, (£ é um grupéide associativo (portanto um
semigrupo), mas pode ni#o ser comutativo. E o que sucede, por
exemplo, se (# é o conjunto das aplicagdes do conjunto {1, 2}
em si mesmo. Tem-se, com efeito:

GOON-CO N0

Chama-se semigrupo de aplicagbes precisamente todo o con-
junto de aplicagdes fechado para a multiplicagdo (ou composi¢ado).

1. Os grupéides (IN, +) e (IN, .) sdo ambos semigrupos
comutativos, mas ja o grupdide (Z, —) ndo é comutativo nem
associativo.

15
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IV. Seja @ o conjunto de todos os subconjuntos de um con-
junto U dado, isto 6, € = ) (V). Verifique, se, para cada uma das
operagdes N, U, '\, 0 conjunto @ &: a) um grupéide; b) um semi-
grupo; ¢) um grupdide comutativo (1).

V. Problema anédlogo ao anterior, considerando © conjunto
{V, F} dos valores l6gicos e as operagdes A, V, =>, <.

VI. Seja p a operagdo que faz corresponder a cada par
(M, N) de pontos do espago ¢ o ponto médio do segmento MN.
Verificar se (¢, 1) é: a) um grupéide; b) um semigrupo; ¢) um gru-
péide comutativo.

Posto isto, facilmente se reconhecem os dois seguintes factos:

1.0 Todo o subgrupéide dum grupéide comutativo também
é comutativo.

2.° Todo o subgrupdide dum grupéide associativo também é
associativo. |

7. Linguagem aditiva e linguagem multiplicativa. Mui-
tas vezes a operacdo dum grupdide chama-se multiplicapé'o (grupdide
multiplicativo) e muitas outras chama-se adicdo (grupdide aditivo).
No primeiro caso, o resultado da operacdo aplicada a dois elemen-
tos a, b' chama-se 'pr,oduta de a por b e representa-se por a X b,
a-b ou ab. No segundo caso, o resultado da operagéo aplicada a dois
elementos, a, b chama-se soma de a com b e representa-se por

(') Note-se que as operagdes l6gicas sobre conjuntos tém o mesmo nome
e sdo designadas pelos mesmos simbolos ('M’, "U’, etc.) qualquer que seja o
universo U considerado, embora sejam na realidade operagées distintas, quando
se muda de universo. Mas ndo h4, em geral, perigo de confusdo nesta iden-
tidade de terminologia e notagdes. :
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a + b. Hé depols, como veremos adiante, uma série de termos e de
notagbes que se ligam a cada um destes casos.

Temos, assim, duas linguagens — a multiplicativa e a aditiva —
que se usam até em alternativa com outras. Por exemplo, no caso
dos conjuntos, a reunido AU B também se chama soma (légica)
@ so representa por A + B, enquanto a interseccdo AN B se chama
produto (l6gico) e se representa por AB (mas ndo por A X B).
Analogamente para as operagdes \/, A sobre valores l6gicos. Por sua
vez, no caso das aplicagdes, a expressao ‘produto de f por g’ e a nota-
¢éo ‘fg’ usam-se em alternativa com a expressdo ‘f composta com ¢’
@ com a notagdo ‘fog’ (excepto quando haja possibilidade de con-
fusdo). E claro que se trata apenas de convencdes de linguagem,
mais ou menos arbitrdrias; havemos de ver mais adiante que o
produto de duas aplicagdes f, g, nesta acepg¢do, também aparece
algumas vezes com o nome de soma de f com g e representada
por f+ g.

8. Operacgoes iteradas. Propriedades comutativa e asso-
ciativa generalizadas. Consideremos um grupéide (A, 6). A ope-
racdo binéria 0 dara origem a uma operagdo terndria, a uma opera-
¢do quaternéria, etc., se pusermos, por definicdo:

a;0a,0a; =(a;0a,)0as

a;,0a,0as;0a,=(a,;0a,0,a;)0a,

e assim sucessivamente, sendo a4, a,,... elementos quaisquer de A
Chama-se operagio 0 iterada 3 operagdo que deste modo se define,
a partir de 0, para uma sequéncia qualquer (a,,a,,...an) de elemen-
tos de A (com n>1). O resultado desta operagdo pode ser repre-
sentado em geral pela notacédo

a;0a,6..0a,

17
CMIHI-2



J. BEBASTIAO B SILVA

ou ainda, quando n é varidvel, pela notagdo mais correcta

(1) 6 a

Alids, na indicacdo destas operaghGes, nao € necessario que o0
indice tome sé valores inteiros, de 1 a n; basta que tome valores
inteiros relativos. Por exemplo:

Do

a=ag 0 a; 0 a,, axr=a3 0 a, 0 a5 0 ag, etc.

0 k=3

K=o L]

k

J& vimos, atrds, convencdes deste tipo aplicadas as operagdes
N e U. No entanto, quando a operagcdao se chama ‘adicdo’ é cos-
tume tomar para simbolo inicial a letra ¥ (em vez do sinal +);
e, quando a operagdo se chama ‘multiplica¢cdo’, é costume tomar para
simbolo inicial a letra II. Também j& encontrdmos estas convencdes
a propésito dos nimeros naturais.

Posto isto, demonstram-se os dois seguintes teoremas impor-
tantes:

TEOREMA |. Se a operacdo O é associativa, a operacdao 0
iterada tem a propriedade associativa generalizada, isto é: o valor
duma expressdo da forma (1) ndo muda, substituindo dois ou mais
dados consecutivos pelo respectivo resultado da operacdo iterada.

Simbolicamente, isto pode ser expresso pela férmula

p n
ak=(B ak)ﬂ( 0 ak>,Vp:1Sp<n
1 k=1 k=p+1 ‘,

(Traduza nas linguagens aditiva e multiplicativa.)

< s

k

18
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TEOREMA |l. Se a operaco O é associativa e comutativa,
@ operacdo 0O iterada tem a propriedade comutativa generalizada,
Isto é: o valor duma expresséo da forma (1) ndo depende da
ordem dos dados.

Repare na extrema generalidade destes teoremas: o primeiro
aplica-se a todos os possiveis grupbides associativos (semigrupos);
0 segundo aplica-se a todos os possiveis semigrupos comutativos.

N&do vamos, agora, demonstrar estes teoremas. Limitar-nos-emos
a dar uma ideia de como se demonstram, considerando dois casos
particulares e usando a notagdo multiplicativa por ser a mais cémoda.

Suponhamos que a multiplicagdo €& associativa e provemos
que se tem:

@182833435 = (a13233) (a435), V @4,82838435 €A
Jé sabemos que

a18,83a4a5 = (a1223384)as = ((a43z233)as)as (Porqué?)
Ponhamos aja,az = b. Entdo, vira:

aja,a33a435 = (bas)as = b(asas) (Parqué?)
Donde:

a18,838,4a5 = (a48,83) (2435)

Suponhamos, agora, que a multiplicagdao é associativa e comutativa,
e provemos, por exemplo, que:

a188384 = 33418482, V @4,8223384€A
Comecemos por levar o factor a; ao primeiro lugar. Temos:

a18,8384 = a4¢(azaz)as = as(azaz)as (Porqué?)

= (a,a3) (aza,) = azaqaza, (Porqué?)
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E f4cil, agora, terminar a demonstragéo:
agaja,a, = (asa,) (aza4) = (azaq) (a4a2) (Porqué?)

Donde, finalmente: a,asaza, = azajasas,.

9. Miiltiplos e poténcias. Consideremos um grupéide adi-
n
tivo (A, +). J& definimos o significado da expressao k21 ak,

sendo n um numero natural qualquer e a,,...ap elementos quais-
quer de A. Pode acontecer em particular que a, =a,=...=ap=a;
neste caso, o resultado da adicdo iterada chama-se produto de n
por a, e representa-se por na. Serd, pois, por definigao:

n
na = k21ak, sendo a,=...=ap=a (VnelN, aeA)

Assim: 1+.a=a, 2a=a+ a, 3a=a+a+a, etc.

Os elementos a, 2a,..., na,... chamam-se mdltiplos (naturais)
de a: 2a o dobro de a, 3a o triplo de a, etc.

Analogamente, num grupdide multiplicativo (A,.), poe-se por
definicado:

=]

an = kﬂ1ak, sendo a,=...=ap=a (VnelN, acA)

Assim: al = a, a2 = aa, a3 = aaa, etc.

Diz-se entdo que ah é a poténcia de expoente n de a: a2 o
quadrado de a, a® o cubo de a, a% a quarta poténcia de a, etc.

Aplicando os dois teoremas anteriores, podemos agora estender
as propriedades cldssicas das poténcias de expoente natural, a gru-
pdides multiplicativos quaisquer, nos seguintes termos:
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TEOREMA |. Se a multiplicagBo é associativa, tem-se:

amah =agM+n (¥Ym,nelN, ac€A)

Vamos apresentar a demonstragdo sob forma intuitiva. Temos:

am a" = (a...a) (a...a) (Porqué?)

e e e, porem—
m vezes n vezes

=aa..a = am+n (Porqué?)
Nevvren,
m + n vezes

TEOREMA Il. Se a multiplicacdo é associativa e comutativa,
tem-se:

a"b" = (ab)", ¥ nelN, a, beA
Com efeito, temos:

a"b" = (aa...a) (bb...b)

n vezes n vezes

= (ab) (ab)...(ab) = (ab)"  (Porqué?)

n vezes

Notemos, agora, o seguinte facto muito importante:

Tudo o que for demonstrado para grupdides multiplicativos fica
automaticamente demonstrado para grupdides com outra linguagem
qualquer; bastara traduzir a linguagem multiplicativa na linguagem
adoptada para o grupdide em questao.

Por exemplo, em linguagem aditiva, isto é, para um grupdide
(A,+), os teoremas | e [l enunciam-se:

TEOREMA I'. Se a adicdo é associativa, tem-se:

ma+na=(m+n)a, Ym,nelN, aceA

TEOREMA II'. Se a adicao é associativa e comutativa, tem-se:

na+nb=n(a+b) , YnelN, acA
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A passagem de ‘ma + na' para ‘(m + n)a’ é a operagéo algé-
brica a que, nos casos classicos, se chama ‘pdr o factor comum a
em evidéncia’; e analogamente para a segunda férmula. Aplicando a
propriedade simétrica da relagao =, as duas férmulas anteriores tam-
bém se podem escrever do seguinte modo:

(m + n)a=ma + na (distributividade a esquerda)

n(a + b) = na + nb (distributividade a direita)

Mais uma vez chamamos a aten¢do do aluno para a extrema
generalidade destes teoremas: o primeiro aplica-se a qualquer semi-
grupo e o segundo a qualquer semigrupo comutativo, qualquer que
seja a natureza dos elementos do conjunto A (fungbes, nilimeros
ou quaisquer outras entidades que venham a ser consideradas).
A linguagem e as notagdes adoptadas sao apenas pormenores aciden-
tais, maneiras diferentes de exprimir os mesmos factos.

Comegamos a ver aqui em que consiste o chamado 'método
abstracto (ou formal) da matemética moderna’ e quais as suas vanta-
gens. Um dos recursos fundamentais deste método 6 o conceito
de /isomorfismo, que vamos em seguida apresentar no caso dos
grupdéides.

10. Isomorfismos entre grupdides. Consideremos, por
exemplo, no universo N, a fung¢do xuzx (chamada funcédo expo-

nencial de base 2). Trata-se duma aplicacdo de conjunto |IN sobre
o conjunto das poténcias naturais de 2. Designemos por P, esse
conjunto e por f a referida aplicagdo. Teremos, assim: f(x) = 2% (em IN)
ou, em notagdo mais intuitiva:
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Ora, segundo o teorema | do niimero anterior, tem-se:

2mth =2 m.20 (¥ m,neclN)

ou seja, atendendo a que 2X = f(x) para todo o x € IN:

(1) flm+n) = f(m) . f(n) (V¥ m, n€IN)

Assim, ao passar de IN para P, por meio da aplicacdo f a
adiclo traduz-se na multiplicacdo. Por exemplo, aos niimeros 2 e 3
correspondem, respectivamente, os niimeros 4 e 8; entdo a soma
dos dois primeiros (2 + 3 =5) corresponderd o produto dos dois
Gitimos (4 x 8 = 32), e assim por diante. Ora bem, este facto deveras
curioso, expresso pela férmula (1), também se pode indicar dizendo
que a aplicacao f transforma a adicdo na multiplicacdo ou que:

f é um isomorfismo do grupdide aditivo |N

sobre o grupdide multiplicativo P ,

- Consideremos, agora, a aplicacédo inversa:
= 2 4 8 16 32 2n
1 2 3 4 6 n
A cada niimero x da primeira linha corresponde, assim, o nimero y
tal que x = 2Y. Este nimero y é chamado /ogaritmo de x na base 2
@ representa-se pela notacdo log,x. Por exemplo, log,8 =3,

log,128 =7, etc.

Assim, a funcdo x  log,x é a inversa da primeira: chama-se

A
funcao logaritmica na base 2.

Ora, se f transforma a adigdo em multiplicacdo, o que é de
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prever para f~'? Que transforme a multiplicagio em adicdo, isto
é, que:

f-'"(msn)=f"'"(m) +f""(n) , ouseja:

logz{(m-n) = log,m + log,n, YV m, neP,

Este facto, consequéncia dum teorema geral que demonstra-
remos mais adiante, pode exprimir-se dizendo:

A funcédo log, é um isomorfismo de (P,,.) sobre (IN,+).

E claro que estas consideracoes se generalizam a qualquer ntimero
natural a, como base, em vez de 2. A fung¢do x\J‘ax (chamada

fungdo exponencial de base a) & um isomorfismo de (IN,+) sobre
(Pa, +), onde P, designa o conjunto das poténcias naturais de a.
Dado um nimero x € P,, chama-se /ogaritmo de x na base a, e repre-
senta-se por logax, o nimero y tal que x = aY. Por exemplo:

log,o 10000 =4 , log® 1256=3 , etc.

Deste modo, a fun¢ao loga (chamada fungédo logaritmica na base a)
é a inversa da primeira, isto é:

y=loga x < x=a¥ (VxeP, , yelN)
ou ainda (cf. 12):

loga a*=x, VxelIN ; alogax=x VxeP,
Ora, tal como no caso particular a = 2, teremos:

loga(m.«n) =logam + logan, Vm, neP,

0 que se exprime de modo anélogo.
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Vejamos, agora, um outro exemplo. Seja ainda &8 um ndmero

natural qualquer e consideremos a fungdo x Uax definida em [N.

Esta fungdo, que vamos designar por ¢ é uma aplicagdo biunivoca
de IN sobre o conjunto dos miiltiplos de a, que designaremos por M,,.
Tem-se, agora, evidentemente:

e(m+n)=e(m)+e(n) , Vm, nelN,

visto que é sempre: a(m + n) =am + aryf Ora, indica-se este facto
dizendo que ¢ respeita a adicdo, ou antes, que transforma a adigcdo
do grupdide IN na adicdo do grupdide M,. E como, além disso, ¢ é
aplicagdo biunivoca de IN sobre M,, diz-se que

¢ é um isomorfismo de (IN,+) sobre (M,,+)

Daqui resultara, pelo teorema que demonstraremos, que a fun-
¢8o inversa, xu% X, € um isomorfismo de (Mg,,+) sobre (IN, +).
(Depois de estudados estes exemplos e possivelmente os seguin-
tes, tente definir, por si, o conceito geral de isomorfismo entre
grupdides, e confira, depois, o resultado com a definigdo que vem

no ndmero seguinte.)

EXERCICIOS:

. a) Prove que a aplicagdo x Jx é um isomorfismo do

grupdide aditivo Z sobre si mesmo (ou, como também se diz, um
automorfismo deste grupéide) (). ,

b) Designando por Z, o conjunto dos nlimeros pares relativos
(0, 2, -2, 4, -4, ...), determine os isomorfismos de (Z, +) sobre
(Z2, +).

(') Nao esquecer que héd duas fases da demonstragdo: 1.2 demonstrar que
a aplicagao é bijectiva; 2.° demonstrar que a aplicagdo respeita a adigdo. A defi-
nigao geral de isomorfismo é dada no nimero seguinte.

29



J. BEBABSTIAO B BILVA

ll. Prove que as aplicacbes xuxa, xux" 8 xu\/;{' sdo

automorfismos do grupéide multiplicativo IR*. Tente incluir numa
sd proposicdo geral estes trés factos (designa-se por (Q o conjunto
dos ntimeros racionais relativos).

. Seja £ o conjunto {V, F} dos valores 16gicos. Prove que o
operador ~ (negagdo) é um isomorfismo de (£, A) sobre (£, V)
e de (.2, ) sobre (£, <) (considerando < como operagdo e nao
como relagao bindéria).

IV. Designemos por O, r, 2r, 3r, respectivamente, as amplitudes
de a@ngulo nulo, de angulo recto, de 2 rectos (180°) e de 3 rectos
(270°). Definamos no conjunto A= {0, r, 2r, 3r} uma operagédo
bindria chamada ‘adigdo’ e dada pela primeira das tabelas abaixo
apresentadas.

A segunda é a tabela do grupdide multiplicativo constituido pelas
poténcias naturais da aplicacédo

1 2 3 &
S=
2 % 4 1)

X + vy u e« Vv
X 0 r | 2r | 3r XI I S | 82 | S8
X u
0 0 r 2r 3r | | S S22 | S8
r r 2r | 3r | O S | § | 82 83| |
2r 2r 3r 0 r S2 | §2 | §s3 | S
3r 3r 0 r 2r S3 | 83 | S S2

E facil ver que se tem S4=1, S5=§, S6 = S§2, etc.
Ponhamos B = {1, 5,52 S3}.
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Olhando para as duas tabelas anteriores rapidamente se reco-
nhece a existéncia de um isomorfismo de (A, +) sobre (B, ), que é a

aplicaglo:
£ 0 r 2r 3r
[ S $? s3

Com efeito, esta aplicagdo é bijectiva e tem-se:
(1) fix+y)=f(x) - fly) ., Vx yeA
Por exemplo:
f(r+ 2r) =f(3r) = S3 =882 =1(r) . f(2r)

Alids, verifica-se muito facilmente (1), notando que se passa da
primeira tabela para a 'segunda, aplicahdo f ndo sO aos dados, como
também aos resultados da operacdo +. Deste modo, f é, por assim
dizer, uma traducdo do primeiro grupdide no segundo. Posto isto:

Verifique se existe algum outro isomorfismo de (A, +) sobre (B, +)
@ se existe algum automorfismo de (A, +) diferente da identidade (as
duas questOes estdo interligadas).

V (BAILADO DAS HORAS). Designemos por H um conjunto de
12 elementos, que podem ser, por exemplo, 6 rapazes e 6 raparigas,
digamos: Pedro, Helena, Jilio, Manuela, Rui, Luisa, David, Natércia,
Eduardo, Beatriz, Alvaro, Urbana. Vamos supor estes elementos
dispostos em circulo, & maneira das horas dum relégio, e designa-
-los, respectivamente, pelos seguintes simbolos(1):

1, 2. 3 4 5 6 7. 8 9 10 11 12

(') Estes simbolos podem ler-se "'um trago’, ‘dois traco’, etc.

27



J. SEBASTIAO X BILVA

O elemento 12 (Urbana) também pode ser designado por qual-
quer dos simbolos 0, 24, 36, ...; isto é em geral, pela notacdo m,
onde m é qualquer miltiplo de 12. Analogamente, o elemento 1
(Pedro) também pode ser designado por qualquer dos simbolos
13, 25, ...; isto 6 em geral, pela notagdo n, onde n & 1 mais
um mdltiplo de 12. E assim por diante. Deste modo, teremos, por
exemplo:

Rui=65=17=29=...=5+12k , V kelNo,
isto &, as designagdes 5, 17, etc., sdo equivalentes.

Posto isto, vamos definir em H uma operagédo (chamada "adigdo’)
mediante a férmula:

3|
+
=1
I
=
+
P
<
3
m
X

(2)
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X + Y
“,xy\;;ii%%?"éardﬁrz
T |z |3|3|5|%|7 8 %8 |® w7 1B|7
7 |3|a|5|6|7 |85 0| m|iz|T|2
3 |7|s|s|7|8|9 | |17|®|7|2]|3
i |55 7|8 | |f0|1 12| 7|2|3|3
5 5 7|8 |9 |f|m|2|7T,2/3|3 5%
§ |7 8|3 |t|T|®2|7T 2|3|5|5]|%
7 8|9 |t |m|z|1l2|3|3|5|5!7
s |5 |7o|7|i2|7|2|3|3|5|%|7|3
s |w|m|2|7|2|3 3|5 6|7 83
% |T|%| 7|23 3|5 |5|7|8|3|0
W |3|7|2|3|%|5 8|7 (8|8 10|
7 |7|2|3|3|5|s|7|8|%5 |t0|1| 12

Assim teremos, por exemplo:

3+8=11, 5+7=12=0, 6+9=15=3,...

E claro que, na férmula (2), podemos sempre substituir m + n pelo
resto da divisdo de m + n por 12.

Desde logo se reconhece que a operagio definida por (2) é sempre
possivel em H. Vamos ver que também é univoca.

Com efeito, suponhamos que

m=men=n,com0<m<12 e 0< n<12

29



J. SEBASTIAO B BILVA

Entdio m'=m+12h, n"=n+12k, com h,kelN,. Por conse-
guinte m+n"=(m+n) +12(h+k) e como h + k €N, teremos:

MW =m+n

A operagdo é pois univoca, isto &, faz corresponder a cada par
(m, n) de elementos de H um tnico elemento m + n de H. Assim,
fica provado que H é um grupdide relativamente & operacéo definida.
Esta também pode ser dada pela tabela da p&gina anterior.

Este grupdide sugere-nos a imagem de um baile de roda. Por
exemplo, adicionar 1, 2, ... traduz-se por fazer rodar o conjunto H
de 30°, 60°, ..., no sentido dos ponteiros dum relégio. Por isso,
chamaremos pitorescamente ‘Bailado das Horas' ao grupéide aditivo H.

Usando a férmula (1) ndo oferece dificuldade nenhuma provar
que o Bailado das Horas é um semigrupo comutativo. Consideremas,

agora, a transformagéo
10 11 12
11T 12 1

e as suas sucessivas poténcias S, 82, S3, ... E f4cil ver que S12 =1,

S13=81, §14=82 ... O conjunto das poténcias de S reduz-se,

pois, a 12 elementos. Designemos este conjunto por H". Posto isto:
Designando por f a aplicacdo n.  Sn, prove que f é:

—
A

wn
i
P
N =]
W Nl
P Wi
ol
ol ol
~ o
ool i
] ool
—
ol i

A

1) uma aplicacéo biunfvoca de H sobre H;

2) um isomorfismo do grupdide aditivo H sobre o gru-
pdide multiplicativo H".

Verifique se existe algum automorfismo de H diferente da identi-
dade e algum outro isomorfismo de H sobre H* (problemas equi-
valentes).

Para terminar este importante exemplo, recordemos que os sim-
bolos 1, 2, ... foram interpretados como designacGes de 6 rapazes
e 6 raparigas. Mas é claro que temos a liberdade de designar por
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estes simbolos outros entes, por exemplo determinadas cidades por-
tuguesas, determinados planetas, determinados &ngulos (multiplos
de 300°), etc. Sendo assim, fica automaticamente definida uma apli-
caclio do referido conjunto de rapazes e raparigas sobre conjunto
dos novos entes e vé-se que essa aplicagdo & um isomorfismo para a
adiglo definida com os referidos simbolos. Neste caso, o que muda
é unicamente a natureza dos elementos, isto é, a MATERIA; o que
permanece & a estrutura Il6gica do grupdide, isto 6, a FORMA.
Como teremos ocasido de ir observando, dois dos caracteres essen-
olals da matemética moderna sdo os seguintes:

1) A matemidtica moderna tem um grau de liberdade muito
superior ao da matemética cléssica.

2) Os universos considerados em matematica moderna $&0
geralmente definidos a menos de um isomorfismo: o que interessa
éd a FORMA (isto é, as propriedades I6gicas das operagdes ou
relagBes consideradas nesses universos) e ndo a MATERIA (isto é,
@ natureza dos entes que constituem o universo).

11. Teoremas sobre isomorfismos. Vamos, agora, formular
a definigdo geral de isomorfismo entre grupéides.

DEFINICAO. Chama-se isoformismo dum grupdide (A, ©)
sobre um grupdide (B, ®) toda a aplicagdo biunivoca t de A sobre
B ta/ que:

fixey) = f(x) @ f(y) , Vx.yeA

Esta formula também se pode exprimir dizendo que f transforma
® em @. Se, em particular, @ = ®, diremos que f respeita @.

Assim, f funciona como um diciondrio, que traduz os factos
relativos ao primeiro grupdide nos factos relativos ao segundo.
Por exemplo, f transforma a operagdo @ iterada na operagdo @ ite-
rada, isto é:

f(a,0a,0..0ay) = f(a,) ©¢f(ay) @...0f(an)
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quaisquer que sejam neIN e a4, ... an € A (prove, por exemplo, com
n = 3). Daqui resulta em particular o seguinte:

1) Se ® =+, ® =+, o isomorfismo f traduz o ‘produto por n’
em ‘poténcia de expoente n’;

f(nx) = [f(x)]", VxeA, nelN (Prove).

2) Se ® = ., ® = +, o isomorfismo f traduz ‘poténcia de
expoente n' em ‘produto por n’ (escreva a respectiva férmula e prove).

O que sucede de andlogo quando @ =+, ®=+ou@=—+,0=-+7
Interessa, agora, demonstrar duas propriedades importantes dos
isomorfismos:

TEOREMA 1. A aplicacdo inversa dum isomorfismo ainda é
um isomorfismo. Mais precisamente: Se f é um isomorfismo de (A, ®)
sobre (B, ®), entdo -1 é um isomorfismo de (B, ®) sobre (A, ©)

Demonstracéo (1):

Suponhamos que f é isomorfismo do primeiro grupdide sobre
o segundo (hip6tese). Vamos provar que f-' é um isomorfismo do
segundo sobre o primeiro (tese).

Sejam u, v elementos quaisquer de B; entdo existem elemen-
tos x, y de A tais que

u="f(x), v=1(y) (Porqué?)

Por outro lado

f(xOy) =udv (Porqué?)

Donde:
xoy=f"1 (uoV) (Porqué?)

(1) Para tornar esta demonstragio mais Intultiva, convém desenhar diagra-
mas a representar A, B, x, y, u, v, eto,
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E, como x = f=1(u), y =f-'(v), vir§, trocando os dois membros da
igualdade anterior:

f-'(uov) =f-"(u)ef-(v)

Como u, v sdo elementos quaisquer de B, isto quer dizer que f-
é um isomorfismo de (B, ®) sobre (A, @).

TEOREMA Il. O produto de dois isomorfismos ainda é um iso-
morfismo. Mais precisamente: Se f é um isomorfismo de (A, ©)
sobre (B, ®) e se g é um isomorfismo de (B, ®) sobre (C, {),
entdo gf é um isomorfismo de (A, ®) sobre (C, {).

Demonstragéo (1):

Suponhamos verificada a hipdtese; vamos provar a tese. Sejam
X, Yy elementos quaisquer de A. Entdo, vira:

f(xey) =f(x) o f(y) (Porqué?)
Donde:
glf(xey)] = [g(f(x)] ¢ [a(f(v))]  (Porqué?)

E, portanto:
(gf) (xoy) = [(af) (x)]¢ [(gf) ()] (Porqué?)

Mas isto significa que gf é isomorfismo de (A, ®) sobre (C, ¢).

Ambos estes teoremas sdo de uma extrema generalidade. Ja atras
aplicdmos o teorema | as funcbes logaritmicas.

(1) Conselho anédlogo ao que foi dado no inicio da demonstrat;éé anterior.
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12. QGrupébides Isomorfos. Diz-se que um grupdide (A, @)
é isomorfo a um grupbide (B, ®) quando existe, pelo. menos, um
isomorfismo de (A, ®) sobre (B, ®). Por exemplo, o grupéide (iN, +)
é isomorfo ao grupdide (P,, *), pois que existe o isomorfismo nu2“

do primeiro sobre o segundo. Analogamente, o grupbide (Z, +) é
isomorfo ao grupdide (Z,, +), onde Z, é o conjunto dos nimeros

pares relativos; com efeito, j4 vimos que as aplicagdes xu2x 8

X\J” 2x sao isomorfismos do primeiro sobre o segundo (bastava

que existisse um isomorfismo).
Para indicar que o grupdide (A, ®) é isomorfo ao grupdide
(B, ®), escreve-se:

(Ae) ~ (B, o)

A relagdo assim definida entre grupdides é chamada relagédo de
isomorfia (1). Sera esta relagdo reflexiva, simétrica, transitiva? Serd
uma relagdo de equivaléncia? E f4cil ver que sim:

1.c Todo o grupdide é isomorfo a si mesmo.
2° (A, @©) ~ (B, ®) = (B, @) =~ (A 0)
3° (A,®) ~ (B,o) A(B,®) ~ (C, §) = (A 0 =~ (C, ¢)

Tente provar estes trés factos, aplicando os dois teoremas do
nimero anterior e lembrando que lp é um automorfismo de todo
o grupdide (A, ®). Em conclusio:

A isomorfia entre grupdides é uma relacao de equi-
valéncia.

(') Na&o confundir ‘isomorfia’ com ‘isomorfismo’. Os isomorfismos séo deter-
minadas aplicagbes entre grupbides. A isomorfia é uma refagdo entre grupdbides,
que consiste na possibilidade de definir, pelo menos, um isomorfismo entre os
dois grupdides dados.
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Assim, em vez de dizer que um grupdéide é isomorfo a outro, poderé
dizer-se que os dois grupdides sdo isomorfos (ver pég. 129, 1.° tomo).

Como j& observdmos no nilmero anterior, um isomorfismo f
entre dois grupdides funciona como um diciondrio que traduz a lingua-
gem do primeiro na linguagem do segundo, e vice-versa, visto que f~1
também é um isomorfismo do segundo no primeiro. Daqui resulta o
seguinte facto muito importante:

PRINCIPIO DE ISOMORFIA. Se os grupdides (A, ®) e (B, @),
sdo isomorfos, todas as propriedades Idgicas da operagcdo © sdo
verificadas pela operagao ® e reciprocamente.

Chamamos propriedades l6gicas (ou formais) dum ente qualquer
as propriedades desse ente que se podem exprimir integralmente
mediante conceitos da légica. Por exemplo, o facto de duas rectas
gerem ou ndo concorrentes 6 uma propriedade l6gica, mas j& o facto
de duas rectas serem perpendiculares ndo é uma propriedade |4gica;
por sua vez, o facto de a perpendicularidade ser uma relagcdo simétrica
é uma propriedade légica dessa relacdo.

Analogamente as propriedades comutativa, associativa, etc.,
relativas a operagdes, sdo propriedades Iégicas (ou formais) dessas
operagoes.

O anterior PRINCIPIO DE ISOMORFIA é um teorema que se pode
demonstrar na sua maxima generalidade. Limitar-nos-emos a veri-
ficd-lo aqui em alguns casos particulares, para dar uma ideia do seu
alcance. Suponhamos que (A, ®) é isomorfo a (B, ®) e que a ope-
racdo @ é comutativa; segundo o PRINCIPIO DE ISOMORFIA, a
operacdo ® também deve ser comutativa. Vamos provar directamente
este facto:

Designe f um isomorfismo de (A, ®) sobre (B, ®) (existe
um pelo menos; porqué?). Sejam agora u, v dois elementos guais-
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quer de B('). Entdo existem x, y€A tais que f(x) =u, fiy) =w.
(Porqué?) Ora

xX0y=y0®x (Porqué?)
Logo f(x®y) =f(y®x) e, portanto:
f(x) @ f(y) =f(y) @ f(x) (Porqué?)

ou seja u®v=vau. Isto prova que ® é comutativa. (Porqué?)
Como exercicio, prove o seguinte coroldrio do anterior principio:

Se dois grupdides sdo isomorfos, e um deles é um semigrupo,
0 outro também é um semigrupo.

Prove agora o seguinte facto, deveras interessante:

O PRINCIPIO DA DUALIDADE LOGICA, quer para valores
légicos (Cap. I, n.°c 13), quer para conjuntos (Cap. Il, n° 11), é
um corolério do PRINCIPIO DE ISOMORFIA.

O facto de duas operagdes © e ® terem exactamente as mesmas
propriedades formais, exprime-se dizendo que os grupbides (A, @)

e (B, ®) tém a mesma estrutura. Assim, o PRINCIPIO DE ISOMOR-
FIA podia enunciar-se do seguinte modo:

Se dois grupdides sdo isomorfos, tém a mesma estrutura.

O mais curioso é que a reciproca desta proposi¢cdo também é
verdadeira.

Se dois grupdides tém a mesma estrutura, sdo isomorfos.

(') Convém desenhar um diagrama a representar A, B, u, v, etc.
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Por conseguinte:

Dizer que dois grupdides séo isomorfos equivale
a dizer que tém a mesma estrutura.

EXERCICIOS:

I. Seja € = ) (U), onde U é um universo qualquer. Prove
que os grupdides (€, N) e (@, V) sdo isomorfos.

Il. Seja f = (xux + 1) em IR. Prove que o grupdide multipli-

cativo das poténcias f, f2, ..., f0,... de expoente natural de f é
lsomorfo a IN (chamando muitiplicacdo a composigdo de fungdes).

lIl. Prove que os grupdides aditivos IN e IN, ndo sdo isomorfos,
atendendo a seguinte propriedade vélida em |N:

Vab: atb#a

IV. Prove que (IN, +) nado é isomorfo a (IN,-) atendendo a
seguinte propriedade vélida no primeiro:

a#b=1dx : a+x=bVb+x=a
V. Prove que (Z, +) ndo é isomorfo a (INo, +).
13. Elemento neutro dum grupéide. Consideremos um
grupéide (A, @) qualquer. Diz-se que um elemento u de A é elemento

neutro do grupdide (ou elemento neutro para a operacao ®), sse
verifica a condigdo

uPa=a@u=a , V acA
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Por exemplo, os grupéides (INg,+) e (INg, ) t8m como elemen-
tos neutros, respectivamente, os nimeros O e 1; este 6 também ele-
mento neutro de (IN, - ), mas j& o grupdide (IN,+) ndo tem elemento
neutro. Por sua vez, os grupéides (.2, A\) e (£, V) tém por elementos
neutros, respectivamente, os valores V e F. Também j4 vimos o que
$e passa no conjunto @ (U) de todos os subconjuntos dum universo U:
o universo é elemento neutro para a operagdo N, enquanto o conjunto
vazio é elemento neutro para a operagédo U.

Daqui por diante, designaremos por (£ (U) o conjunto de todas
as aplicacées dum conjunto U em si mesmo. J& vimos que (£ (U)
é um grupdéide associativo relativamente a multiplicagdo (ou compo-
sicdo). Ora, é evidente que a identidade é elemento neutro deste
grupdéide (ver pég. 199, 1.° tomo).

lf=f1=f Vfe(F (V)

(E claro que neste caso | é a identidade em U, ou seja )

Quanto ao grupdide aditivo H, que baptizdmos como '‘BAILADO
DAS HORAS' (exercicio V do n.° 10) é fécil ver que também possui
elemento neutro. (Qual é?)

Jé& observdmos que (IN,+) ndo tem elemento neutro. Muitos
outros exemplos se nos podem apresentar de grupdides sem elemento
neutro (procure por si alguns). Mas, um facto se verifica nos exemplos
anteriores: é que, quando existe elemento neutro, num grupdide,
existe um so. Serd sempre assim?

Suponhamos que v e v s3o elementos neutros dum grupdide
(A, ©). Entio, sera:

u®v=u (Porqué?), u®v=v (Porqué?)

donde u = v (Porqué?) Assim, em concluséo:

Um grupdide nao pode ter mais de um elemento neutro.
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Nos grupdides aditivos o elemento neutro chama-se, geralmente,
elemento nulo (ou zero). Representd-lo-emos, em geral, pelo sim-
bolo (0 e, muitas vezes, por 0 (quando ndo importa confundir com
o numero 0). |

Nos grupdides multiplicativos o elemento neutro chama-se,
geralmente, elemento unidade (ou s6 unidade). Representi-lo-emos,
em geral, pelo simbolo 1 e, muitas vezes, por 1 (quando néao fizer mal
confundir com o numero 1).

14. Elementos opostos num grupébide com elemento
neutro. Seja (A, ® um grupdide com elemento neutro, v. Dado
um elemento a de A, diz-se que um elemento a' de A é oposto
de a no grupdide, sse verifica a condi¢do

(1) aPa =a'®a=u

Por exemplo, no grupdide (Z,+) todo o elemento a tem oposto,
que é —a. Por sua vez, no grupdide (IR, -) todo o elemento a
diferente de zero tem oposto que é 1/a (ou a-1).

Da anterior definigdo, férmula (1), deduz-se imediatamente que:

I. Se a é oposto de a’, também a’ é oposto de a.

Podemos, entdo, dizer que a e a' sdo elementos opostos do
grupdide (ver pdg. 129, 1.° tomo). Também é imediato que:

Il. O elemento neutro (quando existe) é oposto de si mesmo.

Posto isto:

DEFINICAO. Num grupdide com elemento neutro, um elemento
a diz-se regular, sse existe oposto de a.
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EXERCICIOS:

. Determine os elementos regulares dos grupéides (IN,+),
(INo,*), (IN, *) e (Z, +).

Il. ldem para os grupdides (2, A) e (.2, V).

. Idem para os grupéides (@,N) e (@, V), sendo @ = ) (V)
e U qualquer conjunto.

Consideremos, novamente, o grup6ide multiplicativo ( (U),
sendo U um conjunto qualquer. E evidente que toda a aplicacdo
biunivoca f de U sobre si mesmo é regular, tendo por elemento
oposto a aplicacdo inversa; com efeito (ver pags. 199-200, 1.° tomo):

ff-1=f-1f=]

Serao esses os unicos elementos regulares do grupdide? Aqui
fica esta pergunta como exercicio para os melhores alunos (1).

Nos exemplos anteriores verifica-se este facto: todo o elemento
regular tem um Unico oposto.

Sera sempre assim? _

Seja (A, ®) um grupdide com elemento neutro, u, e suponha-
mos que a’, a* sdo elementos opostos dum dado elemento a no
grupdide. Consideremos, agora, a expressao

a®ao0oa*
Por hipétese, temos a’®a = a® a* = u. Assim, se for verdade que

(1) a®afa*=(a’®a)®a*=a @ (ada"),

- (1) Observe que, se existe g tal que fg = gf = |, entdo f(g(y)) =y. VYE U,
0 que mostra que f é sobrejectiva; por outro lado, tem-se g(f(x)) =x, VXE U, e
portanto y = f(x) = x =g(y), V X, Y € U, o que mostra que f é injectiva.
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vird: ' ®aea*=u@a*=a"®u e, portanto:

a*=a" (Porqué?)
Ora, (1) serd verdade se o grupéide for associativo. Assim, em con-
cluséo:

TEOREMA 1. Num grupéide associativo (semigrupo) um ele-
mento nunca pode ter mais de um oposto. ,_

Nos grupdides aditivos o oposto dum elemento regularr a chama-
-s80, geralmente, o simétrico de a e representa-se por —a.

Como exercicio, indique os elementos regulares do grupdide
‘Bailado das Horas" (n.c 70, exercicio V), bem como os respectivos
simétricos.

Nos grupdides multiplicativos o oposto dum elemento regular
a chama-se, geralmente, o /inverso de a e representa-se por a-!
(ou 1/a).

Teremos, pois, por defini¢do:

aa-1=a-1la=1 e a+(-a)=(-a)+a=(@0],

e, portanto (propriedade 1):

(a‘1)'1=é e ~(-a)=a |,

para todo o elemento regular a dum grupdide, respectivamente mul-
tiplicativo ou aditivo. |

Podemos, agora, generalizar o teorema do Cap. IV, n.c 13, em lin-
guagem multiplicativa:

TEOREMA 2. Num semigrupo multiplicativo, o produto de
dois elementos a, b regulares é ainda um elemento regular e tem-se:

(ab)-1 =p-1g-1
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Demonstragéo..

Sejam ab elementos regulares dum semigrupo multiplicativo.
Entdo existem a-1', b-1 e, assim:

(ab) (b-'a-1) =a(bb-")a-' =aa-1'=1 (Porqué?)

(b-1a-1) (ab) =b-'(a-'a)b=b-'b=1 (Porqué?)

Logo, ab é regular e tem-se:

b-1a-1= (ab)-1 (Porqué?)

Traduza este teorema em linguagem aditiva.

15. Diviséo em semigrupos muiltiplicativos. Acabdmos
de ver o interesse que a propriedade associativa pode ter no estudo
de elementos regulares num grupéide. Para maior comodidade vamos
referir-nos a um semigrupo multiplicativo A, com elemento neutro, 1.
Consideremos o seguinte problema:

Dados dois elementos a, b de A, determinar um elemento x de A
tal que ‘

(1) ax = b

No caso dos numeros, este problema tem solucdo, se a é regular.
Vamos pois supor, no caso geral, que a8 € um elemento regular do
semigrupo A. Entado, se existe um elemento x de a que verifica (1),
tem-se:

a-'(ax) =a-b (Porqué?)
Donde: (a-1a)x=a-'b (Porqué?) Portanto:
(2) x=a-1b (Porqué ?)
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Logo, (1) implica (2). Para ver que, reciprocaments, (2) implica (1),

basta fazer a substituicdo de x por a-'b em (1). Ora tem-se,
efectivamente:

a(a-'b) =(aa-")b =b (Porqué?)

Por conseguinte:

TEOREMA 1. Se a é elemento regular do semigrupo multipli-
cativo A e b um elemento qualquer de A, a equacdo ax=b tem
uma e uma sé solugdo em A, que é dada por

x=a-1b
De modo anélogo se prova que:

Na mesma hipdtese, a equacdo xa=b tem uma unica solucéo
em A dada por

x=ba-1
DEFINICAO. Na referida hipdtese, ba-' e a-1b dizem-se
respectivamente o quociente de b por a a direita e o quociente de b

por a a esquerda.
Por sua vez, as operagoes

-1 -1
(ba)_ba-t , (ba) ,a-'b

sao chamadas, respectivamente, divisdo a direita e divisdo a esquerda
(operagdes inversas da multiplicagéo).

1 2 3 1 2 3
EXEMPLO. Seja a = ) , b=
Zz 3 1/ 2 8 2
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1 2 3 1 2 3 1 2 3
Entdo a-' = e ba-1= ,a-1b=
3 1 2 2 2 3 1 2 1

Tem-se, neste caso, a-'b # ba-1. Porém:

TEOREMA 2. Se a € regular e permutdvel com b, também
a-' é permutével com b, isto é, a-'b = ba-1.

Demonstracao:

Seja a regular e permutiavel com b. Entao:
aba-1' = (ab)a-1= (ba)a-!' =b(aa-1) =b (Porqué ?)

Portanto, aba-1 = b. Daqui, multiplicando a esquerda por a-1,
vem:

a-'(aba-1) =a-1b
Donde:

ba-'=a-1b (Porqué?)

DEFINICAO. Se b é regular e permutével com a, o elemento
ab-1( = b-'a) chama-se quociente de a por b e representa-se por
qualquer das notacoes:

a
a/lb, — o 'b
/ 5 u a

Portanto, em particular, se o semigrupo A 6 comutativo a divisdo
& direita coincide com a divisdo a esquerda (a multiplicag8o tem, neste
caso, uma Unica operagao inversa).

Observe-se que, neste caso, dividir um elemento por outro equi-
vale a multiplicar o primeiro pelo inverso do segundo (em qualquer
ordem). Por exemplo, dividir o nimero b por /5 equivale a multiplicar
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8 por 1/V/2; dividir 2/3 por 3/6 equivale a multiplicar 2/3 por 5/3
(Inverso de 3/5), etc.

TEOREMA 3. Se a, b, ¢, d sdo permutéveis entre si e se b, d
s#o regulares, tem-se:

(1) b " d _bd

Demonstragao:

Suponhamos verificada a hipétese. Entéo, vird (justifique todas
as passagens):

(ab-1) (cd-1) =a (b-1c)d-*'=a(cb-1)d-1
= (ac) (b-'d-") = (ac) (bd)-"

Donde: (a/b) « (c¢/d) = (ac) / (bd), ou seja (1) (Porqué?)

COROLARIO 1. Se a, b, ¢ sdo permutéveis entre si e se b, c
sao regulares, tem-se:

a

- = _E% (Porqué?)

COROLARIO 2. Se a, b, ¢, d sdo premutéveis entre si e b, ¢, d
sdo regulares, tem-se:

a ¢ ad
b "~ d  bc

ou seja, em notacdo uniforme:

(a/b) / (c/d) = (ad) / (bc)
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Para a demonstragéo, basta aplicar o teorema 3 e 8 definigéo
de quociente, notando que (teorema 2 do n.° 14):

(¢/d)-? = (cd-1)-1 = (d-1)-1¢-' = dc-? = d/c

Todos estes resuitados se podem traduzir em linguagem aditiva,
mas disso trataremos mais adiante.

EXERCICIOS:

1 2 3 4 (1 2 2 4
I SendoS—-(2 3 2 1)eT—‘(4 3 1 2>,

calcule os quocientes de S por T 3 direita e & esquerda.

Il. Sendo f(x) =x2 e g(x) =1/(x—-1) calcule os quocientes
de f por g a direita e a esquerda, chamando ‘multiplicacdo” a com-
posi¢do de fungoes.

lll. Sendo ¢ (x) = x3 e ¢ (x) = x5 mostre que existe ¢/ e
calcule este quociente, chamando ‘multiplicagdo’ @ composi¢do de
fungdes.

1 2 3 1 2 3 ;
V. Sendoa-<2 1 2>eb=(2 2 1),drstaarmme

todas as solugbes da equagdo ax=b. Como se explica que esta
equagio tenha mais de uma solugéo?

16. Poténcias de expoente nulo ou negativo. Seja ainda A
um semigrupo multiplicativo com elemento neutro. Da propriedade
do produto de poténcias da mesma base (pag. 20) e dos resul-
tados anteriores, deduz-se o seguinte:

COROLARIO. Sem, n €IN e m> n, entdo:
m
an am-n, para todo o elemento a regular de A.
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Demonstragéo:

Suponhamos verificada a hipétese. Entdo a™ = am-n. gn, (Por-
qué?) Logo aM/ah = aM-n, (Porqué?)

Para que esta regra se possa estender ao caso m< n, é necessé-
rio generalizar o conceito de poténcia ao caso do expoente nulo ou
negativo (inteiro). Assim, para que possa ser sempre aM/am = gm-m,
deveremos admitir, por definicdo, a® =1, visto que aMm/am=1 e
m - m=0. Teremos, pois:

DEFINICAO. a° =1, se a é regular em A ().

Posto isto, para que possa ser sempre a®/am" = a°-", como
a®=1 e 0 -n=-n, deveremos admitir, por definicdo, a-" = 1/an.
Teremos, pois:

DEFINICAQ. Para todo o n €N,

1
an=(an)-1= an se a é regular em A.

Assim, no caso em que @ € um elemento regular de A, fica
definido o conceito de poténcia a", qualquer que seja n € Z (positivo,
negativo ou nulo). E é féacil verificar (como se fez no 4.° ano no
caso em que a é um numero # 0) que se mantém as anteriores pro-
priedades das poténcias, a0 adoptar 0 novo conceito.

1 2 3
2 3 1

e verifique que f-2=14, -3 =13 = 0,

EXERCICIOS. — . Sendo f=< ) , calcule -2, -3

Il. Sendo f= (xux-1), com x € |R, calcule f2, fo, f-1, f-2

e prove que se tem fM=1{", sse m=n, V m, n € Z (chamando
‘multiplicagdo’, neste caso, a composi¢dao de fungdes). Prove que o
grupéide das aplicages f, com n eZ é isomorfo a Z.

(') Note-se que ndo podemos escrever 0° =1 em Z,
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NOTA. Quando f é funcéo real, f" também pode designar a
funcdo definida pela férmula f(x) = [f(x)]". Para evitar confusdes,
designa-se algumas vezes pela notagdo fon' a poténcia n do opera-
dor f no sentido anterior.

17. Radiciacdao em semigrupos multiplicativos. Conti-
nuamos a supor que A é um semigrupo multiplicativo, com elemento
neutro 1. Consideremos o seguinte problema:

Dados um elemento a de A (qualquer) e um numero n €N,
achar um elemento x de A tal que

=a

EXEMPLOS —1I. Seja n=2, a=9. Entdo o problema tem uma
solugdo Unica em IN (x=3) e duas solugcbes em Z (x:=3,
X, ==3).

Il. Sejan=2, a=2. Entdo o problema nio tem solugdo nenhuma
em IN, nem sequer em (Q (conjunto dos nimeros racionais). Mas
tem uma solugdo unica em IR*, que é um ndmero irracional
representavel por uma dfzima infinita ndo periddica, e tem duas
solucbes simétricas em IR (ver Compéndio de Algebra, 6.° ano,
Cap. |, n.os 16, 18, 25 e Apéndice 1) (1).

IH. Seja n=2, a=-9. Neste caso o problema nédo tem solu-
cdo em [R. (Porqué?)

IV. Seja, agora, A o semigrupo das aplicagbes do conjunto
{1, 2, 3, 4, 6 } em si mesmo. Tomemos entdo n=3 e

(1) Refere-se o autor ao Compéndio de Algebra aprovado ao tempo, po-
dendo hoje ser consultados diversos livros que tratam do assunto (N.do E.).
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Neste caso, 6 facil observar que o problema tem 9 solugfes,
entre as quais:

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
x‘l = i )(2 = a, )(3 —
2 3 45 6 1 6 1 2 3 45
DEFINICAO. Qualquer solugédo x da equagio x" = a (se existe

pelo menos uma em A) é chamada raiz de Indice n de a. Se existe
uma Unica solucdo dessa equacdo em A, represents-la-emos por

P i B y :
V' a. Neste caso a expressdo a chama-se radical (a, o radicando;

n o /ndice da raiz) e a operacdo (n, a)unV ‘a é chamada radiciagéo.

Ter-se-4 pois, por definigdo, neste Gltimo caso:
n,— n, — :
Va=1.(x"=a) e portanto (Va)n=a

Verifica-se este caso se A =I|R¥, quaisquer que sejam acA
e neiN (ver Compéndio de Algebra, 6.2 ano, Cap. I, n° 25;
para a hipétese A = IR, ver Cap. lll, n.° 1) (7).

18. Poténcias de expoente fracciondrio. Seja ainda A um
semigrupo multiplicativo com elemento neutro, 1. Da propriedade
relativa ao produto de poténcias da mesma base reduz-se o seguinte

COROLARIO: (amnt=aM VY acA; m, nelN.
Demonstracéo:

Tem-se:
(n vgzes) {n szes)

(@mn" = aM. .. -aM=gMts..o+m = gmn

Esta propriedade generaliza-se facilmente ao caso em que m,n
séo elementos quaisquer de Z.
Suponhamos agora verificada a seguinte

HIPOTESE: Quaisquer que sejam acA e nelN, a equacéo
XN = a tem uma solugéo unica em A.

(') Ver nota da pédg. 48.
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Segundo a definicBo anterior essa solugdo é representada por

n$/ a. A hipdtese verifica-se, por exemplo, quando A = IR*,

Posto isto, sejam m,n dois niimeros naturais quaisquer e designe-
mos por r o nimero racional m/n. Se m ndo é miiltiplo de n, r é
um nuimero fraccionério. Que significado atribuir entdo ao simbolo a'?
O significado deve ser tal que se mantenham as anteriores proprie-
dades das poténcias. Assim, em particular, deverd ser (a")" =a™ e,
como r = m/n, vird sucessivamente rn = m,

n —
(a")"=aM e portanto a" = yam (Porqué?)

Deveremos, pois, adoptar a seguinte

DEFINlCAO:
ah=yam, YacA ; mnelN

E facil ver, como se fez no 4.° ano (1), que o valor da poténcia
de expoente m/n de a dado por esta definigdo & Unico, isto &, que:

, mow
LA -nl, = an =an’
n n
Em particular, se m/n é inteiro, o valor obtido é a poténcia usual.
Mais ainda, pode verificar-se que todas as anteriores propriedades
das poténcias se mantém, com a referida definigéo.
Finalmente, se a é regular em A, define-se poténcia de expoente

fracciondrio negativo, como se fez para o expoente inteiro negativo:

m
-—6'_1__1

—am/""“‘/a_m , YVaeA ; mnelN

a

E mais uma vez se verifica que as propriedades das poténcias se
mantém com a nova definigao.

(Y Corresponde ao actual 2.° ano do ensino secundério (N. do E.).
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19. Concelito de grupo; grupos de aplicagdes. Chama-se
grupo qualquer grupdide associativo (A, ®), que tenha elemento
neutro e em que todo o elemento a seja regular (1). Assim, por
definigdo, todo o grupo serd um semigrupo (grupdide associativo),
mas nem todo o semigrupo serd um grupo. :

Por exemplo, Z é um grupo (comutativo) relativamente a adigao,
mas ndao é um grupo relativamente & multiplicagédo (embora seja um
semigrupo multiplicativo). Por sua vez, (Q1 (conjunto dos ndGmeros.
racionais positivos) é um grupo relativamente a multiplicacdo, mas
néo relativamente a adicdo. (Porqué?) Finalmente (Q (ou IR) é um
grupo aditivo, mas ndo um grupo multiplicativo. (Porqué?)

Da definicdo e do teorema 1 do n.e 15 (2), resulta imediatamente
0 seguinte:

Se (A, ®) é um grupo, cada uma das equacdes
a®x=b, ye@a=bh,
tem uma solucdo unica em A, quaisquer que sefam a, b € A.

Exprime-se este facto dizendo que a operagdo ® é reversivel.

Posto isto, chama-se grupo de aplicacées todo o grupdide @
de aplicagdes biunivocas dum conjunto U sobre si mesmo que
verifique as duas seguintes condigées:

1) leqg;

2) se fe{, também f-1eg.
Imediatamente se reconhece que, nesta hipétese, Q é de facto um
grupo, éegundo a definicao geral anterior.

Em particular, serd um grupo o conjunto de todas as aplicagdes biu-
nivocas de U sobre si mesmo (grupo simétrico ou grupo total sobre U‘).

OUTROS EXEMPLOS E EXERCICIOS:

I. Verifique se o grupdide aditivo H (Bailado das Horas) é ou
ndao um grupo.

(') Subentende-se que 0 conjunto A n#ao € vazio.
(2) Este teorema foi enunciado e demonstrado em linguagem multiplicativa,
mas a sua tradug¢ao para um grupdide (A, ®) qualquer ndo oferece dificuldade.
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Il. Consideremos um tringulo
equildtero de vértices 1, 2, 3. Os
deslocamentos do plano (1) que apli-
cam este tridngulo sobre si mesmo
sao, como é féacil ver, as simetrias
em relacdo as medianas do tridngulo
e as rotacOes de 120°, 240° e 360°

em torno do centro. Estes deslocamentos sdo definidos pelas seguin-

tes aplicagoes:

213
(

2 B A1
8 2 1/° 1
5 3 1

2/ 1

3 1

2 3 1 2 3
3 2/ 2 3 17"
5 3

5 3

que formam o grupo simétrico sobre {1, 2, 3}.

Consideremos um quadrado de vértices 1, 2, 3, 4. Os deslo-

camentos que aplicam este quadrado

sobre si mesmo sdo dados pelas se- 3 ™ : /’ 3
guintes aplicagdes: N ] i
1
1 2 3 4 1 2 3 4 ____._._:\};f_ ______
2 1 4 3 4 3 2 1 A"
P | N
N\
1234\ /1 234 S0 %
L | ~
1 4 3 2 321 4 4 ¢
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 12 3 4
2 3 41 3 4 1 2 4 1 2 3 1 2 3 4

que formam um subgrupo do grupo simétrico sobre {1, 2, 3, 4}

(grupo do quadrado).

(') Usamos aqui a palavra ‘deslocamento’” no sentido intuitivo usual.
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IV*. Determine o grupo do recténgulo e o grupo do losango
a seguir representados, definindo cada elemento do grupo por uma
aplicagdo de {1, 2, 3, 4} (subgrupos do grupo do quadrado).

Mostre que estes dois grupos sdao isomorfos.

V*. Quantos elementos tem o grupo do tetraedro regular? E o
grupo do octaedro regular?

VI*. Imagine um mosaico formado por octédgonos e quadrados
a cobrir todo o plano. Os deslocamentos do plano que nao alteram
este mosaico formam um grupo infinito. Indique alguns desses deslo-
camentos nao incluidos no grupo do quadrado de vértices 1, 2, 3, 4.
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VII*. Demonstre que os automorfismos dum grupéide formam
um grupo. Verifique que o grupo dos automorfismos do grupdide
(A, ®) considerado no exemplo inicial do n.° 4 é isomorfo ao grupo
do tridngulo equilatero.

NOTA. A teoria dos grupos aplica-se em varios dominios da
matemaética e da fisica, e ainda em quimica, cristalografia, etc. Foi
o grande matematico francés Evaristo Galois quem primeiro pés em
evidéncia a importancia do conceito de grupo de transformacdes,
ao estudar o problema da resolubilidade algébrica de equacdes
(ver Compéndio de Algebra, 7.° ano, NOTA HISTORICA do
Cap. XXI1)( ).

20. Quase-grupos; quadrados latinos*. Chama-se quase-
-grupo todo o grupoide (A, ®) cuja operacdo ® é reversivel, isto é,
tal que cada uma das equacées | |

ax=b , yea=bhb

tem uma solugdo unica em A, quaisquer que sejam a, b eA (2).

E ébvio que todo o grupo é um quase-grupo, mas a reciproca
ndo é verdadeira. Por exemplo, facilmente se reconhece que o gru-
péide considerado no exemplo inicial do n.c 4 é um quase-grupo
comutativo, mas ndo um grupo, pois nao tem elemento neutro. Ana-
logamente, se designarmos por ® a operacao que faz corresponder a
cada par (a, b) de pontos do espaco ordinério E o ponto ¢ tal que b
é o ponto médio do segmento ac, ve se que (E, ®) é um quase grupo
nao comutatlvo Tem-se, porém:

(') Ver nota da pag. 48.
(2) Subentende-se que o conjunto A ndo é vazio.
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TEOREMA. Um quase-grupo é um grupo, sse for associativo.
Demonstragao:

Seja (A, ® um quase-grupo. Se (A, ®) é um grupo, entdo é
associativo (por definic,:éo' de grupo). Suponhamos agora, recipro-
camente, que (A, ®) é associativo e seja ¢ um elemento qua[quef
de A. Entdo existe um elemento u de A tal que ¢ ® u = c. (Porqué?)
Vamos provar que se tem a®u = a, Va € A. Com efeito, dado arbi-
trariamente ac A, existe b tal que b® c=a (porqué?) e, assim:

aou=(bec)ou=be(cou)=boc=a

Analogamente, se prova a existéncia de um elemento v de A tal
que v@a=a, VacA. Entdo, sera vOu=u, v@u=v e, portanto,
u = v, 0 que prova a existéncia do elemento neutro em (A, ®). Final-
mente, para cada elemento a de A existe um elemento a’ de A tal
que a®a =u e um elemento a* tal que a* ® a = u; e mais uma vez
se prova (como no n.° 14) que a’ = a*. Logo, todo o elemento de A
é regular e portanto (A, ®) é um grupo g.e.d.

Verifica-se, pois, a seguinte hierarquia entre os conceitos de gru-
pdide, semigrupo, quase-grupo e grupo:

grupdides

semigrupos

Existem grupdides que ndo sjo semigrupos nem quase-grupos. Tal
é, por exemplo, o grupéide (£, = ), que ja vimos ndo ser comutativo
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nem associativo e em que a equacgéo (x = V) = F néo tem solugéo.
Outro exemplo: seja A = IN e designemos por P a operacdo (a, b)uab
(potenciacdo) isto 6, ponhamos a Pb = ab, V a, b € IN; entéo (IN, P)
é um grupdide, mas facilmente se reconhece que P ndo é associativa,

nem comutativa, nem reversivel.

+ Ja sabemos que a operagao dum grupdide finito (ndo excessiva-
mente numeroso) pode ser dada por uma tabela de duas entradas
(ver exemplos dos n.°s 4 e 10). Consideremos, por exemplo, a operagéo
¢ definida pela tabela junta.

X ¢ Y
Na b | ¢ | d
Rl
a b a d c
b c d a b
& a c b d
d d b c a

O conjunto {a, b, ¢, d}, munido da operagdo ¢, € manifes-
tamente um grupdide. Note-se, por outro lado, que as correspon-
déncias aogy, bovy, coy, d sdo, respectiva-

Yk_)l PY ijl Y., Y Y. Y Py P
mente, as aplicagoes

aboco d a b c d ab c¢c d a b c d
badc/ " \edab/" " \acbd/ \dbeca

56

A A



OOMPRENDIO DE MATEMATIOA

todas blunivocas. Analogamente, as correspondéncias xuxcp a,

xeb, x ,xec, x  x¢d sdo as aplicagdes

X s S A

abrcd abc d a b c¢c d a b c¢c d
bcad/ " \adcecb/ " \dabec/ " \cbda

também todas biunivocas. Ora isto significa, por um lado, que, no
quadro dos resultados da operagao, cada um dos elementos do con-
junto figura uma unica vez em cada linha e uma unica vez em cada
coluna; e significa, por outro lado, que a operagdo é reversivel e, por-
tanto, o grupdide é um quase-grupo.

b a d g
c d a b
g c b d

Chama-se quadrado /atino todo o quadro, como o anterior, formado
por simbolos dispostos num certo nimero de linhas e num igual
namero de colunas, de tal modo que cada um dos elementos designa-
dos por esses simbolos seja indicado uma Unica vez em cada linha
e uma unica vez em cada coluna.

Em todas as tabelas dos quase-grupos atrds referidos vemos
quadrados latinos (os quadros dos resultados). Serd sempre assim?
E a reclproca serd também verdadeira ?

Aqui fica o seguinte problema para os melhores alunos:

Provar que o grupdide definido por uma tabela é um quase-grupo,
se e s60 se 0 quadro dos resultados for um quadrado Iatino.
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Sugestdo: provar primeiro que, num grupéide (A, ®) a operacdo @
é reversivel, sse sdo verificadas as duas condigbes: 1) para todo
0 Xo €A, a correspondéncia yuxo@)y é uma aplicagdo biunivoca

de A sobre A; 2) paratodooyy € A, acorrespondéncia x ux oy

é uma aplicagdo biunivoca de A sdbre A.

NOTA. A teoria dos quadrados latinos (e, portanto, a dos quase-grupos)
¢ fundamental em métodos estatisticos, relativos ao planeamento de experién-
cias ciéntificas (no campo da biologia, da medicina, da agronomia, etc.). A
teoria dos quase-grupos tem, ainda, outras aplicagdes.

21. Mdédulos. Chama-se mddulo todo o grupo aditivo, em
que a adicdo é comutativa. Por exemplo, sdo médulos os conjuntos
Z, (Q e IR (relativamente a adi¢cdo usual), mas ndo os conjuntos
IN, (Q+ e IRt (estes sdo apenas semimddulos). Qutro exemplo de
mddulo é o grupéide a que chamamos ‘Bailado das Horas'.

Por tradugdo da linguagem multiplicativa em linguagem aditiva
os teoremas e definicGes dos n.°s 14, 15 e 16 fornecem vérios teoremas
e definigdbes em mddulos.

Assim, seja M um mddulo. Entdao, dados dois elementos ab
quaisquer de M existe sempre um e um sé elemento x de M tal que

a+x=x+a=b

e que é x=Db + (—a). Este elemento chama-se diferenga entre b
e a e representa-se por b—a; em particular —a = (0 — a. A operagao
(b,a)ub-fa chama-se subtrac¢do (b o aditivo e @ o subtractivo).

Assim, subtrair a um elemento outro elemento equivale a adicio-
nar ao primeiro o simétrico do segundo. Por exemplo, subtrair a 5 o
nimero 7 equivale a adicionar a 5 o nimero —7.

Por sua vez, do teorema 2 do n.° 14, vem:

—~(a+b) =(-a) + (-b) =—a-b, VabeM.
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Por outro lado, a nogédo de ‘poténcia a™ dé lugar & nogéo de ‘pro-
duto na’, para todo o neZ e aeM. Como 1’ se traduz por ‘(0
e 'inverso’ por ‘simétrico’, teremaos:

a° =1 traduz-se por |o-a=(o| (DEFINIGAO)

a-n = (a")-"' traduz-se por |(—n)a=-(na)| (DEFINICAO)

Por sua vez as propriedades das poténcias
am+n—=gm., gn 2 (ab)n = aNhn" i (an)m = ghn
traduzem-se, respectivamente, nas seguintes:

1) (m+n)a=ma+ na (distributividade a esquerda)
2) n(a+b) =na+nb (distributividade & direita)

3) m(na) = (mn)a (associatividade)

sendo m,n elementos quaisquer de Z e a,b elementos quaisquer de M.:

. NOTA: N&o esquecer que, na propriedade 2), intervém a comutatividade
da adicdo (ver teorema Il do n.° 9).

Em particular M pode ser o préprio médulo Z. Neste caso, as
definigOes

0-a=0, (-n)a=-(na)
fornecem as regras usuais da multiplicacdo em Z. Por exemplo:

(-3) x 5=~ (3 x 5) = — 15,
(~3) % (-5) = — [3 x (-5)] = ~ (-15) = 15, etc.
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Estas regras foram, pois, escolhidas de modo que se mantivessem
as propriedades anteriores, em especial a distributividade.

22. Poténcias de expoente irracional dum nimero posi-
tivo (estudo intuitivo). A teoria dos niimeros reais serd feita com
rigor num outro capitulo. Entretanto, convém introduzir mais algumas
nogOes referentes a nldmeros reais, de modo intuitivo, como se tem
feito em anos anteriores. S6 mais tarde trataremos de as apresentar
com rigor. '

Em tudo o que se segue, vamos supor que a é um numero
real > 0 (isto é, ac|R*) e diferente de 1.

Posto isto, demonstra-se o seguinte teorema ('):

Ser> s, tem-se a" > a% ou a' << &S, conforme a> 1oua<1.

Mais sugestivamente, este facto pode ser assim enunciado:

Quando o expoente duma poténcia a* aumenta, a poténcia
aumenta se a > 1 e diminui se a < 1.

Estamos aqui a supor que x s6 toma valores racionais (posi-
tivos, negativos ou nulo), pois que, até agora, sé definimos ‘poténcia
de expoente racional’. Pois bem, a no¢do de poténcia de expoente
irracional de a devera ser definida de modo que a propriedade anterior
continue a ser verdadeira. -

Consideremos, por exemplo, a expressdo 10‘/3. Que significado
atribuir-lhe?

O ndmero /3 é irracional; mas nés sabemos achar tantos algaris-

(") A demonstragdo, dispensével nesta fase Intuitive, poderd ser vista no
Compéndio de Algebra, 7.° ano, Cap. XIl, n.° 2 — (Ver nota da pdg. 48 — N. do E.)
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mos decimals, quantos quisermos, da dizima infinita que representa
este nlimero. Assim, até a 5. ordem decimal, temos:

V3 =1,73205...

Esta dizima fornece uma sucessédo de valores aproximados por defeito
e uma sucessdao de valores aproximados por excesso do nldmero
irracional /3

M 1,7; 1,73; 1,732; 1,7320; 1,73205;

(1) 1.8, 1,74; 1,733; 1,7321; 1,73206;

A cada uma destas sucessdes vai corresponder uma sucessao de
poténcias de 10 de expoente racional:

(2) 10%.7, 10178, 101.732, 1017320, 101,73205,
(2') 10%.8, 10%.74, 101,733, 101,7321 10173206,

Como se trata de expoentes racionais, j& conhecemos o signi-
ficado destas expressdes. Por exemplo ():

1732 ———

1732 4000

1000 \/ 1732
101.732=10 = 10

Ora, cada termo da sucessdo (1) é inferior (ou igual) ao
termo seguinte. Logo, em virtude da propriedade anterior, 0 mesmo
acontece com a sucessao (2). Por sua vez, cada termo da sucessio
(1°) é superior (ou igual) ao termo seguinte e, portanto, © mesmo
acontece com a sucessdo (2').

(') Sobre a maneira de calcular estas expressdes, ver a NOTA no fim
deste nimero.
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Mas /3 é superior a todos os termos da sucessé@o (1) e inferior
a todos os termos da sucessao (1°):

1.7<173<1732< ..< Y3 <..<1733<1,74< 1,8

Logo, para que continue a ser vélida a referida propriedade, o

valor de 10V 3 devers ser um nimero superior a todos os termos da
sucessao (2) e inferior a todos os termos da sucessdao (2'), isto é:

1017 < 10173 < .. < 10Y° < .. < 10174 < 1018

Mas, prova-se que existe um tnico numero real L nestas condi-
¢des, isto é, compreendido entre as duas sucessdes, porque a diferenca
entre os termos da segunda e os da primeira se pode tornar inferior
a qualquer unidade decimal, isto é, inferior a 0,1, a 0,01, a 0,001, etc.

Logo, 10‘/ ® s6 pode ser esse numero L. Tomaremos, pois:
10V 2 =L (por definigic).
No seguinte quadro indicam-se os sucessivos valores de 10 v o

por defeito e por excesso, correspondentes aos valores aproximados
de /3 considerados:

X 10% X 10%
1. 50,119 ... 1.8 63,096 ...
1,73 53,103 ... 1,74 64,966 ...
1.732 53,951 ... 1,733 54,086 ...
1,7320 | 53,951 ... 1,7321 | 63,963 ...
1,73205 | 63,957 ... 1,73206 | 63,968 ...

Como se vé, tem-se 53,957 < 10‘/—3_ < 53,968 e nlo sabemos
ainda, ao certo, se o algarismo das milésimas, da dizima representativa
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de 10‘/3, é 7 ou 8. S6 ficamos, portanto, a conhecer essa dizima, por
enquanto, até a ordem das centésimas:

10V® = 5395 ...

Se quiséssemos determinar outros algarismos dessa dizima, teriamos
de tomar valores de x mais préximos de /3 e calcular os valores
correspondentes de 10%, com mais algarismos decimais.

Posto isto, as consideragdes que fizemos para a expressao 10 Vs
entendem-se, mutatis mutandis, para qualquer expressdo da forma
a¥ em que @ € um ntumero positivo diferente de 1 e u um ndmero
irracional positivo. Se a < 1, a Unica diferenga essencial estd em que
os valores aproximados da poténcia variam em sentido inverso dos
valores do expoente, segundo a propriedade anterior.

Finalmente, se v é um nidmero irracional negativo, o seu simé-
trico, u'=u, € um numero positivo, e definiremos a poténcia ay
como se fez para o caso dos numeros racionais negativos:

aU = a-U' =

au

NOTA. O célculo dos valores de aX para valores racionais de x obriga a
fazer extracgbes de raiz de indices cada vez maiores, 0 que se torna muito
laborioso por processos elementares. Havemos de ver mais tarde que, para o
célculo de sucessivos valores aproximados, poderiamos limitar-nos a sucessivas
extracgdes de raiz quadrada. Por outro lado, veremos também como o uso de
tdbuas de logaritmos permite obter rapidamente raizes de qualquer indice, porém
com um grau do aproximacgéo limitado pelo nimero de decimais de t4bua utilizada.

23. Funcéo exponencial de base a. Continuamos a supor
que a é um numero positivo diferente de 1. Com as definigGes ante-
riores, a fungdo x uax (fungdo exponencial de base a) acabou

por ser estendida ao conjunto [R de fodos os niimeros reais. Recorde-
mos que esta funcgdo, primeiro definida em [N, tinha sido estendida a Z
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(ver n.° 16) e depois a (Q (ver n.° 18). Por exemplo, com a = 2,
tem-se em Z a fungdo:

oy Wy ey T8 =2 =1 O L 2 & ae N
| I A R
\ \’ BRI 2R 2R
— Ll lisas o 2 .,

T 2n, ey _8_’ -_'4._1 2:

Passando depois a (Q, tem-se, por exemplo, no intervalo [2,3]:

2 2.1 2,2 2,3 2,9 3
Jr 10}, 10 10 10i j«
. NVom Nez Vam . Vim s

e, analogamente, para outros expoentes racionais. Finalmente, passa-
-se a |R, como foi indicado no nimero anterior. Entdo 2*X (ou mais
geralmente aX) passa a representar uma aplicagdo do conjunto IR
no conjunto |RT, visto que, como se v, os valores das poténcias de a
sao sempre nuimeros positivos.

Mais ainda, prova-se que todas as propriedades usuais das potén-
cias se mantém com a defini¢do de poténcia de expoente irracional.
Assim, tem-se:

. au.aV=autv
Il. a¥«by = (ab)y Vu velR; a, belRt

. (a¥)V = auv

Finalmente, prova-se que € mantida, efectivamente, a proprie-
dade indicada no nimero anterior, que serviu de fundamento & defi-
nicdo de poténcia de expoente irracional. Essa propriedade pode,
agora, enunciar-se do seguinte modo:

A fungao ax é crescente ou decrescente conforme a > 1
oua<1.
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E claro que também podemos definir ax com a = 1. Mas, neste

caso, tem-se aX =1, Vx €IR.
Quanto & representagdo gréfica destas fungdes, ver Compéndio

de Algebra, 7.° ano, pag. 238 ().

24. Funcéo logaritmica na base a. Continuamos a supor a
positivo # 1. Ja vimos que a expressdo aX representa uma aplicacdo
de IR em IR*. Ora, essa aplicagdo é bijectiva, isto é, uma aplicacdo
biunfvoca de IR sobre IRT. E isto o que se afirma no seguinte

TEOREMA: Para todo o numero positivo y, existe um (e um sd)
numero real x, tal que

ax=Y (supondoa>0,a# 1)

O mesmo pode ser expresso simbolicamente como se segue:

VVG|R+,31XEIR:ax=y

Para dar uma ideia de como se pode demonstrar este teorema,
suponhamos, por exemplo, a =10, y = 2. Procura-se, pois, um ndmero
x tal que

(1) 10X =a

Comecemos por notar que

10°<2< 10"

Entdo deverd ser 10° < 10x < 10", em virtude de (1), e portanto
0 < x<1. (Porqué?)
Experimentando, agora, os expoentes 0,1; 0,2;...0,9, vé-se que

1093 < 2 <1094

(") Ver nota da pég. 48.
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Para o reconhecer, basta elevar os trés membros & 10.* poténcia,
0 que dé

1000< 20 (=1024) < 10000
Entdo, deverd ser 1093 < 10X< 1094 ¢, portanto:
03<x<04

Experimentando, agora, os expoentes 0,31; 0,32, ... vé-se, de modo
anédlogo, que 109302 < 10031 ¢, portanto:

0,30 <x< 0,31

Procedendo assim, sucessivamente, podemos determinar tantos
algarismos, quantos quisermos, duma dizima infinita

0,30103... ,

que representa um numero real A. Ora, segundo as consideragdes
do n.° 23, atendendo a que a fungdo exponencial de base 10 é
crescente (n.° 24), a poténcia 10 deverd estar situada entre os
termos das duas sucessodes:

109.3, 100,30, 100,301 1003010, 1(Q0,30103

100,4’ 100,31’ 100,302’ 100,3011’ 100,30104' .

Mas, o nimero 2 também esté situado entre as duas sucessobes.
Como s6 pode haver um numero nessa situagéao, teré de ser, portanto.

104 =2
Portanto, o niimero x procurado existe e sé pode ser:
A =0,30103...
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O teorema torna licita a seguinte

DEFINICAO: Chama-se logaritmo dum numero positivo y na
base a (positiva # 1) o numero real x tal que

aX =y
Escreve-se, entdo: x =logay, isto &, logay = ix(aX =y).

Em conclusao:

A expressdo aX define uma aplicacdo biunivoca de IR sobre IRT
cuja inversa é a fungdo log,. Ter-se-a pois (n.c 12, padg. 199, 1.°
tomo):

l
a 8" —x ¥xelRT; logsaX = x, VxR

Por exemplo, tem-se:

loga 64 =3, visto que 43 = 64

ok
3

1 . -0,6
logg3 = — 05, visto que 9 =

L
)

Nestes exemplos, o logaritmo é um ndmero racional. Porém, os
casos mais frequentes e de maior interesse sdo aqueles em que o
logaritmo é um ndmero irracional. Por exemplo, prova-se que log, 2
(atrds considerado) é um numero irracional, € analogamente para o
logaritmo na base 10 de qualquer outro nlimero inteiro que ndo seja
uma poténcia de expoente inteiro de 10.

Notemos, ainda, o seguinte facto: por ser sempre

a%°=1, al'=a,
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tem-se, em virtude da definigdo:

loga1 = 0; logaza = 1

isto é: o logaritmo de 1 é zero e o logaritmo da base é 1, qualquer
que seja a base.

- Designemos, agora, por f a fungcdo exponencial de base g, isto §é,
ponhamos:

f(x) =aX (em IR)

Entdo f é uma aplicacdo biunivoca de IR sobre IRT e a pro-
priedade au+V = gUaVv escreve-se:

f(u+v) =f(u) - f(v), Vu velR.
Ora, estes factos exprimem-se dizendo (n.°s 10 e 11):

A fungdo exponencial xuax € um isomorfismo do grupo aditivo

IR sobre o grupo multiplicativo IRT.

Assim, esta funcdo traduz toda a linguagem aditiva de IR na
linguagem multiplicativa de IR*. Por sua vez, do teorema | do n.°c 11
e do que precede, resulta imediatamente:

A funcéo logay é um isomorfismo do grupo multiplicativo IRt
no grupo aditivo IR.

Assim, a fung¢do logaritmica traduz toda a linguagem multipli-
cativa de |IR* na linguagem aditiva de IR:

loga (u=v) =logau + logav

u
logg — = logau = logav
fa %y = PHst ™0 | Vu,velR+

logau¥ = v loga u
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Para complementos e exercicios sobre a fungdo logaritmica
(excepto no que se refere a limites e continuidade), ver Compéndio
de Algebra, 7.° ano, Cap. Xll, n.os 9 e seguintes ().

Sobre logaritmos decimais, ver Cap. XXl do mesmo Compéndio.

(') Ver nota da pég. 48.
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