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CAPITULO VI

ANEIS E CORPOS. NUMEROS COMPLEXOS.
ALGEBRAS DE BOOLE

1. Conceito de anel. No capitulo anterior apareceram-nos
vérios exemplos de conjuntos em que sdo consideradas, ao mesmo

tempo, duas ou mais operagdes. Nesses casos, porém, as operagdes
foram, em geral, estudadas separadamente e nao nas suas possiveis
interligagGes. No presente capitulo vamos atender, precisamente, a
tais interligagbes, que, como é de esperar, geram muito maior
riqueza de propriedades.

Para comegar, um exemplo sugestivo serd ainda o conjunto H
considerado nas paginas 27-29. Nesse conjunto, definimos apenas
uma adicdo e foi precisamente ao grupdide (H, +), alids mdbdulo,
que chamémos BAILADO DAS HORAS. Mas, é claro que no mesmo
conjunto podemos definir uma multiplicagdo por um processo
inteiramente andlogo:

(1) m.n=m.n , VmneH

Nesta férmula, m,n sdo nimeros inteiros absolutos quaisquer, mas,
tal como no caso da adicdo, podemos sempre substituir m,n
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e m » n pelos restos das divisdes destes nimeros por 12. Assim, por
exemplo:

|

6+ 7=56.-7=36 =11
5+12=65°+0=5:0=0
4+-9=4.9=36 =0
13« =T «F=T7=7

Tal como no caso da adigdo, é fécil provar que a operagdo
assim definida é sempre possivel e univoca, quer dizer: (H,-) é um
grupdide. Esta multiplicagdo pode também ser definida pela seguinte
tabela:

X -y
NBTEEZEE?‘BT&H
s |5l5ls5|s15i5|8|5./3|B|{B|%®
T laltlzls|als]|s|7|3|3 ||
7 |o|z|a3|s|8|mw|0]z2|3|%]|%|T0
5 |o0|3|6|5|0|3|5|3|0!3 |59
T |3 % l5i5la|8l5l3lsiF (a8
5 |ols|w|3|s|7 8 |Til3|8|2]7
¢ |o|s|o|s|s|slo|s|0|s|5|%®
7 |sl2|z2]|3|3|w|s|7|sl3 w3
g |ols|lalo|s|3|o|s|3|ols]|3
s |o|5|%|3|0|5|6|3|0|9 5|3
% |ol|l|s|5|3|3|0|| 88|72
7 |slnlnlsls|slsis|zslslz|T
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OOMPENDIO DE MATEMATIOA

Ainda como no caso da adig8o, a férmula (1) permite-nos facil-
mente reconhecer que a multiplicacdo definida é associativa 8 comu-
tativa. Mas, v8-se logo que a multiplicacdo nao é reversivel (pag. 51).
Em compensagdo a férmula (1) da pdg. 71 e a férmula (2) da
p4g. 28 permitem mostrar que

(2) (a+b).c=ac+bc, Vab,ceH

Com efeito, sejam a=m, b=n, ¢=p, com m, n, pEelN,.
Entdo (a + b)c serd igual

(m+n) p=m+n-p=(M¢n).p=mpinp=mp+np

Mas mp+np=m-+p +n*p

ac + bc, o que prova (2).
Por sua vez, daqui e da comutatividade da multiplicacdo, deduz-se

(3) a(b+c)=ab+ac , Vab,ceH

Pois bem, exprimem-se os factos (2) e (3) dizendo que a
multiplicacdo em H é distributiva relativamente a adigcéo (1). Ora, esta
& precisamente uma PROPRIEDADE DE INTERLIGACAO (ou, como
também se diz, uma PROPRIEDADE DE ENLACE), das duas opera-
¢coes consideradas. Em resumo, verificam-se os seguintes factos:

1. (H,+) é um grupo comutativo (portanto, um mddulo)
2.° (H,+) & um semigrupo comutativo

3.2 A operacao + é distributiva relativamente & operacdo +

(') A férmula (2) também se exprime dizendo que a multiplicagdo é distri-
butiva a esquerda e a féormula (3), dizendo que a multiplicagdo é distributiva
a direita. Mas esta distingdo sé tem interesse quando a multiplicacdo ndo é
comutativa.
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Ora, exprime-se a conjun¢éo destes tr8s factos, abreviadaments,
dizendo que o terno ordenado (H, +, -) é um anel comutativo.
A este anel convencionaremos chamar o ANEL DAS HORAS (foi
ao médulo (H, +) que convenciondmos chamar o BAILADO DAS

HORAS). Dum modo geral:

DEFINICAO. Chama-se anel todo o terno ordenado (A, +, + ),
constituido por um conjunto A, com mais de um elemento, e por
duas operacdes, normalmente chamadas adicdo (+) e multiplica-
gédo (- ), tais que:

1) (A,+) é um grupo comutativo (médulo).
2) (A, -) é um semigrupo.
3) A multiplicagao é distributiva relativamente & adigdo, isto é:

(a+b)c=ac+bc , a(b+c)=ab+ac , Vab,c A

Diremos simplesmente ‘0 anel A" em vez de ‘o anel (A, +, ),
sempre que estiver subentendido quais sdo as operacoes do anel.

O anel diz-se comutativo, sse a multiplicagdo for comutativa
(caso do anel H).

Visto que todo o anel é um grupo relativamente a adigdo, chamare-
mos zero (ou elemento nulo) do anel, ao elemento neutro da adicéo;
representé-lo-emos pelo simbolo (0 ou simplesmente por O, se nédo
houver perigo de confusdo (no anel H o zero é 12 = 0).

Se existe no anel elemento neutro da multiplicacdo, este seré
chamado e/emento unidade; representa-lo-emos pelo simbolo 1 ou
simplesmente por 1, se ndo houver perigo de confusao (). (O anel H
tem elemento unidade? Qual é7)

Convém ainda observar que, sendo um anel A ao mesmo tempo
um mddulo e um semigrupo multiplicativo, estao ja definidos os con-

(') Muitos autores representam por o o elemento unidade (inicial da pala-
vra alema ‘oinheit’, que significa "unidade’).
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ceitos de ‘produto n.a’, com n €Z e a €A, e de ‘poténcia am,
com n €IN e a € A. Por exemplo, no ANEL DAS HORAS tem-se:

Por sua vez, da definicdao de anel resulta:

TEOREMA. Num anel A a multiplicagdo é distributiva relativa-
mente a subtracgéo, isto &, tem-se:

(a-b)c=ac—-bc , a(b-c)=ac-ac, Va, b,ceA
Com efeito, a—b &, por definigdo, o nimero x tal que a=b + x.
Ora:
(b+x)c = bc + xc (Porqué?)
Donde:
xc = (b+x)c —bc  (Porqué?)
E, portanto, como x=a-b e b+ x=a,
(a—b)c =ac - be
COROLARIO 1. Se A é um anel, tem-se:
(0-a=a-(0=(0, VacA
Com efeito, como a-a = (0 (Porqué?) tem-se:
(O.a=(a—a)a=a2-a2=1(0 (Porqué ?)

Portanto (0 +*a = (0.

Analogamente se prova que a - (0=(0.
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COROLARIO 2. Num anel o zero néo pode ser slemento unidade.

Com efeito, seja A um anel. Entdo, segundo a defini¢cdo, A tem
mais de um elemento; portanto, existe em A, pelo menos, um ele-
mento ¢ que ndo é (0. Ora, segundo o corolério 1, tem-se 0. c = (0
e, como ¢ # (0, vem (0. c # ¢, donde resulta que (0 ndo pode ser
elemento unidade. '

EXERCICIOS:

I. Verifique quais dos seguintes conjuntos sdo anéis, relativa-
mente as operagdes usuais de adicdo e multiplicagdo: IN, INg, Z,
(Q, IR, (Q*, IRT, Z, (conjunto dos nimeros pares relativos). Quais
desses anéis sdo comutativos? Quais tém elemento unidade?

Il. Seja p um ndmero inteiro maior que 1. Daqui por diante,
designaremos por Ay, um conjunto constituido por p. elementos de
natureza qualquer, cada um dos quais sera designado por um sim-
bolo da forma n, com ne€lN,, sendo, além disso, adoptadas as
seguintes convengoes:

1) n=n', sse n e n' divididos por u ddo restos iguais.

2) m+n=m+n , m.n=m.n, Vm,neN,.

E claro que, se p =12, Ay é precisamente o ANEL DAS HORAS,
isto &: H=A,,. Se pu =4, as operagdes +, * sao dadas pelas duas
seguintes tabelas:

X +vy XYy
Na il 213 No T 32| 3
ol o | 7] 3| 3 ol 5| 5| 5|39
Tl 7] 2|33 ilol| 1| 2]3
30 303|508/l 7 210|379 2
33|90 1] 2 3l o] 3| 3|1

76



COMPENDIO DE MATEMATICA

e facilmente se reconhece que A, também é um anel. Um exemplo
bastante familiar 6 o anel Ag, a que chamaremos ANEL DOS
‘NOVES FORA', porque intervém nas provas dos nove das operagdes.
Por exemplo, tem-se:

_— e

5+8=13=4 , 5:7=35=8 (em Ay)
Posto isto, prove o seguinte facto geral:

Qualquer que seja ., Ay, é um anel comutativo com elemento
unidade.

lll. Introduzamos no conjunto Z2 (quadrado cartesiano de Z)
uma adicdo e uma multiplicagdo, mediante as seguintes férmulas:
(a, b) + (c, d) = (a+c, b+d), (a,b) (c,d) = (ac,bd), Va,b,¢c,del.
[Por exemplo: (2,3) + (6, -5) = (8, -2), (2,3) - (6, -5) = (12, -15).]
Prove que Z2 é um anel comutativo com elemento unidade relati-
vamente a estas duas operagOes. Qual é aqui o zero e qual é o
elemento unidade?

IV. Prove que o conjunto dos nimeros da forma a +b V2,
com a, beZ é um anel comutativo com elemento unidade (rela-
tivamente 3s operagdes usuais). Sugestéo: trata-se de provar que a
soma, a diferengca e o produto de dois nimeros deste conjunto
ainda pertencem ao conjunto.

V. Prove que num anel A se tem:

(a+b) (c+d) =ac + ad + bc + bd

(a—b) (a+b) =a2+ab - ba-Db? } Va b, c,deA

e que, se o anel A é comutativo, serd sempre

(a+b)2=a2+ 2ab + b,
(a+b) (a—b) =a2-b?,
(a+b)3=a3+ 3a2b + 3ab2 + b3, etc.
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NOTA. Mais adiante estudaremos um exemplo importante de
anel ndo comutativo (anel dos quaternies de Hamilton). No 7.° ano
estudaremos anéis nao comutativos que intervém hoje constantemente
nas aplicagbes da matematica a fisica, @ engenharia, & estatistica,
etc. (anéis de matrizes).

VIl. Determine no anel A, fodas as solugées de cada uma das
seguintes equagbes: x +1 =0, x+1=2,x+2=3, x+2=1,
3x=71,3x=2,2x=1, 2x=2, 2-x=3, 1-2x=2,1 - 2x=3.

2. Isomorfismos entre anéis. Dados dois anéis A e A,
chama-se isomorfismo de A sobre A’ toda a aplicagdo biunivoca f
de A sobre A’ tal que h )

fix+y) = f(x) +f(y), f(x-y) =f(x)-f(y). Vxy €A,

isto é, que seja ao mesmo tempo um isomorfismo de (A, +) sobre
(A, +) e de (A, +) sobre (A", +). Nesta hipGtese, se A = A diz-se
que f é um automorfismo do anel.

Diz-se que A é jsomorfo a A’, sse existe, pelo menos, um isomor-
fismo de A sobre A’. Facilmente se reconhece que a relacdo de
isomorfia entre anéis também é uma relagdo de equivaléncia e que
o PRINCIPIO DE ISOMORFIA (p4g. 35) se estende a anéis.

Consideremos, por exemplo, o anel U constituido por um conjunto
de 4 elementos, z, u, i, j, com as seguintes operagdes:

- Xty X sy
N z u i i x z u i i
z z u i i z z z z z
u| u | z | j i |[@=0)| u | z | u i j | (u=1)
i i i z u i z i i z
] ] ! u z i z i z i
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E facil ver que este ane! n8o é isomorfo ao anel A4: basta obser-
var, por. exemplo, que a propriedade ‘dx, x# (0 A x2= (0" se
verifica em A, (tem-se 22 =0), mas ndo se verifica em U. No
entanto, o anel U é isomorfo ao anel constituido pelo conjunto A, x A,,
com as operagbes assim definidas:

(a,b) + (c,d) = (a+c, b+d), (a,b)* (c,d) = (ac,bd), V a,b,c,d A,
[Por exemplo, (0,7) + (1,1T) = (1,0), (7.,0).(0,1) = (0,0), etc.].

Com efeito, a aplicagédo

z u I J
& ) \$ 3
(0,0) (1.1) (0.7 (1,0)

é, como facilmente se reconhece, um isomorfismo do anel U sobre o

anel A2. (Existe algum outro isomorfismo entre estes dois anéis?
Existe algum automorfismo de U diferente da identidade?)

NOTAS — 1. Pode acontecer que a primeira opera¢gao dum anel
nlio se chame adigdo ou que a segunda ndo se chame multiplicago.
Neste caso, o conceito de isomorfismo entre anéis define-se de modo
andlogo ao que fizemos para grupdides em geral. "

Il. Os anéis Ap, introduzidos no n.° 1, ex. 2, sdo definidos a
menos de um isomorfismo, visto que deixdmos inteira liberdade
quanto 3 interpretacdo dos simbolos O, 1, ..., &—1 (podem designar
pessoas, livros, cidades, etc.), contanto que representem . seres
distintos. Em particular, podemos adoptar a seguinte interpretagdo:
0 é o conjunto dos muiltiplos de w, T é o conjunto dos inteiros que
divididos por w déo resto 1, e assim por diante.

J& atrds observdmos que em matemética 0 que interessa nao

é a MATERIA (isto é, a natureza dos entes considerados), mas sim
a FORMA (isto é, as propriedades formais das operagdes e relages).
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Este ponto de vista confere & matemaética um extraordinério poder
unificador 8 uma imensa elasticidade nas aplicagbes. Dizia HENRI
POINCARE: ‘A matemética é a arte de dar o0 mesmo nome a coisas
distintas — distintas pelo conteudo, mas idénticas pela forma’.

Verifica-se um facto semelhante em biologia. Um individuo
biolégico, isto & um ser vivo, é pelo menos na sua parte
observavel, constituido por matéria, que muda de instante para
instante; o que se mantém, e torna o individuo idéntico a si mesmo
ao longo do tempo, € algo a que poderiamos chamar estrutura ou forma
(em sentido lato).

Assim, vemos reaparecer em matematica moderna o conceito
aristotélico de forma.

3. Calculo algébrico num anel comutativo; operacdes
sobre polindmios. Das prop'riedades caracteristicas dum anel,
e em especial da propriedade de interligagdo, resultam vérias regras
de célculo algébrico, que ja foram estudadas no 2.° ciclo no caso

particular do anel |R.
Seja A um anel comutativo. Chama-se polindmio em x relativo

ao anel A toda a expressdo da forma
aoX" + a{xX"—1 + ... + apn—1X + ap,

em que:

1.0—a letra x € uma varidvel em A;

2.°—nos lugares de a,, a;, ..., ap figuram constantes, que
designam elementos de A (chamados coeficientes do polinémio);

3.°—no lugar de n figura uma constante, que designa um

numero inteiro absoluto.
Se n>0ea, # 0, diz-se que n é o grau do polinémio.
Se n =0, o polinémio reduz-se a uma constante, a5, e diz-se entdo
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que o grau do polinémio é zero (1). As expressBes agxn, apgx"—1,
..., 80 (mondmios) s8o os termos do polinémio, respectivamente,
de graus n, n-1, ..., 0.

Por exemplo, no anel A4, a expressdo

N 3x4+bx3+1x+9x+6

é um polinémio em x de grau 4 (ou do 4.° grau), cujos coeficientes
sdo: ao=§, aq =§, az'_—'T, 33=-§, a4=§.
Analogamente, em |R, a expressao

%x5+0x4+ (- 1)x3+ (-4)x2 + 1x + (- V2)

é um polinédmio em x do 5.° grau, que se escreve abreviadamente

2 =
E—x5—x3—-4x2+x-\/2,

visto esta expressdo ser equivalente 3 anterior.

Por sua vez, em |R, as expressdes
0, 5 -2, v5, = etc

}

sdo constantes, portanto polindmios de grau zero, que também se
podem escrever sob a forma de polinédmios de grau aparente superior
a zero; por exemplo:

2=0+xXx+2=0-x2+0-x+2 (Vx €IR)
Vejamos agora como se apresentam, de modo natural, opera-
coes algébricas sobre polinémios.

a) Adicao e subtraccdo. Consideremos, por exemplo, os
dois seguintes polinémios em x no anel Ag:

3x4+5x3+7x2+x+5 , 8x3+6x2+5

(') Convenciona-se aqui que x° =1 para todo o valor de x, mesmo que
esse valor nao tenha inverso.
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Entéo é fécil ver que, se tem, qualquer que seja X € Ay
(3x4 +Bx3+7x2+ x+5) + (8x3 + 6x2 +5) =3x4+4x3 + 4x2 + x+1

Justifique esta equivaléncia, indicando em pomenor todas as pro-
priedades em que se baseia nas diferentes passagens.

E entdo natural dizer que o polinémio 3x4+4x2+x+1 é a
soma dos polinémios dados, relativos ao anel Ag. A adicdo dos poli-
némios pode efectuar-se segundo o0 esquema habitual:

x4 +5x3+TIx2+x+5
8x3 + 6x2 +5

x4 +4x3 +4x2+x+1
Analogamente se reconhece que, para todo o x€Ag:
(3x4 +Bx3 + 7x2 + x + B) — (8x3 + 6x2 + 5) = 3x4 + 6x3 + x2 + x
(Justifique.)

- Consideremos, agora, dois polinémios quaisquer relativos a um
anel comutativo A:

aoxM" +ax" 1+ ... +ap-1X + a8,

box™ + b xM—1 + .., + bjy—1X + by

Estes podem escrever-se abreviadamente:

Sem diminuir a generalidade, podemos supor m = n. Com efeito, se
fosse por exemplo m < n, bastaria introduzir no segundo polinémio
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o termo (0 xn e, eventualmente, outros termos nulos, para ficar com
grau aparente igual ao do primeiro. Entéo, supondo j& m = n, é natu-
‘ral chamar soma dos polindmios dados ao polinémio

(ag + bo)x" + (ag + by)x"=1+ ... + (an + bp)

ou seja, abreviadamente,

n
3 (ak + bg)xn-k,
k=0

visto que este polinémio é uma expressdo formalmente equivalenta
& que se obtém ligando os dois primeiros com o sinal +.

Analogamente se define ’‘diferenca’ entre dois polinémios.

b) Multiplicacdo dos polinémios. Consideremos os dois seguin-
tes polinémios relativos ao Anel dos ‘Nove Fora':

4x3+7x2+5x+2 , 3x2+6x+4
E f4cil ver que se tem, para todo o x € Ay (justifigue)(1):
(@x3 +7x2+B5x+2) » (3x2 + 6x +4) = (4x3 + Tx2 + 5x + 2) « 3x2 +
+ (4x® + Tx2 + Bx + 2) « 6x + (Ax3 + 7x2 + 5x + 2) . 4 =
= (3x5 + 3x4 + 6x3 + 6x2) + (6x*4 + 6x3 + 3x2 + 3x) +

+ (7X3 + X2+ 2x + 8) = 3x5 + x3 + x2 + 5x + 8

Assim, é natural dizer que o Udltimo polinémio é o produto dos

() Um anel ainda mais cO6modo para exemplificagdo &, evidentemente, o
anel A .
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dois polinémios dados. Para o célculo deste produto pode usar-se ©
esquema habitual:

4x3 + Tx2+Bx + 2
3x2+6x+ 4
7x3+ x2+2x +8
6x4 + 6x3 + 3x2 + 3x
3x5 + 3x4 + 6x3 + 6x2

3x5+0x4+ x3+ x2+565x+8

Consideremos agora, em geral, dois polinémios em x

n
(2) T axni,

m
3 bgxm-k
Jzo k=

0
relativos a um anel comutativo A. E claro que se tem
a1 « bxm—k = (ajb) xm+n—(i+k) | VxeA,

paraj=0, ..., n; k=0, ..., m. (Porqué?) Ora, para que este produto
seja de grau m+n—p deve ser j + k = p. Portanto, a soma de todos
os termos de grau m + n — p, assim obtidos, sera:

(aobp + a1bp—-1 P s A ajbp_..j i PO apbo) xm-+n—p

Deste modo, é natural chamar produto dos polinémios (2) ao poli-
némio

m+n
3 (agbp + @a1bp- 1 + ... + apbg)xm+n—p
p=0

visto que esta € uma expressao formalmente equivalente 4 que se
obtém ligando os dois primeiros (escritos entre parénteses) pelo sinal
de multiplicagao.
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4. Anéls de polindmlos. Seja A um anel comutativo. Diz-se
que dojs polinémios relativos a A sdo idénticos (ou que sdo o
mesmo polindmio), sse tdm iguais os coeficientes dos termos do
mesmo grau. Por exemplo, no anel Ag, 0s polinémios

4x3-x2+5 , 13x®*+8x%+9x-4

sfo idénticos, visto que 4 =13, -1=8,0=9, 5= ~ 4,

Para indicar que dois polinédmios sdo idénticos, escreve-se entre
ambos o sinal =, desde que ndo haja perigo de confusdao (ver NOTA
no fim deste ndmero).

Designa-se por A[x] o conjunto de todos os polinémios em x
relativos ao anel A. Segundo as definigGes anteriores, a cada par de
polinémios pertencentes a A[x] fica a corresponder:

1) um determinado polinémio pertencente a A[x], chamado
soma dos dois primeiros;

2) um determinado polinémio pertencente a A[x] chamado
produto dos dois primeiros.

Assim, o conjunto A[x] ‘passa a ser um grupdlde relativamente
. @ a cada uma das operagbes definidas. Mais ainda:

E f4cil ver que as propriedades caracteristicas das operagoes
do anel A se transmitem as operagdes introduzidas em A[x]: assim,
a adicdo de polinémios pertencentes a A[x] é associativa, comuta-
tiva e reversivel, enquanto a multiplicacdo dos mesmos é associa-
tiva, comutativa e. distributiva relativamente & adigcdo.

Podemos, pois, concluir:

O conjunto A[x] é um anel comutativo relativamente a

adicdo e a multiplicacao definidas.

Note-se que, no anel A[x], o elemento nulo é o polinémio que
se reduz 3 constante (0: chamar-the-emos, por isso mesmo, polind-
mio nulo ou polindmio 2ero. \
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EXERCICIO. Qual é o elemento unidade no anel Z [x] ? O anel
Z, [x] tem elemento unidade? A que condigéo deve satisfazer um
anel A para que o anel A[x] tenha elemento unidade?

Até aqui temo-nos referido exclusivamente a polinémios em Xx,
mas é ébvio que a varidvel pode ser qualquer outra, por exemplo u.
O simbolo A[u] representard entdo o anel dos polinémios em u rela-
tivos a A. E evidente que os anéis A[x] e A[u] sdo distintos. Mas
também é Sbvio que se fizermos corresponder, a cada polinémio
pertencente a A[x], o polinémio que se obtém substituindo no pri-
meiro x por u, fica assim definida uma aplicagéo biunfvoca de A[x]
sobre A[u], que é um isomorfismo entre os dois anéis. Por con-
seguinte:

Os anéis A[x] e A[u] sdo isomorfos.

E ainda f4cil ver que todas as consideragdes se estendem ao
caso de polindmios com mais de uma varidvel.

NOTA. Segundo o anterior conceito de identidade entre poli-
némios, um polinémio ndo serd propriamente uma expressdo, mas
antes uma certa classe de expressées equivalentes entre si. Por isso,
se quisermos ser inteiramente rigorosos, devemos designar um poli-
némio, nao por uma das expressoes que o representam ('), mas sim
por um outro simbolo: — por exemplo, por essa expressio escrita
entre colchetes. Assim, poderiamos escrever, relativamente a Ag:

[4x3 —x? +5] = [13x? + 8x? + 9x — 4]
em vez de
4x2® - x24+85 = 13x% 4+ 8x24+9x—-4

Isto ja evitaria equivocos, pois a Ultima férmula ndo é, na realidade,
uma proposigdo mas, apenas, uma expressdo proposicional. E sé por

(1) Mesmo neste caso, a expressdo deveria ser escrita entre aspas, segundo
a convencao estabelecida (pé4g. 13, 1.° tomo).
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abuso cdmodo de escrita que se usa esta Ultima férmula como
indicando identidade entre dois polinédmios.
Entretanto é 6bvio que

4x3® —x24+56 = 13x° +8x2+9x -4

Dois polinémios idénticos sdao sempre representados por duas expres-
sbes equivalentes.

Prova-se que a reciproca desta proposicdo também é verdadeira
em [R: dois polinémios equivalentes (em |R) sdao necessariamente idén-
ticos.

Mas ndo é verdadeira num anel finito. Por exemplo, em As tem-se:

X°+x-T=2x-1
e, contudo, os dois polinémios x® + x — 1T, 2x — 1 ndo sdo idénticos.

Pelas razées expostas, muitos autores consideram as letras x,
u, etc. num polindmio, néo propriameﬁte como varidveis, mas como
indeterminadas, isto é, como simbolos designativos de entes que
podem ser escolhidos arbitrariamente (tais como, por exemplo, os
sfmbolos 1, Z, ..., 11 do anel A2, que podemos interpretar de vérios
modos).

5. Divisao por polinémios do tipo x — «; raizes dum poli-
némio. Consideremos um polinémio qualquer (relativo a um anel
comutativo A):

(1) apX"+axh~1+ . +ap—1x+ ap

que vamos designar abreviadamente por P(x). Consideremos, por
outro lado, um polinémio, alids binémio, do tipo x—a (com « € A);
por exemplo, x — 3 e x + 5 sdo polinémios deste tipo (em Z), tendo-se
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no primeiro caso « =3 e no segundo « = -5 (). Posto isto, procure-
mos determinar um polinémio

oX" "+ q X" T2+ L+ O X+ Oy,
que designaremos abreviadamente por Q(x), tal que
(2) P(x) = (x — a) - Q(x) + R, sendo R uma constante.

Suponhamos que um tal polinémio Q(x) existe. Calculemos entdo o
binémio produto de x — « por Q(x):

-1 - -
g™ # g X0 2L q Xk L Gk Gy

X—ot
n -1 -2
qox"+q x" - g X" % 4.+ Q- qX
-1 -2
- & X" - aq,x" +...— & gp-oX —%qn - 1

AoX"+(d,—aq,)x" ™" + (q,—aq,)X" 2+ 4 (An- 1-0dy - ) X—ad .,

Ora, segundo (2), este polinémio produto somado com R deve
dar o polinémio P(x), indicado em (1); isto & deve ter-se (2):

o =85 » Q1 — %y =384 , (p — &gy =2, ...

On-1— ®%dpn-2=28y-1 . R—oaqy.4 =2,

Donde:

(3) o =8y Gy =8, +aqy q,=2a,+ &q,, ...,

On-1=8n.q+ aly.p R=ap+aqy.,

(1) Adoptamos a forma x — « para tornar mais simples o enunciado da regra
que vamos deduzir (REGRA DE RUFFINI).
(2) Segundo o conceito de identidade de polinémios, dado no nimero anterior.
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Portanto, se Q(x) existe, os seus coeficientes séo necessariamente
dados pelas férmulas (3). Reciprocamente, os célculos efectuados
mostram que, se determinarmos q,. q,, ..., 4, ., @ R, por meio destas
férmulas, a condigdo (2) é verificada. Por conseguinte:

O problema proposto tem uma e uma sé solugdo, que é dada
pelas férmulas (3).

Diremos entdao que Q(x) e R sdo, respectivamente, o quociente
e o resto da divisdo de P(x) por x — « (mais tarde trataremos da divi-
sdao de polinémios em geral).

O célculo dos coeficientes qi por meio das férmulas (3) pode
efectuar-se conforme o seguinte esquema pratico, chamado REGRA
DE RUFFINI:

do ai az an-—-1 an
o ®qo g1 %dn-—-2 oadn—1
90 a1 +afqo Az+«*qy ... ap_1+%dn_2 | aAn+&dn..1
= do =q =qz .. = On—1 =R

Por exemplo, tratando-se de dividir

2x% + 8x* 4+ 5x2+7x+2 por X+ 6,

relativamente ao anel Ay, serd a=—-6=3 e tem-se o quadro:
2 8 0 5 7 2
3 6 6 0 6 3
2 5 6 5 4|5

O quociente &, pois, 2x* + 5x3 + 6x2+5x + 4 e o resto é 5. (Para
outros exemplos e complementos, ver Compéndio de Algebra, 6.° ano,
pags. 282-285) ().

(') Ver nota da pag. 48.
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Vamos, agora, deduzir uma consequéncia importante do resul-
tado obtido.

Jé sabemos que, uma vez determinados Q(x) e R pelo processo
indicado, os dois membros da férmula (2) sdo formalmente equiva-
lentes, isto &, tomam o mesmo valor, qualquer que sefa o valor
atribufdo a x. Em particular, se dermos a x o valor «, viré: h

P(a) = (e—a) Q) + R=(0-Q(zx) + R=0+R=R

Em concluséo:

TEOREMA. O resto da divisao dum polinémio (x) por x — «
é igual a P(«), isto é, ao valor que P(x) toma substituindo x por .

DEFINICAO. Chama-se raiz ou zero dum polinémio P(x) todo
o valor a de x que anule o polinémio, isto é, tal que P(a) = (0. Nesta
hipdtese, também se diz que a é raiz ou solugdo da equacdo P(x) = (0.

Por outro lado, diz-se que o polinémio P(x) é divisivel por x — a,
sse o resto da divisdo de P(x) por x — « é zero. Destas definicdes e do
teorema anterior deduz-se imediatamente o seguinte

COROLARIO: Para que um polinémio P(x) seja divisivel por
X — a é necessdrio e suficiente que « sefa uma raiz desse polindmio.

Por exemplo, o resto da divisdo de x*—5x—2 por x—-2 é
23~5.2-2=8-10-2=-4. O resto da divissio do mesmo
polinémio porx + 2serd: (—2)®~5.(—2) -2 =0. Logo x3 — 5x-2
é divisivel por x + 2. Apliquemos a regra de RUFFINI:

1 0 ~B e
=2 -2 4 .
1 — =] 0

Seré4, pois:
X—bx3—-2=(x+2) (x*-2x—1)
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6. Elementos regulares e divisores de zero num anel.
Jé& sabemos que num anel todo o elemento tem simétrico. (Porqué?)
Mas j& ndo podemos dizer que todo o elemento do anel tem inverso:
o anel pode mesmo ndo ter elemento unidade. Seja entdo A um anel
qualquer com elemento unidade; nestas condigées:

DEFINICAO 1. Diz-se que um elemento a de A é regular sse a
tem inverso em A. Caso contrdrio, diz-se que a é singular (em A).

Dos coroldrios 1 e 2 do n.°c 1 deduz-se que:

O zero é elemento singular de A

Com efeito, ndo existe nenhum elemento x de A tal que
0.x=1, vistoque O-x=(0, YxeA e (0#£1.

Daqui por diante vamos, em geral, designar o zero dum anel
pelo simbolo 0, simplesmente. J& vimos que se tem

O-a=a-0=0, VacA.
Esta propriedade pode enunciar-se do seguinte modo:

Se um, pelo menos, dos factores dum produto num anel é nulo,
o produto também é nulo.

A propriedade reciproca seria a seguinte:

Se um produto é nulo, um dos factores, pelo menos, é nulo.

Serad sempre assim em qualquer anel?

Esta propriedade, como se sabe, é verdadeira nos anéis Z, (Q, R.
Por isso podemos escrever, quando se trata de um destes anéis:

a*b=0< a=0Vb=0
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Mas existam anéis em que isto néo se verifica: por exemplo, no
anel Ay, tem-se: 64 =24 =, sem que seja 6 =0 ou 4 = 0.

DEFINICAO 2. Diz-se que um elemento a dum anel A é divisor
de zero, sse verifica as duas seguintes condicoes:

1) a#0;

2) oxiste pelo menos um elemento b de A diferente de O tal
que a-b=0Vb.a=0,.

Assim, os elementos 4 e 6 de A4, sdo divisores de zero. (Deter-
mine os divisores de zero em A, e em outros anéis considerados
nos exemplos do n.° 1).

TEOREMA 1. Se a é elemento regular dum anel A, entdo a
nao é divisor de zero.

Vamos fazer uma demonstracdo por redugdo ao absurdo. Supo-
nhamos que a é a0 mesmo tempo regular e divisor de zero em A.
Quer isto dizer, por um lado, que a tem inverso em A e, por outro
lado, que existe um elemento b de A diferente de zero tal que
ab =0V ba =0. Suponhamos, por exemplo, ab = 0; entao:

a-l.(ab)=a-"'-0 ou seja (a-‘a)b=0,

donde 1 -b=0, isto é b=0, o0 que é contra a hipdtese. Analogamente
concluiremos se ba = 0.

Logo, se a é regular, ndo pode ser divisor de zero.

Segundo a propriedade I6gica da conversao (pag. 45, 1.° tomo)
o teorema | também pode enunciar-se do seguinte modo:

Se a é divisor de zero, entdo a é singular em A

Note-se que nos anéis A4, Ag, etc. os tnicos elementos singulares
sa0 precisamente o zero e os divisores de zero. Mas j&, por exemplo,
no anel Z, ndo existem divisores de zero e todos os elementos sdo
singulares excepto 1 e —1.
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"TEOREMA 2. Se a, b, ¢c sdo elementos dum anel A e c
néo é zero nem divisor de zero, entdo:

ac=bc=a=b e ca=cbh=a=b

Com efeito, suponhamos verificada a hipdtese e seja ac = bc.
Entdo ac—bc = 0 e, portanto

(a—-b)c=0 (Porqué?)

Ora, como ¢ nédo é zero nem divisor de zero, tem de sera—b =0 (por-
qué?) e, portanto, a = b.
Analogamente, se prova que ca = cb = a=b.

7. Conceito de corpo. Vimos atrds que o zero dum anel &
sempre elemento singular. H4 muitos exemplos de anéis em que o
tnico elemento singular é o zero. Quando isto acontece serd sempre
possivel dividir um elemento a do anel, & direita ou a esquerda, por
um elemento 4 do anel diferente de zero (pg. 42). Por isso, tais
anéis sdo chamados anéis de divisdo. Ora:

DEFINICGAO. Chama-se corpo todo o anel comutativo com ele-
mento unidade, em que todo o elemento diferente de zero € regular.

Assim ‘corpo’ significa o mesmo que ‘anel de divisdo comuta-
tivo'. Portanto, se A é um corpo, existe sempre em A o quociente.

ba' com a, be A, desde que b # 0(1).

Por exemplo, o anel Z ndo é um corpo. (Porqué ?) Mas ja os anéis

(1) Quer isto dizer que os elementos dum corpo diferentes de zero formam
um grupo multiplicativo.
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(Q e IR s8o corpos comutativos, chamados respectivamente o corpo

racional e o corpo real.
+ Do teorema | e da definicdo 2, do nimero anterior, bem como

da definicdo de corpo, deduz-se imediatamente o seguinte
COROLARIO 1: Num corpo ndo existem divisores de zero{(1).

Segundo uma observagdo atrds feita, deduz-se deste corolério,
por sua vez, o seguinte

COROLARIO 2: Se A é um corpo, entio:
ab=0<a=0 V b=0 (Va beA)

Segundo a propriedade da conversio (pag. 45, 1| tomo) esta
propriedade ainda pode apresentar-se sob a forma:

ax 0Ab#0«xab#0 (Va beA)

isto é: num corpo, o produto de dois elementos diferentes de zero
é sempre diferente de zero.
» Por sua vez, do teorema 2 do niimero anterior deduz-se este

COROLARIO 3: Se a, b, ¢ pertencem a um corpo e se ¢ # O:
ac=bc=>a=>b

Como além disso a = b= ac = bc (pelo 1.° principio Iégico de equi-
valéncia, pg. 61, 1.° tomo), temos na mesma hipétese:

(1) ac=bc<a=b (se c#0)

(') Chama-se ‘dominio de integridade’ todo o anel comutativo sem diviso-
res de zero. Assim, todo o corpo é um dominio de integridade. Mas Z é um
dominio de integridade sem ser um corpo.
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OUTROS EXEMPLOS E EXERCICIOS:

I. Consideremos o anel Ag. A adigdo e a multiplicagdo neste
anel sdo dadas pelas seguintes tabelas:

Xty ‘ Xy
WNlo|T|2|3|3 Na—"s"
6 1o |7|2|3!3 5 |0o|0|0o |00
T 1123|350 T15|7|2|3]|%7
2 |3|3|a|o|T 2 |0|2|%|7 3
3033|072 30|35 |7T|7|2
2 |3(0|7|2]3 2 |0 |33 2|7

Note-se que neste anel (comutativo) todos os elementos néo nulos
tém inverso. Assim, 1-'=1, 2-'=3, 3-1=2, 4-'=17, Logo, o
anel As é um corpo.

Il. Consideremos, agora, o anel A .. Neste caso, temos as tabelas:

X+Yy Xy

¥ | e | e Wl e 1 a
k 0 1 k 0 1
o | 0o | 1 0o | 0| 0
1 | T | 0 17 | 0 | 1

e vé-se, imediatamente, que A- é um corpo. Note-se que este corpo

é isomorfo a (L, V, A). Com efeito, a aplicagdo (2 \1,)

transforma + em VV e - em A (ver n.°c 2, NOTA |, e p4gs. 23-25,
1.2 tomo).
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I1l. J& vimos que os anéis A, Ag e A, t8m divisores de zero
e, portanto, ndo sdo corpos. Note que 4, 9, 12 ndo sdo primos.
Prove que é sempre assim, isto é: se w ndo é primo, Ay néo 6
um corpo (por ter divisores de zero). Veremos mais tarde que a recl-
proca também é verdadeira e que portanto:

Ay é um corpo, sse p. é primo.

IV. Prove que o conjunto dos nimeros da forma a + by 2,
com a, be(Q, é um corpo, relativamente as operagbes usuais.

NOTA. O conceito de corpo foi introduzido por Galois na sua teoria da
resolubilidade algébrica. Em particular, os corpos finitos (isto é, com um nd-
mero finito de elementos) sdo chamados CAMPOS DE GALOIS e intervém na
constru¢dao de quadros fatinos (ver pag. 57). Assim, todo o corpo Ap, com p
primo, é um campo de Galois; mas hd outros campos de Galois ndo isomor-
fos a estes.

8. Generalidades sobre equagdes relativas a corpos.
Nas consideragdes que vao seguir-se, supbe-se que K é um corpo.

Ligando pelo sinal = duas expressdes designat6rias com uma ou
mais variaveis, relativas ao universo K, obtém-se uma expressdo
proposicional, que é uma equacédo relativa a K. As varidveis dizem-se
agora incdgnitas; chamam-se solugdes (ou ralzes) da equacgdo os
valores da incdgnita (ou as sequéncias de valores das incégnitas) -
que verificam a equacgao. Esta diz-se possivel (ou resoluvel) sse tem,
pelo menos, uma solugdo. Duas equagdes sdo equivalentes, sse tém o
mesmo conjunto de solu¢des. Dos principios l6gicos de equivaléncia
(pég. 61, 1.2 tomo) e das propriedades das operagdes em K, deduzem-se
os habituais principios de equivaléncia, para equagdes relativas a K:

PRINCIPIO I. Substituindo um dos membros duma equacéo
por uma expressao equivalente, obtém-se uma equacéo equivalente
a primeira.
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PRINCIPIO Il. Quando um dos membros duma equaclo tem a
forma de uma soma de duas ou mais expressées, obtém-se uma equa-
¢8o equivalente a primeira, passando para o outro membro uma dessas
expressées multiplicada por -1. '

PRINCIPIO lll. Mutltiplicando ambos os membros duma equa-
cdo por um elemento de K diferente de zero obtém-se uma equagéo
equivalente a primeira.

O principio | é um caso particular do 1.° principio 16gico de equi-
valéncia. O principio Il € uma consequéncia do 2.° principio légico
de equivaléncia, atendendo a que se tem, por definigﬁéo de diferenca
a-b de dois elementos:

a=b+cea-b=c

a+b=c¢a=q—b } Vab,ceK

O principio Ill resulta do 2.° principio 16gico de equivaléncia e
da seguinte propriedade demonstrada no nimero anterior:

Sendo ¢ um elemento de K diferente de 0, entgo:

a=b<ac=bc , Vabek

No principio 11l baseia-se a conhecida técnica chamada ‘desem-
baracar de denominadores’. Do mesmo principio se deduz o seguinte

COROLARIO: Quando um dos membros duma equagao é um
produto em que um dos factores é uma constante diferente de zero,
obtém-se uma equagdo equivalente & primeira, passando esse factor
para o outro membro como divisor.

A resolucdo de equagbes no corpo K assenta nestes principios
de equivaléncia e ainda no seguinte
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PRINCIPIO DE DECOMPOSICAO: Quando o primelro membro
duma equagéo tem a forma de um produto de duas ou mais expres-
soes, e o segundo membro é zero, as ralzes da equagédo sao as ralzes
das equacdes em que se decompde a primeira, igualando a zero cada
um dos factores do 1.° membro (e sé essas rafzes).

Este principio resulta do 2.° principio légico de equivaléncia
aplicado & propriedade expressa pelo corolério 2 do n.° 8:

ab=0<a=0Vb=0,
e que pode estender-se a produtos de mais de dois factores.
Por exemplo, no corpo (R, tem-se:
X(x—-2) x+3)=0<x=0Vx-2=0Vx+3=0,
0 que mostra que as solucdes da primeira equagao sdao 0,2 e -3,
Analogamente, em IR, tem-se:

X2-y2=0 <> x+y=0 V x-y=0

o que reduz a resolugdo de x2-y2=0 as de x+y=0 e de x-y=0.
(Para outros exemplos e exercicios em |R, pode-se ver Compén-
dio de Algebra, 7.° ano, Cap. XIlI) ().

DEFINICAO. Chama-se equacdo algébrica de grau n toda a
equacdo que, pelos princlpios de equivaléncia, se possa reduzir a
forma dum polindmio de grau n igualado a zero:

n n=-1 .
agx +ax""'+..+a, Xx+a,=0
Em particularparan=0,1, 2, 3, 4, ..., tém-se equag¢des das formas:
ap=0 , agx+a;=0 , ax?2+a.x+a,=0

apx3+aix2+ax+az=0 , agx?+ax3+azx2+azx+as=0

(') Ver nota da péag. 48.
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que s8o, respectivamente, de grau O, do 1.° grau, do 2.° grau (ou qua-
dréticas), do 3.° grau (ou cubicas), do 4.° grau (ou gudrticas), etc.

O corolério do n.° 6, bem como a REGRA DE RUFFINI, per-
mitem baixar o grau de uma equacgdo algébrica (relativa a um corpo),
sempre que se conheg¢a uma raiz dessa equagdo. Por exemplo, vimos
no n.° 5 que —2 é raiz do polinémio x3 - 5x — 2 (em IR) e que

x3-5bx-2 = (x+2) (x2-2x-1)
Portanto, segundo o PRINCIPIO DE DECOMPOSICAO,
x3-5x -2=0<x+2=0V x2—-2x—-1=0.

Quer dizer: as raizes da equagdo x3—5x—2 =0 sdo —2 e as raizes
da equagdo x2-2x — 1 = 0; resta, pois, apenas resolver esta ultima,
que é de grau inferior ao da primeira.

NOTAS. O principio | é vdlido em qualquer universo. O principio Il é vélido
em qualquer médulo. O principio Ill pode estender-se a qualquer anel A, do
seguinte modo: mulftiplicando ambos os membros duma equagédo, & direita ou a
esquerda, por um elemento de A que nao sejfa zero nem divisor de zero, obtém-se
uma equagado equivalente. Finalmente, o principio de decomposigdo serd vélido
em qualquer anel sem divisores de zero; mas deixa de o ser num anel com
divisores de zero. Por exemplo, no anel A (exemplo I do n.° 1), a equagdo
(x-7) (x +3) =0 além da raiz 1, que verifica as equagdes x-1=0ex+3=0,
tem ainda, como & facil ver, a raiz 3, que n#o verifica nenhuma destas duas
equacgdes.,

9. Equagdes lineares com uma incégnita. Seja ainda K
um corpo. Chama-se equacédo linear com uma incdgnita relativa a K
toda a equagdo de grau 1 ou O, isto & toda a equagdo que, pelos
principios de equivaléncia, seja redutivel & forma:

ax+b=0
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em que a e b sejam elementos conhecidos de K. E claro que, pelo
principio |i, se tem:

ax+b =0« ax=-b
Posto isto, trés casos se podem dar:

1.2 caso. a# 0 (equagdo do 1.° grau). Entdo, pelo corolério
do principio ll, vem:

ax=—-b<e xX=-—
a

Portanto, neste caso, a equacgdo ax + b = 0 é possivel e determinada,
isto é, tem uma e uma so solugdo, que é —b/a.

2° caso. a=0 A bs 0. Entdo, como ax=0, VxeK, néao
existe nenhum elemento x de K tal que ax = — b. Portanto, neste
caso a equacao ax + b = 0 é impossivel.

3.2caso. a=0 A b=0. Entdo, a equagdo ax + b = O reduz-se
a 0+ x + 0 =0 e qualguer elemento x de K a verifica. Portanto, neste
caso, a equagdao ax + b =0 é indeterminada e reduz-se mesmo a
uma Jidentidade.

EXERCICIOS — 1. Resolva em IR as seguintes equagdes (ver
Compéndio de Algebra, 7.° ano, Cap. XIlIl, n.c 8) (1):

x+4 Xx+9 1 4 X
X x+3

x-1 1 3 1 1 1 /5x-1
9 —g “Fg **7) Az\F 8 )"Fl z

(') Ver nota da pég. 48.
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1. Resolva no corpo A as equagdes:

RESPOSTAS — 1. a) x=6; b)‘ x=— 9/7; c¢) impossivel; d) inde-
terminada. Il. a) x=4; b) impossivel; ¢) indeterminada.

10. Equacgdoes do 2.° grau com uma incégnita. Conti-
nuamos a referir-nos a um corpo K qualquer. Segundo a defini¢ao
do n.° 8, equacdo do 2.° grau (ou equacdo quadrética) é toda a
equacdo que, pelos principios de equivaléncia, se pode reduzir 3
forma

ax?2+bx+c=0

sendo a, b, ¢ elementos conhecidos de K, com a # 0. Como se viu,
qualquer raiz (ou solugcdo) desta equagdo serd também chamada
raiz (ou zero) do polinémio ax? + bx + c.

TEOREMA. Se um polinémio do 2.° grau, ax2? + bx + ¢, tem
pelo menos uma raiz x4, no corpo K, esse polinémio pode decom-
por-se em factores lineares segundo a férmula:

M

ax2 +bx+c=a(x-x1) (X-x3)

em que X, designa também uma raiz do polinémio (que pode ser
diferente de x3 ou igual a X.). Entdo, a soma e o produto das
ralzes x4, X2 $do dadas pelas férmulas:

C
(2) X9+ X2=—"7" , x1x2=?

101



J. SEBASTIAO R SILVA

Demonstragéo:

Suponhamos que o polinémio tem, pelo menos, uma raiz, xi;
entdo é divisivel por x-x,. Apliquemos a regra de Ruffini:

a b c
X4 ax ax? + bx,
2
a ax,+b , ax;+bx;+c=0

Teremos, pois:

ax2+bx+c=(x-x;) [ax+ (ax; +b)]

=a(x-xq) [x+a-1 (ax; +b)]

Daqui, pondo

resulta, finalmente:
(3) ax2 + bx + ¢ = a(x-x3) (x—x2)
e é 6bvio que x> é também, uma raiz do polinémio.

Ora (x—x4) (x—x3) =Xx2—(x1+X32) X+ Xx1X,. Entdo de (3) vem

ax2 + bx + ¢ = ax? — a(x,+X3)X + ax1X»

donde, visto tratar-se de polinémios idénticos (1):

—-a(xy +x2)=b , ax,x,=c

(') A férmula (3) indica que o polinémio ax2 + bx + ¢ é o produto dos
polinémios a, x—x,, X—X, segundo as consideragdes dos n.°* 5 e 6.
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ou seja:

b c
e ]

COROLARIO 1. Uma equacédo do 2.° grau ndo pode ter mais
de duas ralzes distintas no corpo K(1).

Com efeito, se uma equagdo ax2 + bx + ¢ = 0 (com a# 0) tem,
pelo menos, uma raiz x, em K, essa equagdo é equivalente, em virtude
do teorema, a uma equag¢ao da forma

a(x—x1) (x-x2) = 0

e, segundo o PRINCIPIO DE DECOMPOSICAO (p4g. 97), esta
sé pode ter como raizes as das equagdes x—x, =0 e x—-x, =0, ou
sejam X, e X (em particular pode ser x| = X 5).

EXEMPLOS —I. A equagéo 2x2+ 2x—12 =0 tem como rai-
zes 2 e —3 em IR, como se pode verificar. Entdo, sera:

2x2 + 2x-12 = 2 (x-2) (x+3)

e vé-se que a equagdo ndo pode ter nenhuma raiz diferente de 2 e de —3.

Il. E fécil ver que 4x2 - 4x + 1 = (2x-1)2=4(x-1/2) 2. Daqui
resulta que o polinémio 4x2—4x -1 tem uma dnica raiz em IR,
que é 1/2.

(') O coroldrio 1 estende-se a qualquer dom/nio de integridade (anel
comutativo sem divisores de zero), mas deixa de ser vélido num anel comutativo
com divisores do zero. Por exemplo, no Anel/ das Horas o polinémio do 2.° grau
x2-1 tem 4 raizes distintas, 1, 5, 7, 11, e admite duas decomposi¢des distintas
com factores lineares:

x2=1=(x-1) (x+1) = (x=5) (x—=7) (Porqué?)
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ll. A equaclio x2+4=0 nfo tem nenhuma raiz em |R. (Porqué?)

Assim, uma equacéo quadrdtica pode ter 2 ralzes, 1 raiz Unica
ou nenhuma raiz, num dado corpo K.

‘Quando uma equac¢d@o quadritica tem uma Uunica raiz, também
se diz que tem uma raiz dupla ou que tem duas raizes iguais (embora
se trate de uma tnica raiz). ‘

'Quando uma equagdo quadritica tem duas ralzes distintas,
também se diz que estas sdo raizes simples (e néo duplas, como no
caso anterior).

Do teorema deduzem-se ainda os dois seguintes corolarios:

COROLARIO 2. Se um polinémio do 2.° grau, ax2 + bx + ¢, tem,
pelo menos, uma raiz em K, a outra raiz serd simétrica da primeira,
seesdseb=0.

Com efeito, se o polinémio tem, pelo menos, em K uma raiz x,,
entdo, segundo o teorema admite uma raizx, tal que x4+x,=—b-a"1.
Ora, como a~' # 0 (porgué?), tem-se b-a~1=0, se e s6 se b=0.
(Porqué?) Logo, serd x,=—X4 sse b = 0.

COROLARIO 3. Um polinémio do 2.° grau ax2 + bx + ¢, tem
uma raiz nula, sse ¢ = 0.

Com efeito, se o polinémio tem uma raiz x, = 0, entdo admite
uma raiz X, tal que x1x, =ce+a"1' =0, donde ¢ = 0. Reciprocamente,
se ¢ = 0, o polinédmio reduz-se a ax2 + bx = (ax+b)x, donde se con-
clui que 0 é uma raiz do polinémio.

« Um polinémio ax? + bx+c (com a # 0), pode mesmo ter duas
rafzes nulas (isto é, a raiz O dupla); isso acontece, sse b=c¢c =0,
reduzindo-se entdo o polinémio ao termo ax=2.

+ Notemos, por tltimo, que é sempre possivel construir uma equa-
¢do do 2.° grau com ralzes x4 e X, dadas arbitrariamente. Com efeito,
segundo o PRINCIPIO DE DECOMPOSICAO, a equagdo
(x—x4) (x—x,) =0 tem como ralzes, precisamente x; e x,. Como
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(x=X4) (X=X2) = x—(x,+X2)X+X X2, 8 equac¢do, na forma canédnica,
seré:

x2=-Sx+P=0 , comS=xq+ X3 P=x¢X2

(Ver exemplos | e Il do Compéndio de Algebra, 7.° ano,
pégs. 108-109) (1).

11. Resolugéo e discussd@o das equacoes quadréiticas.
Continuemos a supor que K é um corpo. Chama-se equagdo qua-
dratica binémia toda a equacao da forma

X2—-a=0, comackK

Suponhamos que, para um dado « € K, a equagdo x? — « = 0 (equi-
valente a x2 = a) tem pelo menos uma raiz x; em K. Entio x,
ser& uma raiz quadrada de «. Além disso, segundo o corolério 2
do numero anterior, a outra raiz da equagao sera —x,. Portanto,
se convencionarmos designar por V & uma dessas raizes, a outra dever4
ser designada por — Va.

Consideremos, por exemplo, o corpo As. A aplicagédo xk}x2 deste
COrpo em si mesmo sera:

0 1 3 4
0 1 4 1

Desde logo se vé que esta aplicagdo ndo é bijectiva.

BN

Assim, a equagdo x2—-a =0 em A tera:

2 raizes (x1=1, xo=4=-19), se a=1
2 raizes (x;=2, Xx,=3=-2), se =4
O raizes, se « =2 ou =3

(') Ver nota da péag. 48.
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Para resolver uma equagéo quadrédtica qualquer em K
(1) ax2+bx+c=0 (a # 0),

procura-se transforméa-la numa equagdo binémia com uma outra
incégnita. Ponhamos x =y + h, em que y é a nova incégnita e h-um
elemento a determinar. Entdo o 1.° membro de (1) transforma-se em

(2) a(y2+2hy+h?)+b(y+h)+c=ay?+ (2ah+b)y+ah2+bh+c

Assim, para obter uma equagdo binémia, deveremos fazer 2ah+b=0,
0 que equivale a tomar

(3) h=- desde que seja 2a # 0.

2a '
Vamos, pois, supor daqui por diante que o corpo K verifica a
seguinte condigao:

(4) a#0=>2a#0 Vaek

Esta condigdo ndo se verifica em A, mas verifica-se em (Q, em IR
e em muitos outros corpos, como veremos adiante.
Entrando com o valor (3) de h no 2.° membro de (2) obtemos:
2+b2 b2 &0 5 b —-4ac
a S e = gy 2 ————
Y 4a 2a i 4a
lgualando a zero e multiplicando ambos os membros por a- 1, obtém-se
a equacgao binémia

i b2-4
(5) yi-— =0

4az2
E agora, evidente que
ax2+bx+c=0 - b2-4ac
= Y 4a?
b " b
X=y=— =X
Y 2a ® 2a
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Assim, a resoluglo de (1) é reduzida a resolugcéo da equacgéo
binémia (B), chamada 'equacédo resolvente’ da primeira.

Como 4a2 = (2a)? é facil ver que a equagdo (5) & resolivel
sse b2 — 4ac tiver raiz quadrada. Vird portanto, nesta hipétese, repre-
sentando por Vp2—4ac uma das ralzes quadradas:

b2-4ac Vb2 = 4ac
2 SR = T — ——————
y 4a2 <~ Y i 2a
) b
e portanto, visto que X = — +y
2a
| -b 2 .
ax2+bx+c=0 < X= + Vb2 -4ac

2a

Esta dltima férmula, que é apenas um modo abreviado de escrever

_ —b+y/p2-4ac _~b-yb2-24ac

serd a formu'a resolvente da equacédo do 2.° grau, na hipétese de
existir raiz quadrada de b2—4ac. Costuma-se chamar discriminante
da equacdo e representar por A o valor desta expressio:

A =b2-4ac

Assim, se designarmos por X, e X,, respectivamente, as raizes
dadas por (6), sera:

x_l_xz:_zaA:a-'l ‘/—E )

e, portanto:
X1=Xz< a-"yYA=0<yA=0<x A=0
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Isto na hiptese de A ter raiz quadrada. Mas, se A = 0, existe
uma raiz quadrada de A (Unica) que é O; entéo, e 86 entéo,

donde, atendendo ao teorema do numero 11:
ax2 + bx + ¢ = a(x—x,) 2

o que se exprime dizendo que, neste caso, a equagdo (1) tem uma
raiz dupla.

Em concluséo:

b
TEOREMA. A equacao (1) tem uma raiz dupla, igual a — 5a

se A =0. A equagio teré duas ralzes simples em K, dadas por (6),
se A tem raiz quadrada em K e se além disso A # 0. A equacdo nédo
ter4 solugcdo em K, se A ndo tiver raiz quadrada em K. [Supbe-se
que o corpo K verifica a condigéo (4)].

Em resumo, hé a distinguir os seguintes casos:

A # 0=> 312 ralzes simples de (1) em K

. 2 =
dzek: z A»{Az 0= 3" raiz dupla de (1) em K

(~EI ze K: 22=A) => (~ 3 raiz de (1) em K.)

EXERCICIOS—I. Discutire resolver as seguintes equages emA ;:
2x2+5x+3=0, 4x2+Bx+2=0, x2+3x+6=0,

comeg¢ando por construir uma tabela dos quadrados e uma tabela
dos inversos em A ;. Decompor em factores lineares os polinémios
dados quando houver solugdo em A-.
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Il. Resolva no corpo IR as equagdes:

a) 3x2+9x +4=0; b) t2—-y2Z:t+ 4/9=0; c) —;m+~§—=z;

k_  k+1_
k+1 k+2

d) 1, @) 9¢2+6a+1=0; f) m2+m-1=0

Decomponha, em factores lineares, os polinémios dados em a), b), c).
Calcule, com aproximacédo até as milésimas, as raizes de a), b), d),
utilizando uma tabela de quadrados.

12. Caracteristica dum corpo. As conclusées do nimero
anterior foram, em parte, baseadas na premissa (4). Ora vamos ver
que tal condigdo é equivalente 3 seguinte, bastante mais simples:

(1) 2:1#0
Com efeito, tem-se:
2a=(2.1).a, Vaek (Porqué?)
Portanto, se 2.1 # 0, tem-se:
(2) a#x0=>2a#0, Vaek (Porqué?)

Reciprocamente, se esta ultima condi¢cado se verifica, tem-se, em
particular, 2 <1 # 0. (Porqué?)

Logo, as condicdes (1) e (2) sdo equivalentes q.e.d.

DEFINICAO 1. Diz-se que um corpo K é de caracteristica 0, sse
verifica a condicdo n«1 # O para todo o inteiro n> 1.

Imediatamente se reconhece que (Q e IR sdo de caracteristica O.
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Segundo esta definigdo, se K ndo é de caracteristica 0, existe
pelo menos uminteiro n> 1 talque n - 1 = 0. Ora, consegue-se demons-
trar: os inteiros que verificam tal condicdo sdo necessariamente mul-
tiplos dum numero primo. Por exemplo, suponhamos que se tem
6-1=0em K. Ora

6:1=(2:1)-(3:1)
Logo, sendo este produto nulo, verifica-se a disjungdo exclusiva:
2:1=0YV 3:1=0 (Porqué?)

Entdo os inteiros n tais que n>1 A n-1 =0 sd poderdo ser os
multiplos de um dos nimeros primos 2, 3.

DEFINICAO 2. Sendo p um numero primo, diz-se que o corpo
K é de caracteristica p, sse p-1=0em K.

Em particular, o corpo Ap (pag. 96) € de caracteristica p. Mas
existem corpos de caracteristica p ndao isomorfos a este.

Por conseguinte, a premissa em que se basearam as conclusoes
do nimero anterior pode assim enunciar-se:

O corpo K ndo é de caracteristica 2

13. Equacdes quadraticas no corpo |IR. Suponhamos agora
em particular que o corpo K considerado é IR e continuemos a
designar por A o discriminante do polin6mio do 2.° grau ax2 + bx + ¢,
isto 6: A=b2—-4ac, com a, b, celR, a # 0. J4 sabemos que, neste
caso:

dz, z2= A o A PO
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Designa-se entdo por VA precisamente a raiz quadrada néo
negativa de A, isto é:

tiva, etc. Por conseguinte, no corpo IR, teremos os 3 seguintes casos,
quanto a equag¢do do 2.° grau:

—b+VA
- = 2a
1.2 A > 0: duas raizes simples _
_ —b=VA
S 2a
_ . b
~2° A=0: uma raiz dupla (x1 =Ra =g )

- 3.2 A< O0: nenhuma raiz (em |R).

- A existéncia da relagcdo de grandeza designada pelo sinal <, no
corpo |R, permite-nos ainda levar mais longe a discussdo. Ponhamos:

atendendo a que —b/a e c/a sdo, respectivamente, a soma e o pro-
duto das raizes x4, X, da equacdo nos dois primeiros casos (A> 0,
A = 0). Posto isto, vamos provar o seguinte:

(1) P<0= A>0

Com efeito, se c/a< 0, os nimeros ¢, a tém sinais contrérios e,
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portanto, também ac<< 0, donde b2—4ac> 0 (porqué?) ou seja A>0.
Por outro lado:

() P>0AA>O0 = x, @ X tém o sinal de S

Com efeito, se P>0 e A> 0, as raizes x,, X2 tém o mesmo
sinal, visto que xix, = P> 0, e esse sinal terd de ser o de S visto
gue x; + X, =S.

Assim, em resumo, no corpo |R, a discussdo da equagdo quadré-
tica pode ser feita do seguinte modo:

P < 0: 2 raizes com sinais contrérios

b

P=0: x, =0,x2=——a—
( Ao G S> 0: 2 ralzes positivas
" | $<0: 2 ralzes negativas
P>0;

A=0:1 raiz dupla, X1 =x3=- 23

L A < 0: nenhuma raiz em IR

No primeiro caso (P < 0) ainda podemos distinguir as hip6-
teses (1):

S =0: 2 ralzes simétricas
P< 0 { S> 0: predominio da raiz positiva
S < 0: predominio da raiz negativa

Para exemplos, ver Compéndio de Algebra, 7.°© ano, Cap. XVi
padg. 118(2) (ndo foram ainda introduzidos os nimeros imaginéarios:
quando A < O diz-se que a equagdo ndo tem raizes em |IR).

(') S6 e primeira destas hipteses tem geralmente interesse prético.
(2) Ver nota da pég. 48.
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NOTA. Algumas vezes a equagdo quadréitica apresenta-se natu-
ralmente sob a forma ax2 + 2mx + ¢ = 0. Neste caso, a férmula resol-
vente toma o aspecto

-m + {/m2=ac
a

x:

e o discriminante A pode ser substituido pelo discriminante simpli-
ficado A’ =m2—-ac =4 A.

14. Estudo das fungcoes quadriticas em [R. Chama-se
fungédo quadrética (em |IR) toda a funcao representdvel por um poli-
ndémio do 2.° grau; sera, portanto, toda a fungédo da forma

(1) xuax2+bx+c, com ab,celR, a# 0.

J& sabemos (Compéndio de Algebra 6.° ano, pég. 129) (1) que
o gréfico duma fungdo quadrética do tipo particular

X ax?
b

é uma paradbola que tem por vértice a origem, por eixo de simetria
o eixo das ordenadas e cuja concavidade estd voitada para cima
ou para baixo, conforme a> 0 ou a<<O0.

Passando ao caso geral, recordemos que se tem:

b c
ax2+bx+c = a(x2 + Pk —a-)

% bz " c
2a ) 432 a

b c
X2 4yt 4 —mz (x+
a a

e, portanto

)2 - b"’-4ac:I
2a 432

(2) ax2+bx+c=a [(x+

(') Ver nota da pég. 48.
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ou seja, pondo b2—-4ac = A:

b

== 2a

ax2+bx+c= a(x-h)2 + k, com A
k=~

4a

Notemos agora que, se pusermos X =x —h, Y =y - k, teremos:
y=a(x-h)2+k < Y =a X2

isto &: se (Xo. Yo) for um par ordenado de numeros reais que
verifica a segunda equacéo, entdo (Xo+h, Yo+k) serd um par orde-
nado que verifica a primeira equagédo, e vice-versa. Quer isto dizer
o seguinte, em geometria analitica: passa-se do grdfico da segunda
equacéo para o gréfico da primeira por meio de uma translacao
(somando 5 & abcissa e k & ordenada de cada ponto do 1.° gréfico).

|
i (X+h Y+k)
|
i
1
b A
; 43
4

b i

h=~——
2a

Ora, atendendo ao que sabemos sobre o gréfico da fungéo xuax%
segue-se que:
O gréfico da fungédo quadréatica (1) é uma parébola de eixo ver-

tical, com a concavidade voltada para cima ou para baixo, conforme
a>0oua<0.
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Mais ainda, do estabelecido no nimero anterior conclui-se:

A intersecgdo do grafico de (1) com o eixo dos x tem dois
pontos, um s6 ou nenhum, conforme A>0, A=0 ou A<O.

EXERCICIOS: Dados os polinémios (em |R):

1 1 1 1
——x'*’-2,--—t2+2,——u2+1,-—i-u2-1,

2 2 2
1 1 3 1 1
—s2 e m2 4+ —m-1 —v2. MNP 5
2S-r-S,2m+2m1,2v 3v+22e 3e+

determine, por célculo, o nimero de pontos em que o grafico de cada um
deles intersecta o eixo das abcissas. Desenhe, em seguida, 0s respectivos
gréaficos.

Quanto ao sinal dos valores da fungdo quadrética (1), vamos
demonstrar trés teoremas simples:

TEOREMA I. Se A> 0, o valor de ax2+bx-+c tem sinal contrério
ao de a ou o mesmo sinal de a, conforme o valor atribuldo a x é
interior ou exterior ao intervalo das ralzes (1).

Demonstracdo:
Suponhamos A > 0. Entéo

(3) ax2+bx+c = a(x—x,) (x—x3)

Como as raizes x4, X» sdo diferentes, uma delas é menor que a outra,
por exemplo x1 < X,. Entdo o intervalo das raizes é [x4,x;]. Supo-
nhamos que se atribui a x um valor « interior a este intervalo, isto ¢,
tal que

x-|<d<x:

(') Na demonstragdo se dird o que significa "intervalo das rafzes’, bem como
‘interior’ e 'exterior’ a este intervalo.
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Entdo ¢ — x>0, « — x,< 0 e, portanto

(x=xq) (a—x2) <O

Daqui se conclui, atendendo a (1), que o sinal de ax2+bx+c é o
contrdrio ao de a. _
Suponhamos agora que o é exterior a [x,X2], isto é que

o< X4 V o> Xo

Entao

(a—x1 <O A a=X2<0) V (a=X2>0 A a—x; > 0)

e, portanto

(e=x1) (a=x2)>0,

donde se conclui que ax2+ba+c tem o mesmo sinal de a.
(O que acontece se X = X4 OU X = X27)

TEOREMA Il. Se A =0, o valor de ax2+bx+c tem o sinal de
a para todo o valor de x diferente da raiz.

Demonstracéo:

Suponhamos A =0. Entdo, o polinémio tem uma raiz dupla
X, e, portanto

ax2 + bx +¢c= a(x—x4)2
Ora, para todo o valor « de x diferente de x, tem-se a~x,# 0 e

portanto (« — x4)2> 0, donde se conclui que ax? + ba + ¢ tem o
sinal de a.
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TEOREMA IlIl. Se A< 0, o valor de ax2+bx+c tem o sinal de a
para todo o valor de x.

Demonstracgéo:
Lembremos que, segundo (2),
A
2 = + ®
(4) ax2+bx+c = a [(x 22 ) T ]

Suponhamos A < 0. Entdo, como 4a2 > 0, tem-se — > 0.

432

Como, além disso, (x + )2>0, YxelR, vem:

b

A
= ) >0, VxeIR

+
x 4a?

Daqui e de (3) se conclui que ax2+bx+c tem o sinal de a qualquer
que seja x €IR.

Para exemplificacdo da doutrina exposta, considere, novamente,
os polinémios dos exercicios anteriores e determine, por célculo, os
intervalos de |R nos quais a funcéo definida em cada caso é positiva
e aqueles em que a funcdo é negativa. Confronte, em seguida, os
resultados com os respectivos gréficos.

No primeiro caso (A > 0), supondo que « é um nimero exte-
rior ao intervalo das raizes, pode ainda interessar saber se a &
maior ou menor que as raizes, sem calcular estas. Para isso temos o
seguinte COMPLEMENTO AO TEOREMA I:

Se A>0eaa2+ba+c tem o sinal de a, entio o. é maior que as
ralzes ou menor que as raizes conforme « > S/2ou o < S/2, conside-
rando S =—b/a.

Demonstragao:
Suponhamos que a hipdtese se verifica e sejam X¢,X, as
rafzes com x,<X,. Entdo a<<x; ou «>x, Mas, se tivermos

X1+X2 b
L ™

[
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ndao poderd ser a < x4, porque entdo seria também a < x, e, por-
tanto, 2 a < X1+X,, OU seja a << (X1+X2)/2. Logo, se a> S/2, serd
o> X,. Analogamente se prova que se « << S/2, entdo « < X4.

EXERCICIOS:

I. Determine a posigdo dos nuimeros -5, 1, 6, em relagdo as
raizes do polinémio 3x2 — 5x — 16.

[I. Determine condigbes em t equivalentes as seguintes:

a) Vx: x2+4x+t>0 >
(no universo IR)
b) v¥x: (t+1)x2—-2tx+5t+6<0

lll. Determine condigbes em x equivalentes as seguintes:

a) dy: y2+4y +x<£0

em IR)
b) Jy: (x-1)y2-2xy+5x+6 =0 ( /

15. Sistemas de equacdes. Seja novamente K um corpo
qualquer. Um sistema de equagées relativas a K serd a con-
jungdo de duas ou mais equacdes relativas a K (que se exprime usual-
mente por meio de uma chaveta colocada antes do conjunto das
equagbes escritas em linhas sucessivas). Deste modo, uma solugédo
(ou raiz) do sistema de equacgdes seré toda a sequéncia de valores das
varidveis que verifique todas as equacdes dadas. O sistema sera
possivel (ou resoldvel), sse tiver pelo menos uma solugéo; serd impos-
sivel no caso contrario.

Dois sistemas de equagbes sdo equivalentes, sse tem o0 mesmo
conjunto de solugdes. Além dos principios de equivaléncia que j4
indicdmos para equagdes em geral (n.c 9), apresentam-se-nos agora
dois novos principios de equivaléncia, aplicdveis a sistemas de
equacdes.
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PRINCIPIO DE SUBSTITUICAO. Quando, num sistema de
equacdes, uma destas se apresente resolvida em relacdo a uma das
incdgnitas, o sistema € equivalente ao que resulta do primeiro,
substituindo na outra equacdo (ou outras equagdes) essa incégnita
pela sua expressdo como fungdo da outra incdégnita (ou das outras
incdgnitas).

Bastara fazer a demonstragdo no caso de um sistema de duas
equacdes com duas incdgnitas, porque a ideia € a mesma no caso
geral. Consideremos um sistema de equagdes da forma
{ f(x,y) =0

() y =9

que também se pode escrever:

fxy) = 0 Ay = o(x)

Como se vé, a segunda equac¢ao suplde-se resolvida em relagao
ay, isto & o 1.° membro reduz-se a y e o 2.° membro reduz-se
a uma expressdo s6 com a varidvel x. Posto isto, seja («.,f) uma
solucdo do sistema, isto €, um par ordenado de elementos de K,
tal que as proposi¢goes

f(e, ) =0 e B = (P(CX)

sejam ambas verdadeiras. Entdo, segundo o 1.° principio 16gico de
equivaléncia (pég. 61, 1.° tomo), também a proposicédo

f(o, ¢(a)) =0

sera verdadeira. Daqui se conclui que («, ) também é solugéo do
sistema de equagoes

{ f(x. ¢(x)) =0

(2) y = ¢(x)

Analogamente se reconhece que toda a solug¢do de (2) também
é uma solugédo de (1).
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NOTAS —I. Para comodidade de exposicdo, consideramos a
primeira equacdo de (1) com segundo membro nulo. Mas ja sabemos
que, pela aplicagdo do 2.° principio de equivaléncia de equagdes
(pag. 97), é sempre possivel reduzir uma equacido a essa forma.

Il. O principio de substituicdo ndo se aplica sé a equacdes em
corpos: é vélido em qualquer universo, isto é, constitui um principio
légico de equivaléncia.

EXEMPLO. Seja o sistema

(no corpo IR)

2x +y2=3
Ix-y =2

Resolvendo a segunda equagdo em ordem a x, vem:

y+2
2x+y2=3 2 +y2=3 y2+2y=5
y+2 il _y+2 = x_ﬂy+2
XT3 XT3 3
Ora
-1+ V16 5
3v2+2y-530¢>y=—"?“"—<:>y=1\/y=-—-—3—

Assim, o sistema dado é equivalente ao seguinte:

5 5
v=1Vv=—? y=1 y=-73
_y+2 T,oar2_ V| _c8B+2_ 1
XT3 ' X 3 9
g : 2 5 .
0 que mostra que as solugdes do sistema sdo (1,1) e ( 9" ~3—), consi-

derando x como a primeira incégnita @ y como a segunda incégnita.
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Note que se aplicou aqui a distributividade da conjuncéo relativamente
a disfuncéo, visto que um sistema de equacdes € uma conjuncédo de
condigodes.

PRINCIPIO DA ADICAO ORDENADA. Todo o sistema de equa-
coes é equivalente ao que dele resulta substituindo uma qualquer
das equacdes pela que se obtém adicionando ordenadamente os seus
dois membros aos de outra equagdo qualquer do sistema.

Este principio é uma consequéncia do 2.° principio 16gico da
equivaléncia, aplicado & seguinte equivaléncia formal:

a=bAc=deat+c=b+dAc=d, Vab,cdek,
que também se pode apresentar com o aspecto:

, Vab,c,dekK

a=>b . a+c=b +d
c=d t=4d

Para demonstrar esta equivaléncia, notemos primeiro que, sendo
a, b, ¢, d elementos quaisquer de K, se tem:

(a=b AN c=d) = (a+c=b+d)

em virtude do primeiro principio I6gico de equivaléncia, atendendo a
que a adigdo é univoca em K. Como, além disso (pég. 45, 1.°© tomo):

(a=b A c=d) = (c=d)
vird (péag. 45, 1.° tomo):

-

(a=b Ac=d) = (a+c=b+d A c=d)

A implicacdo inversa demonstra-se de modo anélogo, notando
que, pelo 1.° principio 16gico de equivaléncia,

(a+c=b+dAc=d) = [(a+c) + (-c) = (b+d) + (-d)]
e que (a+c) + (-c) =a, (b+d) + (-d) =b (Porqué?)
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EXEMPLO. Seja, ainda, o sistema

2x +y2=3
S~y &2

Poderiamos eliminar a incégnita x na 1.2 equagdo por adigdo
ordenada, se os coeficientes de x fossem simétricos. Mas isso con-
segue-se multiplicando os dois membros da 1.2 equacédo por 3 e os
da segunda por —2. Em virtude do PRINCIPIO i (p4g. 97), as
equacoes obtidas sdo, respectivamente, equivalentes as primeiras e,
portanto

2x+y2=3 - 6x + 3y?2=9
x-y =2 -6x+2y =-4

donde, por adicdo ordenada no segundo sistema:

2Xx +y2=3 3y2+2y=5
<>
S3X—-y =2 Ix-y =2
Assim, elimindmos x na 1.2 equagéo pelo METODO DE REDUCADO.
Podemos, agora, terminar a resolucao do sistema como anteriormente.
A vantagem deste método patenteia-se, especialmente, no estudo
geral dos sistemas de equacoes lineares, como veremos no numero
seguinte.

NOTA. Imediatamente se reconhece que o principio da adicdo ordenadc
¢ valido nao s6 para corpos, como para médulos em geral.

16. Sistemas de equacoes lineares. Vamos limitar-nos ao
caso de duas equagdes com duas incégnitas, porque, na sua esséncia,
as ideias séo anédlogas no caso geral.
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Chama-se sistema de duas equagoes lineares com duas incdgni-
tas (relativas a um corpo K), todo o sistema que, pelos principios de
equivaléncia, se possa reduzir a forma:

ax +by =c¢
(1) {a'x+b’y=c'

em que as letras x,y sao varidveis (ou incdgnitas) em K e a, b, ¢, a’,
b’, ¢’ sdo elementos conhecidos de K.

Comecemaos por supor que um, pelo menos, dos coeficientes das
incdgnitas é diferente de zero. Seja, por exemplo, a # 0 (em qual-
quer dos outros casos possiveis as consideracdes sao inteiramente
anélogas). Vamos ver que, neste caso, é possivel eliminar x na
2.2 equacao, se porventura ainda af figurar essa incognita. Com efeito,
sendo a# 0 Aa' # 0, tem-se pelo PRINCIPIO ill (pag. 97):

(2)

ax +by =¢ —aa'’x—-aby=-a'c
r r 1 4 % r r '}
ax+by=c aa’x + ab'y = ac

donde, pelo PRINCIPIO DA ADICAO ORDENADA:
ax+ by =c¢ ax+by=c
(3) { ax+by=c ag { (ab’-a'b)y = ac’-a'c

Notemos, agora, que esta equivaléncia é vélida mesmo quando
a # 0 A\ a' =0, visto que, neste caso, a 2.2 equacdo do primeiro sistema
se reduz a férmula b’y = ¢’, enquanto a 2.2 equagdao do segundo
sistema assume a forma ab’y = ac’, sendo, portanto, equivalente a ante-
rior. (Porqué?) Posto isto:

HIPOTESE 1. Suponhamos que se tem
ab’'—a'b#0
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Entdo, viré:

ax+ by =c ax+ by=c¢
ac' —a'c P g
ax+by=c y = (Porqué?)

ab’ —a'b

Ora, pelo PRINCIPIO DE SUBSTITUICAO:

b bac'—a‘c
ax + =C ax + —~—a = €
Y ab’ — a'b
’ r ¢ r '
ac’ —a’'c _ac’ —a’c
Y=3b —ab Y= b —ab

E, como a 1.2 equacéo do segundo sistema é equivalente a

_ab’c — a'bc ~ abc’ + a'be _ a(b’c-bc’)
ax = ab’ —ab = =T —ab

vir, finalmente, lembrando que a # O:

Bt B bc-be
ax + by=c¢ =
(4) <> A
ax+by=c O
ab’ - ab

As duas Gltimas férmulas dao-nos, pois, a solugdo (lnica) do sistema
proposto, no caso em que a # 0 A ab" — a'b # 0.

Alids, como o coeficiente a, nestas férmulas, desempenha um
papel inteiramente andlogo ao dos outros coeficientes das incdgnitas,
bastard supor ab’ — a’'b # 0, pois esta condig¢do, por si s6, implica
que um, pelo menos, dos coeficientes a, b, a’, b’'(e mesmo dois) é
diferente de zero, isto é:

(ab’-a'b#0)=[(a#0Ab #0)V (a"# O Ab# 0)] (Porqué?)
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Assim, em conclusédo:

TEOREMA. Se ab’—a’'b # 0 o sistema (1) é possivel e deter-
minado, sendo a sua solugdo dada em (4).

EXERCICIOS. Resolver os sistemas

v, v_75B
2) gx+§y=_2_ b) 9 7 63
12 8 24

respectivamente, nos corpos Ag e [R.

Passemos, agora, a uma segunda hipétese:

HIPOTESE 2. Suponhamos que ab’ — a’b = 0, sendo um,

pelo menos, dos coeficientes das incdgnitas diferente de zero.

Entdo, sendo por exemplo a # 0, tem-se, atendendo a (2) e (3):

ax + by =¢ ax+by=c
ax+by=c O-x+0.y=ac’"—-ac

Quer isto dizer que, ao eliminar a incégnita x na 2.2 equacio, se
eliminou simultaneamente a incégnita y. Entdo, dois casos se podem
verificar:

1) ac’—a'c# 0. Neste caso, a ultima equacdo & manifesta-
mente impossivel e, portanto, o sistema também o &. (Porqué?)

2) ac’ - a'c = 0. Entdo qualquer par ordenado (x,y) de elementos
de K verifica a Ultima equacgédo; esta é, pois, uma condi¢do universal e,
portanto:

[ax+bv=c < ax+by=c (Porqué?)

a'x+by=c
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Deste modo, as solugdes do sistema proposto sdo as solugdes
da equagdo ax + by = ¢ que se podem obter resolvendo a equagédo
em ordem a x (continuando a supor a # 0):

c - by
a

x.‘:‘

e atribuindo, depois, diferentes valores a y e calculando os valores
correspondentes de x dados por esta férmula.

EXEMPLOS E EXERCICIOS:

I. Seja o sistema:

3x+2y=4
{ Bioy =8 ° no corpo Ag
. 3 _
Multiplicando ambos os membros da 2.2 equagdo por — ¥ 1 =3,
obtém-se o sistema equivalente:
3x+2y=4 x+2y=4
2x+3y=4 Ox+0y=73

donde se conclui que o sistema dado é impossivel.

Il. Seja, agora, o sistema:

NIl B

, No corpo As

il

§x+§y
4x+ y

Vé-se, entdo, que este sistema é equivalente a:

3x+2y=4
Ox+0y=0
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e, portanto, equivalente a equagéo:

4+ 2x _
s =x+32

Nl

pois:

I1l. Resolva os sistemas (em [R):

| [(2%x-1 vy -2y
a) | T2 T3TX" T
| 2x+y=1~y
[ 3-h 5 1-2h+4k
b) | k=g =T
| 2h+h=1-h

Respostas: a) é impossivel; b) é simplesmente indeterminado,
equivalente 3 equagcdo 3h + k=1; as suas solugbes, em numero
infinito, podem obter-se, por exemplo, atribuindo valores reais arbi-
trarios a h e calculando os valores correspondentes de k=1 - 3h.

Resta-nos analisar uma terceira hipdtese:

HIPOTESE 3. Os coeficientes das incégnitas sdo todos nulos.

Neste caso, o sistema (1) reduz-se a forma
Ox+0y=c
Ox + 0y =c¢’

e é fé;:il ver que:
1) serd impossivel se ¢ # 0V ¢’ # 0;
2) admite como solugdo qualquer par ordenado de elementos
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de k se ¢ = ¢’ = 0 (diz-se, entdo, que o sistema é duplamente inde-

terminado).

EXERCICIO. Estudar os sistemas:

X X 2x + 3y r s 2r + 3s
i ; — 4+ ——+1=
R 1 6 'y |3 3 Him—g 1
2x — By _ X Yy 2r-5 __r s
10 T2 712 10 t2=5 "3 *+2

CASO DOS SISTEMAS COM MAIS DE UMA EQUACAO OU MAIS
DE UMA INCOGNITA. As consideragbes anteriores estendem-se,
facilmente, ao caso de sistemas de equacdes lineares com mais de
2 equagdes ou mais de 2 incégnitas. Seja, por exemplo, o sistema:

3x+2y+4z=1
X+2y+4z=0 , no corpo Ay
2x +4y + 3z =

o

Multiplicando ambos os membros da 2.2 equagdo por —3 =4
e os da 3.2 por —3/2 = — 5 = 2; adicionando, em seguida, ordenada-
mente os dois membros da 1.2 aos da 2.2 e aos da 3.2, vem suces-

sivamente:
3x+2y+4z2=1 3x+2y+4z=1
4x+ y+2z2=0 < y+6z=1
4x+ y+6z=3 y+3z=4
Ora
3y+6z=1 - y+6z=1
y+3z=4 3z=4

e, como 3z = 4 <> z = 6, vem, substituindo na equagédo anterior:

3y+6:6=1< 3y=0<y=0

128



COMPENDIO DE MATEMATICA

e, finalmente, por substituicdo na 1.2 equagdo do sistema dado:

xX+4:.6=13x+3=1<3x=5<x=4

O sistema terd, pois, uma dnica solugdo:

x=4Ay=0Az=6

EXERCICIO. Resolver os seguintes sistemas em IR:

3x-2y+ z =1 3x-2y+z =1
2x+ b5y —-3z=2 E 2x+5y—-3z=2
bx+3y—-22=3 Bx+3y—-2z=1

17. Determinantes de 2.2 ordem e sua aplicagéo. Seja
ainda K um corpo qualquer. Escreve-se por definigdo:

=ad-bc , Vab,c,dekK

Chama-se determinante de 2.2 ordem a funcédo de 4 varidveis assim
definida. Também se d& esse nome ao simbolo do 1.° membro ou
a qualquer outro que dele se obtenha substituindo as varidveis a,
b, ¢, d por constantes ou por outras varidveis, dependentes ou inde-
pendentes.
Como se viu no numero anterior, a resolugdo e a discussao
dos sistemas da forma
ax+by =c
) { a'x+ byy =C
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tém, como ponto de partida, a expressdo ab’ — a‘'b, que, segundo a
definigcdo anterior, se pode agora escrever

a b
al b' V

Ao valor desta expressdo (ou a prépria expressdo) chamaremos deter-
minante do sistema (1). Segundo o que foi demonstrado:

O sistema é possivel e determinado, sse o seu determi-

nante for diferente de zero.

Nesta hip6tese, vimos que a solugdo (Unica) é dada pelas férmulas:

b'c — bc’ _ac’—a'c

X=ab—-ab ' Y ab-ab’

que, com a notagdo de determinante, assumem agora o aspecto:

b a c
r b! ’ r
X = ’ Y=
a b a b
a’ b’ a’ b’

' Traduzindo isto por palavras, obtemos a seguinte regra:

REGRA DE CRAMER. Os valores de x e de y que verificam o
sistema sdo dados por duas fraccdes, que tém por denominador
comum o determinante do sistema e cujos numeradores sdo os deter-
minantes que se deduzem deste, substituindo respectivamente os
coeficientes de x e de y pelos segundos membros das respectivas
equacgoes. ' '
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Chama-se matriz completa do sistema (1) ao quadro

constituido pelos coeficientes das incégnitas e pelos segundos mem-
bros das duas equacdes, tal como estd indicado. Esta matriz fornece
trés determinantes de 2.2 ordem:

Como vimos, o sistema tem uma Unica solucédo, sse A # 0:

oD D
p Y

Seja agora D =0 e suponhamos que um dos coeficientes das
incégnitas é diferente de zero: seja, por exemplo, a # 0\/ a" # 0.

Entdo, como vimos no numero anterior, a discussdao incide
sobre o valor da expressdo ac’ — a’'c, valor que podemos agora desig-
nar pelo simbolo:

ou seja D’

e duas hipdéteses se podem verificar:
1) D’ # 0: sistema impossivel

2) D' = 0: sistema simplesmente indeterminado (equivalente a
7.2 ou a 2.2 equacédo, conforme a # 0 ou a’" # 0).
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Se b# 0V b # 0, as conclusbes sdo anédlogas, substituindo
D’ por D”.
Assim, a discussdo pode resumir-se no seguinte quadro:

D # 0: sistema possivel e determinado

D’ # 0: sistema impossivel

a#0yva #0 ' .
D’ = 0: simplesmente indeterminado

D=0 4{ b# 0V Db # 0 conclusées analogas com D" em vez de D’

c # 0V ¢’ # 0: sistema impossivel

a=a'=b=>b=0: )
¢ = ¢’ = 0: duplamente indeterminado

(Para exemplos, bastara passar ao numero seguinte).

18. Interpretacéo geométrica dos resultados anteriores
em |R ?; paralelismo e coincidéncia de rectas. Para este estudo,
ver Geometria Analftica Plana, Cap. lll, § 2 (pag. 63-71) (1), utilizando
o0 conceito de determinante. Supde-se feito o estudo dos 88 1, 2,
definindo ‘declive duma recta’, ndo a partir da inclinagdo, mas direc-
tamente, como se faz no n.° 25 do mesmo compéndio.

19. Equag¢des paramétricas. Consideremos a equagao
t-1)x=t+1 (no corpo [R)
Sem mais explicagOes, trata-se duma equagdo com duas incdgnitas,

X @ t. As suas solucdes sdo os pares ordenados (t,x) de nimeros
reais, tais como

(3.2), (5,3/2), (O,—i), (-1,0), etc.

que convertem a equacao numa proposi¢do verdadeira.

(') Ver nota da pég. 48.
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Mas, a mesma férmula pode traduzir este outro problema, embora
no fundo equivalente ao primeiro: ‘

Determinar uma funcao f tal que, substituindo x por f(t), a
equacdo dada se transforma numa identidade (isto é, numa equagéao
em t universal).

Nestas condigdes, existe uma solugdo do problema, que é a
funcio t X dada pela férmula:

e cujo dominio é Dg={telR: t# 1}

‘Resolver a equagdo em relagdo a X' ou ‘exprimir x como fun-
¢do de t' sdo, neste caso, expressOes equivalentes que significam
"determinar uma fungédo f que verifique a condi¢do enunciada’.

Note-se que se tém:

t+1
t-1

(t-1)x=t+1 <« x=

e, por isso, dizemos que a referida fungao resolve completamente o
problema.

Consideremos, agora, a equagao
y2—4x2=0 (em IR)

e o seguinte problema: resolver esta equacdo em ordem a vy.
Neste caso, tem-se: '

y2-4x2=0 < y=2x\Vy=-2x
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e, por isso, diremos que as fungées x \_.').x, xu—-Zx resolvem comple-

tamente o problema. Mas, tem-se igualmente :
y2—-4x2=0 <« y=2|x| \/ y=—2|x|

e, por isso, diremos que também as funcdes xu2|x|, xu—zlxl

resolvem completamente o problema (ou ainda, que formam um
conjunto completo de solugoes do problema).

Note-se que
y2-4x2 = (y-2x) (y+2x) = (y-2 | x|) (y+2|x]|)

Dum modo geral, chama-se equacao paramétrica com uma incdg-
nita uma equacao com mais de uma varidvel, uma das quais é deno-
minada /ncdgnita, sendo a restante ou as restantes varidveis chama-
das pardmetros. Se for x a incégnita e houver um sé parémetro t,
chama-se solucdo da equacao paramétrica toda a funcédo f tal que,
substituindo x por f(t), a equacdo se converte numa identidade.
Diz-se entdo que um conjunto de fungdes f4, f,,...fn € um conjunto
completo de solugbes da equacdo paramétrica, sse esta for equiva-
lente @ condicdo

x=Ff, (1) V x=Ff20) V...V x=F, (1)

Analogamente, para mais de um parametro e para equacdes ou
sistemas de equacées paramétricas com mais de uma incognita.

Por exemplo, a equacao geral do 2.° grau em x
ax2+bx+c=0

com a, b, ¢ varidveis num corpo K e a# 0, é uma equacao para-
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meétrica, em que a incognita é x e os parametros sao, a, b, c. Entdo as
férmulas

_ ~b+yb2-4ac = —b—yb2-4ac

X= 2a ’ 2a

fornecem um sistema completo de solucées da equacdo paramétrica.
Analogamente, o sistema geral de duas equacées lineares com
duas incognitas X.y:
ax+by =c
{ ax+by=c
e com a,a’, b,b’, c,c’ varidveis em K, é um sistema de equacdes para-
métricas, que, no caso ab’—a’b # 0, é resolvido completamente pelo
sistema de férmulas
b'c — bc’ ac’'—a'c

X=ab'—a'b A y=ab'—a’b'

mas que, no caso ab’'—a’b=ac’-a'c=0/Aa# 0 é equivalente 3
1.2 equacdo paramétrica, etc.

Note-se que, na pratica, uma equagao ou um sistema de equacodes
paramétricas € geralmente a traducdo em linguagem simbdlica, dum
problema concreto com dados varidveis, que vem a ser os parame-
tros (ver Compéndio de Algebra, 7.° ano, péag. 71) ().

Para discussao ou resolucdo de equacdes paramétricas, podem
ver-se alguns exercicios do Compéndio de Algebra, VIl ano, Capitu-
los XIV, XV e XVI('), mas sem abusar, pois que, como se dira
adiante, este assunto interessa principalmente quando relacionado
com problemas concretos.

20. Resolucao e discussao de problemas concretos por
meio de equacdes. Para este assunto, ver Compéndio de Algebra,
7.° ano, Cap. XXI, pags. 196-209 (). Este assunto, como, dum modo

(') Ver nota da pag. 48.
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geral tudo o que se refere a aplicagbes concretas da matemaética,
é da méxima importancia, quer formativa, quer informativa, E prin-
cipalmente a propdsito de problemas concretos —e ndo em abs-
tracto — que interessa fazer a discussdo de equacdes ou sistemas
de equacgoes.

21. Equacodes do 3.° grau. Seja ainda K um corpo qualquer.
Como sabemos, chama-se equacédo do 3.° grau (ou equagédo cubica)
toda a equagdo que, pelos principios de equivaléncia, possa ser redu-
zida a forma

1) ax®+bx?+cx+d=0

em que a, b, ¢, d sdo elementos dados de K, com a # 0.
- Uma equacdo cubica ndo pode ter mais de 3 ralzes distintas.

Com efeito, se uma equagdo da forma (1), com a # 0, tem
pelo menos trés raizes distintas x4, X2, X3, O seu primeiro membro
é divisivel por x-x4, isto & existe um polinémio ax2+ b'x + ¢’
tal que

ax® + bx?+cx+d= x—-xq) (ax?+b'x+¢)

Entdo, como x5, e X3 ndo anulam o primeiro factor do 2.2 membro
(X2 # x4 A X3 # X4), anulam necessariamente o segundo factor e
portanto ax? + b'x + ¢’ = a(x — x,) (X = X3).

Assim:
ax3+bx2+cx+d = a(x—-x1) (x=x2) (X-Xx3)

e, como a # 0, ndo existe nenhum x em K, diferente de x,, de x,
e de X3 que anule este produto e, portanto, o primeiro membro.
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» Equacao cubica binémia (relativa a K) serd toda a equagdo
da forma

x3—-a=0 ou ainda x3=¢«, com a €K

Toda a raiz de tal equacdo (se existe pelo menos uma) seré
chamada raiz cubica de «. Uma das raizes cubicas de «, que por-

- [
ventura existam, serd designada pelo simbolo V «.
Seja por exemplo K = As. Entao
x x3) = 0 3 1
A 0o 1 2 4

Assim, cada elemento do corpo As tem uma e uma sé raiz ctbica
(em Ag):

|
wl N

Vo=0 V1=1 V3=3 V3=2 Vi=3
Seja agora K = A,. Entdo
0 1 2 3 4 5 6
kX9 =8 . % E f _5_ E
A o 1 1 6 1 6 6

Assim, cada um dos elementos 1, 6, de A, tem 3 raizes ctbicas,
o elemento O tem uma s6é raiz ctbica e os elementos 2, 3, 4, 5, ndo
tém nenhuma raiz clibica (em A-).

Por sua vez em IR, como é sabido, cada elemento tem uma e
s6 uma raiz ctbica.

Dada uma equagdo ctibica qualquer, é natural procurar reduzir
a sua resolugdo a de equagbes bindmias (resolugdo algébrica ou
resolugcdo por meio de radicais). Em primeiro lugar, procuremos,
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como na equag¢do do 2.° grau, determinar um elemento h tal que,
substituindo x por y + h se obtenha uma equacdo ctlibica em y:

(2) a(y+h)3 + b(y+h)2 + c(y+h)+d =0

em que o coeficiente de y2 seja nulo. Ora, feitos os célculos neces-
sérios, vé-se que o termo em y?2 para cada valor de h, é
(3ah + b)y2. Suponhamos que o corpo K nédo é de caracteristica 3.
Entédo

b
3ah+b=0 <& h=—-—
3a

Portanto, atribuindo este valor a h em (2) e multiplicando ambos
os membros da equagdo (2) por a-', obtém- se uma equacac em
que o cosficiente de y3 é 1 e o coeficiente de y 2 e 0. Podemos pois,
reduzir o nosso estudo a equacdes da forma

(3) x3+px+q=0 , com p,qek
Para tentar resolver uma tal equacéo, ponhamos
(4) X=U+V

e procuremos determinar u,v de modo que se verifique a equagéo (3).
Esta assume entdo a forma

u3d +v3 4 3u2v+ 3uv? + p(u+v)_+ q=0
ou seja |
ud+v3+ + (3uv +p) (u+v)+q=6
e v8-se que sera verificada, se
p

(5) u3+V3==-q A uv=——§,
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Procuremos, entdo, determinar dois elementos « e B de K tais que

(6) lm+B=—q/\aB=—(—é—->3

Tais elementos, se existem, serdo as raizes da equagédo

3

(2-0) @=B)=0 « 22+az-—=-=0,

dadas pela férmula resolvente usual, se o corpo K ndo é de carac-
terfstica 2. Suponhamos verificada mais esta hip6tese e tomemos:

) R T

2 4 27

Suponhamos, agora, que existe pelo menos uma raiz cubica de

o e designemo-la por ¥a«. Entdo, como «f =— 2—7 eat+tf=-q

vira:

I \57; s % I
P="27, ° ( “) ( 3Ve) =7
Por conseguinte, se tomarmos

_ — R
u=Va Avs= 39,;.

a condigdo (4) é verificada e assim, pondo x = u+ v, também a
equacéo (2) seré verificada. Em concluséo:

TEOREMA. Se K tem caracteristica diferente de 2 e de 3, a férmula

(8) e — =-__-UI__+'\/q2 p3
X o 39,“, com « 2 4 + 27
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dé uma solucédo da equacdo (2) em K, desde que exista pelo menos
2 3
uma raiz quadrada de q4 + 27 © uma raiz cubica de ao, qualquer

que seja a raiz cubica de « designada pelo simbolo ¥ «,.

A férmula (8), sob uma forma um pouco diferente, é chamada
FORMULA DE TARTAGLIA, embora tenha sido SCIPIONE DEL
FERRO, ao que parece, quem primeiro teve a ideia que conduz a
esta férmula, no principio do século XVI (ver Compéndio de Alge-
bra, 7.° ano, Nota Histérica do Cap. XXI) ().

EXEMPLOS — |. Seja a equacao
x3+6x~-2=0, em [R.
Entdo p=6, q= - 2, donde, q/2=-1, p/3 = 2 e portanto
a=1+V1+8=4
Assim, uma solug¢do serd o niimero irracional

_ 2
= ¥ -—
* . Va

(Prove que este niimero é > 0 e verifique directamente que é uma
raiz da equacdo). Aplicando a regra de Ruffini, elimina-se :>sta raiz
obtendo-se a equacéo

x2+| Va4 - 3 X + ’9’?—“"*2-——— e B
Va V4

Como o discriminante desta equacdo é negativo (prove), conclui-se
que a equacgdo clbica dada tem sé aquela raiz em |R. Calcule-a com
aproximagao até as milésimas, utilizando uma tabela de cubos.

(') Ver nota da pag. 48.
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Il. Seja, agora, a equagdo x3 — 15x — 4 = 0, em |R. Neste caso:

G2 p3 4 15
+ — A (RSP, =
s T - )t

)2=(=-2)2+(~-5)3=-121

Ora,—-121 ndo tem raiz quadrada em |R. Logo, a férmula de
Tartaglia, restringida ao corpo IR, ndo fornece nenhuma raiz da
equacdo neste corpo. £, contudo, esta equacao tem 3 ralzes reais,
que sdo 4, 2+ V5, 2— V5, como se pode verificar directamente.

NOTA MUITO IMPORTANTE. Alargando o corpo IR, com a
introducdo dos numeros imagindrios, a férmula de Tartaglia passa a
fornecer as trés raizes reais da equagdo, como veremos adiante.

lIl. Seja a equagéo

x3+2x+2=0 no corpo Ag

Ora, como vimos atrds, 4 tem a raiz clbica 4 (lnica) em As.
Logo, a férmula de Tartaglia fornece uma raiz da equagéo, que é

2

Contudo, esta equagdo tem uma outra raiz em A, que é 1. Alids,
pode verificar-se que

x3+2x+2=(x-1)2(x-3)

(Diz-se, entdo, que 1 6 uma raiz dupla e 3 uma raiz simples da
equagdo.)
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No entanto, como veremos adiante, a férmula de Tartaglia fornece
também a raiz 1, desde que se alargue de modo conveniente o
corpo As. '

22. Criacéo do corpo complexo. No exemplo || do nimero
anterior surgiu-nos uma situa¢do paradoxal: a equa¢ado proposta tem
3 raizes reais e, contudo, a férmula de Tartaglia ndo fornece nenhuma
raiz (no exemplo lll observamos uma situacao semelhante em Ajg).
Por isso, a férmula de Tartaglia foi a principio considerada iluséria,
destituida de real interesse (1). Porém, BOMBELLI, professor em
Bolonha depois de Tartaglia, preferiu adoptar uma atitude construtiva,
que se traduziu num golpe audacioso de imaginacao criadora: nao
hesitou em considerar os radicais do tipo -A, com A> 0, como
representativos de niimeros de nova espécie (a que ele chamava ‘quan-
tidades silvestres” e a que chamamos hoje ‘imaginérios’) e em com-
biné-los, por adigdo, com os nlimeros reais. Assim surgiram os nume-
ros complexos, isto é numeros da forma a+by —1, com a, belR,
cuja teoria é eshbocada no livro 'Algebra’ de Bombelli (1752). O objec-
tivo imediato desta teoria era dar validade & férmula de Tartaglia,
em qualquer caso, quando aplicada a numeros. Ora, esse objectivo
ndo s6 foi atingido, como também foi largamente ultrapassado: a
teoria dos nimeros complexos acabou por ter enorme importancia
em matemaética e encontra hoje constantes aplicagdes na fisica e na
engenharia, nomeadamente em electrotecnia.

Assim, podemos dizer que a teoria dos numeros complexos é

(1) Eraessa, por exemplo, a opinido de Pedro Nunes, que também néo admitia
a existéncia dos nimeros négativds, porque ndo havia no seu tempo uma teoria
rigorosa dos nimeros relativos (ou nimeros reais). Porém, a rejeicdo dos nimeros
negativos tornava extremamente complicado o estudo da élgebra e, em especial,
a teoria da equaclo do 2.° grau.
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um subproduto, de altissimo valor, da teoria algébrica da equacgao
do 3.° grau.

Vamos agora ver como a teoria dos numeros complexos pode
ser estabelecida com rigor. O problema que se pée pode ser enun-
ciado, com precisdo, nos seguintes termos:

PROBLEMA. Construir um corpo (C que verifique as 3 seguin-
tes condigées: |

1) (C contém IR, e as operagoes de adigdo e multiplicagdo em (C
sdo extensoes das operacoes homdnimas em |R.

2) Aequacdox2 +1 = 0 admite, pelo menos, uma solugdo em (C.

3) Todo o elemento de (C pode ser representado sob a forma
a + bi, em que a, b sdo numeros reais, e | é uma das solugoes da
equagdo x2 =—1 (a outra ser4 —i).

A condigédo 1) também se exprime dizendo:

"(C é uma extensao do corpo IR’
ou ‘IR é um subcorpo de (C'.

Para resolver este problema vamos seguir o METODO DO
PROBLEMA RESOLVIDO, que consiste em comegar por supor que
o problema admite, pelo menos, uma solucdo e em deduzir dessa
hipétese consequéncias que acabem por indicar o caminho para
construir efectivamente uma solugao.

Suponhamos, pois, que existe um corpo (C que verifica as condi-
¢coes do problema. Chamar-lhe-emos ‘corpo complexo’ e, aos seus
elementos, ‘ndmeros complexos’. Portanto, segundo a condigdo 3),
cada niimero complexo seré da forma a + bi,coma,be|Re i2=-1;
0 nimero a serd chamado ‘parte real’ e o nimero b ‘coeficiente
da parte imagindria® (ou ‘coeficiente de i) do numero a + bi.
Por exemplo: '

2 + 3i, 1—%—i,—1+\/2_i, 5, -7
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serao nlmeros complexos, que tém como partes reais respectivamente
2,1, -1, 5, 0, e como coeficientes das partes imaginérias respectiva-
mente 3, -2/3, V2, 0, -7.

Posto isto, vejamos como se opera com numeros complexos.

a) IGUALDADE ('). Consideremos dois nimeros complexos:
a+bi , a +b'i coma,b,a’, b €|R.
Se for a=a" e b="Db’, tem-se a + bi=a" + b’i, em virtude do

1.2 principio légico de equivaléncia e atendendo a que a adigdo e a
multiplicagdo sdo univocas em (C.

Assim:

(1) a=a Ab=b=a+bi=a+bi
Suponhamos agora, reciprocamente, que

a+bi=a +Dbi
Daqui, atendendo a que (C é um corpo, deduz-se:
(a+bi)—(a"+bi)=0

ou seja:

(2) (a-a)Y+(b-b)i=0 (Porqué?)
Entdo, se fosse b # b’, seria b — b’ # 0, donde:

a-a _ a-a 2___1
b b e,poan.o b b =

(1) A palavra igualdade é aqui usada na acep¢lio de ‘identidade I6gica’.
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a-a'
b'-b
real e nao existe nenhum ndmero real cujo quadrado seja ~1. Teré

de ser pois b = b". Entdo de (2) vem:

seria, entdo, um ntmero

Ora isto é impossivel, visto que

a-a=0 ou a=a’

Assim, a + bi=a" + b'i==a =a" A b =D’ e portanto, atendendo a (1),

(3) a+bi=a+bi<wa=a Ab=>b

isto é: dois numeros complexos sédo iguais, sse tém respectivamente
iguais as partes reais e os coeficientes de i.

Em particular, se b’ = 0, tem-se a’ + b’i = a’ e assim

a+bi=a"<>a=a" Ab=0, Vab,a €IlR,

isto é: um nuamero complexo a + bi sé é um numero real se b = 0.
Portanto, se b # 0, o nimero a + bi ndo é real: diz-se entdo que é
imaginério. Assim, os nimeros imaginérios sdo os elementos de (C \\ |R.
Em particular, os nimeros da forma bi, com b € [R, tais como i, —3i,
V3i, etc., chamam-se imaginérios puros.

b) ADICAO E MULTIPLICACAO. Consideremos dois ntimeros
complexos:

«a=a+bi, p=c+di (com ab,c, delR).
Atendendo a que (C é um corpo, tem-se por um lado:

a + B = (a + bi) + (c + di) = (a + ¢) + (bi + di)
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Portanto:

(4) (@a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Por outro lado:

o B = (a+ bi) »(c +di) =ac + (ad + bc)i + bdi2,

donde, lembrando que i2 = - 1:

(5) (a + bi) - (¢ + di) = (ac = bd) + (ad + be)i

Assim, a soma e o produto de dois numeros complexos «, {3
sédo calculados segundo as férmulas (4) e (5).

Por exemplo:

(1+2i))+((3+5i)=4+7i

(1+2))(3+56i))=(1x3-2x5)+(1x5+2x3J)i=-7+11i

c) SUBTRACGCAO. Sendo um corpo, (C 6 em particular um
mddulo e facilmente se reconhece que a diferenga entre dois nimeros
complexos a + bi, ¢ + di, & dada pela férmula

(a+bi)-(c+di)=(a-c)+ (b-d)i
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Exemplos:
(8+56i)—(3+7i)=5+(—-2)i=5-2i
3=(1+i)=2~-i, (\/5_-%0 - (V5 - 2i) =%i, etc.

d) NUMEROS CONJUGADOS. Chama-se conjugado dum
nimero complexo a + bi (com a, b € IR) o nlimero a — bi. Por exem-
plo, o conjugado de 3 + 5i 6 3 — 5i, o conjugado de —1—-ié -1+,
o conjugado de 3i é —-3i, o conjugado de — 5 é -5, etc. Desde logo
se reconhece que:

I. Todo o numero complexo é conjugado do seu conjugado.

Il. Um numero complexo « é conjugado de si mesmo, sse o. é real.

lll. A soma e o produto de dois numeros complexos conjugados
sdo sempre numeros reais. Mais precisamente:

(a + bi) + (a — bi) = 2a
(a+bi) (a-bi) =a2+b2

} VabelR
Por exemplo: (1+ V3 i) (1-V3 i)=1+(V3)2=4
e) DIVISAO. Consideremos dois niimeros compiexos:

a=a+bi , B=c+di (comab,c,delR)

Como (C é um corpo, existe o quociente de « por 8, sse § # 0
Ora, segundo o critério de igualdade, c +di=0 sse c=0Ad=0
e portanto, pela propriedade da conversao: "t

c+di#0<« c#0Vd#0.

Assim, se ¢ + di # 0, também c'— di # 0 e, portanto (pg. 45):

a+bi _(a+bi) (c-di) (ac + bd) + (bc - ad)i
c+di (c+di)(c—-di) c2+d2
= (c2 + d2) - [(ac + bd) + (bc — ad)i]
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Portanto, supondo ¢ + di # 0, tem-se:

a+bi_ac+bd+bc-ad.
c+di c2+d2 c2+d2?'

Exemplos:

3+2i (3+2i)(2+5i)) -4+18 4 19

2-5i (2-5i)(2+6i) 29 29 " 29!

V5-i (V5-i)(-iVb) V5

_—_._....I

Vs  (iVB)(-iV5) 5

f) EXISTENCIA DO CORPO COMPLEXO. Acab4dmos de ver
como se opera sobre elementos dum corpo (C, que verifique as con-
dicbes 1), 2), 3) do problema posto inicialmente. Mas todas as
nossas conclusdes se baseiam sobre uma premissa ainda ndo provada:
a de que existe (pelo menos) um corpo que verifica tais condigées.
Ora, as préprias conclusGes sugerem a maneira de construir uma
solugdo: _

Designemos por (C o conjunto de todos os polinémios em i, de
coeficientes reais e de grau ndo superior a 1, portanto da forma a + bi,
sendo a, b numeros reais quaisquer. E 6bvio que tal conjunto existe
(ver n.cs 5 e 6). Simplesmente, em vez de definir a multiplicacdo como
se faz usualmente para polindmios, adoptemos a definicao dada pela
férmula (5), que resulta de juntar a condigdo i2 = -1 a regra usual.
Quanto a adicao, adoptemos a definicdo usual, que é dada pela for-
mula (4). Entao é facil ver que, com tais defini¢ées de adigdo e multi-
plicagédo, o conjunto (C é efectivamente um corpo que verifica as
condigbes do problema (1).

(') Neste caso, é preferivel chamar ‘indeterminada’ em vez de ‘varidvel’ o
simbolo i (ver pag. 87).
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Porém, surge agora outra pergunta:
O problema tem uma unica solugcao?

Vamos ver que ndo. Consideremos, por exemplo, o conjunto IR2,
que é constituido, como sabemos, por todos os pares ordenados
(a, b) de nimeros reais, e adoptemos em |IR2 as definigées de
adicdo e de multiplicagdo dadas pelas seguintes férmulas:

(a,b) + (c,d) = (a+c, b+d)
(6) (V a b,c delR)
(a,b) « (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Né&o oferece dificuldade verificar que, com estas definigdes, IR 2
é um corpo [prove, por exemplo, que (0, 0) é o elemento nulo, que
(1, 0) é o elemento unidade, que a multiplicagao é distributiva, e que
todo o elemento nido nulo de |IR2 é regular]. Mais ainda: vamos
provar que este corpo é isomorfo a qualquer corpo (C que verifique
as condicoeés do problema. Seja f a aplicacdo

x+iyu(x,y) , com x,yelR

Facilmente se reconhece que f & uma aplicacdo biunfvoca de (C
sobre |R2 (prove). Além disso, f respeita a adigdo e a multiplicacéo;
com efeito, quaisquer que sejam a, b, c,d€l[R, tem-se:

fl[(@+bi) + (c+di)]=Ff[(a+c)+(b+d)i]=(a+c b+d)
=(a, b) + (c, d) = f(a + bi) + f(c + di)

f[(a + bi) - (c + di)] = f[(ac — bd) + (ad + bc)i]
= (ac — bd, ad + bc) = (a,b) « (¢, d) =
=f(a + bi) . f(c + di)

Por conseguinte, t é um isomorfismo entre os corpos (C e IR2.
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Em particular, f transforma cada nimero real 2 no elemento (a, 0)
de IR 2. Portanto:

A restricdo de f ao subcorpo IR de (C é um isomorfismo de IR
sobre um subcorpo '\R* de |IR2.

Esta situagdo é descrita pelo diagrama seguinte:

Deste modo, os corpos |IR* e IR tém a mesma estrutura e podemos,
portanto, considera-los como sendo 0 mesmo corpo (a menos de um
isomorfismo) /identificando cada elemento (a, 0) de IR* com o
elemento a de |R. Feito isto, j& pedemos afirmar que [R?2 verifica a
condigio 1). |

Por outro lado, f faz corresponder a i o elemento (0, 1) de |IR2

e, deste modo, como era de esperar, IR2 verifica também a con-
dicdo 2):

(0,1)2=(0,1) - (0,1) = (—-1,0) ou seja (0,1)2=-1

visto que ja identificdmos (-1,0) com -1.
Finalmente tem-se, quaisquer que sejam a, b € |R:

(a,b) = (a,0) + (0,b) =(a,0) + (b,0) (0, 1)

ou seja (a, b) =a + bi, visto que identificdmos (a, 0) com a, (b, 0)
com b e (0,1) com /i Assim, |R2 verifica também a condicdo 3).
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Em conclus&o: o conjunto IR2, com todas as convencides adop-
tadas, é também uma solugao do problema.

Havemos ainda de encontrar mais tarde outras solugbes do pro-
blema; na verdade, este admite uma infinidade de solugtes. Simples-
mente, o raciocinio anterior mostra o seguinte:

Todas as solugbes do problema sdo isomorfas ao corpo IR2
considerado e, portanto, isomorfas entre si.

Por outras palavras: o corpo complexo existe e é determinado a
menos de um isomorfismo (1).

Assim, o que interessa no corpo compliexo ndo é propria-
mente 0 MATERIAL com que o construimos, isto é, a natu-
reza dos entes a que convenciondmos chamar ‘ndmeros
complexos’, mas sim a sua ESTRUTURA, isto é, o conjunto de
propriedades formais que caracterizam esse corpo.

Em conformidade, daqui por diante, ao tratar do corpo (C abstrai-
remos, em geral, da natureza dos seus elementos, para sé atender as
regras de célculo que sdo vélidas em (C.

Para ver até que ponto a natureza dos elementos é aqui secun-
déria, basta observar que, no mesmo conjunto |IR2, poderiamos defi-
nir a adicdo e a multiplicagdo por meio das férmulas:

(a,b) + (c,d) =(a+c, b+d)
Vab,cdelR
(a, b) - (c, d) = (ac, bd)

(1) Deste modo, os nimeros imagindrios t&m existéncia tdo real como os
nUmeros reais, ao contrrio do que podem sugerir as designagdes ‘nimero real’
e 'nimero imaginério’. Na verdade, estas designagbes foram introduzidas histori-
camente, porque, 8 principio, se admitia, de certo modo, que s6 os nimeros
reals existiam efectivamente.
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E facil ver que, com estas definigdes, IR2 passa a ser um anel
comutativo, mas ndo um corpo, pois tem divisores de zero; por exemplo:

(3,0) - (0,5) = (0,0), sendo (3,0) # (0,0) e (0,5) # (0,0)

Portanto, a estrutura deste anel j4 ndo é a do corpo complexo,
apesar de os seus elementos serem exactamente 0s mesmos que no
caso anterior. Mas sé nesse caso —isto &, adoptando as defini-
¢cbes (6) e identificando cada par (a, 0) ao numero real a— é licito
chamar ‘numeros complexos’ aos elementos de IR2.

23. Representacido geométrica dos nimeros complexos.
J& vimos como uma das possiveis concretizagdes do corpo (C pode
ser dada pelo conjunto IR2. Por outro lado, j4 é sabido como se
estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de
IR2 e os pontos do plano cartesiano. Assim, resulta automaticamente
definida uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros complexos
e os pontos do plano cartesiano: a cada nimero complexo a + bi,
que podemos identificar com o par ordenado (a, b) de nimeros
reais, corresponderd o ponto do plano que tem por abcissa e por
ordenada respectivamente a e b (parte real e coeficiente da parte
imagindria do nimero a + bi). Tal ponto ser& chamado a imagem
geométrica (ou o afixo) de a + bi.

Q) Powam oo o e we o - -
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(Como exercicio, represente geometricamente os ntimeros 3 + 5i,
3 _
= 2 L 3—5i, -3, V2, i, — 3.

Veremos no 7.° ano como 0s numeros complexos podem tam-
bém representar operadores sobre vectores do plano. E essa, alids,
a interpreta¢do dos numeros complexos mais usada nas aplicagdes
3 fisica, a electrotecnia, etc. (Para j4, pode-se ver Compéndio de
Algebra, 6.° ano, pags. 87-91) ().

EXERCICIOS — Além dos que sdo propostos no referido Com-
péndio, interessa resolver os trés seguintes:

vi 1 v3
, ———1—— formam
2 2 2

um grupo multiplicativo isomorfo ao grupo das poténcias de

1 2 3
e 3 1

Il. Prove que os niimeros 1, i, —1, —i sdo raizes de indice4 de 1 e
formam um grupo multiplicativo isomorfo ao grupo das poténcias

i 1 2 3 4
® \a 3 a4 1
3 1

IIl. Prove que as poténcias de expoente inteiro de Zzg + -2-i

I. Prove que os nidmeros 1,—§.+i

formam um grupo multiplicativo isomorfo ao médulo H (Bailado das

Horas) e que todas sdo raizes de indice 12 de 1. (Sugestio: pondo
3 1, e . :

22?_ o -2..| =@, comece por verificar que 93 =i e que portanto 6% =ig,

05 =i92, etc.). Represente graficamente as referidas poténcias de 6.

(') Ver nota da pég. 48.
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24. Equacoes quadriticas e equagdes cubicas no corpo
complexo. E facil ver que:

Todo o numero negativo tem duas (e s6 duas) raizes quadradas
que sao numeros imaginarios puros, simétricos entre si.

Com efeito, seja —a um nlmero negativo. Entdo @ 6 um nimero
positivo e, por isso, tem uma (e uma s6) raiz quadrada positiva, que se
designa por Va. Nestas condigdes, i Va e —i Va sdo imaginérios
puros e tem-se

(iVa)2=i2 . (Va)2=-a, (-iva)2=(-i)2. (Va)2=-a,

o que mostra que tanto i\V/a como —iVa sdo raizes quadradas de —a;
e j4 sabemos que, num corpo, um elemento ndo pode ter mais de duas
rafzes quadradas (pag. 104).

E a primeira destas raizes quadradas de —a que convencio-
naremos designar pelo simbolo V - a:

V-a=iVa (a>0)

Por exemplo, as raizes quadradas de —1 sdo i e —i; as raizes qua-
dradas de -9 sdo 3i e -3i; as ralzes quadradas de —3 sdo i V3
e —i V3, etc.; e escreveremos:

V-1=i, V=-4=2i, V-3=V3i=iV3, etc.
- Posto isto, consideremos uma equag¢do quadréitica
(1) ax2+bx+c=0

de coeficientes a, b, ¢ reais (a # 0). J4 vimos que uma tal equacéo
s tem ralzes reais, sse o seu discriminante, A =b?2-4ac, for 2>0.
Se A< 0, a equagdo ndo tem raizes reais, porque A ndo tem raiz
quadrada em |R. Mas acabdmos de ver que, neste caso, A tem duas
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ralzes quadradas em (C, que sdo ndmeros imagindrios puros. Assim,
a equagao (1) passa a ter, neste caso, duas raizes em (C,

_-b+VA _-b-VA&
- 2a  "?* 2a

x1 L4
que sdo nimeros imagindrios, visto que VA é um imaginério puro
e a, b sao ntimeros reais.

Seja, por exemplo, a equagéo

x2—-2x+5=0
Aplicando a férmula resolvente simplificada, tem-se
x=1+V1I-5=1+V-4=1+2i

A equacho tem, pois, duas rafzes imagindrias conjugadas, 1 +2i e
1 — 2i. Em resumo:

TEOREMA. Uma equacdo quadratica de coeficientes reais tem
duas reais distintas, uma raiz real dupla ou duas ralzes imaginérias
conjugadas, conforme o seu discriminante é maior que zero, igual a
zero ou menor que zero.

Suponhamos, agora, que os coeficientes da equacgdo (1) ndo sdo
todos reais. Continuaré a ser resoldvel em (C? A resposta é afirmativa.
Com efeito, demonstra-se em matemaética superior o seguinte teorema,
conhecido por ‘' TEOREMA DE D’ALEMBERT':

Toda a equacao algébrica de grau n> 1, cujos coeficientes séo
numeros complexos, tem pelo menos uma raiz em (C (qualquer que
sefa n>1). -

No sétimo ano demonstraremos este teorema no caso- particular
das equagdes binémias:

VvnelN, Vae(C, Jze(C: 2" =«
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Mais precisamente, provaremos que qualquer que seja n e N
um ndmero complexo « diferente de zero tem n (e sd n) ralzes de
Indice n distintas; e veremos como se determinam essas raizes (o
nimero 0 continua a ter em (C uma Unica raiz de indice n que é 0) (1).

Por exemplo, o nimero 1, que tem uma Unica raiz cibica IR
(que é 1), passa a ter 3 raizes cuibicas em (C. Com efeito, z3-1 é

divisivel por z-1; o quociente pode ser achado pela regra de
RUFFINI:

Ser4, pois, z3-1 = (z-1) (z2+z+ 1) e assim:
z23-1=0<x (z-1) (z2+2+1)=0

Ora a equagdo z2 + z + 1 =0 tem duas raizes imaginérias que

ja sabemos achar: — 12 + i _\/2_3 - % - i\_/z?.. Portanto, as raizes ctibicas

de 1 (ou sejam as raizes da equacgdo z3—1 = 0) no corpo (C sio:

1_l+-V§ 1 _.V3
T T

Designemos a segunda por . Pode verificar-se directamente
que €2 da a terceira raiz e que €3 =1 (faga os célculos). Assim, se

(1) Se n=2, o célculo pode fazer-se muito facilmente aplicando a teoria
da equaglo do 2.° grau (ver Compéndio de Algebra, 7.° ano, Cap. XVI, n.° 14,
pégs. 129-131). — (Ver nota da pég. 48 — N. do E.).
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representarmos por V o uma das raizes clbicas de um nimero com-
plexo «, as outras serdo sV « e €2 ¥ «, visto que

cV¥Va)3=e3(Va)3=1.a=«
(e2¥a)3=c8(Va)2=1ea=a

Consideremos, agora, uma equac¢do cubica da forma
(2) x3+px+q=0,

sendo p,q nimeros complexos quaisquer. Pelo que vimos atras
(n.e 22), a férmula de Tartaglia

X= ‘9’?—5“{%3?, com f;t= ‘"g“+ \/(%)2 e (%)3

fornece, pelo menos, uma raiz da equagido (2), desde que exista, pelo
menos, uma raiz quadrada de q2/4 + p3/27 e, pelo menos, uma raiz
clibica de «. Ora, j§ sabemos que esta condigdo se verifica sempre
em (C. Logo, a férmula de Tartaglia fornece, pelo menos, uma solugao
em (C. Mais ainda: fornece as trés solugdes. Com efeito, designando
por ¥V o« uma das raizes cubicas de «, as outras serdo, como vimos,
eVa e €2 ¥a, e as trés acabam por dar todas as solugdes de (2),
que nao pode ter mais de 3 raizes distintas.

Tornemos ao exemplo da equagdo x2 — 15x — 4 (ex. Il do n.c 22).
Neste caso, podemos agora tomar

«=2+V-121=2+11i

Ora, uma das raizes ctibicas de « é 2 + i, como se pode ver:

(2+i)3=(2+i)22+i)=(3+4i)(2+i)=2+11i
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Entdo, a férmula de Tartagiia da.

=2+i +§f_— (2+i)+(2-i)=4

Qutra raiz cubica de a sera:

(2”’<“‘£+Dz£>‘(—1 -v—f—)ﬂ(\/é-%)

e a férmula de Tartaglia dd agora:

(1)t (2P e

A terceira raiz é obtida de modo anélogo:

=(—1 +\—/2—§)—i(\/§+%> ( 1 +\/—23)+i<\/§+13>=_2+\/§

Assim, observamos este facto extremamente curioso:

Embora as trés raizes da equacdo proposta sejam reais, é neces-
sério sair do corpo real para que a formula de Tartaglia forneca as trés
raizes. Porém, a intervencao dos nimeros imagindrios aqui é puramente
intermediédria: a férmula fornece cada uma das ralzes como soma de
dois nuimeros conjugados, e assim as duas partes imaginérias aca-
bam por desaparecer. Tal fendémeno repete-se todas as vezes que as
lrés raizes sdo reais — e é este precisamente o caso (chamado 'caso
irredutivel’) em que a intervengdo dos numeros imaginarios € neces-
sdria para obter solugdes reais.

Situacées anédlogas se observam em varios dominios da matema-
tica, pura ou aplicada: o caminho mais curto para obter solugées reais
passa, muitas vezes, pelo campo imaginédrio. Nesses casos a teoria
dos nimeros complexos funciona como formalismo auxiliar, isto 6,
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como artiffcio engenhoso de célculo, para obter resultados, que de
outro modo seria dificil ou muito trabalhoso encontrar (7).

Mas casos hd em que a intervengdo dos nlimeros imaginarios
ndo é apenas um meio, um processo de célculo: muitas vezes os
resultados finais dos problemas sdo numeros imaginarios susceptiveis
de interpretagéo concreta (geralmente como operadores sobre vectores
do plano).

25. Imagindrios de Galois*. Consideremos, novamente, a
equagao:

(1) x3+2x +2=0 no corpo A
Como vimos (n.° 22, ex. 3) tem-se, neste caso:
__9 ‘a2, (P\3_ 7
h="2 +\/(7) +(§)°-2

Mas, como 4 tem apenas uma raiz ctibica em Ag que é 4, a
férmula de Tartaglia d4 apenas uma raiz da equagao:

_ 2

3%z =4-1=3

|

b4

A formula ndo dé a outra raiz (1, dupla), por que a equagéo

(') Numa espécie de caldo, os investigadores mateméticos costumam cha-
mar "truques’ a tais artificios. Mas, aqui, a palavra ‘truque’ ndo tem de modo nenhum
sentido pejorativo. Pelo contrédrio, grandes progressos da ciéncia se devem a tais
truques.
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binémia z3-4 = 0 admite apenas uma raiz em Ag, que é 4. Elimi-
nemos essa raiz pela regra de Ruffini:

1 0 O -4
a 7T 4
4 | 17T 4 1 0

Entdo, vird: z°-4 = (z-4) (z2+4z+7). A origem do fenémeno
estd no facto de a equagdo z2+4z+1 ndo ter solugdo em A.. Com
efeito, o seu discriminante

A=42-34=2

ndo tem raiz quadrada em A.. Mas também os numeros negativos
nao tinham raiz quadrada e nés conseguimos que passassem a té-/a,
ampliando o corpo real com a adjuncdo de numeros imagindrios.
Porque ndo proceder de modo andlogo agora? A situagdo é muito
semelhante. Pretende-se construir um corpo K que verifique as
seguintes condigdes:

1) K é uma extensdo do corpo Aq.
2) A equacio x2 =2 tem, pelo menos, uma solugio em A =

3) Todo o elemento de K é da forma a + bj, em que a,b séo

elementos quaisquer de A e | é uma das raizes da equagédo x2 = 2.

Uma solugdo do problema é constituida, precisamente, por todos
os polinémios lineares em j

a+bj

de coeficientes a,b em A, com a definicdo usual de adi¢do e
com a definicdo de multiplicacdo dada pela seguinte férmula:

(a+bj) (c+dj) = ac + (ad + bc)j + bdj2
= (ac + 2bd) + (ad + bc)ij,
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que resulta de juntar a condigdo j2 = 2 3 definicdo usual. Qualquer
outra solucédo do problema é isomorfa a esta.

~ - 2 -
Uma outra solugdo serd dada pelo conjunto A, com as seguin-
tes definicdes:

(a,b) + (c,d) = (a+c, b+d)
(c,b) - (¢, d) = (ac + 2bd, ad + bc)

identificando-se (1,0) 21 e (0,1) a j.

Como j passa entdo a ser uma raiz quadrada de 2 em K (sendo
a outra —j) podemos designar j por V3. 0 novo corpo, K, poderé
ser designado por A(j) ou por A5(\/§).

E f4cil ver agora que a equacéo

z2244z2+1=0
admite, neste corpo, as duas solugdes
2,=3+3 , z,=3-3]

que sdo portanto, juntamente com 4, as raizes ctbicas de 4 em Ac())
Ora, utilizando estas tré@s raizes cibicas de 4, a férmula de.
Tartaglia ja fornece as raizes 3 e 1 da equagdo (1), existentes em Ag,
como se pode verificar.
Vejamos outro exemplo. A equagio

x3-4=0

ndo tem solugdo nenhuma em A, como se pode verificar. Mas nés
podemos construir um corpo K tal que:

1) K é uma extensao do corpo A.,.
2) A equacio x3 =4 tem, pelo menos, uma solugéo em K.

3) Cada elemento de K é da forma a + by + c62, sendo a, b, c
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elementos arbitrérios de A, e O uma das raizes da equagio
x3=4 em K.

Uma das solu_c;ées do problema é constitulda precisamente pelos
polinémios em 6 de grau £ 2:

a+bb+chp2 , comab,ceA,

com a definicdo usual de adigdo e com a definigdo de multiplicagao
dada pela férmula:

(a+bh+ch2)«(a"+b0+c92) =aa"+ (ab" +a'b)g +
+ (ac’+a c+bb’)o2+ (bc" + b'c)f2 + cc'g? =
= (aa" + 4bc’ + 4b'c) + (ab’ + a'b + 4cc’)f + (ac” + a'c + bb")§?

que resulta de juntar a condigdo 62 = 4 a defini¢do usual de produto
de polindmios.

Uma outra solugdo serd constituida pelo conjunto A?, com as
definigbes:

(abe) + (' bc)=(a+a,b+b,c+¢c)
(a,b,c) « (a',b',c’) = (aa’+4bc'+4b'c,ab’+a'b+4cc’,ac’+a’c+bb’)

Mas todas as solugbes serdo isomorfas entre si.

Os elementos com os quais sdo ampliados os corpos Ap, por
processos anédlogos aos anteriormente indicados, chamam-se imagi-
ndrios de Galois. Por processos semelhantes a estes é sempre possivel
ampliar um corpo K de modo que uma dada equagédo impossivel em
K passe a ter solugdo no novo corpo; este poderd ser sempre consti-
tuido por uma poténcia cartesiana de K, com definigbes adequadas
de soma e de produto. E claro que, se K for finito, qualquer poténcia
Kn, com n €[N, serd também um conjunto finito e, assim, o novo corpo
serd também finito (campo de Galois).
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26. Produtos de factores lineares; f6rmula do binémio.
Consideremos n expressoes

XX X+X opeeei X+ Xp,

em que X,X,,....Xn sdo varidveis num ane/ comutativo A. E fécil ver
que se tem:

(x+x,) (X+x,) = X2+ (X, +X;,) X+ XX,

Para desenvolver o produto (x+x,) (x+x,) (x+x,), bastars
multiplicar o resultado anterior por X+X 5: |

X2 + (X4 + X)X + XX,
X+ Xg

X34+ (X, +X)%x2 + (X,X,)x
Xg X2+ (X X3+ X X3) X+ X X X4

X3 4 (Xq + X + X3) X2+ (X X, + Xq X3 + X X5) X + XX 5X4
Assim:

(X +x) (x+x,) (Xx+x3) =x3+85,x2+S,x+ S,
em que S, =X, +Xy+Xg S, =X X5+ XX+ XX, Sa=X XX,

Analogamente, se obtém:
(x+X%4) (X+x,) (X+x;) (X+x,) = X*+8 x3+85 x2+85 ;x+§,
em que

S, =X +X,+Xg+X,

So=X XX X g+ X X g+ XX 3+ XX 44X X
S =X XX g+ X XX g+ X 1 X gX 4+ XX 5X

S 4=X XX X
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Somos, assim, levados a admitir, por indugdo, que se tem, para
qualquer ne [N:

(1) (x+x,) (xX+x,)...(X+Xp) =x"+8 ; xN—= 148 ,x"~24...+ S, _ ,x+Sp

em que S, é a soma das varidveis x,,X,,....Xn, S, @ soma de todos
os produtos distintos destas varidveis duas a duas, S , a soma de todos
os produtos distintos destas varidveis trés a trés, e assim por diante,
até Sp que é x,X,...xn. A férmula (1) escreve-se abreviadamente

n
(1) kH1 (x+x¢) = Spxn-p

T Ma

o)

onde S, é a soma dos produtos distintos das vardveis x,X.,...Xn
tomadas p a p (se p=23,....,n—1); em particular

n n
So=1, 81 ’=k§1X[( s Sn kl_-[1Xk

A férmula (1) ou (1') pode ser demonstrada pelo METODO
DE INDUCAO MATEMATICA, de que trataremos no 7.° ano.

Visto que estes célculos sdo referidos a um anel comutativo A,
é facil ver que existe uma correspondéncia biunivoca entre os produto-
tos das varidveis X,X.,,...Xn tomadas p a p e as combinagcées das
mesmas varidveis p a p. (Porqué?) Logo o numero desses produ-

tos 6 (g).
Suponhamos, agora, que cada uma das varidveis é substituida
por uma Unica varidvel a (no anel A). Entédo:

1) Cada um dos produtos dessas varidveis p a p tranforma-se
em aP.

2) Sp transforma-se em (g)ap.

n
3) kH1 (x+xk) transforma-se em (x+a)n.
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E facil ver que as conclusdes 2) e 3) sdo validas para todo o
p=0.1,....,n, e todo o n €|N. Por conseguinte, de (1) vem

(2) (x+a)n=x"+nx"— 1+ (T)a2xN—2+... +nan~ "x+an
ou seja, em notagdo mais rigorosa, correspondente a (1°):

n
(2) (x+a)h = = (DaPx"P, ypelN

k=o

E claro que esta férmula (habitualmente chamada FORMULA
DO BINOMIO ou FORMULA DE NEWTON) traduz uma equivaléncia

formal entre os dois membros.

Das férmulas (1) ou (1") é féacil deduzir, atendendo 2 regra dos
sinais:
(3) (x=x,) (x=x,)...(x=Xp)=x"—-8 x"— 1+ S xN—2— _ +(=1)" Sp,

ou seja, em notagdo mais precisa:

n n
(3) II (x-xy)= Z (-1)PSpxn-p
k=1 p=0

onde o simbolo S, mantém o significado anterior.

Daqui, por sua vez, deduz-se:

(4) (x—a)“=x“—nax“"+...+(—1)P(g)apxﬂ‘P...+(—1)"a“, ou, mais

precisamente:
n
(x-a)n = I (-1)P(N)aPxn—Pp
p=0 P

Para exemplos e exercicios sobre a férmula do bindmio, ver
Compéndio de Algebra, 7.° ano (1).

(') Ver nota da pédg. 48.
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27. Decomposicio dum polinémio em factores lineares;
relagcOoes entre as raizes e os coeficientes do polinémio.
Consideremos um polinémio de grau n > 0:

aoX"+a X" 1+...+a8pn—¢X+an

Designemos este polinémio por P(x) e suponhamos que ao,
a,...an $80 numeros complexos quaisquer (reais ou imaginarios,
com ag # 0). Segundo o teorema de D'Alembert (n.°c 25) este poli-
némio tem, pelo menos, uma raiz em (C. Seja x, uma tal raiz; entdo
P(x) é divisivel por x—x,, isto é, existe um polinémio P,(x) de grau
n-1, tal que :

P(x)={x-x,)P,(x)

Ora, se n—1>0, o polinémio P,(x) tem, pelo menos, uma raiz x , em
(C (porqué?) e, portanto, existe um polinémio P,(x) de grau n-2
tal que

P,(x) = (x-x,)P,(x), donde
P(x)=(x=x,) (x=x,)P ,(x)

Raciocinando deste modo, sucessivamente, chega-se & conclusio
de que existem nimeros complexos, X,,X,,....Xn tais que

P(x)=(x=x¢) (x=x5)...(x=xp) Pn(x),

onde Pnh(x) 6 um polinémio de grau n—-n=0. Mas, segundo a regra
de Ruffini, o coeficiente do primeiro termo dos sucessivos polinémios
P, (x).P,(x),....Pn(x) seréd sempre ao. (Porqué?) Logo, sendo Pp(x)
de grau O, este polinémio reduz-se & constante a, © assim

(1) aoX"+a X" 1+, +ap— X+ 8n = 8o(X—X,) (X=X ) ...(X—Xp)
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ou seja, mais precisamente:

n
apX"~P=aq kI_I1 (x~xk)

(1)

i M=

p=0

Assim, o teorema de D’Alembert conduz ao seguinte

TEOREMA: Todo o polinémio de coeficientes no corpo (C admite
uma decomposicéo em factores lineares, do tipo (1) [ou (1")], sendo
80,X y X 5,....Xn NUMeros complexos.

E claro que, segundo o PRINCIPIO DE DECOMPOSIGAOQ,
X¢,X,....Xn S30 as Unicas raizes que o polinémio pode ter em (C.
Alguma dessas ralzes pode aparecer repetida na decomposigao:
chama-se ordem de multiplicidade de uma raiz o nimero y. de vezes
gue essa raiz figura na decomposigdo; a raiz diz-se simples se u=1,
e multipla se u > 1(dupla se p. = 2, tripla se p = 3,...).

Notemos agora que, aplicando a férmula (3') do nidmero ante-
rior, se deduz de (1°):

n n
2 apx"=pP = 2 (-1)PasSpxn—p
p=0 p=o0

Mais precisamente: os dois membros desta Igualdade representam
o mesmo polinémio. Portanto:

ap=(—1)PaoSp, donde:

a
(2) S,9=(--1)p ap ,parap=1,2,...,n
0
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Séo estas as formulas que relacionam as ralfzes de polinémio
P(x) com os seus coeficientes. Em particular:

a,
Se=X +X,+..+Xn=—
do
an
Sn=XX5...Xp = (—1)"—
do

Ja tinhamos encontrado estas férmulas no caso particular n=2
(equagdo do 2.° grau).

EXEMPLOS:

I. Seja o polinémio 3x4—3x2-6. Para achar as suas ralzes'
podemos recorrer a um truque muito simples que consiste em por
x2=y. Entdo o polinémio dado transforma-se no polinémio do
2.° grau 3y2—3y—6, cujas raizes sdo y,=2, y,=-1. Assim, é facil ver
que as raizes do polinémio dado sdo as raizes quadradas de 2 e de —1:

Xy=VZ, Xp=-V2Z, Xy=i, Xz=-I

Portanto:
(1) 3x4-3x2-6 = 3(x-V2) (x+V2) (x=i) (x+i)
Diremos que os ndmeros V2, V2, i, —i, sdo todos raizes simples

do polinédmio dado, porque cada um deles figura uma Gnica vez na
decomposigédo (1).
E f4cil ver que neste S,=0, S,=-1, $;=0, S,=-2.

Il Seja o polinémio 4x4—-8x2+4. Por um truque anélogo ao
anterior, este transforma-se no polinémio 4y2-8y+4, que admite a
raiz dupla 1, isto é: 4y2—-8y+4=4(y—1) 2. Entdo é facil ver que

4x4—-8x2+4=4(x—1) 2 (x+1) 2
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Diremos que 1 e —1 sdo raizes duplas do polinémio dado, porque
cada uma delas figura duas vezes na decomposi¢do. Neste caso, tem-se:

S,=S;=0, S,=-2, S,=1
IIl. Seja o polinémio x4—3x3+3x2-x. E f4cil ver que
X4-3x3+3x2-x = x(x-1)3 = (x-0) (x-1)3

Diremos, entdo, que O é uma raiz simples e 1 uma raiz trip/a do
polinémio: a primeira figura uma s6 vez e a segunda figura 3 vezes
na decomposicdo. Neste caso, temos S$1=3, §,=3, S3=1, §,=0.

28. Principios das identidades; factorizacdo dum poli-
némio num corpo qualquer. Consideremos, agora, um corpo K
qualquer.

TEOREMA. Um polinémio de grau n superior a zero ndo pode
ter mais de n raizes diferentes em K.

Demonstragao:

Seja P(x) um polinémio relativo a K, de grau n> 0, e suponha-
mos que P(x) tem, pelo menos, n raizes diferentes, x,,....Xn, em K.
Entdo existe um polindmio P4(x) relativo a K, de grau n-1, tal que

P(x) = (x—x4)P,(x) (Porqué?)

Ora, supondo n> 1, tem-se P(x,)=(x,~X,)P,(x;)=0 (porqué?)
® como X, # X,, por hipétese, segue-se que P,(x,) = 0. (Porqué?)
Logo, existe um polinémio P, (x) relativo a K, de grau n-2, tal que

P,(x) = (x=x,)P,(x) (Porqué?)
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Raciocinando assim, sucessivamente, conclui-se, como no
nimero anterior, que

P(x) = ao(x—x,) (x—X,)...(X—Xp),

em que a, € o coeficiente do termo de grau n em P(x).
Seja, agora, c um elemento de K diferente dos elementos x,,...,Xn.

Entdo, como ag # 0 (porqué?) tem-se:
P(x) = ag(c—x,) (c=x,)...(c=xn)#0 (Porqué?)
Por conseguinte, P(x) ndo pode ter em K mais do que n raizes

distintas, X4, X2, ..., Xn
Daqui se deduz como corolério o seguinte

PRINCIPIO DAS IDENTIDADES: Se dois polinémios em X,
relativos a K, de grau ndo superior a m, tomam o mesmo valor para
mais de m valores da varidvel x em K, esses polinémios sdo idénticos
(e, portanto, equivalentes).

Demonstragao:
Se A(x) e B(x) sdo dois polinémios de grau ndo superior a

m, podemos escrevé-los sob a forma

A(X) =agXM+ axM™ 1 4+ ... 4+ am-1X+ am.
B(X) = boxm + b1xm-1 LT bm-1x + bm.

sem ser necessariamente ag # 0, by # 0. Suponhamos que estes
polinémios tomam o mesmos valor para mais de m valores de x em K.
Entdo, o polinémio

P(x) = (ap — bo)x™M + (a; —b1)x™-1 + ... + (am~bm)

tem grau ndo superior a m e anula-se para mais de m valores de x
em K. Ora, segundo o teorema, isto é impossivel se o grau do
polinémio P(x) fosse >0. Logo, o grau de P(x) é zero, isto é:

ao—bo=0, a1—b1 T ¢ VR am-1 —bm-1 =0,
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e, sendo assim, também terd de ser aj—bm =0, de contrério P(x)
ndo se anularia para nenhum valor de x. Portanto ap =bo, a1=b1, ...,
am = bm, 0 que significa precisamente que os polinédmios A(x) e
B(x) sdo idénticos.

COROLARIO. Se o corpo K é infinito, dois polinémios relativos
a K que sejam equivalentes sao necessariamente idénticos.

Com efeito, sejam A(x) e B(x) dois polinémios relativos a K
e suponhamos que K tem uma infinidade de elementos (por
exemplo K=(Q, K=IR ou K=(C). Entdo, se A(x) e B(x) sdo equivalen-
tes, tomam o mesmo valor para uma infinidade de valores diferentes
de x em K (porqué?) e, portanto, para um nimero de valores superior
aos seus graus. Logo, segundo o PRINCIPIO DAS IDENTIDADES,
sdo idénticos.

Note-se que este coroldrio nao é vilido se K é finito. Por
exemplo, em As os polinémios
x54+2x3-1 e 2x3+x-1
sdo equivalentes (como se pode verificar) e, contudo, ndo sao
idénticos.
Note-se, ainda, que os teoremas agora demonstrados séo inde-

pendentes do teorema de D'Alembert (que diz respeito sé ao corpo (C).

» Diz-se que um polinémio A(x) relativo a K é completamente
resolivel em K, quando admite uma decomposicdo em factores
lineares em K, isto é, uma decomposigdo do tipo

P(x) =ap (X = X1) (X = X2) ... (X = Xp),

em que ap 6 o coeficiente do termo de grau n de P(x) e x4, X2,....Xn
sdo elementos de K, raizes de P(x). Nesta hipétese, pode acontecer,
em particular, que alguma destas raizes aparec¢a repetida (raiz maltipla),
mas em qualquer caso é fécil reconhecer que o polinémio ndo admite
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outras raizes em K. Também se prova que o niimero de vezes que cada
raiz aparece numa tal decomposicdo (chamado ordem de multipli-
cidade da raiz) é determinado, isto é, ndo depende do modo como se
chega 3 decomposicao. Uma raiz diz-se simples se a sua ordem
de multiplicidade é 1.

Finalmente, prova-se em matemaética superior o seguinte teorema:

Qualquer que seja o corpo K, é possivel construir, para cada poli-
némio P(x) de coeficientes em K, um corpo K,' extensao de K, tal
que P(x) seja completamente resoluvel em K'. Os corpos minimos
que verificam esta condigao sdo todos isomorfos entre si.

29. Resolubilidade algébrica e resolucdo numeérica de
equacgdes algébricas. Vimos, atrds, que existem férmulas resol-
ventes para equac¢des quadriticas e equagdes clbicas, as quais per-
mitem calcular todas as raizes da equa¢do por meio de um certo
nimero de opera¢des — subtracgdes, multiplicagoes, divisGes e extrac-
goes de raiz — efectuadas a partir dos coeficientes da equagdao (em
corpos de caracteristica diferente de 2 e de 3, em que a equagao seja
completamente resollvel). Exprime-se este facto dizendo que a
equagdo geral do 2.° grau e a equagdo geral do 3.° grau sido
resoliveis algebricamente (ou resoliveis por meio de radicais); e
prova-se que a equacao geral do 4.° grau também & resoluvel algebri-
camente (nos referidos corpos).

Em principios do século passado, o matemético noruegués
NIELS ABEL demonstrou que a equacdo geral do 5.° grau ndo é
resoltivel algebricamente. H4, no entanto, tipos particulares de equac¢des
algébricas, mesmo de grau superior ao quinto, que sdo resollveis
algebricamente como, por exemplo, os seguintes:

(1) ax?P + bxP+¢c=0
(2) ax3P + bx2P + cxP+d =0
(3) ax4P + bx3P + cx2P +dxP+e=0
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Com efeito, pondo xP =y, a primeira reduz-se a8 equagdo do
2.° grau ay2+by+c¢=0 e facilmente se reconhece que as suas solu-
¢Oes sdo dadas pela férmula

=‘i/ _ P/ —-b+yb2-4ac
L 2a

J& no ndmero anterior vimos exemplos de equagdes deste tipo,
com p=2:

ax4+bx?2+c=0 (chamam-se equagdes biquadradas)

Para as equacgOes dos tipos (3) e (4) as consideragfes sdo
analogas.
Surge, assim, o problema:

Saber se um dado tipo de equagées algébricas é ou néo resoluvel
por meio de radicais e achar a correspondente férmula de resolugao
algébrica no caso afirmativo.

A resolugdo deste problema encontra-se na dificil teoria da reso-
lubilidade algébrica de GALOIS, a que ja temos feito referéncia.
Sédo subprodutos importantissimos desta teoria os conceitos de gru-
po e de corpo, que tém numerosas aplicagoes em vérios ramos da
matematica e da fisica.

Na pratica, quando é dada uma equagao algébrica de grau supe-
rior ao segundo, cujos coeficientes sejam numeros, prefere-se geral-
mente recorrer a certos métodos de aproximagbes excessivas que
permitem calcular as raizes com o grau de aproximag¢ao que se dese-
jar. Esses métodos sdo quase sempre muito trabalhosos quando nao
se dispbe de boas maquinas de calcular. Porém, um computador
electrénico potente permite efectuar, com grande rapidez, os calculos
exigidos por esses métodos: por exemplo, as raizes duma equagao
do 6.° grau poderdao ser entdo calculadas em média num minuto,
com 12 algarismos exactos (partes reais e coeficientes de i no caso
das ralzes imagindrias).
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Tais métodos, que se estudam em matemética superior, sdo cha-
mados métodos de resolugdo numérica e fazem parte dum ramo
da matematica moderna que tem tomado grande incremento com o
uso dos computadores electrénicos: a ANALISE NUMERICA.

30. Exemplo de um anel ndo comutativo (a Glgebra dos
quaternidoes). A &lgebra dos quaternides é um primeiro exemplo
histérico de anel ndo comutativo, introduzido pelo grande matemético
e fisico irlandés HAMILTON, do século passado, que aplicou essa
estrutura em véarias questées de mecdnica e de electromagnetismo.
Consideremos o seguinte problema:

Construir um anel |H que verifique as seguintes condigdes:

1) IH contém IR, e a adicdo e a multiplicacio em |H sédo
extensoes das operagcdoes homdénimas em |R.

2) Existem trés elementos i, j, k de |H tais que:
i2=j2=k2=—1
ij=k, jk=i, ki=j
ji==k, ki=—i, ik=~]

3) Todo o elemento de |H é da forma

a+bi+cj+dk, com a,b,c.d € IR
4) a+bi+cj+dk=0 = a=b=c=d=0, Vab,c,d, €IR.

Mais uma vez podemos seguir o METODO DO PROBLEMA
RESOLVIDO: suponhamos que existe um anel |{H nas referidas con-
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dicdes. Entdo é f4cil ver que, sendo a,b,c,d nlimeros reais quaisquer,
se tem:

a+bi+cj+dk = a"+b'i+cj+d'k, sse a=a" A b=b" A c=c¢" A d=d,
(a+bi+cj+dk)+(a"+b'i+c’'j+d’k) = (a+a’)+(b+b")i+(c+c")j+(d+d)k,
(a+bi+cj+dk) (a'+b'i+c’j+d’k) = (aa"—bb’'—cc’'~dd’) +

+ (ab’+a’b+cd’-c'd)i +

+ (ac’+a’'c+b’'d-bd’)j +

+ (ad'+a'd+bc’—b'c)k.

Estes resultados indicam-nos uma solugdo para o problema, que
pode ser constituida pelo conjunto IR4 com as operagbes de
adigdo e multiplicagdo assim definidas:

(a,b,cd) + (a',b'.,c',d) = (a+a’, b+b’, ct+c’, d+d’)
(abecd) . (a'b',c',d) = (aa'-bb’'—¢cc’'—dd’, ab’+a'b+cd’-c'd,
ac’+a'c+b’'d-bd’, ad’+a'd+bc’~b'c).

Pode verificar-se que, com estas definigées, IR4 é realments um
anel que verifica as condigdes do problema, uma vez que se identifique
cada nimero real a ao quaterno {a,0,0,0,) e se ponha, por exemplo,
i=(0,1,0,0,), j=(0,0,1,0), k=(0,0,0,1). Podemos, pois, tomar |IH=|R4
com as referidas definicdes. Como os elementos de |[R4 sdo quaternos
de ndmeros reais, os elementos de |H receberam a designagdo de
quaternioes (de Hamilton). Por sua vez, o anel IH & chamado
dlgebra dos quaternides.

Para ver que este anel nao é comutativo, basta notar que se tem,
por exemplo, ij=k, ji= -k, e, portanto, ij#ji; de contrério seria k=0, o
que nio € verdade. Porqué?

Por outro lado, como

(a+bi+cj+dk) (a—bi—cj—dk) = a2+b2+c2+d?,
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vé-se que todo o quaternido a+bi+cj+dk diferente de zero é regular,
sendo, entdo: "

a—bi-cj —-dk
a2+b2+c2+d?

(a+bi+cj+dk)-" =

Por conseguinte, IH é um anel de divisdo (pag. 93). Sé /he
falta ser comutativo para ser um corpo ().
Finalmente, é facil verificar que:

A élgebra dos quaternibes contém trés subcorpos isomorfos ao
corpo (C constituldos, respectivamente, pelos quaterniées das formas:

a+bi, a+bj, atck , comabelR

Podemos, pois, identificar (C a um destes corpos, por exemplo ao
primeiro, e dizer assim que o anel/ |H contém (C como subcorpo.

Vamos ver que existe uma infinidade de corpos nao isomorfos
entre si, que contém (C como subcorpo.

31. Corpos de funcoes racionais. Para fixar ideias, vamos
limitar o nosso estudo ao caso de fungdes racionais relativas ao
corpo (C. Mas, as consideragbes que vao seguir-se continuam a
ser vélidas, substituindo (C por um corpo infinito qualquer (por
exemplo (Q ou IR).

Comecemos por considerar a expressao

X2
X2—4

sendo x uma varidvel em (C. Essa fraccdo define uma fun¢ao no con-

(') Alguns autores chamam ‘corpos’ aos anéis de divisdo e ‘corpos comu-
tativos’ aos anéis de divisdo comutativos (portanto aos corpos segundo a nossa
terminologia).
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junto dos niimeros complexos que ndo anulam o denominador. Ora, as
raizes de x2—-4 sdo 2 e —2, e uma destas — o nimero 2 — também
anula o numerador. Assim, ambos os termos da frac¢do sdo divisiveis
por x-2 e, portanto, vira:

x=2 (x=2) (x-2)-* 1
x2-4 (x2-4) (x-2)"" " x+2

para todo o x # 2 e todo o x # — 2. (Porqué?)

Quer isto dizer que as duas fracgdes

Xx— 2 e 1
x2—-4 X+ 2

sdo equivalentes no conjunto dos valores complexos de x diferentes
de 2 e de —2. Nenhuma delas é definida para x=— 2. Porém, a segundé
toma o valor 1/4 para x=2, enquanto a primeira ndo é af definida.
Com efeito, a substituicdo de x por 2 nessa fracgdo conduz 3 expressao
0/0, a que chamaremos ‘simbolo de indeterminagédo’, visto que qual-
quer niimero x verifica a condi¢do 0. x = 0.

Vejamos um outro exemplo. Seja’ a expressdo

X3 _-3x2+4
() x3-bx2+8x—-4

Ambos os termos desta fraccdo se anulam para x = 2 e, portanto,
ambos sdo divisiveis por x — 2. Dividindo os dois termos por x - 2
segundo a regra de Ruffini, obtém-se a fracg¢édo

X2 -_x-2
X2 —-3x+ 2

que é equivalente a primeira no conjunto dos valores de x que nao
anulam o denominador da primeira. Porqué? Mas os dois termos
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da nova fraccdo ainda se anulam para x = 2; dividindo-os por x—-2,
obtém-se finalmente a fraccao

X + 1

“ x=1

O denominador desta tem como Unica raiz o nimero 1, que
j@ ndo anula o numerador. Portanto, o dominio de existéncia desta
expressdo é o conjunto dos valores de x diferentes de 1. Para x = 2,
a expressdo (2) toma o valor 3, enquanto a expressao (1) assume a
indeterminacdo 0/0. No entanto, as duas expressoes sdo equivalentes
no conjunto dos valores de x diferentes de 1 e de 2.

Vejamos um terceiro exemplo. Os dois termos da fracgédo

5x + 15
(3) 5 >
x3 +bx2+3x-9
anulam-se para x = — 3. Dividindo-os por x + 3, obtém-se a frac¢cao
5
4
(4) X2+ 2x -3
cujos termos ja ndao se anulam simultaneamente para x = — 3. No
entanto, tal como a primeira, esta fraccdo continua a nao ser definida
para x = — 3. Com efeito, substituindo x por — 3, esta conduz a expres-

sdo 5/0 que nao tem significado em (C, pois ndo existe nenhum nimero
x tal que 0-x=5. As expressbes do tipo a/0, em que a é um
nimero # 0, sdo chamados simbolos de impossibifidade (visto que
a divisé@o por 0 neste caso é impossivel) ; veremos mais tarde como estes
simbolos podem ser interpretados na teoria dos limites. Assim, em
conclusdo, vemos que as expressoes (3) e (4) tém o mesmo dominio
de existéncia, constituido pelos nimeros diferentes de —3 e de 1,
e sdo ai equivalentes, definindo, portanto, a mesma funcéo.
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Note-se que as trés fraccbes a que chegamos

1 X+ 1 5
x -1 X2+ 2x -3

ja ndo podem simplificar-se mais, visto que os termos ndo tém raizes
comuns: diremos, por isso, que sdo Jrredutiveis. Pois bem:

DEFINICAO. Chama-se funcdo racional (relativa a (C) toda a
funcédo que possa ser representada por uma fracgédo do tipo

agXM + a1xM-1 + ., + am-1X + am
box + b1xN=1 + ... + bp.1x + by,

cujos termos sejam polinémios de coeficiente em (C sem raizes comuns
(fraccéo irredutivel) (). '
A (x) C(x)
B (x) D (x)
deste tipo, se tem, para todo o valor de x que ndo anule nenhum
denominador:

E facil reconhecer que, sendo duas fraccGes

A(x) " C(x)  A(xX)D(x) £ B(x)C(x)
B(x) — D(x) B (x) D (X)

Ax)  C(x) _ A(x)-C(x)

L B " D - B()-D(X)

A(x) C(x)  A(x)-D(x)
B(x) / D(x)  B(x) « C(X)

1. [com C(x) s O].

Pode acontecer, em particular, que os dois termos de alguma frac-
cao do segundo membro tenham raizes comuns (fraccéo redutivel).
Porém, aplicando sucessivamente a regra de Ruffini tal como foi

(') Estd, portanto, automaticamente excluido o caso em que o denominador
se reduz ao polinémio zero.
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indicado nos exemplos anteriores, chega-se sempre a uma frac¢ao
irredutivel. |

Designaremos por (C(x) o conjunto de todas as funcées racionais
de uma varidvel relativas a (C. As consideragdes anteriores con-
duzem facilmente & seguinte conclusao:

TEOREMA. O conjunto (C(x) constitui um corpo, relativamente
as operacbes de adicao e de multiplicacdo definidas pelas férmulas
| e Il, supondo que os sequndos membros sdo substituidos pelas frac-
coes irredutfveis correspondentes, se acaso néo forem ja irredutiveis.

Notemos, agora, que entre as fracgdes A(x)/B(x), cujos termos sdo
polinémios em x (de coeficientes em (C), figuram aquelas em que o
polinémio denominador B(x) se reduz a uma constante k # 0. Nesse
caso, supondo A(x) = Zg apxn-P, tem-se, evidentemente:

Ax a a an.- a
()"‘ox"+—1—x“"1+...+ n1x+ n

B(x)  k k k k

e, portanto, a funcdo definida pela fracgdo reduz-se a uma fungéo
racfonal inteira, pois que pode ser definida por um polinémio.

Assim, entre as fungdes racionais figuram as fungdes racionais
inteiras, também chamadas fungées polinomiais. As fungdes racionais
que nao sao inteiras dizem-se fracciondrias.

Mas, segundo o coroldrio do PRINCIPIO DAS 'IDENTIDADES,
dois polinémios em x relativos a (C sdo idénticos, sse sdo equivalentes
(isto &, sse definem a mesma funcao). Portanto, existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre tais polindmios e as funcdes que eles
representam. Por outro lado, a soma e o produto de dois polindmios
foram definidos de modo a representarem, precisamente, a soma e o
produto das fungées definidas por esses polindmios. Assim, em con-
clusao: '

TEOREMA. O anel (C[x] dos polinémios relativos a (C é
isomorfo ao subanel do corpo (C(x), constituldo pelas fungdes
racionais inteiras.
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Podemos, com base neste teorema, identificar (C[x] ao referido
anel das func¢des racionais inteiras, de modo que ficard (C[x] a ser
um subanel do corpo (C(x). Como, por sua vez, o corpo (C é isomorfo
ao subcorpo do anel (C[x] constituido pelos polinémios de grau
zero, vemos que:

COROLARIO. O corpo (C(x) pode ser considerado como uma
extensdo do corpo complexo.

Temos, assim, duas sucessivas extensbes de (C:
(C <= (C[x] = (C(x)

sendo a primeira extensdo o anel (C[x] dos polinémios e a segunda
o corpo (C(x) das funges racionais. |

Note-se que, em vez de fungdes racionais de uma sé varidvel,
podiamos considerar fungoes racionais de duas varidveis, trés varia-
veis, etc., como, por exemplo, as que sdo representadas pelas expres-
sOes:

3 Xy+xz+yz
Xx=y ' x2+y24z2

, etc.

Podemos, assim, definir uma infinidade de corpos, (C(xy),
(C(x,y.2), etc., gue séo extensdes de (C ndo isomorfas entre si,
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NOTA. Mesmo que dois polinémios A(x) e B(x) tenham
raizes comuns, podemos falar da fungédo racional representada pela
fraccdo A(x)/B(x), como sendo a funcédo definida pela fraccéo irre-
dutivel correspondente, desde que B(x) ndo seja o polinédmio zero.

32. Funcoes homograficas. Consideremos a funcédo xuy
em que:
¥+
x+2

(1) y= sendo (C o universo.

Trata-se, como é facil ver, de uma funcédo racional fracciondria,
que tem por dominio {x:x # — 2 }. Vamos limitar o seu estudo ao
universo |R (funcdo real de variavel real), com o fim de obter o seu
gréfico. E f4cil ver que

x+1 1 1 5
x+2 x+2 ' X =&
e, portanto,
A | 1
Y= s oY 1="233

Entdo, feita a substituicédo

y-1=Y, x+2=X
ou seja

vy=Y+1 , x=X-=-2,

vé-se que se passa do grafico da equacdo Y = — 1/X para o gréfico
da equacgdo (1), mediante uma translacdo que leva a origem para o
ponto (-2, 1). Ora, ja sabemos que o grafico da funcdo —1/X é uma
hipérbole equilatera que tem por assimptotas os eixos coordenados.
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Portanto, o grafico da fungao dada é uma hipérbole equilatera que
tem por assimptotas as rectas x= -2 ey = 1.

DEFINICAO. Chama-se funcdo homogréfica toda a funcdo
X tal que
UY q

(2) y=CX+a

ax+b

sendo a,b,c,d numeros complexos tais que ad—bc#0.

Dois casos ha a distinguir nesta definicdo:

1.0 caso. ¢ =0. Entdo, terd de ser d # 0;: de contrdrio seria
ad—bc=0. Portanto:

ax+ b ax+ b b
X+ =

a
cx +d d d d

il

Trata-se pois, neste caso, de uma funcéao linear, cujo gréfico é uma
recta, quando a, b,c,d €IR e X, y sao variaveis reais.

2.° caso. c # 0. Entdo o denominador tem uma raiz, x = — d/c,

i = . ad
e esta nao anula o numerador, de contrario seria e b=0, o
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que, multiplicando por - ¢, daria ad — bc = 0. Logo, a fungdo ndo
se reduz, neste caso, a uma func¢do linear: é uma fungao fraccio-
néria, a que chamaremos ‘funcdo homogréfica nao degenerada’.
E f4cil verificar que se tem, neste caso:

ax+b_ a ad - bc
cx+d ¢ cx + d

e, portanto:
_ax+b a_bc-ad
Yo ex+d - Y ¢ T ex+ d

Suponhamos, agora, que a, b, c,d, €IR e que x, y sdo variveis
reais. As consideragdes anteriores mostram que, pondo:

a d bc — ad
—mk =_=h, =m,
c c c

vy-k=Y, x—-h=X,

se passa do gréfico de Y = m/X para o gréfico de (2) mediante uma
translagdo, que leva a origem para o ponto (h, k). Por conseguinte:

O gréfico da funcdo homogréfica ndao degenerada defi-

nida por (2), no caso real, é uma hipérbole equilitera que

. d
tem por assimptotas as rectas X =~ - €Y = .

33. Algebras de Boole. Consideremos o conjunto £ dos
valores l6gicos V, F, com as opéragées de cohjung:éo e disjungé’b;
J& sabemos que a disjun¢do a\/ b também se chama soma légica
de a com b e se representa por a + b; e que a conjungédo a /A b tam-
bém se chama produto Iégico de a por b e se representa por a-b
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ou ab. Porém, o termo ordenado (.2, +, -) ndo é um ane,
porque o par ordenado (£, +) ndo é um grupo. (Porqué?) ()

Consideremos, agora, o conjunto € de todos os subconjuntos
dum universo U, com as operagées de reunidao e de intersecgao.
A reunido A U B também se chama soma légica de A com B e
se representa por A + B; e a intersecgdo AN B também se chama
produto Ilégico de A por B e se representa por A+«B ou AB. Mas
o terno ordenado @, +, -) ndo é um anel porque o par ordenado
(@, +) ndo é um grupo. (Porqué?)

No entanto, vimos que, tanto num caso como no outro, as
operagoes consideradas tém um conjunto importante de propriedades.

DEFINICAO. Chama-se &lgebra de Boole todo o terno orde-
nado constitufdo por um conjunto A, com mais de um elemento, e
por duas operacoes, que podem chamar-se adicdao (+) e multipli-
cacao ( +), tais que:

1) (A, +) e (A, -) sdo semigrupos comutativos, com elementos
neutros, respectivamente 0 e 1:

a+0=a a-1=a VacA

2) A operagdo - é distributiva em relacdo a operacéo +, e vice-
-versa, isto é:

as(b+c)=(a-b) +(a-c)
a+(b-c)=(a+b) - (atc) | 7 >DCEA

[Quando néo haja perigo de confusdo, a primeira destas férmulas
pode ser escrita, como no caso dos anéis, omitindo os parénteses do
segundo membro: a - (b+c) =a-b+a-c].

(') Recordemos que o par (.-Q. » ) também ndo 6 um grupo.
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3) Para todo o elemento a de A, existe um e um s6 elemento
x de A, tal que

a+x=1Aax=0(")

Chamaremos complementar de a (ou contrério de a) e repre-
sentaremos por a (ler ‘'ndo &’ ou ‘a til’) o elemento X cuja existéncia
e unicidade sdo postuladas em 3). Sera, pois, por definicéo:

d=1x (a+x=1 Aax=0)
e, portanto:

a+a=1AMNa-4=0 VacA

Veremos nos exercicios que & nunca é —a nem a- .

Desde logo se reconhece que (£, +,-) e (@, +, - ) sdo é4lgebras
de Boole.

Daqui por diante, designaremos por A uma dlgebra de Boole
qualquer.

Notemos, desde ja, que as condicbes 1), 2) e 3) da definicao
anterior (chamadas ‘axiomas’ ou ‘postulados’ da teoria das algebras
de Boole) sdo simétricas relativamente as operacoes + e -, isto €,
convertem-se em proposicoes equivalentes quando se substitui
+ por -, e vice-versa. Daqui resulta o seguinte

PRINCIiPIO DE DUALIDADE: Tode o teorema relativo a élge-
bras de Boole, enunciado em termos de adicdo (+) e/ou multipli-
cacgdo ( - ), continua a ser verdadeiro, trocando entre si estas opera-
coes (e, portanto, os respectivos elementos neutros, 0 e 1).

TEOREMA 1 (Propriedade da Idempoténcia). Tem-se:

) a+a=a, 1) a-a=a, VacA

(') Transcreva esta condigdo 3) em simbolos de légica matematica.
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Demonstragdo. Provemos Il):

Visto que A é uma 4&lgebra de Boole, tem-se (justifique as
sucessivas passagens):

a=a-1=a-(a+8@8 =aa+ad=aa+0=aa,

donde: a-a =a, Va €A. Daqui, por sua vez, deduz-se ), aplicando
o PRINCI[PIO DE DUALIDADE.

TEOREMA 2. O elemento neutro da adicdo é elemento absor-
vente da multiplicagdo, e vice-versa, isto é, tem-se:

) a-0=0, N a+1=1, VaeA

Demonstracdo. Provemos [):

Qualquer que seja a € A, tem-se (prove as sucessivas passa-
gens):

O=a4 donde a-0=a(ad) =(aa)a=aa=0

e, portanto, a-0=0, VaeA. Daqui se deduz !l), aplicando o
PRINCIPIO DE DUALIDADE.

TEOREMA 3. O simbolo ~ designa uma aplicacdo biunivoca
a A a do conjunto A sobre si mesmo, cuja inversa é a prépria apli-

cagao, isto é,
d=a , YacA

Demonstracéo:

Segundo a condigdo 3) da definicdo de ‘digebra de Boole’, a
cada elemento x de A corresponde um e um sd elemento y de
A tal que (1)

(1) X+y=1Axy=0

(1) E claro que estamos aqui aplicando ao axioma 3) o PRINCIPIO DE
SUBSTITUIGAO DE VARIAVEIS APARENTES (p4g. 71, 1.° tomo).
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escrevendo-se, entdo: y = X. Fica, portanto, assim definida uma apli-

cagao xuy do conjunto A em si mesmo. Mas, pela mesma razdo,

a cada elemento y de A, corresponde um e um s6 elemento x de A
tal que

v+x=1Ayx=0,

0 que equivale a (1) (porqué?), sendo x = y.
Em resumo:
X+y=1Ayx=0< y=x< x=y, VX, YEA

Ora, isto significa que a correspondéncia xuf( é uma aplicagao

biunivoca de A sobre si mesmo e que a inversa é a mesma aplicagéo,
isto é: X = X, V X €A.

DEFINICAOQ. Chama-se involugcdo dum conjunto M toda a apli-
cacdo biunivoca f de M sobre si mesmo, tal que -1 =1, isto é, tal
que f2 =1,

Assim, o teorema 3 pode exprimir-se dizendo:

TEOREMA 3a. O simbolo ~ designa uma involugédo de A.

Na definicdo deste operador, segundo a férmula
a+éd=1Aad=0,

vé-se imediatamente, atendendo a comutatividade da conjuncgéao,
que a troca de + com - e de 1 com O conduz a uma definigao
equivalente. Assim, concluimos:

PRINCIPIO DE DUALIDADE (2.2 FORMA). Todo o teorema
refativo a uma &lgebra de Boole A, em termos de adicdo (+),
multiplicacdo (-) e/ou complementacédo (~), continua a ser ver-
dadeiro, trocando entre si as duas primeiras operagdes (e, portanto,
os respectivos elementos neutros) e mantendo a terceira operagao.
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Por outro lado:

TEOREMA 4 (1.2s Leis de De Morgan). Tem-se:

Ve

) a+b=&-6 , ) a-b=&+H , Vab eA

Demonstracao. Provemos 1):
Tem-se primeiro (justifique):

(a+b) (8b) = a(ab) + b(ab) = (ad)b + (bb)a =0+b + 0-4=0+0=0

Tem-se, por outro lado (justifique) (1):

(a+b) + (8- b) =[(a+b) + a] - [(a+b) +b] = [(a+8)+b] - [a+(b+b)]
= (1+b) (a+1) =1-1=1

Por conseguinte:

(a+b) + (ab) =1 A (a+b) « (8b) =0 , Va,b €A,

o que significaque ab=a+b, VabeA

Daqui, por sua vez, deduz-se a+ b =ab, Va, beA, aplicando
o PRINCIPIO DE DUALIDADE (2.2 FORMA).

ESCOLIO. A conjungcéo dos teoremas 3 e 4 pode enunciar-se
dizendo que o operador ~ é, ao mesmo tempo, um isomorfismo do
semigrupo (A, +) sobre o semigrupo (A, +) e deste sobre aquele.
Poderiamos também dizer que é um isomorfismo da 4/gebra de Boole
(A, +, « ) sobre a dlgebra de Boole (A, -, +) (chamado ‘anti-automor-
fismo' destas 4/gebras de Boole).

(') E claro que estamos aqui aplicando ao axioma 3) o PRINCIPIO DE
SUBSTITUIGAO DE VARIAVEIS APARENTES (pég. 71, 1.° tomo).
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NOTA. Muitas vezes as duas operagbes binérias de uma élgebra de Booje
sdo designadas pelos simoblos A e \/ (ou vice-versa) e o complementar dum
elemento a também & designado por uma das notagdes ~ a, a’, a ou aC,
Todavia, em vérias aplicagGes das dlgebras de Boole, nomeadamente a circuitos
eléctricos, as notagdes aditiva e multiplicativa sdo as mais cOmodas.

Ja no capitulo 1 vimos como a teoria das Algebras de Boole se
aplica a circuitos eléctricos. Neste caso, trata-se normalmente duma
dlgebra de Boole com dois elementos, que sdo precisamente 0 (ele-
mento neutro da adicdo) e 1 (elemento neutro da multilpicacdo),
sendo o primeiro interpretado como auséncia de corrente e o segundo
como passagem de corrente.

Os problemas que geralmente se péem nestas aplicacOes das
algebras de Boole sdo problemas de minimizacéo de circuitos, de que
ja falamos no Cap. |, pég. 29, 1.° tomo. Tais problemas surgem
nido s6 a propdsito de computadores, mas ainda em vérios outros
tipos de projectos de engenharia electrotécnica (p. ex. a propésito de
instalagbes de ascensores, de redes telefénicas ou de distribuicdo
de energia eléctrica, etc.). Ha hoje técnicos — chamados ‘'TECNICOS
DE AUTOMAGAO’ —que se especializam precisamente neste género
de problemas.

Uma das mais curiosas aplicagGes da algebra de Boole estd na
possibilidade de reduzir raciocinios dedutivos a célculos algébricos,
executdveis por meio de méaquinas. Estd assim finalmente realizada,
nas suas devidas propor¢des, uma ideia concebida, hé trés séculos,
pelo grande matemético e filésofo Leibnitz.

Como vimos, o protétipo do silogismo aristotélico é baseado na
propriedade transitiva da relagdo de inclusdo entre conjuntos:

AcBABcC = AcC

Ora, a relagdo de inclusdo pode ser definida em termos de
‘produto l6gico’ ou de ‘soma l6gica’. Por exemplo, tem-se (prove):

(1) AcB< AB=A , Ac B« AB=0
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Utilizando a segunda férmula, a propriedade transitiva da inducéo
assume o aspecto

AB=0ABE=0= AC=0,

propriedade esta que pode ser deduzida dos axiomas das algebras
de Boole (). Ora, como se vé, a conclusio AC =0 deduz-se das
premissas AB =0, BC = 0, multiplicando estas equacdes ordenada-
mente, o que da

AB.-BC=0,

e suprimindo em seguida os factores complementares B e B. E claro
que esta regra pratica se pode estender a qualquer numero de pre-
missas, e inclui, como casos particulares, os tipos cldssicos de silo-
gismos da [ldgica aristotélica.

Vamos dar um exemplo recreativo apresentado pelo matematico
e escritor inglés LEWIS CARROL, do século passado, autor da obra
célebre ‘Alice no Pais das Maravilhas" e dum livro sobre Ldgica
Simbdlica (2). Consideremos os seguintes conjuntos:

= { homens que vdo a uma recepgao }

= { homens que se penteiam bem }

= {homens que cuidam do seu aspecto }
{ homens desmazelados }

= {fumadores de 6pio }

= { homens que usam luvas brancas }

W rmgX>» UV X
Il

= { homens que sdo senhores de si }

(1) E mais facil deduzi-la, provando primeiro que AB=0<-AB=A e,
em seguida que AB=A /A BC=B = AC = A.

(2) LEWIS CARROL (pseudénimo de '‘DODGSON’) ensinou na Univer-
sidade de Oxford. Teve um excepcional talento em combinar a ciéncia com o
sentido do humor.
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Posto isto, L. CARROL apresenta as seguintes premissas:

1. Nenhum homem vai a uma recepgcdo sem se pentear bem:
RP = 0 (isto &, ‘ir a uma recepcdo e ndo se pentear bem é impossivel’
ou ‘ir a uma recepgao implica pentear-se bem’).

2. Nenhum homem desmazelado cuida do seu aspecto: __D A=0,
3. Os fumadores de 6pio ndao sao senhores de si: FS = 0.

4. Todo o homem que se penteia bem cuida do seu aspecto:
PA=0.

5. Nenhum homem usa luvas brancas, a nao ser quando vai
 a uma recepgédo: LR = 0.

6. Quando um homem néo é senhor de si, torna-se desmazelado:
SD=0.

Multiplicando os primeiros membros das equagdes 3, 6, 2, 4,
1, b, tem-se a expressao:

FS.-SD-DA-AP-PR-RL

Eliminando em seguida dois a dois os termos compiementares,
segundo a regra préatica anterior , obtém-se:

CONCLUSAO: FL=0 (Nenhum fumador de 6pio usa luvas
brancas). '

EXERCICIOS:

I. Prove que setem 0 =1, 1 =0 e 0 # 1, em qualquer 4lgebra
de Boole.

il. Prove que, em qualquer lgebra de Boole, o Gnico elemento
com simétrico € 0 e o tinico elemento com inverso é 1. (Sugestdo:
a+x=0= asa+a-x=0)

lll. Prove que, em qualquer dlgebra de Boole, & nunca é -a
nem a-1.

192



COMPENDIO DE MATEMATICA

IV. Prove que, sendo A uma algebra de Boole, se tem: -
ab=a< a+b=b< ab=0 , VabeA
(Escreve-se, neste caso, por defini¢cdo: a < b).

V. Determine polinémios de Boole para cada um dos seguintes
circuitos, em que os circulos indicam comutadores e cada uma das
varidveis a, b, ¢ pode tomar o valor O (abrir o comutador) ou o valor 1
(fechar o comutador), tendo-se 0 =1e 1 =0:

circuito (1) circuito (3)
®
— S ©- -
®

circuito (2) circuito (4) 5
- —® @ —®—
e - —fap—t ¥
Ve

-® —®— O—0
VL. Indicar um circuito para cada polinémio de Boole:

(1) a+bc (3) (a+b) (c+d) (5) (a+b) (5+5c)
(2) a(b+c) (4) ab + cd (6) (ab+c) (d+ab)

VIl. Dado o circuito indicado no diagrama junto, indique um
circuito mais simples que lhe seja equivalente.

© O O
© O O
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VIII. -~ As instrugOes relativas a certa apélice de seguros precisam
que esta sG pode ser passada a pessoas que satisfacam uma, pelo
menos, das seguintes condigGes: a) possuir a apdlice n.e 19, e ser
casado e do sexo masculino; b) possuir a apdélice n.° 14, e ser
casado e menor de 25 anos; ¢) ndo possuir a apélice n.° 19, e ser
do sexo feminino; d) ser do sexo masculino e menor de 25 anos;
e) ser casado e ndo menor de 25 anos. Pondo:

= possibilidade de ter a apélice em questéo;
= ter a apdlice n.c 19;

i

ser casado;

P
A
B
C = ser do sexo masculino;
D

= ser menor de 25 anos,

exprima P como fungdo booleana de A, B, C, D e indique um circuito
minimo que dé essa funcéo.

IX. Sejam M o conjunto dos mamiferos, L o conjunto dos ani-
mais alados, A o conjunto das aves, P o conjunto dos animais com
penas e B o conjunto dos bipedes. Tire conclusGes das seguintes
premissas:

1. Nenhum mamifero alado tem penas.
Todos os animais com penas sdo alados.

2
3. Todo o bipede é ave ou mamifero.
4

Nenhum mamifero é ave.

X. Transcreva, simbolicamente, a seguinte frase:

‘Para poder fumar nesta casa é necessario e suficiente que se
verifiqguem as trés seguintes condigées: 1) haver fdsforos ou isqueiro
utilizéveis; 2) haver cigarros ou charutos ou entdo cachimbo e
tabaco; 3) nao haver atmosfera deflagrante’,
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usando as seguintes notagdes:

P = possibilidade de fumar nesta casa,
F = haver fésforos utilizaveis,

I = haver isqueiro utilizavel,

C,= haver cigarros,

C,= haver charutos,

C,= haver cachimbo,

T = haver tabaco,

D = haver atmosfera deflagrante.

Trace o diagrama de um circuito que dé P como fungdo das
restantes varidveis, utilizando, neste caso, circuitos elementares de
conjungéo, disjuncdo e negacdo, como os que foram considerados
no Capitulo 1.

RESPOSTAS

V. (3) ab+ab+c, (4) b(a+c)+4a6

VI.
(B a
g
(o) (O—®
OO —@
o
VI.L. ab+ab+idb=a+b — & —
(D)
-0

VHl. P=ABC + ABD + ABC + CD + BD
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Note que ABD+BD=AB+B5>ABC, donde P=AB+ABC+CD+BD.
Por outro lado AB+ABC=AB+BC, donde P=AB+BC+CD+BD.
Ora BC+CD=BD+CD e BD+BD=B> AB. Portanto P=B+CD.

IX. MP=0 (Nenhum mamifero tem penas), (BP)M=0 (Nenhum
bipede com penas é mamifero), (BP)A=0 (Todo o bipede com
penas é ave), etc.

X. P=(F+1)«(C1+C2+C3T)+D

FO—
| O——

ou

c,O T P
C20 : ou e S

C 00—
T o—|

DO—— n
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