J. SEBASTIAO E SILVA

COMPENDIO
DE

MATEMATICA

2.° volume

Curso Complementar
do Ensino Secundario

Edicio GEP

LISBOA



ADITAMENTO |

CALCULO DE VALORES APROXIMADOS

ADVERTENCIA PREVIA

S6 uma parte do que,é exposto neste aditamento ao § 1, Cap. |,
deste volume, devera ser tratada nas aulas. O objectivo essencial
destes apontamentos é o de corresponder a solicitagdes vindas espon-
taneamente de profesg;ores e alunos, no sentido de estabelecer uma
coordenacdo entre os elementos de célculo numérico aproximado,
como vém expostos no texto-piloto, e as regras praticas que sdo apli-
cadas tradicionalmente nos problemas de fisica em que intervém
multiplicagdes, divises, extracgbes de raiz, etc.

Desde j& se deve salientar que, embora (teis dentro de certos
limites, as referidas regras ndo sao rigorosas, @ que O seu uso
indiscriminado pode conduzir, em certos casos, a conclusdes pouco
satisfatérias, ou porque sao demasiado optimistas ou porque sao
demasiado pessimistas. Uma das razées pelas quais essas regras
ndo sdo rigorosas é o facto de se basearem nas férmulas aproximadas
dos desvios relativos, que s6 poderdo ser (teis e seguras quando
usadas com certo discernimento, baseado ndo s6é na teoria, mas
também na experiéncia e no bom senso.
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J. SEBASTIA0 E BILVA

Desde logo nos parece evidente que a aquisicdo de uma tal
experiéncia ultrapassa a finalidade do ensino liceal. Mas hd um
minimo razoédvel que os alunos deveriam conhecer sobre o assunto.
E esse minimo, em nosso entender, & mais ou menos 0 que vem
exposto nos n.°® 2, 3, 4, 5, 6 e 7, mas sem desenvolvimentos tedricos:
bastaré conhecer as regras e sabé-las aplicar na prética com
critério. Tudo o mais pode ser recomendado aos alunos como leitura,
para melhor esclarecimento do assunto.

Note-se que as duas Ultimas regras do n.° 5 sdo apresentadas
como facultativas. O que, entre a matéria desse nimero, consideramos
essencial, é a regra prética inicial e a aplicagdo das férmulas apro-
ximadas de majoragao dos erros relativos.

Os célculos logaritmicos a que se faz referéncia nos n.°®* 5 e 6,
e outros anélogos, podem eventualmente ser propostos como exer-
cicios aos alunos em qualquer ocasidao, com dupla finalidade: treina-
-los nessa técnica de célculo e levi-los a tomar plena consciéncia
da importadncia dos problemas relativos ao grau de aproximagédo dos
resultados, o que é sempre muito importante.

Quanto as férmulas rigorosas de majoragdo dos erros absolutos,
que se estudam previamente no texto-piloto, e quanto aos pro-
blemas, directos e inversos, que se resolvem com aplicagdo dessas
férmulas, a sua finalidade é principalmente pedagdégica, como intro-
dugdo heuristica e l6gica a teoria dos limites, que, por sua vez, é
o fundamento rigoroso do célculo infinitesimal e da anéalise numérica.

Aproveitamos a oportunidade para deixar aqui expressos 0s
nossos melhores agradecimentos ao Snr. Dr. Alfredo Osério dos Anjos,
que pds amavelmente a nossa disposi¢ao todos os elementos em que
se baseou para as suas licoes no curso de férias de 1967, o que
muito facilitou a nossa tarefa, embora este aditamento se afaste
sensivelmente da linha tradicional.
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COMPENDIO DE MATEMATICA

CALCULO DE VALORES APROXIMADOS

1. O sistema da virgula flutuante no célculo elementar,
no célculo logaritmico e no célculo electrénico. Normalmente,
os dados e os resultados numéricos sdo apresentados na prética sob
a forma decimal, isto &, sob a forma de dizimas finitas. Tal como se
aprende na escola primdria, a multiplicagdo com dizimas finitas
— impropriamente chamadas ndmeros decimais (1) — é feita em duas
fases sucessivas: primeiro, abstrai-se das virgulas e multiplicam-se
os nimeros como se fossem inteiros; depois, coloca-se a virgula
no produto, de acordo com a bem conhecida regra, que se justifica
facilmente. Exemplo:

2,307 x 48,26 = (2307 x 10-3) x (4826 x 10-2)
= (2307 x 4826) x 10-5
=11133582 x 10-5

-=111,335682

A parte geralmente trabalhosa do célculo, para a qual se torna
atil o emprego de maquinas de calcular, é evidentemente a primeira.

Para a divisdo, procede-se de maneira semelhante na esséncia,
embora diversa nos pormenores: comega-se por multiplicar o divi-
dendo e o divisor por poténcias de 10 convenientes, de modo a
obter dois nimeros inteiros tais que o quociente inteiro do primeiro
pelo segundo tenha o nimero de algarismos significativos desejado;
depois divide-se o quociente (e eventualmente o resto) pela poténcia

(') Por abuso cémodo de linguagem, usaremos também aqui a expressdo
‘nlimero decimal’ ou simplesmente ‘nimero’ no sentido de 'dizima finita'.
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de 10 que corrige a alteragao inicial. Suponhamos, por exemplo, que

se trata de achar o quociente e o resto de 1,48 por 3,14 com 3 algaris-
mos exactos(!). Ora, tem-se:

148 = 148000 x 10-5; 3,14 =314 x 10-2%;

148000 | 314
2240 471
420 8|4
106 34

ou seja:

148000 = 314 x 471 + 106,

donde, dividindo ambos os membros por 105:

1.48 = 3,14 x 0,471 + 0,00106

Assim, obtém-se o quociente e o resto pedidos

0,471 e 0,00106,

deslocando a virgula para a esquerda 5-— 2 casas no quociente
inteiro, 471, e 5 casas no resto, 106.
Geralmente, o resto nao interessa nestas divisées: basta conhecer

(1) No n.° 2 se dird, precisamente, o que deve entender-se por ‘algarismos
significativos’ e por ‘algarismos exactos’.
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0 quociente com aproximag¢do até ao Ultimo algarismo significativo
que se pretende. No exemplo anterior, sera:

1,48
—=0471...
314

Sao conhecidas variantes deste processo, como as que se apren-
dem na escola priméria (). '

Assim, dum modo geral, quando se trata de multiplicag8es ou
divisdes, a posicdo da virgula pode ser alterada conforme as con-
veniéncias, fazendo-se depois a devida correcgédo no resultado.
Exprime-se entdo este facto dizendo que os célculos séo feitos com
virgula flutuante.

Note-se que ja no célculo logaritmico e no emprego da régua
de célculo se recorre a tal processo. Assim, no célculo com logaritmos
decimais, tudo se passa como se 0s numeros fossem escritos sob a
forma do produto de um nimero do intervalo [1,10] por uma potén-
cia de 10; por exemplo:

932,58 = 9,3268 x 102
10,25 = 1,025 x 101
3,142 = 3,142 x 10°

0,00508 = 5,08 x 10-3

(') E de notar o a-vontade com que, entre nés, se impde a criangas de 7
a 8 anos a aprendizagem de uma técnica que estd longe de ser simples, contra-
riamente ao que possam imaginar as pessoas que se automatizaram hd muitos anos
nessa técnica. E o método pedagégico dos castigos corporais, ainda hoje usado
com frequéncia no nosso Pais, para ensinar as criangas esses processos de célculo,
86 contribui para levantar barreiras psiquicas insuperéveis e cimentar a j& pro-
verbial aversio & matemética.
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Entdo o expoente da poténcia de 10 que figura no produto é a
caracteristica do logaritmo do nimero e o logaritmo do primeiro
factor, compreendido entre 1 e 10, é a mantissa do logaritmo do
nimero considerado. Nestes exemplos, a virgula foi deslocada de
modo a deixar a esquerda um sd algarismo significativo, portanto
21 e <9; diz-se entdo que o nimero (ou, melhor, a dizima) tem a
virgula normalizada. Mas, quando se procura a mantissa do loga-
- ritmo numa tdbua usual, o que se faz na pratica é colocar a virgula
(pelo menos mentalmente) de modo a deixar a esquerda exactamente
4 algarismos significativos; assim, os nimeros anteriores sao substi-
tuidos respectivamente pelos seguintes:

9325,8 ; 1025

3142 ; 5080

Entdo, a tdbua fornece directamente a mantissa do nimero
representado pelos 4 primeiros algarismos. Quanto aos algarismos
seguintes, se os houver, sera preciso fazer a correc¢ao correspon-
dente, recorrendo a interpolagdo pelas primeiras diferencas (dife-
rengas tabulares).

Como é sabido, o processo descrito é perfeitamente licito, uma
vez que a mantissa ndo depende da posigdo da virgula, mas apenas
dos logaritmos significativos. E a determinagdo da caracteristica ndo
oferece a minima dificuldade, segundo a regra usual.

Convém notar que os computadores electronicos digitais para
célculo cientlfico, trabalham normalmente com virgula flutuante e
com um determinado numero de algarismos decimais significativos
(cerca de nove nos computadores de poténcia média e de doze nos
de grande poténcia). E necessério, portanto, ndo perder de vista os
erros de truncatura ou de arredondamento que daqui resultam, visto
que, tal como sucede com as tdbuas de logaritmos, sdo omitidos os
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algarismos significativos que viriam a seguir aqueles que sédo
conservados, em nudmero fixo (1).

Nao se deve também esquecer o facto de os computadores uti-
lizarem internamente o sistema binério de numeracgao, exigindo o em-
prego de mecanismos suplementares para a tradugdo e a retroversao
entre o sistema decimal e o sistema binério.

Seja como for, na utilizagdo de tais computadores, cada nimero
real é representado externamente sob a forma de uma dizima com
um numero fixo de algarismos significativos, precedido do sinal +
ou —, e seguido da indicagdo de um ndmero inteiro, positivo, nega-
tivo ou nulo, que é o expoente da poténcia de 10 pela qual deve
ser multiplicada essa dizima para dar um valor, geralmente apro-
ximado, do nimero em questdo. O referido nimero inteiro (expoente),
também nao pode ir além de certo limite (dois algarismos significa-
tivos, em computadores de poténcia média). Mas esta e outras
limitacoes poderdo ser rodeadas, em caso de necessidade, por meio
de artificios mais ou menos laboriosos. _

Para separar a dizima inicial da indicagdo do dominio inteiro,
que € o expoente da poténcia de 10 pela qual a primeira deve ser
multiplicada, adopta-se um determinado sinal.

Finalmente, é preciso notar que, em palses de lingua inglesa,
se usa o ponto com o significado entre nés atribuido a virgula e
vice-versa, na representagao decimal de nidmeros.

Por exemplo, em tais paises, as expressdes

0.54; 3.1416; 3,405,243.28

(') H4, no entanto, computadores (para célculo comercial) que trabalham
no sistema de virgula fixa.
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significam, respectivamente, 0 mesmo que entre nds, as expressdes

0,54; 3,1416; 3.405.243,28

Seguem-se alguns exemplos de ndimeros tais como se apresen-
tam em dados ou resultados de célculos com os referidos compu-
tadores:

3.14159265 © + 00 = 3,14159265
0.314159265 @ + 05 = 31415,9265
2.718281828 @ - 03 = 0,0027182818

- 0.3141592656 © — 25 = - 3,14159265 x 10-26

Os dois circulos concéntricos sd0 uma imitagao do sinal sepa-
rador usado em certas marcas de computadores.

2. Algarismos significativos e algarismos exactos. Cha-
ma-se algarismo significativo duma dizima todo o algarismo dessa
dizima que é diferente de 0 ou tem 3 sua esquerda, pelo menos,
um algarismo diferente de zero. Os algarismos significativos duma
dizima finita formam uma sequéncia, atendendo a ordem natural por
que se apresentam. Por exemplo, a sequéncia dos alagrismos signi-
ficativos de 0,0053020 ¢é (5, 3, 0, 2, 0), a sequéncia dos algarismos
significativos de 350 é (3, 5, 0), etc.

Para introduzir a nogdo de ‘algarismo exacto’, comegaremos por
um exemplo. Suponhamos que 5,382 é valor aproximado de outro
nimero «, com erro inferior a 0,01; quer isto dizer que « esta
entre 5,382 — 0,01 e 5,382 + 0,01, isto é, que

5,372 < < 5,392
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Podemos daqui concluir que 5 e 3 sdo os dois primeiros algaris-
mos significativos da dizima finita ou infinita (normal) que repre-
senta «, @ podemos exprimir este facto escrevendo:

=05 3 ..

Quanto ao terceiro algarismo da dizima representativa de «, 0
maximo que podemos dizer é que pode ser 7, 8 ou 9. Seré portanto
natural dizer, neste caso, que os dois primeiros algarismos de 5,382,
como valor aproximado de «, sdo exactos. Quanto ao terceiro alga-
rismo, podemos dizer também que ele é exacto, se adoptarmos a
seguinte

DEFINICAO. Diz-se que um dado valor aproximado x, de um
ndmero x tem n algarismos exactos, sse o erro absoluto, [x,-x|, é
inferior a uma unidade decimal do n-ésimo algarismo significativo
de x,.

Por outro lado, diremos que um algarismo exacto de um valor
aproximado & estritamente exacto, sse coincide com o algarismo
correspondente do valor exacto ('). Assim, no exemplo anterior, os
dois primeiros algarismos do valor aproximado 5,382 sdo estrita-
mente exactos.

Adoptaremos daqui por diante esta terminologia, que € cémoda
na préatica e evita confusoes.

Vejamos outro exemplo. Sabe-se que a populagao de certo pais
é de cerca de 38 630 000 habitantes, com erro inferior a 90 000 habi-
tantes. Como 90 000< 100000, o erro absoluto, neste caso, é
inferior 8 unidade decimal do 3.° algarismo significativo, 6, do valor

(') Isto 6, com o algarismo correspondente da dizima finita ou infinita
(normal) que representa o valor exacto.
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dado. Este valor tem, pois, 3 algarismos exactos. Mas o valor exacto,
x, da populacdo estd compreendido entre 38 630 000 —-90000 e
38 630 000 + 90 000, isto é: :

38 540 000 < x < 38 720 000

Isto mostra que os 2 primeiros algarismos do valor dado sdo
estritamente exactos.

Outros exemplos ainda:

Quando um aluno é classificado com 9,7 numa prova e aparece
na pauta com a classificagdao de 10, os dois algarismos deste valor
sdo exactos, mas nenhum é estritamente exacto. Pelo contrério, o valor
aproximado 9 de 9,7 tem um algarismo estritamente exacto, mas
esse valor é menos préximo do valor exacto.

Quando se diz que a distancia de Lisboa ao Porto, pela melhor
estrada é de 321 km, quantos algarismos exactos terd este valor?

Na frase ‘Pedro Alvares Cabral descobriu o Brasil em 1500,
todos os algarismos sao estritamente exactos.

Da definigdo resultam imediatamente os dois seguintes factos:

I. Quando se diz que um valor aproximado tem n algarismos
exactos, tal ndo impede que esse valor possa ter mais de n alga-
rismos exactos. Assim, no exemplo anterior relativo & populagdo dum
pais ndo é impossivel que o valor dado tenha 4 algarismos exactos
(embora isto seja pouco aprovédvel, se apenas se sabe o que é dito
no enunciado).

Il. A sequéncia dos algarismos exactos de um valor aproximado
néo depende da posi¢do da virgula (isto é, ndo muda quando se mul-
tiplicam o valor aproximado e o valor exacto pela mesma poténcia
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de 10 de expoente inteiro, positivo ou negativo). E o mesmo quanto
a algarismos estritamente exactos.

Muitas vezes, os algarismos dum valor aproximado que vém
a seguir aos algarismos exactos ndo t&m interesse. Nesse caso,
podem ser substituidos por 0 ou simplesmente omitidos, se estdo a
direita da virgula. Tornando ao exemplo da populagédo de um pais,
bastaria dizer que a populagdo é de cerca de 38 600 000 habitantes.

Para indicar medidas das grandezas, em fisica, &€ costume escrever
apenas os algarismos que sdo considerados como exactos, e nao
omitir o zero, se este & porventura, o Ultimo desses algarismos.

Assim, por exemplo, quando se escreve, a respeito de um com-
primento a ou de uma pressao p,

a=35m , p=>5,28 kg/cm?,

pretende-se indicar que todos os algarismos escritos sdo considerados
como exactos, isto é, que o erro da aproximagdo é inferior a 1 cm,
no primeiro caso, e a 10 g/cm2, no segundo caso. E claro que,
nestas convencgdes, o sinal = perde o significado habitual. Quando,
porventura, o Gltimo algarismo conservado nao é exacto, convém
indicar um majorante do erro.

A indicagdo de algarismos supérfluos pode tornar-se ridicula.
E o que sucede por exemplo quando, ao fazer o célculo da altura
de uma torre por trigonometria, se apresenta o resultado

h = 23,450238 m;

é quase certo que, neste caso, os quatro Ultimos algarismos ndo sdo
exactos, nem sequer tém qualquer significado fisico.
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Nos exemplos anteriores, nao se diz se os valores sao aproxi-
mados por excesso ou por defeito. Mas convém ter presente 0s
seguintes factos:

1) Se x. € valor aproximado de x a menos de 3, entdo x,-3
e x, + 8 sdo valores aproximados de X, respectivamente por defeito
e por excesso, ambos com erro inferior a 2 3.

2) Se x, é valor aproximado de x, por defeito, com erro inferior
a d, entdo x, + —g— é valor aproximado de x com erro inferior (ou
igual) a 3/2.

NOTAS SOBRE A TERMINOLOGIA:

I. E corrente chamar ‘erro’ quilo a que, nestas licées, chamamos
‘desvio’. A distingdo que fazemos aqui entre ‘erro’ e ‘desvio’ é conve-
niente para comodidade e clareza de exposigao.

Il. E preciso ndo confundir erros de célculo com erros de obser-
vacdo. Estes (ltimos s30 os erros que se cometem na medigdo de
grandezas. A teoria dos erros de observacdo (também chamada, sim-
plesmente, ‘teoria dos erros’) é subordinada ao célculo das proba-
bilidades e sai inteiramente do @mbito deste programa.

3. Arredondamento de valores numéricos. Pode acon-
tecer que se conhega um valor aproximado de um nimero « com
determinado nimero n de algarismos exactos, mas que seja suficiente,
para certos fins, utilizar um valor aproximado de « com um nidmero
de algarismos exactos inferior a n. Por exemplo, sdo hoje conhecidos
valores aproximados de = com milhares de algarismos exactos, mas,
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na prética, ndao é preciso geralmente ir além de cinco algarismos
exactos; muitas vezes, bastam trés ou até menos. Em tais casos, o
que se faz & uma truncatura do valor aproximado, desprezando os
algarismos exactos posteriores aos que sdo necessdrios (ou substi-
tuindo-os por O, se estdo a esquerda da virgula) e fazendo o
arredondamento usual, no caso em que o primeiro algarismo despre-
zado é igual ou superior a 5, isto & adicionando nesse caso, ao
valor considerado, uma unidade decimal da ordem do ultimo alga-
rismo conservado.

Por exemplo, o valor aproximado de =

3.1416

é um arredondamento do valor 3,14159, que, como é sabido, tem seis
algarismos estritamente exactos. Analogamente, o valor aproximado
de © arredondado com quatro algarismos exactos é 3,142.

Este processo de arredondamento é também usado, sempre que
possivel, na medicdo das grandezas. E claro que, neste caso, o valor
fica aproximado a menos de meja unidade decimal da ordem do
tltimo algarismo registado (por defeito ou por excesso).

O mesmo processo é ainda usado nas classificagdes de alunos.
Quando, p. ex., se diz que a média das classiifcacdes dum aluno em
dado exame foi 10, pretende-se apenas dizer, abreviadamente, que
essa média é um ndmero x tal que 9,5< x<10,5; entdo 10 é um
valor aproximado de x com erro inferior (ou igual) a 0,5 —e néo se
diz entdo se é aproximado por defeito ou por excesso.

4. Erro relativo e niimero de algarismos exactos. Recor-
demos que, sendo x, um valor aproximado de um numero x, se
chama desvio relativo de x, ao quociente Ax/x do desvio absoluto
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Ax (= x,—-x) pelo valor exacto x. Convenciondmos representar por
A’x o desvio relativo (de x, em relagdo a x). O erro relativo de x,
é, por definigdo, |A'x| (1).

O erro relativo que, muitas vezes, se exprime em percentagens,
déd uma ideia precisa do grau de aproximacéao: este serd tanto maior
quanto menor for o erro relativo; além disso, dois valores aproxi-
mados tém o mesmo grau de aproxima¢ado, se tém erros relativos
iguais.

Alids, o erro relativo estd relacionado, como veremos, com 0O
numero de algarismos exactos.

O erro relativo ndo depende da posi¢do da virgula; mais ainda:
ndo muda quando se multiplicam o valor aproximado x, e o valor
exacto X, por um mesmo numero k (positivo), qualquer que ele seja.
Tem-se, com efeito:

| kxy — kx| [ Xy = x|

kx X

Para ver como o erro relativo esta relacionado com o nimero de
algarismos exactos, convém comegar por um exemplo. Suponhamos
que 2,345 é valor aproximado dum nimero « com trés algarismos
exactos; quer isto dizer que o erro absoluto é inferior a 0,01, isto &, que

|A | =12,345 - « | < 0,01
Como, neste caso, «> 2,345 - 0,01 = 2,335 > 2, conclui-se que

|Ae| 0,01 1

<
o 2 200

(') Nestas considera¢des, subentende-se que o valor exacto x e o valor
aproximado x, s#o sempre nlmeros positivos, o que & suficiente para as

aplicagdes.
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Dum modo geral, tem-se a seguinte regra:

TEOREMA 1. Se x, € valor aproximado de x com n algarismos
exactos, sendo o primeiro estritamente exacto ('), e se este primeiro
algarismo é a, entdo o erro relativo de x, é inferior a

1

ax10n?

Demonstracao*:

Suponhamos verificada a hip6tese. Como o primeiro algarismo
significativo de x, é estritamente exacto, o primeiro algarismo signi-
ficativo de x coincide com esse e é da mesma ordem decimal. Entéo,
existe um inteiro p, positivo, negativo ou nulo, tal que os niimeros
Y, =X, x10P e y=xx10P tém precisamente n algarismos na
parte inteira. Como o primeiro algarismo de y é também a, tem-se:

(1) y=>ax10"’?

Por outro lado, y, é um valor aproximado de y com n algarismos
exactos. Portanto

(2) lys =y I<1

(') Pode acontecer que x, tenha n algarismos exactos e que o primeiro
ndo seja estritamente exacto. Mas, se n > 1, isto sé pode acontecer em dois
casos excepcionais: a) quando os n primeiros algarismos significativos de x, séo
todos iguais a 9; b) quando o primeiro algarismo significativo de x, é 1 e os
n-1 seguintes sdo zeros. No 1.° caso, um majorante de erro relativo serd
1/(9 x 10" -1). No 2.° caso, o erro relativo serd, quando muito, ligeiramente supe-
rior a 1/10", mas o excesso é entdo insignificante.

Portanto, na prética, pode dispensar-se a restricdio de o primeiro algarismo
significativo de x, ser estritamente exacto.
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Assim, atendendo a (1) e a (2), o erro relativo de x, seréa:;

Ixq =x| |y, -vl 1
= <
X Yy ax10n-"
q.e.d.

O problema inverso consiste em achar um ndmero de algarismos
exactos a partir de um majorante do erro relativo. Esse problema
pode ser sempre resolvidd, comegando por calcular um majorante
do erro absoluto, a partir do majorante do erro relativo.

Por definigdo, tem-se:

| Ax |
| A’ | =——  donde | Ax | < x| A'x |
X

Entdo, se for € um majorante de |A'x| e X um majorante de x, vira:

(3) |Ax|<k e

E facil calcular um majorante de valor exacto x, a partir do valor
aproximado x , e do majorante ¢ do erro relativo (1). Todavia, na prética,
é geralmente conhecido a priori um majorante de x; alids, nos casos mais
frequentes, o primeiro algarismo significativo do valor aproximado

(') Suponhamos &£<1 como normaimente sucede. Entdo, se x;< X,
tem-se (x—Xx,)/x <&, donde x—x, <<Xe¢ e, portanto, x<x,/(1—g). Se x; >x,
esta férmula também é vélida, visto que 1—e <1 e, portanto, x;/(1—¢) > x.
A férmula pode pois ser usada em qualquer caso, com €<<1 (mas s excep-
cionalmente, quando n#o se conhece & priori um majorante de x).
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é estritamente exacto. Para comodidade, vamos admitir, desde j, que
esta condi¢do se verifica nos exemplos seguintes.

I. Sabe-se que 1,628 é valor aproximado de certo ndmero x
com erro relativo inferior a 0,005 (0,5 % ou 5 %o). Calcular um
majorante do erro absoluto.

Sendo o primeiro algarismo de 1,628 estritamente exacto, tem-se
X < 2. Entdo vird, aplicando (3):

| Ax | < 2 x 0,005 = 0,01

Portanto, o valor dado tem trés algarismos exactos. Mais ainda,
vé-se que x estid entre 1,618 e 1,638; portanto, o valor dado tem
dois algarismos estritamente exactos.

Il. Sabe-se que a populagdo de certo pais é de cerca de
38 630 000 habitantes, com erro relativo inferior a 0,003. Calcular
um majorante do erro absoluto deste valor.

Designando por x o nimero exacto de habitantes do pais,
tem-se:

Ix|<4x107 , |A'x|<0,003,
donde:
|Ax <4 x107 x0,003=1,2 x105<10¢

Neste caso, apenas se pode dizer que o valor dado tem dois
algarismos exactos. Mas, como o valor exacto est4 compreendido
entre 38 510 000 e 38 750 000, vé-se que os dois primeiros algaris-
mos sao estritamente exactos.
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Para achar directamente um numero de algarismos exactos, a
partir de um majorante do erro relativo, pode usar-se na prética a
seguinte regra:

TEOREMA 2. Seja x, um valor aproximado de x com erro rela-
tivo inferior a

T (sendo neIN, e b natural menor que 10)
X

e sefa a o primeiro algarismo significativo de x. Entdo, se a<<b, o
valor x, tem n+1 algarismos exactos. Mas, se a> b, s6 podemos
garantir que esse valor tem n—1 algarismos exactos.

Demonstragao*:
| X =%, | 1
<
X b x 10"

Suponhamos verificada a hipétese. Entao
ou seja:

X

4 X=X, | <<—-
(@) =%, |< =

Como o erro relativo e o nimero de algarismos exactos nao
dependem da posi¢ao da virgula, podemos supor desde ja, sem quebra
de generalidade, que x tem precisamente n+1 algarismos na parte
inteira. Entao, se a < b, tem-se:

x<b x 10",

donde, por substituicdo em (4):

|x-X1|<1,
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0 que mostra que, neste caso, X, tem n+1 algarismos exactos. Se
a > b, tem-se:

x<b x10""1
e, por substituicdo em (2), vem:
Ix - x,]|<10,

0 que mostra que, neste caso, x, tem n algarismos exactos.

Como exercicio, pode aplicar-se este teorema aos dois exemplos
anteriores, notando que

1 1
0006=—— e 0003<—
200 300

As conclusbes coincidem com as j& obtidas, quanto a niimero
de algarismos exactos.

5. Avaliagao do erro do resultado de multiplicagoes e
divisOes sucessivas. Consideremos, por exemplo, a expressao
numérica

3,272 x 43,08
0,2583 x 5,3272

e suponhamos que os dados numéricos sdo valores aproximados
em que todos os algarismos escritos sdo exactos. Como avaliar o
nimero de algarismos exactos do valor numérico desta expressao?
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Um método seguro, que se pode sempre .seguir, &€ o método
directo, que consiste, neste caso, em calcular os valores das
expressoes

3,262 x 43,07 3,282 x 43,09
0,2593 x 5,3282 ~ 0,2572 x 5,3262

Estes sdo, com certeza, valores aproximados por defeito e por
excesso do valor exacto, uma vez que os dados tém todos os alga-
rismos exactos. O célculo dos valores destas expressées por
meio de logaritmos nao se torna muito laborioso, desde que se
tenha o cuidado de achar sucessivamente os logaritmos de 3,26 e
3,28, de 43,07 e 43,09, etc.

Um outro método consiste em calcular, por um lado, o valor
da expressdao dada e, por outro lado, um majorante do erro relativo
desse valor. Da férmula do desvio do produto

A(xy) = yAx + xAy + AxAy

deduz-se imediatamente, dividindo por xy, a férmula rigorosa do
desvio relativo do produto:

A'(xy) =A'x+ Ay + A'x+ A’y

Desta, por sua vez, deduz-se a férmula rigorosa de majoragao
do erro relativo do produto:

(1) |A(xy) |< [A'% |+ Ay |+ | A% || AY|
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Por outro lado, da férmula do desvio do quociente, é fécil deduzir
a fdormula rigorosa de majoragdo do erro relativo do valor inverso:

1 |Ax|
(2) | @ [ e (Ax =x; = X),

X X

em que x € um minorante de Xx,.

Note-se que o majorante de |A'x| dado pelo teorema 1 do
numero anterior coincide geralmente com um majorante de | A'«-"*-— |
dado por esta férmula.

A aplicagdo repetida das férmulas (1) e (2) permite achar, com
inteira seguranga, um majorante do erro relativo do resultado, em
casos como O anterior.

Porém, na prética, usam-se de preferéncia as férmulas aproxima-
das dos desvios, por serem mais cémodas.

Querendo ter uma primeira ideia, a priori, do grau de aproximagao
do resultado, antes de o calcular, pode também usar-se a seguinte

REGRA PRATICA. Quando, numa expressdo numérica, inter-
vém apenas multiplicagées e divisées, o grau de aproximagédo do
resultado é geralmente inferior ao dos dados. Nos casos mais frequen-
tes, se for n o numero total de factores em numerador e em deno-
minador e € um majorante dos erros relativos desses dados, serd ne
um majorante do erro relativo do resultado. Nesta contagem nao se
atende aos dados que, porventura, sejam valores exactos.

No exemplo anterior tem-se n = 8 e podemos tomar ¢ = 1/200,
0 que conduz ao seguinte majorante do erro relativo do resultado:

=0,04=4%

8 x 1
200
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A regra pode ser usada, com relativa seguranga, quando n< 10
e £<<0,01. Para maiores valores de n, requerem-se menores valores
de e. A razado é simples: a regra baseia-se nas férmulas aproximadas
dos desvios relativos do produto e do quociente.

3) A'(XqXg00:Xg) & A'xq + A%y + oo + A% (1)
X
(4) A'—\—,— ~ Ax - Ay

Ora, é 6bvio que a aplicacdo destas férmulas exige precaucoes.
Se n < 10, verifica-se, recorrendo as férmulas rigorosas, que podemos
aplicar, com relativa confianca, a férmula

(5) A (Xyxz X)) [STAX [+ A% [+ oo + 1 Al |,

que se deduz de (1). Por outro fado, a fé6rmula

(6) IA'—:—IslA'XHIA'vI,

é ja satisfatéria na prética, quando os erros relativos dos dados,
sao inferiores a 0,1: na pior das hipéteses, o primeiro membro de (6)
serd entdo ligeiramente superior ao segundo, mas o excesso é insigni-
ficante na prética (2).

(') E claro que, neste caso, X,,X,, ...,Xp fepresentam valores exactos.
Valores aproximados de x,, X, ..., podem representar-se entdo, por ex., por
Xyie Xigge wne

(2) Alids, convém ndo esquecer o que se disse atrds a propésito da
férmula (2), que permite, na prética, reduzir a majoragéo do erro de um gquociente
a do erro do produto.
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As férmulas (5) e (6) associadas justificam a REGRA PRATICA
nos casos correntes.

Aplicando directamente estas férmulas ao exemplo inicial, junta-
mente com o teorema 1 do nimero anterior, obtém-se o seguinte
majorante do erro relativo:

2 1 3 2
+ + +

&
300 4000 200 5000

< 0,007 + 0,00025 + 0,015 + 0,0004 < 2,3 %

Como se vé, esta majoragao é bastante melhor do que a pri-
meira (4%). E claro que os factores 43,08 e 5,327 influem pouco
no erro relativo do resultado (menos de 0,1 %), porque tém gquatro
algarismos exactos, enquanto os outros tém irés.

Dum modo geral, podemos dizer o seguinte:

Quando algum dos factores, em numerador ou denominador, tiver
um grau de aproximacdao bastante superior ao de outro, pode na
prética, ser considerado como exacto e, portanto, omitido na avaliacao
do erro.

Para avaliar o nimero de algarismos exactos de um produto de
dois nimeros ou de um quociente, podem usar-se na pratica as
seguintes regras, que indicamos a tftulo facultativo, sem demons-
tragao:

REGRA DO PRODUTO. Se dois valores aproximados tém n
algarismos exactos, podemos dizer que o seu produto tem n—1 alga-
rismos exactos nos seguintes casos:

1) o primeiro algarismo significativo de ambos os factores &
diferente ds 1;.
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2) o primeiro algarismo significativo de ambos os factores é 1;

3) o primeiro algarismo significativo de um dos factores é 1
e o primeiro algarismo significativo do produto é menor que 5.

Quando nao se verifica nenhuma destas condicoes, s6 podemos
dizer que o produto tem n-2 algarismos exactos.

REGRA DO QUOCIENTE. Se dois valores aproximados tém n
algarismos exactos, o quociente de um pelo outro tem n-1 alga-
rismos exactos nos seguintes casos:

1) o primeiro algarismo significativo de ambos os termos é
diferente de 1;

2) o primeiro algarismo significativo de um dos termos ou de
ambos é 1, e o primeiro algarismo significativo do quociente é menor
que 5.

Fora disto, s6 podemos dizer que o quociente tem n—2 alga-
rismos exactos.

Note-se bem: Estas regras ndo sao rigorosas, porque se baseiam
nas férmulas aproximadas dos desvios relativos do produto e do
quociente. Nao se pode, portanto, dar propriamente uma demons-
tracdo das ditas regras, mas apenas uma justificagao, de caricter
tedrico-pratico.

Em caso de divida, quando seja necesséria uma certeza absoluta,
pode-se sempre recorrer as férmulas rigorosas de majoragao.

Note-se ainda que, se tivéssemos aplicado estas regras suces-
sivamente ao exemplo inicial, nao poderiamos garantir a existéncia
de um unico algarismo exacto. Isto mostra bem o cuidado que é pre-
ciso ter na escolha e na aplicagdo das regras em célculo numérico.
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6. Caso da poténcia. A majoracdo do erro relativo da
poténcia é um caso particular da do erro relativo do produto, como se
viu alids concretamente no exemplo anterior. Neste caso, tem-se a
férmula aproximada

A'(x") =~ nA'x,

que exige precaugoes semelhantes as que foram indicadas para o pro-
duto.

Suponhamos, por exemplo, que se trata de calcular =19, utili-
zando o valor aproximado 3,141 de w. Este, como é sabido, é um
valor aproximado por defeito, com erro relativo inferior a 1/3000.
Neste caso, a férmula aproximada pode ser usada com seguranga
e fornece o seguinte majorante do erro relativo da poténcia:

1 1
10 x =
3000 300

Fagamos, agora, o calculo por logaritmos:

log 3,141 = 0,49707 , log3,142 = 0,49721
10 x log 3,141 = 4,9707

10 x log 3,142 = 4,9721

donde:

3,14110 ~ 93470 (por defeito)
3,14210 »; 93780 (por excesso)
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Daqui se conclui que 93470, como valor aproximado de w1°
tem dois algarismos estritamente exactos (ndo é provavel que o ter-
ceiro seja exacto). A mesma conclusdo se podia chegar, efectuando
s6 metade dos célculos e utilizando o majorante 1/300 do erro rela-
tivo, que fornece o majorante 400 do erro absoluto (o teorema 2 do
n.° 4 apenas nos permitia garantir que o valor considerado tem dois
algarismos exactos).

7. Caso da raiz. A férmula aproximada do desvio da raiz
. .1
AR jx v —A'%
n

pode ser usada com relativa seguranga nos casos correntes da préa-
tica e mostra, desde logo, que a radiciagao tem a particularidade
notavel de aumentar o grau de aproximacgao.

Suponhamos que se trata de calcular 'Y 100 =, utilizando o
valor aproximado 314,1 de 100x (valor arpoximado por defeito, com
erro relativo inferior a 1/3000). Neste caso, obtém-se o seguinte
majorante do erro relativo da raiz:

1 1 1

— =

10 3000 30000

Fagamos o célculo por logaritmos. Temos, agora:

log 314,1 = 2,49707 , log314,2 = 2,49721
1
— log 314,1 = 0,24970
10
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1
s log 314,2 = 0,24972

donde:

'W314,1 ~ 1,777 (por defsito)

Y3142 ~ 1,778 (por excesso)

Por aqui se vé ja que 1,777, como valor aproximado de
/1007, tem quatro algarismos exactos. Mas, aplicando o teorema 2,
com o majorante 1/30000 do erro relativo, v8-se que o valor de
¥314,1 tem, pelo menos, cinco algarismos exactos, como valor
aproximado de '¥100%. O quinto algarismo exacto, calculado por
interpolagdo (que merece confianga neste caso), é 0 e, assim,
podemos escrever, segundo a convengdo adoptada em fisica

%/1007% =1,7770

E de admitir que estes algarismos sejam estritamente exactos.

8. Caso da adicio e da subtracgdo. E facil calcular um
bom majorante do erro absoluto de uma soma algébrica de valores
aproximados e avaliar assim o ntimero de algarismos exactos do resul-
tado. Mas, desde ja, se deve notar que a subtracgdo &, de todas as
operagoes elementares, a que mais pode diminuir o grau de apro-
ximagao. Isto torna-se evidente, sobretudo quando o aditivo e o
subtractivo sdo nimeros muito préximos. Seja, por exemplo, a expres-
sdo com valores aproximados

(2,31 - 2,27) x 0,730
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e suponhamos que todos os algarismos indicados sao exactos. A dife-
renga 2,31 — 2,27 dé-nos o valor aproximado 0,04 a menos de 0,02.
Deste modo, nem sequer um algarismo exacto podemos garantir
na diferenga e, portanto, no produto indicado.

Uma situagdao semelhante a esta pode surgir na prética, quando,
por exemplo, se trata de calcular a altura h de uma torre por meio
da férmula

h d tge tgp
N tge — tgP

Se a diferenga entre « e [ for relativamente pequena, sera preciso
medir estes dngulos com uma grande precisdo, para obter um valor
de h com aproximagado razoavel.

Situagdes deste género sdo frequentes em calculos astrondmicos
ou geodésicos.

Convém ainda notar o seguinte:

Quando, numa soma algébrica, um dos termos tem valor menor
que o erro absoluto de outro termo, o primeiro pode, em muitos casos,
ser desprezado.

Vejamos um exemplo:

Sabe-se que a populagdo de uma cidade, em dado momento,
é de cerca de 850 000 habitantes (com dois algarismos exactos) e
que, em seguida, teve um acréscimo de cerca de 3 800 habitantes.
Podemos, entdo, continuar a dizer que a populagdo da cidade é de
cerca de 850 000 habitantes (provavelmente ainda com dois algaris-
mos exactos). Mas, se depois deste acréscimo houver um outro de
cerca de 8 200 habitantes, entdo j4 serd mais correcto dizer que a
populagdo da cidade passou a ser de cerca de 860 000 habitantes.
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ADITAMENTO I

NOVA ORIENTAGCAO NO ESTUDO DO CALCULO
DE VALORES APROXIMADOS

1. Imediatamente apds o estudo do célculo aproximado da
soma e da diferenga, devera passar-se ao estudo dos conceitos de
erro relativo, algarismos exactos e algarismos estritamente exactos,
bem como das regras que relacionam esses conceitos, sem obriga-
toriedade de demonstragdes. Em seguida far-se-4 a dedugdo da
FORMULA DO DESVIO DO PRODUTO:

A(xy) = xAy + yAx + AxAy,

da qual resulta imediatamente, dividindo por xy, a FORMULA DO
DESVIO RELATIVO DO PRODUTO:

A'(xy) = A'x+ Ay + A'x. Ay (com xy # 0)

Posto isto, pode-se abordar o estudo de problemas respeitantes
a erros relativos de produtos (1).

(1) A férmula (6) apresentada na pag. 30 deixa agora de ser necessaria,
segundo a nova orientagdo. Mas convird, quando seja oportuno, definir «majo-
rante» e «minorante» dum nimero.
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PROBLEMA DIRECTO. Da férmula anterior deduz-se imediata-
mente a formula de majoracdo do erro relativo do produto:

(1) |A"(xy)| < |A%] + |Ay] + |A'X| . [Ay|

Sejam, por exemplo, 3,28 e 0,423 valores aproximados de
dois nimeros x e y, com erros relativos inferiores respectivamente
a 3% e a 2%. Entédo

|A’x| =003 e |A'y| = 0,02,
donde, aplicando (1):

|A"(xy)| < 0,0506.

Na pratica, poderemos escrever
|A"(xy) | < 0,05,

em que o sinal < se I8 «menor ou aproximadamente igual ay.
O mais provével é que seja mesmo

|A’(xy)| < 0,05;

se isto ndo se der, a diferenca entre [A’(xy)| e 0,05 serd inferior
a 0,0006, portanto desprezivel na prética.

Dum modo geral ter-se-4, na prética:

1A (xy) | < |A%] + Ay
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Se atendermos aos sinais e ndo apenas aos mdédulos, teremos
entdo a formula aproximada do desvio relativo do produto

A'(xy) =~ A'x + Ay,

em que se despreza o termo A'x-A'y, cujo médulo é geralmente
muito pequeno em relacdo ao de A'x + A'y.

Nas mesmas circunstancias, pode usar-se também a formula
aproximada do desvio (absoluto) do produto

A(xy) ~ xAy + yAx,
que prepara psicologicamente o aluno para, mais tarde, ver intuitiva-

mente as férmulas da derivada e do diferencial dum produto, o que
é muito importante do ponto de vista pedagdgico.

PROBLEMA INVERSO. Sejam x e y nimeros reais diferentes de
zero. Pretende-se resolver o seguinte problema:

Dado um numero positivo r qualquer, achar um numero s tal
que, se tomarmos valores aproximados de x e y com erros relativos

menores que s, o erro relativo do produto desses valores seja menor
que .

Trata-se, pois, de achar um nimero s tal que
IA'X]|<s A [AYI<s= A (xy)|<r

Para isso notemos que, se s for um nimero positivo qualquer
tal que |A'x| <s e [A'y|< s, vird da férmula (1):

IA'(xy)|<s+s+82=8(2+58)
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Entdo, para que seja |A'(xy)|<<r, basta que seja s(2+s)<r
ou, o0 que é equivalente, '

r
2 s<
(2) 2+s

Vamos provar que esta condicdo serd verificada se for

(3) s§<

Com efeito, tem-se

<r e, portanto:
24T

r r r
=S8 r= <
2+r 247 2+s

S

Logo (3) implica (2), como queriamos provar.
Teremos assim, em concluséo:

r r
4) |Axjl<—— AIAY|[<——=|A'(xy)|<T
24T 24T

Quando r< 1 (como sucede normalmente), a férmula (3) pode
ser substituida por esta outra, mais cémoda para os célculos:

r r2

5 B — ==
- 2 4
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EXEMPLO. Suponhamos que se trata de calcular = x V2 com
erro relativo inferior a 0,001. Entdo r = 0,001 e a férmula (5) da:

Como se vé, esta diferenga é inferior a 0,0005, mas superior
p. ex. a 0,0004. Portanto, bastar4 tomar valores aproximados de =
e de V2 com erros relativos inferiores a 0,0004, para termos a cer-
teza de que o seu produto é valor aproximado de V2 com erro
relativo inferior a 0,001.

Porém, o nimero 0,000 00025 é tdo pequeno em relacdo a
0,000 5, que, na prética, pode ser desprezado. Assim, poderiamos
tomar simplesmente

s < 0,000 5.

Dum modo geral, quando r é bastante menor que 1, a férmula (5)
pode ser substituida por

r
2

S

Isto ndo garante, em absoluto, que, sendo |A'x|<s e |A'y|<s,
se tenha |A’'(xy)| < r; mas, se for [A’(xy)| > r, a diferencga sera entdo
insignificante para fins préaticos.

2. O estudo feito no nimero anterior permite-nos afirmar o
seguinte:

(6) Vr>0, 3s>0: |A'x|<s A |A'yl<s=> |A"(xy)|<T

Basta atender, p. ex.,, a (4) para ver que isto é verdade.
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Ora, a proposicao (6) pode ser estendida ao caso dos erros
absolutos; isto €, podemos. provar que:

V3>0, 3e>0: |Axl< e A |AY| < e= |[A(xy)| < 8

Mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte

TEOREMA. Sejam x e y dois numeros reais quaisquer. Entao,
dado arbitrariamente um numero positivo 3, é sempre possivel achar
um ndmero positivo e, tal que, se x, ey, forem valores aproximados
de x e de y a menos de ¢ o produto x.y, é com certeza, valor
aproximado de xy a menos de 3.

Demonstracao:

Basta considerar o caso em que x # 0 e y # 0, visto que, caso
contrério, o teorema é evidente. Sejam, pois, x e y dois nlmeros
reais ndo nulos. Suponhamos que queremos achar valores apro-
Ximados x, ey, de x e y, de modo que o erro absoluto [x,y, — xy]|
seja inferior a um dado nimero 3. Pretende-se, pois, que seja

(7) |A(xy)| <9
Ora, pela definicdo de desvio relativo, tem-se:

A(xy)
Xy

A'(xy) =

Logo, a condicao (7) é equivalente a esta outra:

)
(7") A" (xy) | < ——
Ixy|
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Ponhamos Tf—yl=r. Ora, segundo (6), existe pelo menos um

nimero s> 0 tal que
(8) A% <s A JAY|<s= [A'(xy)|<r

Mas, aplicando novamente a definicdo de desvio relativo, vé-se
que as condi¢des

IA'x|<s , |Ay|<s
equivalem, respectivamente, as condigoes
Ax| < [x].s , |Ay|<ly|.s

Portanto, se designarmos por € o0 menor dos nimeros positivos
Ix|s e ly|s, deduzimos de (8):

|Ax| < & A |Ay| < e= |A(xy)| < 3,

Em conclusdo: qualquer que seja 8> 0, existe pelo menos um
e> 0, tal que

X, =x|<eAly,-vI<e=|xyy, —xy|<3
q. e. d.

Este teorema tem muito interesse pelas suas aplicagoes a teoria
dos limites e da continuidade. Convém, por isso, que a sua demons-
tragdo seja bem estudada.
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3. Passemos, agora, ao caso do quociente. Sejam ainda x, e y,
valores aproximados de dois nimeros reaisxey, sendoy #0 e y_# 0.
Temos entdo, pondo x, —x = Ax e y, -y = Ay:

~ yAx-xAy
(y+Ay)y
ou seja:
X Ax—-xA
(9) A==t :
y (y+Ay)y

Esta 6 a FORMULA DO DESVIO DO QUOCIENTE. Quando
|Ay| é bastante pequeno em relagdo a y, pode usar-se na pratica a
formula aproximada:

X Ax-xA
B b4 Y
y y*

Posto isto, procuremos uma férmula do desvio relativo do quo-
ciente (supondo também x # 0). De (9) deduz-se, notando que
Ax=x-A'x e y=y-Aly:

X ‘Xx—-xy-A'y xA'x-xA'y
y (y +yAy)y y+yA'y
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donde, dividindo o 1.° membro e o Gltimo por x/y:

X A'x-A'y
(10) AN
Yy 1+ Ay

Eis, portanto, a FORMULA EXACTA DO DESVIO DO QUO-
CIENTE. Supondo, agora, [A'y]<<1 (é este o caso que interessa
normalmente), tem-se:

1+ Ay[>1-[Ay|>0

e de (9) deduz-se entdo:

X A" x| + |A’y|
(11) 1A — g ,
y 1—[A'Y]

que é uma FORMULA DE MAJORACAO DO DESVIO RELATIVO DO
QUOCIENTE (com |A’y|< 1), que vamos aplicar.

PROBLEMA DIRECTO. Sejam, por exemplo, 3,26 e 0,425 valores
aproximados de dois nimeros x e y, com erros relativos inferiores,
respectivamente, a 3% e a 2%. Entdo |A'x|=0,03 e |A'y|=0,02,
donde, aplicando (11):

X 0,05
A" — | < —— < 0,0511
Y 0,98

Na prética, pode tomar-se
X
A" — |< 0,05
¥
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e, dum modo geral,

X
A" — | < |A'%| + |A'y],
y ~

exactamente como no caso do produto.

PROBLEMA INVERSO. Sejam x e y numercs reais quaisquer.
Trata-se, agora, do seguinte problema:

Dado um numero positivo v, achar um numero positivo s, tal que
r r ’ X
A% <s A [AY|<s= |A"— | <T
Y

Para isso, notemos que, sendo s um nUmero positivo qualquer
menor que 1, tal que |A'x|<s e |A'y|<s, vird de (11):

X 2s
A" — | <
Y 1-s

Entdo, para que o 1.° membro seja menor que r, basta que
se tenha

(11) $<
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Assim, em conclusao:

r r X
(12) A% <—— A JAY| < ——= |A'— | <
w4, 247 y

Quando r< 1, podemos usar, como no caso do produto, a
seguinte férmula em vez de (11):

r re
(13) BE o =
2 4

EXEMPLO. Suponhamos que se trata de calcular =/V2 com erro
relativo inferior a 0,001. Neste caso tem-se, como no exemplo ante-
rior, r = 0,001. Usando a férmula (13), idéntica & férmula (5) usada
para o produto, a conclusdo scra perfeitamente anédloga a do referido
exemplo.

NOTA. Observe-se que, nos problemas respeitantes a erros
relativos de produtos e quocientes, ndo chegam a intervir os nimeros
X, Y nem os respectivos valores aproximados X,, ¥, O mesmo ja
ndoc acontece quando se trata de erros absolutos.

4. A conclusdo (12) permite-nos afirmar que, se x #0 ey # 0,
X

(14) vVr>0 , ds>0: |AX|<s AIAY|<s=> |A"—|<Tr
Y

Esta proposicdo pode estender-se ao caso dos erros absolutos:

TEOREMA. Sejam x e y dois numeros reais quaisquer, sendo
y # 0. Entdo, dado arbitrariamente um numero positivo 3, é sempre
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possivel achar um numero positivo ¢, de tal modo que, se x, ey,
séo, respectivamente, valores aproximados de x e y a menos de ¢
(sendo y, # 0), o quociente x,/y, é com certeza, valor aproximado
de x/y a menos de 3; isto é, em simbolos:

i X X
B x-xi<eAly-y,I<cAy, ¢0==-I-Y—’—~-;|<3
1

A demonstragdao € perfeitamente andloga a8 que se deu para
o caso do produto e pode ser feita como exercicio pelo préprio
aluno. O teorema tem grande interesse tedrico, pelas suas aplicacGes
a teoria dos limites e da continuidade.

5. Posto isto, pode-se passar ao estudo, feito no n.° 5 do ADI-
TAMENTO I, sobre célculo de expressées numéricas com multiplica-
¢oes e divisGes. Finalmente, serd tratado, de maneira breve, o caso
das poténcias e das raizes (TEXTO-PILOTO e ADITAMENTO I).
Convém aproveitar a oportunidade para levar o aluno a aperfeigoar
a sua técnica de célculo, quer numérico, quer algébrico.
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