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CAPITULO |

INTRODUCAO AO CALCULO DIFERENCIAL

§ 1. CALCULO NUMERICO APROXIMADO

1. ConsideracOes prévias intuitivas. J4 vérias vezes tem
sido observado ao aluno que, em matemdtica aplicada, o conceito de
‘verdadeiro’ da l6gica bivalente cede o lugar, inevitavelmente, ao
conceito de ‘aproximadamente verdadeiro’ e ao de ‘provavelmente
verdadeiro’, que j& ndo se subordinam ao esquema légico do ‘ser
ou ndo ser’, porque neles subsiste sempre, em dltima anélise, uma
componente subjectiva. Quando digo ‘esta mesa tem 2 metros de
comprimento’, ndo pretendo afirmar uma proposi¢cdo verdadeira, mas
apenas referir um facto que eu considero aproximadamente verda-
deiro. Alids, ninguém pode ter a pretensdo de afirmar que certo objecto
material tem exactamente 2 metros de comprimento, porque tal
afirmacgédo seria desprovida de sentido. E o que se diz para compri-
mentos, aplica-se a areas, volumes, tempos, massas, forgas, tempe-
raturas, etc., sempre que se trata de indicar resultados de medicdes.

Mas qual o critério que permite distinguir uma proposi¢cao
aproximadamente verdadeira de outra que o0 ndo é?

E claro que, tal como em questées concretas de probabilidades
@ estatistica, ndo existe nenhum critério inteiramente objectivo para
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esse efeito: a distingdo é sempre mais ou menos subjectiva e varidvel,
isto 6, depende do sujeito que julga, bem como das circunstincias
e dos fins em vista.

Quando se diz por exemplo que a distancia de Lisboa ao Porto,
por estrada, é de cerca de 330 km, did-se uma indicagdo Util, com
aproximacéo suficiente, para fins de transporte em veiculo automével.
Mas se, em vez disso, dissermos que tal distancia é de cerca de
500 km, j& cometemos um erro grosseiro.

Para certos fins, um erro de 1 km é insignificante. Para outros,
um erro de 1 mm é enorme. As recentes exploragdes espaciais for-
necem exemplos de ambos 0s casos; mas ndo é preciso recorrer a
tais exemplos, porque, a cada passo, nos encontramos perante
situagoes semelhantes. Assim, por exemplo, pode ser importante o
erro de alguns centimetros no comprimento de uma casa a construir;
mas 0 mesmo erro deixard de ter significado na medigao da altura
de uma &rvore, e ninguém, dotado de bom senso, se lembraria de
exigir a medida da altura de uma é&rvore aproximada até aos mili-
metros. O erro de um decigrama, que ndo tem a minima importancia
na pesagem de uma porgdo de manteiga, pode ser fatal na confecgdo
de um produto farmacéutico. A temperatura de um doente costuma
ser avaliada até aos décimos de grau centigrado; mas uma tal
aproximagdo j& é desnecesséria para indicar a temperatura ambiente
num dado lugar.

O erro de um décimo na classificagdgo de um aluno nao tem
geralmente importadncia. Mas o erro de um valor pode ser decisivo.
E 6 preciso ndo esquecer o caracter subjectivo de tais avaliagGes:
verificam-se as vezes diferengas de um ou mais valores, em provas
classificadas por professore§ igualmente cuidadosos e justos.

Inimeros outros exemplos poderiam ser aqui apresentados.

Alids, um problema anélogo se levanta, ainda antes desse, na
distingdo entre ‘numeros grandes’ e ‘nimeros pequenos’. Que quer
dizer ‘ndmero grande’ e ‘niimero pequeno’? E claro que ndo existe
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definicdo matemética de tais termos: um mesmo nGmero pode ser
considerado ‘grande’ ou ‘pequeno’, conforme as pessoas e as cir-
cunstancias. Se ouvirmos dizer que, num desafio de futebol, o resul-
tado foi de 15 a O, ndao hesitaremos em afirmar que o ndmero 15
(de golos) é muito grande. Mas, se nos disserem que 0 nimero de alu-
nos de uma turma € 15, j& achamos que esse nimero é pequeno.
E pode ser que, dentro de alguns anos, 0 mesmo nimero de alunos
de uma turma ja nao venha a ser considerado pequeno. Mas, note-se:
em qualquer dos casos, dizer que um nlimero nio é pequeno nao equi-
vale a dizer que esse nimero é grande, uma vez que a distingdao
entre os dois atributos ‘grande’ e ‘pequeno’ ndo é geralmente
rigida. Na verdade, diz-se muitas vezes, a respeito de um ndmero
ou de uma grandeza: ‘ndo é grande, mas também ndo é pequeno’.

O mesmo se verifica, dum modo geral, com a maior parte dos
juizos que formulamos a cada momento. Quando afirmamos, a res-
peito dum aluno, ‘é inteligente’ ou ‘é aplicado’, torna-se evidente o
carécter subjectivo (e relativo) de tais afirmacdes: pode haver pessoas
que tenham opinido contrdria e pessoas que ndo tenham essa opi-
nido nem a contrdria, mas apenas opinido dubitativa. O mesmo quando
dizemos ‘faz calor’, ‘esta sala é quadrada’, etc., etc. Assim, na vida
corrente, 0 principio do terceiro excluido deixa de ser vélido: além
dos valores "verdadeiro’ e "falso’, aparecem-nos os valores ‘duvidoso’,
‘provavelmente verdadeiro’, “aproximadamente verdadeiro’, etc.

As considera¢gGes anteriores suscitam, desde logo, uma dtivida:

Como é possivel fundar uma teoria matematica de valores apro-
ximados — ou seja, uma teoria rigorosa de coisas nao rigorosas?

O leigo pensa, consciente ou inconscientemente, que tal nao é
possivel e, por isso, ao ouvir falar de ‘célculo numérico aproximado’
(ou de ‘processos de célculo aproximado’), julga estar em presenca
de matemética pouco rigorosa, que é como quem diz, de matemética
degenerada. Ora isto, sim, 6 um erro grosseiro, que convém desde
logo contrariar.
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Assim como o célculo das probabilidades é uma teoria matema-
ticamente certa de coisas incertas, assim também o célculo numé-
rico aproximado é uma teoria matematicamente exacta de coisas
inexactas.

Afinal, toda a matematica aplicada — a comegar pela geometria,
aplicada a fisica e a técnica — assenta, necessariamente, numa feoria
rigorosa de coisas que, na pratica, ndo sdo rigorosas.

Alids, como teremos ocasido de ver, & o estudo dos valores
aproximados que conduz naturalmente 3 teoria dos limites, base de
toda a ANALISE INFINITESIMAL, que, tal como a aritmética dos
ndmeros naturais, pode ser desenvolvida com rigor l6gico impecével,
a partir de um sistema de axiomas. O calculo numérico aproximado
que vamos estudar contém j4, sob forma embrionéria, o CALCULO
DIFERENCIAL que, juntamente com o CALCULO INTEGRAL, cons-
titui o CALCULO (ou ANALISE) INFINITESIMAL.

Aqui vemos, pois, mais um exemplo tipico de interacgao fecunda
entre a teoria e a pratica. O que torna muitas vezes dificil aos alunos
a compreensdo da teoria dos limites é, em grande parte, a separagao
artificial que se estabelece entre os dois termos do par teoria-prética,
Ou seja entre matemdtica pura e matemética aplicada.

Aliés, o célculo numérico aproximado estd a assumir importancia
cada vez maior nos tempos actuais, com o desenvolvimento dos com-
putadores electrénicos e suas aplicagdes a vida das sociedades
modernas, as investigagdes espaciais, etc., tendo conduzido a criagao
de um novo ramo da matemética: a ANALISE NUMERICA.

2. Erro de um valol'r aproximado. Vimos que é impossivel
definir matematicamente ‘valor aproximado’, assim como é impossivel
definir ‘nimero grande’ ou ‘nimero pequeno’. No entanto, ja é poss/-
ve/ definir matematicamente ‘erro de um valor aproximado'.

Por exemplo, se considerarmos o niimero 3,16 como valor apro-
ximado de =, podemos afirmar ‘o erro desse valor aproximado de =
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é inferior a 0,02 — o que é uma proposi¢do verdadeira (e ndo apenas
aproximadamente verdadeira). Analogamente, é verdadeira a propo-
sicao:

‘Se tomarmos o numero 3,141 como valor aproximado de w,
cometemos um erro inferior a 0,001".

Porém, agora, trata-se de um erro por defeito (quer dizer
3,141 < «), enquanto no exemplo anterior o0 erro é por excesso (quer
dizer = < 3,16).

Assim, finalmente, podemos chegar a uma definicdo matemati-
camente rigorosa de ‘erro de um valor aproximado’:

DEFINICAO 1. Seja x um nimero real qualquer e 8 um nimero
positivo (isto é > 0). Chama-se valor aproximado de x com erro
inferior a 3 todo o nimero real x, tal que

|x; — x| <8

Convém recordar aqui (com exemplos) que o mddulo de um
numero real u, que se representa por |u), é igual a u, se u>0, e
é igual a —u se u< 0. Portanto, escrever |[x, — x|<d equivale
a escrever

X;—X<d8 , se x,—-x2>0

X—-X,<8& , se x,-x<0
Daqui resulta:

X, <X+3d se Xq 2 X

Xy >x-28 se Xy €X
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e, portanto, como é facil de ver,

(1) [X; =X |[<8 <> x-8<x,<Xx+3

J& sabemos que o conjunto dos valores de x, que verificam
esta condicdo é |x—3, x+ &[. Este intervalo é chamado a vizi-
nhanga (38) de x.

Assim, por definigado:

A vizinhanga (3) de x é o conjunto de todos os valores apro-
ximados de x com erro inferior a 3.

Note-se que, na definicdo anterior, ndo se define o significado
da expressdo com duas varidveis:

X, € valor aproximado de X,
mas sim o da expressdo com trés variaveis:
x, é valor aproximado de x com erro inferior a 3.

Define-se portanto, aqui, uma refagéo ternaria e nao uma relagao
binéria. Convém notar que se apresenta uma situagao andloga com
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o atributo ‘grande’, aplicado a nimeros. Na verdade, ndo se define
em matematica a propriedade absoluta:

X é grande (no universo [R).
mas sim a propriedade relativa:
X é maior que vy,
ou, mais precisamente, a relacdo binédria >. (Como se tem visto, é

substituindo o absoluto pelo relativo que se consegue, em geral,
maior rigor l6gico em ciéncia.)

CONVENCAO:

Em vez de ‘valor aproximado de x com erro inferior a &', também
se diz, para brevidade de linguagem:

valor aproximado de x a menos de 8

A definicdo 1 é completada com a seguinte:

DEFINICAO 2. Chama-se erro de X, como valor aproximado
de x (ou erro de x, em relagdo a x) precisamente |x, — x|. Diz-se
que o erro de x, & por excesso ou por defeito, conforme x, > x
ou x, < x(1).

(') Neste Compéndio adoptamos a definigdo de "erro de valor aproximado’
como ‘médulo do desvio desse valor'. No entanto, os alunos devem ser preveni-
dos de que, muitas vezes, se chama ‘erro’ precisamente aquilo a que chamamos
aqui 'desvio’.
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Assim, como se vé, qualquer nimero real x, pode ser conside-
rado como valor aproximado de x, em matemética pura, pois o que
se define apenas é o grau de aproximacdo, indicado pelo nimero 3.

Convém ainda fazer uma distingao entre ‘erro’ e ‘desvio’, que
serd muito (til, como veremos:

DEFINICAO 3. Chama-se desvio de x, em relagdo ao nimero x
a diferenga x, — x.

Assim, o desvio de x, em relacdo a x serd um nimero posi-
tivo, negativo ou nulo, ao contrério do erro de X, em relacédo a x,
que € sempre superior ou igual a zero — por ser precisamente o
mddulo do desvio.

Quando estiver subentendido o valor x, de que se trata, desig-
naremos pelo simbolo Ax o desvio de x, em relacdo a x, isto 6,
poremos:

Mas, basta comparar os dois membros para se ver que a notagéo
Ax é incompleta, se nédo estiver subentendido o valor aproximado X,
a que se refere o desvio.

Como sinénimo de ‘desvio’, hdo-de aparecer-nos, depois, os ter-
mos ‘variacdo’ e "acréscimo’, quando se tratar de fungoes.

NOTAS:

I. Na férmula (1) podemos trocar os papéis de x e x,, apli-
cando o principio de substituicdo de varidveis aparentes. Assim:

X, = x|<3 < x,—-8<x<Xx,+3
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isto é: x, é valor aproximado de x a menos de 3, sse x pertence ao
intervalo |x, -8, x,+8/[.

Il. Na prética, os nimeros reais sao medidas de grandezas.
Assim, o que se diz quanto a erros e desvios para nimeros, aplica-se
mutatis mutandis a grandezas, expressas pelas réspectivas medidas,
em relagao a uma unidade.

EXERCICIOS —I. Indique os desvios e os erros dos nimeros
-4 O 2 S 21, 23, 234, 2339

em relagdo a 2,34.

Il. Indique diversos valores aproximados de V3 a menos de
0,02 por excesso e por defeito.

lll. Sabendo que 4,73 é valor aproximado dum ntmero o« a
menos de 0,05, indique:

a) Uma vizinhanga de «, tdo pequena quanto possivel, a que
pertenca o nimero 4,73(").

b) Dois nimeros tdo préximos quanto possivel, entre os quais
esteja «.

D& nova resposta & segunda alinea sabendo que: 1) 4,73 é
valor aproximado de « por defeito; 2) 4,73 é valor aproximado
de o por excesso.

(') O intervalo ]Ja—0,06; o + 0,05[.
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IV. Sendo « um numero real qualquer e 8 um ndmero positivo,
identifique: &) o conjunto dos valores aproximados de a por defeito
a menos de 3; b) o conjunto dos valores aproximados de « por
excesso a menos de 3; ¢) a reunido dos dois conjuntos.

V. Sabe-se que a massa de um corpo é de 5,328 kg, com erro
inferior a 3 g. Entre que limites estd compreendida a massa do corpo?

VI. a) Sabendo que 4,37 é valor aproximado dum nidmero «
a menos de 0,02, indique um valor aproximado de «, por defeito, a
menos de 0,04, e um valor aproximado de «, por excesso, a menos
de 0,04.

b) Sabendo que a é valor aproximado de « a menos de 3, indi-
que um valor aproximado de « por defeito e outro por excesso, a
menos de 2 3. Enuncie o teorema contido na resposta.

Vil. Sabendo que 0,27 é valor aproximado de «, por defeito,
a menos de 0,05, indique um valor aproximado de « a menos
de 0,03.

3. Algarismos exactos dum valor aproximado. Suponha-
mos, por exemplo, que 3,56835 é valor aproximado dum niimero «
com erro inferior a 0,002. Entdo é facil ver que

3,6815 < « < 3,5855

Por .conseguinte,~até ao algarismo das centésimas, a dizima
que representa « sO pode ser 3,58. Diremos, por isso, que o nimero
3,6835 & valor aproximado de « com trés algarismos exactos.
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Analogamente, suponhamos que 4 853 420 é valor aproximado
dum nidmero B com erro inferior a 4 000. Temos entdo

4849420 < B < 4857420

e vemos que o nimero 4 853420 é valor aproximado de 3 com
dois algarismos exactos. Também podemos escrever:

B ~ 4,853 x 108 (com erro inferior a 5000)

Ainda neste caso, diremos, por exemplo, que 0,04853 é valor
aproximado de (8 x 10-8 com dois algarismos exactos. Dum modo
geral:

Com algarismos exactos s6 contam algarismos significativos,
isto é, algarismos que nao sejam zeros a esquerda (precisamente
aqueles que intervém na determinacdo da mantissa do logaritmo ou
na utilizacado da régua de claculo) ().

4. Majoragdo do erro de uma soma. Sejam x, y dois
numeros reais e tomemos dois ndmeros X ,+ Y, como valores apro-
ximados de x e de y, respectivamente.

(1) Os computadores mais rdpidos tém sistema de virgula flutuante, isto 6,
d&o por um lado os algarismos significativos e, por outro lado, um nimero inteiro
igual & caracteristica do logaritmo.
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Ora

(1) (x1+y,) = (x+y) = (xg=x) + (y, —-y)

O primeiro membro de (1) é o desvio de x, + y, em relagdo a
x +y. Por sua vez x, — x é o desvio de x; em relagdo a x e ¥, —¥
o desvio de y, em relacdo a y. Assim, a férmula (1) pode exprimir-se
abreviadamente, dizendo:

O desvio da soma é igual a soma dos desvios das parcelas.

Ou ainda, simbolicamente:

(2) A(x+y) = Ax+ Ay

pondo A(x+vy) = (Xx;+Y,) — (x+y), Ax = x1—X, A‘/=V1 =

Daqui e da propriedade do médulo da soma deduz-se:

(3) IA(x+y) | < |Ax|+|Ay]

Como o erro é o mdédulo do desvio, esta férmula pode exprimir-se
abreviadamente dizendo:

O erro da soma é sempre inferior ou igual a soma dos erros das
parcelas.
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Convém, ainda, notar o seguinte:
A férmula (3) pode ser substituida pela igualdade
|[A(u+vVv)|=|Au]+|Av|

se e sO se os erros das parcelas sao ambos por excesso ou ambos por
defeito (neste caso o erro da soma serd também por excesso ou por
defeito, respectivamente).

Estes resultados estendem-se, mutatis mutandis, a mais de duas
parcelas.

Chama-se majorante (ou maiorante) dum namero «, qualquer
namero o' > «. Majorar um nimero « € achar um majorante de o.

Assim, a férmula (3) pode ser chamada FORMULA DE MAJORACAO
DO ERRO DA SOMA.

Analogamente, chama-se minorante dum nimero o, qualquer
nimero o« < o.

EXEMPLOS:

. Sabe-se que 3,14 ¢ valor aproximado de =, por defeito, a me-
nos de 0,01, e que 1,41 é valor aproximado de V2, por defeito, a
menos de 0,01. Logo, o ndmero 3,14 + 1,41 = 4,55 é valor aproxi-
mado de = + V2, por defeito a menos de 0,02.

Il. Sabe-se que 0,528, 3,032 e 4,530 sdo valores aproximados
de trés ndmeros «, B, v, a menos de 0,002, 0,003, 0,005, respecti-
vamente. Logo, o nimero 0,528 + 3,032 + 4,530 é valor aproximado
de « + 3 + v @ menos de 0,01.
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5. Célculo aproximado de uma soma com erro inferior
a um namero dado. Nos problemas do nimero anterior sdo

dados valores aproximados x,, y,, ..., de nimeros x, y, ..., com

erros inferiores a nlimeros positivos também dados, e procura-se um
majorante do erro da soma x. +Yy, +.... Consideremos, agora, o
problema inverso (em primeiro lugar com duas parcelas):

Sejam x, y numeros reais. Dado um numero positivo 8, achar

valores aproximados x,, y, de x e y tais que x, +Yy, seja um valor
aproximado de x +y com erro inferior a 3.

Ponhamos, como anteriormente:

Xy =x=Ax , y,—y=A48y , (xq+ys)=-(x+y)=A(x+y)
Trata-se, pois, de achar um nimero ¢ tal que, sendo
|Ax|<e e |Ay|<eg, se tenha |A(x+y)|<3d. Ora

|A(x+y)|<|Ax|+|Ay]
Entdo, se for |Ax|<e e |Ay|<e, vir4:
|A(x+y)|<2c¢

Portanto, para se ter | A (x+y) |<3, basta que seja 2 =3,
isto 6, e = 8/2. Em resumo:

TEOREMA. Para calcular a soma de dois numeros com erro
inferior @ 3, basta tomar valores aproximados desses numeros com
erro inferior a € = 8/2.
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Assim, podemos afirmar o seguinte:

V>0 Fe>0:|Ax|<eAl|lAy|<e=|AMX+y)|<?d

O teorema anterior estende-se, evidentemente, a somas com mais
de duas parcelas: basta substituir 2 por n, sendo n o numero de
parcelas.

EXERCICIOS:

I. Calcular =+ V2 a menos de 0,001 (por defeito).

Ii. Calcular

W,

n+V2+V3+

com erro inferior a 0,05, por excesso.

6. Erro do valor simétrico e erro do valor absoluto.
E f4cil reconhecer o seguinte:

TEOREMA 1. Se x, é valor aproximado de x a menos de 3,
também -x, é valor aproximado de —x a menos de 3, e recipro-
camente.

Com efeito, este teorema é traduzido pela seguinte expressao
simbdlica:

X=8<Xg<{X+8< —=x=-8< —%X,<—X+9d
cuja dedugéo é imediata (justifique).
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A0 mesmo tempo, vé-se que:

Se x. é valor aproximado de x por defeito, —x, é valor
aproximado de — x por excesso (e vice-versa).

Com efeito:

<X =Xqg> =X , XqSXA>=Xq< =X

Por outro lado:

TEOREMA 2. Se x, é valor aproximado de x a menos de 39,
também | x, | é valor aproximado de | x| a menos de 3.

Demonstracéao:

Suponhamos que x, é valor aproximado de x a menos de 3.
Quer isto dizer que

(1) x4 —x]<3

Ora, segundo as regras de adi¢do e subtrac¢do de nimeros reais,
o médulo da diferenga de dois nimeros nunca pode ser inferior a
diferenga dos mddulos desses nimeros. Por exemplo:

|B={—3) | =8> |8|~|{~9]
|(~=3)—(=8)|=2=|(~B) |~ [|(—3) |
Em resumo: o mddulo da diferengca de dois numeros é sempre
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superior ou igual ao médulo da diferenca dos médulos desses
numeros. Temos, pois,

|x1=x12|Ix1|=IxI| , ¥xx€lR,
donde, atendendo a (1):
||x1 |-!xw<3

Mas isto quer dizer, precisamente, que | x, | é valor aproximado
de | x | a menos de 3.

EXEMPLO. Suponhamos que — 0,04 é valor aproximado dum
nimero o« a menos de 0,05. Entdo, segundo o teorema 1, 0,04 é
valor aproximado de — o a menos de 0,05, isto é tem-se:

-001<-a<0,9.

Ao mesmo tempo, aplicando o teorema 2, podemos afirmar
que 0,04 ¢é valor aproximado de | « | a menos de 0,05. Mas ndo temos
elementos para poder afirmar que « é positivo, que é negativo ou
que é nulo. Porqué?

7. Majoracgéo do erro de uma diferenca. Visto que a dife-
renca X —y de dois nimeros X,y é igual a x+ ( —y) a majora-
¢80 do erro da diferenga reduz-se 3 da soma de x com —vy. Em
particular:

Se x, é valor aproximado de x por defeito e y, é valor apro-
ximado de y por excesso, entdo x. -y, é valor aproximado de
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x -y por defeito (e vice-versa, trocando as palavras ‘defeito’ e
‘excesso’). Por exemplo, sabemos que 1,414 é valor aproximado de

V2 por defeito a menos de 0,001 e que 3,142 é valor aproximado de
7, por excesso, a menos de 0,001. Entdao, o ndmero

1414-3142 = - 1,628

serd um valor aproximado de \/'2-7:, por defeito, a menos de
0)002-

Suponhamos agora que 4,38 e 1,59 sdo valores aproximados,
ambos por defeito, de dois niimeros « e {3, respectivamente, a menos
de uma centésima. Entdo, o nimero

4,38 - 1,69 = 2,79

é valor aproximado de « — 3 a menos de 0,01, mas nao sabemos se
por excesso se por defeito.

8. Majoracéo do erro de um produto. Sejam x,, y, valo-
res aproximados de dois ndmeros reais x, y, respectivamente, e
ponhamos, como anteriormente, Xy — X = Ax, y; —y = Ay. Entdo:

(1) Xy=X+Ax , y;y=y+ Ay
donde

X1y, = Xy + x Ay + yAx + AxAy
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ou seja

(2) X1Y1 — Xy = XAy + yAx + AxAy

Ora podemos p6r, segundo a notagdo anterior:

X1yY1 — Xy = A (xy) (desvio de xqy, em relagdo a xy)

Entdo (2) pode escrever-se:

(3) A(xy) = xAy + yAx + AxAy

Esta férmula é a importante FORMULA DO DESVIO DO PRO-
DUTO, cuja interpretagdo geométrica intuitiva se encontra na figura
que a seguir se apresenta no caso em que Ax>0e Ay> 0.

Ay xAy Ax Ay
Y Xy yAx
X Ax

A figura fala por si e o aluno deve relaciona-la com as férmulas
anteriores sem auxilio alheio.
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De (3) deduz-se, por exemplo:

A (xy) = xAy + (y + Ay) Ax

ou seja, atendendo a (1):

(4) A(xy) = xAy +y, Ax

Daqui vem, por sua vez:

(5) |A(xy) < Ix||Ay |+ |y, ||Ax]| (justifique)

Seja, agora, X um majorante de x| e y um majorante de |y, |,
isto 6: x> x| , v21y, ().

Entdo de (5) vir4, pela monotonia da adigdo e da multiplicagéo
em [R:

(6) |A(xy) IS X|Ay|+¥|Ax]|

Esta 6, pois, uma FORMULA DE MAJORAGCAO DO ERRO DO
PRODUTO.

(') E claro que nada impede de trocar aqui os papéis de x e y, visto
que a multiplicagéo é comutativa. O simbolo X |8-se 'x circunflexo’ ou ‘x cha-
péu’. O mesmo para ¥, etc.
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EXEMPLO. Suponhamos que 4,538 e 0,5327 sao valores apro-

ximados de dois niimeros x e y, respectivamente, a menos de 0,001
e de 0,0001. Neste caso, tem-se:

|x|=x<453% , |y,|=y,=056327

e assim podemos tomar, por exemplo:

50
il
(6]
<
i
——

Como | Ay | =0,0001 e | Ax | = 0,001, vira, aplicando (6):

| A (xy) | < 5 x 0,0001 + 0,001 = 0,0015

Por conseguinte o produto

4,538 x 0,6327 = 2,4173926

6 um valor aproximado de xy a menos de 0,0015.

Suponhamos, agora, que os ndmeros 4,538 e 0,5327 sao valores
aproximados de x e y por defeito (com erros inferiores a 0,001 e
0,0001, respectivamente). Entdo, o produto desses numeros é valor
aproximado de xy, por defeito a menos de 0,0015, isto é:

2,4173926 < xy < 2,4188926

Ficam, portanto, determinados apenas frés algarismos exactos
de xy:

Xy = 241...
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Mas, é claro que 2,417 é ainda um mel/hor valor aproximado de xy
(a menos de 0,002, por defeito). Os restantes algarismos decimais
é que j& nao interessam (1).

NOTAS IMPORTANTES:

I. Para obter o produto de dois numeros com n algarismos
exactos (incluindo a parte inteira, se esta ndo é nula) é necessario
geralmente conhecer os factores com n + 1 algarismos exactos.
Assim, no exemplo anterior, os factores sdao dados com 4 algarismos
exactos e o produto é obtido com 3 algarismos exactos: perdeu-se,
portanto, um algarismo exacto. Mas algumas vezes perde-se mais
de um algarismo exacto; outras vezes, pelo contrdrio, ndo se perde
nenhum.

Il. No caso em que x = x4, & claro que a férmula (3) do
desvio do produto se reduz a seguinte:

A (xy) = xAy,

sendo, neste caso, mais facil a majoragdo do erro do produto. Ana-
logamente se y=y,.

Il. Ainda a respeito da férmula (3), que dé o desvio de um pro-
duto, convém notar o seguinte:

Quando os erros | Ax | e | Ay | sdo bastante pequenos, o termo
AxAy da férmula (3) é muito pequeno em relagdo aos dois primeiros

(') O aluno poderé resolver outros exercicios deste tipo; mas convém esco-
lher nimeros com menos algarismos, para evitar cédlculos demasiado laboriosos.
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e pode, entdo, ser desprezado na prética. Assim, em vez de (3),
podemos escrever:

(3% A(xy) *xxAy+yAx

Esta 6 a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DO PRODUTO,
que, nas referidas circunsténcias, pode substituir a férmula exacta (3).
Veremos depois como, no CALCULO DIFERENCIAL, a férmula (3")
8e torna exacta, substituindo o conceito de ‘desvio’ pelo de ‘diferen-
cial’ (ou pelo de ‘derivada’).

9. Caélculo aproximado de um produto com erro inferior
a um niimero dado. Consideremos, agora, o problema inverso
do que foi estudado no nimero anterior:

Dado arbitrariamente um numero 8> 0, achar valores aproxima-
dos x4, Y, de dois numeros x, y, de tal modo que o produto Xy,
ssja valor aproximado do produto xy com erro inferior a 3.

Sejam x4 e y, valores aproximados de x e y (respectivamente),
com erro inferior a um nimero ¢ a determinar. Continuemos a repre-
sentar por A(xy) o desvio x,y, — xy. O que se pretende, precisamente,
é determinar = de modo que seja:

|A(xy) <8
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Para isso, tomemos um nimero X > | x| e um ndmero y> |y |.
Entdo, se obrigarmos ¢ a verificar a condigao

(1) e< Y- |yl
tem-se:
(2) lyl+e<y
lyl lyl|+e

— <>

Ora, sendo y,, valor aproximado de y a menos de ¢, também
|ys | € valor aproximado de |y| a menos de ¢ (ver n° 6), e
portanto (1)

ly, I<|yl+e

donde, atendendo a (2):

ly, I <y

(1) E claro que nos podiamos limitar aqui a numeros positivos, o que dis-
pensava a notacdo de médulo, Mas, convém-nos a hipdtese mais geral de
ndmeros reais, para poder aplicar, depois, este teorema a teoria dos limites.
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Assim, X é um majorante de | x| e y um majorante de |y |, 0 que
nos permite aplicar a férmula do nimero anterior:

|A(xy) IS R| Ax|+§]Ay|
Como, além disso, | Ax |< £ e | Ay | < &, viré:
| A (xy) [<(X+9) ¢

Por conseguinte, serd | A (xy) | < 3, se for

3

X+y

(X+9)e< 3 ouseja &<

em que, como se disse, X > | x| e y> |y |, Além disso, € deve ainda
verificar a condigdo (1). Assim, em conclusédo:

TEOREMA. Sejam x e y determinados numeros reais. Entéo,
qualquer que seja 3 > 0, existe pefo menos um &> 0 tal que o pro-
duto de dois valores aproximados de x e y a menos de € é, com
certeza, valor aproximado de Xy a menos de 8. Um tal nimero ¢ pode
ser qualquer numero positivo que verifique simultdneamente as duas
condigdes:

3
(3) R , e<¥-|yl.
X+V

sendo X, y numeros quaisquer tais que

R21x] , 9>|y[(")

(') E claro que os papéis de x e de y podem ser trocados neste teorema.
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A primeira parte do teorema pode ser traduzida simbolicamente
pela férmula

V3>0, 3>0: |Ax|<eAlAy|<e=>|A(xy)|<3d

Mas, é preciso ndao esquecer 0 seguinte:

Ao contrério do que sucede no caso da soma, o numero € pro-
curado depende agora ndo s6 de 3, mas também dos préprios
numeros X, y, como se vé pelas férmulas (3).

EXEMPLO. Suponhamos que se pretende achar um valor apro-
ximado de = V2 com erro inferior a 0,001. Neste caso, pondo
x==, y= V2, podemos tomar por exemplo:

x=4 , y=2
Procuraremos, agora, um nimero ¢ tal que

0,001
4 +2

e< . e<2-V2

Um nimero que verifica a primeira condi¢ao é 0,0001. Ora, este
nGmero verifica também a segunda condigdo, visto que V2 <1,5 e
portanto 1 - V2>1-1,5=0,5. Logo, podemos tomar

e = 0,0001
isto é:

Para calcular ©V'2 com erro inferior a 0,001, bastaré tomar valo-
res aproximados de = e de V2 com erro inferior a 0,0001, ou seja,
aproximados até as décimas milésimas.
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10. Majoragéo do erro de um quociente. Sejam x, e y.
valores aproximados de dois niimeros x e y, respectivamente, e supo-
nhamos que setemy #0 e y, # 0. Continuando a usar as notagGes
anteriores, temos:

(1) Xy =Xx+Ax , y,=y+ Ay
donde

X4 X X + Ax X

(2) e 5

Y, y ytAy vy

_ (xy + yAx) — (xy + xAy)
y (v + Ay)

Pondo, agora

deduzimos de (1) e (2) a FORMULA DO DESVIO DO QUOCIENTE:

yAx — xAy

X
T A
3) Yy YY1

Daqui, por sua vez, deduz-se:

Ix| Ay |+ |y[|Ax]

A—|<
lyllyql

Y

(justifique)

’ X
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Seja, agora, X um majorante de | x|, ¥ um majorante de |y|e y
um nlmero positivo, tal que

ys<lyl e y<ly, (")

Entdo, vird (2):

x|Ay|+y|Ax]

y2

A—|<
¥

(4)

| X

Esta 6 uma FORMULA DE MAJORACAO DO ERRO DO QUOCIENTE.

EXEMPLO. Suponhamos que 0,23232 e 3,1416 sao valores
aproximados de dois nimeros x e y, a menos de 0,000 01 e 0,000 1,
respectivamente. Neste caso podemos tomar, por exemplo:

=03 , y=4 , y=3
Assim:

X 0,3 x 0,0001 + 4 x 0,00001
]A—| < - < 0,000 008
Y

Suponhamos, além disso, que o primeiro valor (dividendo) é
aproximado por defeito, e que o segundo (divisor) é aproximado

(') Diz-se, neste caso, que y é um minorante positivo de |y| e |y,].
O simbolo y l8-se ‘y trago’ ou ‘y barra’.

(2) Aumentando o dividendo, o quociente aumenta; diminuindo o divisor,
0 quociente aumenta. Isto é: a < b = a/c < b/c, b>c¢ = a/b<a/c (em [R).
Justifique, splicando principios de equivaléncia de inequagdes.
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por excesso. Entdo o quociente é aproximado por defeito e tem-se,
calculando o quociente até as milionésimas:

X
0,073949 < — < 0,073957
Yy

O quociente de x por y fica, pois, determinado com trés algaris-
mos exactos: perderam-se, portanto, dois algarismos exactos (geral-
mente, na divisdo, perde-se apenas um algarismo exacto, tal como
na multiplicagdo). Mas, note-se que o nimero 0,07394 é valor apro-
ximado de x/y a menos de 0,00002.

Outros exemplos anédlogos poderiam ser apresentados. Convird
no entanto, para exercicios, escolher nimeros com menos algarismos,
a fim de evitar célculos demasiado laboriosos.

NOTAS:

I. No caso particular em que y = Y, é claro que a férmula (3)
do desvio do quociente se simplifica, dando:

Neste caso, a majoragao do erro do quociente serd mais facil.

Il. Relativamente a férmula (3), convém ainda observar o
seguinte:

Na prética, quando o erro | Ay | é bastante pequeno em rela-
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¢do a |y |, € desprezavel o erro que se comete, substituindo y, por
y em (3). Assim, em vez de (3), podemos escrever:

X yAx — xA
(3" Ko Y
y y?

Esta é a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DO QUOCIENTE
que, nas referidas circunstéancias, pode substituir a férmula exacta (3).
Mais tarde veremos como, no CALCULO DIFERENCIAL, a prépria
férmula (3') se torna exacta, substituindo o conceito de ‘desvio’
pelo conceito de ‘diferencial’ (ou pelo de ‘derivada’).

11. Célculo aproximado de um quociente com erro
inferior a um nimero dado. Consideremos, agora, 0 problema
inverso do anterior:

Dado arbitrariamente 8> 0, achar valores aproximados x,, y, de
dois numeros x,y, de modo que o quociente x,/y, seja aproximado
do quociente x/y a menos de & (comy #0 ey, #0).

Sejam x,,y, valores aproximados de x, y (respectivamente), com
erro inferior a um nimero = a determinar, e continuemos a designar
por A(x/y) o desvio x,/y, —x/y. Pretende-se, pois, determinar ¢
de modo que seja

’Ai'<8
Y
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Para isso, tomemos arbitrariamente um numero X > |[x|, um
nimero ¥ > |y | e um nimero y tal que

o<y<|y]l

Entédo, se ¢ verificar a condigdo

e< |yl|l-y
tem-se:
(1) y<|yl-c¢
0 y lyl
! a | |

Ora, sendo y, valor aproximado de y a menos de &, também
|y, | é valor aproximado de |y| a menos de ¢ e tem-se:

|y~ &<y, |

donde, atendendo a (1):

y<ly,l

Assim, y é um minorante positivo de |y| e |y, |, & como X, ¥

s#io majorantes de | x| e |y |, respectivamente, podemos aplicar a
FORMULA DE MAJORACAO DO ERRO DO QUOCIENTE:

X|Ay|+y]|Ax|

y2

a2
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Como, além disso, |Ax|< e e |Ay|< ¢, vira:

x+y

y2

|A—$—-)< €

Por conseguinte, serd | A (x/y) | < 3, desde que seja

X+9 _ y*
— e< d, e que equivale a €< -
y2 R+y

3

Em conclusio:

TEOREMA. Sejam x e y dois numeros reais e suponhamos
vy # 0. Entdo, para todo & > 0, existe pelo menos um &> 0, tal que
o quociente de um valor aproximado de x a menos de € por um
valor aproximado de y a menos de = é valor aproximado de x/y a
menos de 3. Um tal numero < pode ser qualquer numero positivo que
verifique as duas condigdes

?2
a 8 r E*-<-.|Y|_vr
X+vy

sendo R, ¥, Y, numeros quaisquer tais que

2 x|, yZ2lyl , O<y<ly|
A primeira parte do teorema é traduzida pela férmula:
X
v3, de: |AX|< e A |Ay|< & =>|A —|<3
y
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Tal como no caso do produto, o nimero e procurado depende
nfo 86 de 3, mas também de x e v.

EXEMPLO. Suponhamos que se trata de calcular V2/x a

menos de 0,001. Pondo x= V2, y==n, podemos tomar, por
exemplo:

£=2 , §=4 , y=3

Procuremos, agora, um nimero ¢ tal que

x 0,001 , e<=wm-3

N
®

Um ndmero que verifica a primeira condi¢do é 0,0015. Ora, este
numero verifica também a segunda condigdo, visto que => 3,1 e,
portanto, = - 3> 0,1. Logo, podemos tomar € = 0,0015 ou mesmo

e = 0,001
isto é:

Para calcular V 2/~ a menos de 0,001, basta tomar valores
aproximados de V2 e de m até as milésimas.

EXERCICIOS:

. Sendo «=0,252... e B =3,141..., calcular x + 3, B—«, aff
e o/B, com o maior numero possivel de algarismos exactos.

Il. Sabendo que a base e a altura dum tridngulo medem respec-
tivamente 26,3 cm e 5,0 cm, a menos de 1 mm por defeito, calcular
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um valor aproximado, por defeito, da érea do tridngulo, e achar um
majorante do erro desse valor aproximado.

itl. Determinar o nimero de algarismos exactos que se devem
tomar no desenvolvimento de w para calcular a drea dum circulo
de 10 m de raio com erro inferior a 1 cm?2.

IV. Pretende-se construir um recipiente cilindrico com 1 m de
altura e 30 cm de raio da base. Avaliar o erro que pode provocar
na capacidade do recipiente o erro de 1 mm cometido no raio da
base e na altura.

V. Determinar a relagdao de grandeza que se verifica entre os
ndmeros V5 e V 3, aplicando o seguinte teorema:

‘Sendo a e b numeros positivos € n um nimero natural, tem-se
a<b, a>b ou a=b, conforme a" <b", a">b" ou a" =b",

Vl. Idem para os ndmeros V5V2.7 e V2-1.

VIl. Dispor por ordem de grandeza os nimeros 4, V13 e
V2+V5 sem recorrer a desenvolvimentos decimais.

VIIl. Verificar que V2 - Vm estd compreendido entre 0,6
e 0,7 (comegando por calcular ©* a menos de 0,01).

12. Majoracédo do erro de uma poténcia. Seja x, valor
aproximado de um numero real x e seja n um nimero natural. Entdo,
como se viu no 6.° ano,

1

Mo x = (X, = %) (0" # %] 2+, +x0"2 4+ x"7)

X,
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ou ainda, adoptando as notacOes anteriores para desvios:
(1) AP = (0" 3 K o bR 5 YA
que é a FORMULA DO DESVIO DA POTENCIA.

Daqui, por sua vez, deduz-se:

IAX" < (%™ + x "2 ]+ L+ X)) Ax
1 1

Portanto, se designarmos por X um majorante qualquer de
Ix,| e [x], vira:

|AX"| < n &"°7 | Ax|

que é uma FORMULA DE MAJORAGAO DO ERRO DA POTENCIA.

Esta permite ndo sé majorar o erro da poténcia de um valor
aproximado de x, como também resolver o problema inverso, de
modo andlogo ao que fizemos para o produto. Isto é:

Qualquer que seja 8> 0, tem-se |Ax"| <8, desde que seja
|AX| < ¢, sendo = um numero positivo tal que

"~

- e e< &X—|x|,
Gl

em que R é qualquer numero maior que |x|.
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Relativamente a férmula (1), verifica-se, na prética, o seguinte
facto:

Quando |Ax| é bastante pequeno, 0 erro que se comete em
substituir x, por x é desprezével e, assim, obtemos:

(1) AxX" ~ n x"" Ax

Esta é a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DA POTENCIA
que, nas referidas circunsténcias, substitui a férmula exacta (1).
Veremos depois como, no CALCULO DIFERENCIAL, a prépria f6r-
mula (1’) se torna exacta, substituindo o conceito de ‘desvio’ pelo
conceito de ‘diferencial’ (ou pelo de ‘derivada’).

13. Majoracéo do erro de uma raiz. Sejam, agora, x e X,
nimeros reais ndo negativos e seja n um numero natural. Pondo

y=Vx e vy,=Vx,
tem-se:
Y=y =y =») 0 YTy ey
ou seja:
x, —x=(Vx; -Vx) :?; (Ux )1 (VK
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Daqui, pondo
x,-x=AMx e Vx, -Ux=AVx,
vem, finalmente:

Ax
n-1  B-k-1 K
% x, b xn
k=0

(1) AVx =

que é a FORMULA DO DESVIO DA RAIZ. Daqui, por sua vez,
deduz-se:

= 1
(2) |AVX < — 5 18X,

sendo X um minorante positivo de x, e x, isto é, um nldmero tal
que 0<X< x, e X<x. Esta 6 uma FORMULA DE MAJORAGAO
DO ERRO DA RAIZ, que permite ndo sé majorar o erro da raiz de
indice n de um valor aproximado de x como também resolver o
problema inverso:

TEOREMA. Qualquer que seja 8> 0 existe > 0 tal que
Ix,-x|<e=>|Vx,-Vx|<8& (com x> 0)

Um tal numero = pode ser qualquer numero positivo que verifique
as duas condigoes:

(3) e<n VX"1.8 , e<x-X
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sendo X qualquer minorante positivo de X.

0 X X-c¢ X
f l

Com efeito, seja X um minorante positivo de x e seja x, um
valor aproximado de x a menos de ¢, sendo € um ndmero que veri-
fica as condicdes (3). Entdo, seré:

X - &< X,
donde, por ser € <X — X
X-(x-X)<x, (porqué?)

ou seja X < x,. Por conseguinte, X < x,. Assim, X é um minorante posi-
tivo de x e x,, o que permite aplicar a férmula (2):

I“VK—{‘/YIs———L—

1 |X1—X[

nx
n=1
Mas, |[x,—x|<e< nX " 8§ por hipétese. Logo
1Vx, - Ux|<8 , g ed

Relativamente a férmula (1), observa-se o seguinte:

Na prética, quando |Ax| é bastante pequeno, o erro que se comete
em substituir x, por x é desprezéavel e, assim, obtemos:

Ax

(1) AVUx =~
X n{‘/xnﬂ
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Esta § a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DA RAIZ
que, nas referidas circunstancias, substitui a férmula exacta (1).
Veremos também, como no CALCULO DIFERENCIAL, a férmula (1°)
se torna exacta, substituindo o conceito de ‘desvio’ pelo de ‘dife-
rencial’ (ou pelo de ‘derivada’).

14. Desvio relativo e erro relativo. Seja x um nudmero
real # O e seja x, um valor aproximado de x. Chama-se desvio
relativo de x, (em relagdo a x) o quociente do desvio de x,,
(em relagdo a x) pelo préprio nimero x. Designaremos por A'x o
desvio relativo de x, em relagdo a x. Serd, pois, por definigao:

Chama-se erro relativo de x, em relagdo a x o mddulo de
A'x(1).

Por exemplo, j& sabemos que 3,14 é valor aproximado de =, por
defeito, a menos de 0,01. Entdo, o erro relativo de 3,14 em relagéo
a w sera inferior a

0,01
~3 < 0,004

Também podemos dizer, neste caso, que o erro relativo é inferior a
4°/oo (ou inferior a 0,4 %). Quanto ao desvio relativo de 3,14 em

(1) Também se chama ‘desvio absoluto’ ao desvio propriamente dito, para
o distinguir de desvio relativo, e ‘erro absoluto’, ao erro propriamente dito.
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relacdao a =, esse serd superior a — 0,004, visto que 3,14 <= e por-
tanto 3,14 - n<0.

EXERCICIOS — 1. Sabendo que 23,08 é valor aproximado dum
ndmero « com erro relativo inferior a 1 %, indique os limites (majo-
rante e minorante) que dai se deduzem para o numero «.

Il. Problema anélogo, sabendo que 2,538 x 107 é valor apro-
ximado dum nimero 3 com erro relativo inferior a 0,2 %.

15. Erro relativo de um produto*. Da férmula do desvio
do produto

A(xy) = XAy + yAx + AxAy
deduz-se imediatamente, dividindo por xy:

A(xy) _ Ay 2 Ax N Ax Ay

Xy Y X X Y

ou seja:

A’(xy) = A'x + A’y + A'xA'y
que é a FORMULA DO DESVIO RELATIVO DO PRODUTO.

Na prética, quando os erros relativos dos factores sdo suficien-
temente pequenos (p. ex. menores que 0,1), pode-se desprezar o
produto desses erros e escrever:

(1) A'(xy) = A'x + Ay
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que é a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO RELATIVO DO
PRODUTO. No CALCULO DIFERENCIAL, esta férmula torna-se
exacta, substituindo o conceito de ‘desvio relativo’ pelo conceito
de “diferencial relativo’ (ou pelo de ‘elasticidade’). De (1) deduz-se,
por sua vez:

(2) [A'(xy) | = A% |+ | Ay |

isto é:

Quando |A'x| e |A'y| sdo bastante pequenos, o erro relativo do
produto é inferior ou aproximadamente igual 8 soma dos erros rela-
tivos dos factores; e podemos dizer que é aproximadamente igual
a essa soma, se os desvios dos factores tiverem o mesmo sinal(1).

Por exemplo, se 0,27 e 3,5 sao valores aproximados de dois
nimeros o« e  com erros relativos inferiores a 1 %, podemos dizer
que 0,27 x 3,6 é valor aproximado de «f8, com erro inferior ou
aproximadamente igual a 2 %. Se o erro for superior a 2 %, a diferenca
(erro de segunda ordem) seré inferior ao produto dos erros relativos
dos factores e portanto inferior a 0,0001, o que é na verdade insigni-
ficante na pratica.

16. Erro relativo do quociente." Como vimos, a férmula
do desvio do quociente

X yAx — xAy
y y(y + Ay)

(') O sinal £ 18-88 ‘menor ou aproximadamente igual’.
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pode ser substituida pela férmula aproximada

X Ax - xA
(1) A— =» < Y
y y?2

quando |Ay| é bastante pequeno em relagdo a |y|, isto é quando
|A’y| é suficientemente pequeno. Entdo de (1) deduz-se, dividindo

por x/y:

X
(2) A— A x=-Ay
Yy

Esta FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DO QUOCIENTE cede
o lugar a uma férmula exacta, quando se substituir o conceito de
‘desvio relativo’ pelo conceito de ‘diferencial relativo’ (ou pelo de
‘elasticidade’).

De (2) por sua vez deduz-se, na hipétese considerada
r X - r r
|A—| S | A% |+ | Ay ,
¥
tendo-se

X
IA'7IwIA'x|+IA'vI.

quando A'x e A'y tiverem sinais contrérios.

17. Erros relativos da poténcia e da raiz." Por conside-
ragdes semelhantes as dos nimeros anteriores, chega-se as seguin-
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tes FORMULAS APROXIMADAS DOS DESVIOS RELATIVOS DA
POTENCIA E DA RAIZ:

que permitem fazer a majoragdo aproximada dos correspondentes
erros relativos.
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