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§ 4. DERIVADAS

40. Conceitos fundamentais e regras de derivagédo. Sobre
este ponto pode também seguir-se o Compéndio de Algebra, no
Cap. VIIl. Quanto a dedugdo das regras de derivagdo do produto,
do quociente e da raiz, pode agora tirar-se partido do estudo feito
no 8 1 e utilizar as notagées Ax, Ay, Au, Av, etc., atendendo a ana-
logia entre o conceito de desvio e o de acréscimo.

Assim, consideremos duas fungées u = f(x), v = g(x) e um acrés-
cimo Ax dado a x. Sejam Au e Av os acréscimos correspondentes
de u e v, isto é:

Au=f(x+Ax) =f(x) ., Av=g(x+ Ax)-g(x)
e ponhamos fg = ¢. Ora, ja sabemos que se tem:

A(uv) = (u+ Au) (v+ Av) —uv
=ulAv+vAu+ Au Av

donde:
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J. SEBASTIAO E BILVA

Portanto, em todo o ponto x em que f e g admitem derivada
finita, vem, aplicando os teoremas sobre limites:

. A(uv) ' Av ) Au
(1) im _——~—° _y lim — Ly lim ___
Ax—>0 Ay Ax—>0 Ay Ax—>0 Ay

visto que Au — 0 (porqué?) e Av/Ax tende para um limite finito.
Mas, lembrando que u=f(x), v=g(x) e uv=7Ff(x)g(x) =¢ (x), a
igualdade (1) escreve-se:

¢'(x) = f(x) g'(x) +g(x) f(x)
ou, abreviadamente:

D(uv) = uDv + vDu
ou, ainda:

(uv)' = uv' + vu’ (1)

A extensdo a mais de 2 factores faz-se como no Compéndio
de Algebra.

(") Estémos aqui a cometer o abuso de linguagem que consiste em tratar
as varidveis dependentes u,v, como se fossem as préprias fungdes f,g. A férmula
correcta seria (fg)’ =fg' + gf ou D(fg) = fDg + gDf. Mas o referido abuso de
linguagem torna-se inevitdvel, a partir de certo momento, para ndo complicar
demasiado as notagdes (principalmente em matemética aplicada). Apenas quando
houver perigo de confusédo, seréd indispensével utilizar a linguagem correcta.
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COMPENDIO DE MATEMATICA

Quanto a derivada do quociente, basta lembrar que

u u+ Au u
A = -
v v+ Av Vv
vAu-uAv
- v(v+Av)

Daqui vem, supondo ainda u = f(x), v = g(x):

u Au Av
Av _ v 'z}r_—x —-u K’T
Ax v(v + Av)

Portanto, em todo o ponto x em que f e g admitem derivada
finita e g(x) # 0, vird, por passagem ao limite quando Ax—>0 e

pondo f/g = ¢:

g(x) f'(x) - f(x) g'(x)
g(x)?

$'(x) =

visto que Av -0 quando Ax —0.

Em notagado abreviada:

u vDu —uDv
Beowe =
v v2
ou, ainda:
( u y vu’' — uv'
v v2
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J. SEBABSTIAO E BSILVA

Quanto a derivada da raiz, consideremos um numero natural n
e um nudmero real xo # 0 (positivo se n é par). Entdo vir4, para
X # Xo (cf. n.° 13, pp. 46-47):

X — Xo n _ .
XX 5 (VR K(Vig)k
l"l‘/x . n\/xO kE‘l ( x) ( xO)

donde:

/5 Vx -Vxo 1
o 3 (VRhk(Vag)k-!

Ora, quando X —Xo, (VX)"k (Vxo)k—1 tende para
(Vxo)" =K (Vxo)*=1=Vx=T" %0  (porqué?)

e, portanto, o primeiro membro de (2) tende para um limite finito
que é:

1
D Vx =

x=%o n Vi1

Mais simplesmente, podemos escrever:

para todo o0 x # 0 (e positivo se n é par). Quanto a férmula (18)
do Compéndio de Algebra (p. 239), subentende-se que a férmula
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é aplicavel em todo o ponto x em que ¢ admite derivada finita e
tal que ¢(x) # O (positivo se n é par).

A regra da derivagdao da fungdo composta pode ser deduzida
como no Compéndio de Algebra. Ndo esquecer, entretanto, a lingua-
gem moderna: se f(x) = ¢ [ (x) ], diz-se que f é a fungdo composta
de ¢ com ¢ e escreve-se f = ¢ 0 .

Quanto & regra de derivagdo da fung¢do inversa, pode ser dedu-
zida como no Compéndio de Algebra, mas convém tratar desse assunto
mais adiante, imediatamente antes da derivada da fung¢do loga-
ritmica, em cuja dedug¢do se aplica o referido teorema.

41. Conceito de diferencial (). Seja f uma funcao que
admita derivada finita num ponto x e ponhamos y = f(x). Entdo, a
todo o acréscimo Ax dado a x, corresponde um acréscimo Ay para y
e tem-se:

. A
0 P00 = Wi

Ponhamos, agora:

(2) - f(x) =
F

(') Antes deste assunto, convird tratar das aplicagées das derivadas,
segundo o Compéndio de Algebra. Sobre o conceito de diferencial, importa
ver o Guial
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Ser4 pois r a diferenca entre a razdo incremental e a derivada.
Supondo x fixo e Ax variadvel, r é funcdo de Ax e tem-se, em virtude

de (1) e (2):

Al’mo r=0
Ora de (2) vem:
(3) Ay =f(x) Ax+rAx
e tem-se:
iy, T5%  Bn ot
Ax—>0 Ax Ax—=>0

Mas isto quer dizer que r A x é um infinitésimo com Ax de ordem
superior a de Ax. Nestas condigbes, a férmula (3) diz-nos o

seguinte:

O acréscimo Ay é igual a ' (x)Ax, mais um infinitésimo com

Ax de ordem superior & de Ax.

Mais ainda, se f'(x) # 0, tem-se:

rAx r
= -0 quando Ax—>0

f'(x) Ax f'(x)
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Donde, atendendo a (3):

Ay

——— =>1 quando Ax-—>0
f(x) Ax

Exprime-se este facto, dizendo que Ay e f'(x) Ax sdo infinitésimos
equivalentes (isto é, o seu quociente tende para 1). Na prética, isto
quer dizer o seguinte:

Quando Ax é bastante pequeno, o termo rAx serd muito
pequeno em relacdo a f'(x) Ax, e portanto desprezédvel, o que nos
permite escrever, em vez de (3), a férmula seguinte:

(3) Ay = f'(x) Ax

Mas é preciso ndo esquecer que, em rigor, o acréscimo Ay nao
é geralmente igual a f'(x) A x.

Chama-se diiferencial da funcéo f no ponto x o produto f'(x) A x
da derivada de f em x pelo acréscimo A x da varidvel independente.
O diferencial de f em x representa-se por df(x) ou simplesmente por
dy, se pusermos y = f(x). Serd pois, por definicdo:

df(x) = f'(x) A x
ou

dy = f'(x) Ax

Notemos, desde j&, o seguinte: em particular, se for f(x) = x,
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serd f'(x) =1 e portanto dy = 1 + Ax = Ax. Isto leva-nos a escrever
dx em vez de Ax, quando x é a varidvel independente. Ter-se-&, pois:

(4) dy = f'(x)dx

E a férmula (3) diz-nos, agora, o seguinte:

O acréscimo Ay difere do diferencial dy por um infinitésimo de
ordem superior a de Ax (ou dx) e pode escrever-se

Ay ~ dy

quando dx é bastante pequeno.

— e e s

k& N

A figura junta esclarece, por intuigdo geométrica, o que se
acaba de dizer. A recta PB é a tangente ao gréfico da fungédo
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f no ponto da abcissa x; o seu declive é portanto, f'(x). Os
segmentos AP e AB, catetos do tridngulo rectdngulo [PAB], repre-
sentam respectivamente dx e dy (dy = f(x)dx), a parte o sinal. O
segmento AC representa o acréscimo Ay, a parte o sinal. A diferenca
Ay-dy é assim representada, em valor absoluto, por BC. Ora vé-se
que, quando dx tende para zero, esta diferen¢ga entre o acréscimo
Ay e o diferencial dy torna-se desprezével em relagdo a dy.

Assim, a substituicdo do acréscimo Ay pelo diferencial dy equi-
vale a substituir a curva pela tangente (ou seja, a substituir f pela
funcéo linear cujo gréfico é a tangente), o que, para valores bastante
pequenos de dx, nao produz erro apreciavel.

Note-se, por ultimo, que a férmula
(4) dy = f'(x)dx,
que define o diferencial, pode escrever-se:

dy
i e I
(5) . (x)

dy

"= de Leibniz, para designar a deri-

Assim se explica a notacao
vada de y em ordem a x.

Para os precursores do célculo infinitesimal, os diferenciais
eram infinitésimos actuais (ou indivisiveis) (1). Deste modo, a deri-
vada seria o quociente de duas quantidades infinitésimas. Foi Newton,

(') Reler NOTA IMPORTANTE das pp. 71-72.
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ao que parece, guem primeiro concebeu a derivada correctamente,
isto & como limite da razdo incremental Ay/Ax, quando Ax — 0.
No entanto, a féormula (5) também é correcta, uma vez que se
defina dy segundo (4) e ndo como sendo igual a Ay.

42. Regras de diferenciacdo. O conceito de diferencial,
como desde ja se pode reconhecer, estd intimamente relacionado
com o célculo numérico aproximado. Seja, por exemplo, f(x) = V'x,
em que p € um ndmero natural. Como df(x) =f(x)dx e

f(x) = ————— r
(x) SR

sera:

dx

d VEge—g—
X p Vxp-T

Esta é uma férmula rigorosa, que, como ja tinhamos anunciado no
n.° 13, substitui a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DA RAIZ:

Ax
pVxp-1'

(1) AVx ~

Esta pode agora ser interpretada do seguinte modo: a diferenca
entre os dois membros de (1) é um infinitésimo com Ax de ordem
superior & de Ax.
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Da definicdo de diferencial

dy = f'(x)dx, sendo y = f(x),

e das regras de derivagao, resultam regras perfeitamente anélogas de
diferenciacao:

d(u+v) =du + dv

d(uv) =udv+vdu com u = f(x), v=g(x)

u vdu - udv

v v?2
Por exemplo:
d(uv) = (uv)'dx = (uv’' + vu')dx = uv'dx + vu'dx = udv + vdu

Note-se que as REGRAS DE DIFERENCIAGAO DO PRODUTO
E DO QUOCIENTE substituem as FORMULAS APROXIMADAS
DO DESVIO DO PRODUTO E DO QUOCIENTE (n.* 9 e 11).

Finaimente, convém notar que o conceito de diferencial se
estende a fungdes de mais de uma varidvel, sendo as regras de dife-
renciagdo perfeitamente analogas. No caso particular de uma fungéo
z = f(x,y) de duas varidveis, que verifique certas condi¢des, tem-se
por definicédo:

P 0z - 0z 4
z=—dx+—dy,
9 X Oy o
0z 0z . - " :
sendo F i By as derivadas parciais da fungdo, respectivamente

em ordem a x e em ordem a y. A primeira obtém-se derivando
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f(x,y) em ordem a x supondo y constante; e a segunda, derivando
f(x,y) em ordem a y, supondo x constante. Por exemplo, se

z=Vx2+3y
tem-se:
0z X 0z 3
ax Vx2+3y 0y - 2 Vx2 + 3y
e, portanto:

X
dx + ——d
Vx2 + 3y 2Vx2+3y

(2) dVx2+3y=

Este resultado podia ser obtido, aplicando as regras de dife-
renciagao:

dVxZ +3y=

d(x2 + 3y)

2 Vx2 + 3y

1
= —— (2xdx + 3d
2 Vx2 + 3y ( V)

Substituindo d por A e o sinal = por =, obtém-se a férmula
aproximada do desvio de Vx2 + 3y.

43. O conceito de diferencial nas ciéncias da natureza (7).
Jé se viu qual o papel do conceito de diferencial no célculo numérico

(') Este nimero é particularmente recomendével como leitura, para se com-
preender bem a aplicagdo do célculo infinitesimal 3s ciéncias da natureza, espe-
cialmente 2 fisica e & engenharia.
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aproximado. E corrente, em questdes concretas de matemética rela-
tivas as ciéncias experimentais e & engenharia, usar os diferenciais
como se estes fossem os préprios acréscimos das fungdes. Nisto
consistem os chamados ‘'METODOS ABREVIADOS DE CALCULO
E RACIOCINIO'. E evidente que tais métodos carecem de rigor,
pois, como vimos, ao substituir os acréscimos das fungdes pelos
respectivos diferenciais, cometem-se erros. Mas, na prética, estes
erros sao desprezdveis, dentro de outros limites, e, nos raciocinios,
sao compensados por outros erros da mesma ordem, de modo que se
chega muitas vezes assim a resultados validos. Os referidos métodos
abreviados sdo, pois, métodos heuristicos, isto é métodos que,
embora pouco rigorosos, permitem facilmente descobrir factos, que
podem depois ser demonstrados logicamente pelos métodos rigorosos
da matematica pura. No fundo, continua a seguir-se o método dos
indivisiveis (pp. 71-72) com uma s6 diferenca: é que se tem agora
consciéncia da falta de rigor e da necessidade de confirmar pos-
teriormente os resultados a luz da Iégica dedutiva.

Convém, portanto, que o aluno fique desde j& prevenido de que
ird encontrar, com frequéncia, no estudo das ciéncias experimentais
nomeadamente na fisica, raciocinios que deixam muito a desejar do
ponto de vista do rigor I6gico. A razao é esta: nesses casos, $sdo nor-
malmente usados os referidos métodos abreviados de caracter heu-
ristico, e ndao ha tempo para fazer demonstragdes rigorosas, que
sdo muitas vezes longas ou mesmo complicadas. Estas competem
aos matematicos.

Na NOTA HISTORICA do Cap. V do Compéndio de Algebra,
mostra-se como tal método pode ser usado para descobrir a férmula
da drea do circulo. De modo andlogo se pode descobrir a férmula
que dé o volume da esfera (supondo j& conhecidas as que déo
a 4drea da esfera e o volume do cone).
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Qutros exeploms:

a) J4 sabemos que, num movimento de equacdo s =f(t), a
velocidade, em cada instante t, é a derivada f'(t) do espago em
ordem ao tempo, derivada que também se representa por ds/dt.
Pois em linguagem abreviada raciocina-se deste modo: num inter-
valo de tempo infinitésimo [t,t + dt], o movimento pode considerar-se
uniforme; logo, a velocidade v nesse intervalo (e, portanto, no
instante t) é o quociente do espago percorrido

ds = f(t + dt) — f(t)

pelo tempo dt, isto é, v = ds/dt = f'(t). _

Ora, nesse raciocinio ha dois erros: 1.°, supde-se constante a
velocidade no intervalo [t t+dt]; 2.°, substitui-se o acréscimo
As = f(t + dt) — f(t) pelo diferencial ds. Mas é claro que os dois
erros se compensam e o resultado esté certo ().

b) A quantidade de electricidade Q que passa numa dada
sec¢do dum fio condutor durante um tempo t é fungéo de t:

Q = f(t)

Num intervalo infinitésimo [t,t+dt], a quantidade de electri-
cidade escoada, dQ = f(t + dt) — f(t), é também infinitésima e pode
considerar-se proporcional ao tempo dt. A constante de proporcio-
nalidade, que representaremos por |, chama-se /ntensidade de
corrente no instante t. Tem-se, pois:

= e = f(t)
dt

(1) Aqui ‘infinitésimo’ significa ‘muito pequeno’; mas j& sabemos que, em
rigor, ‘infinitésimo’ significa ‘tendente para zero'.
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Mas, em geral, | varia com t (¢ uma nova fung¢do de t) ndo
sendo constante no intervalo [t t + dt], contrariamente ao que se
supds. £m rigor, a intensidade | devera ser definida pela férmula:

=)= lim ¢TI0
dt —>0 dt

c) A quantidade de calor q necessaria para elevar de 0° a 1°
a temperatura de um grama de certa substéncia é fungéo de t:

q=9(t)

A um acréscimo infinitésimo dt de t corresponde um acréscimo
infinitésimo dq, de g, que pode ser considerado proporcional a dt.
A constante de proporcionalidade, v, chama-se calor especffico da
substéncia a temperatura t. Tem-se, pois:

dq
=——=0q'(t
Y & @ (t)

Mas v varia geralmente com a temperatura: é uma fungédo de t
(como no caso anterior).

NOTA IMPORTANTE. O acréscimo Ay = Af(x) de uma fungéo
num ponto x também é chamado diferenga finita da funcéo, prin-
cipalmente quando se consideram acréscimos da varidvel indepen-
dente fodos iguais entre si, como sucede nas tabelas numéricas
(p. ex. nas de logaritmos). Como acabéamos de ver, a diferenga
finita Ay é, muitas vezes, substituida pelo diferencial dy. Mas também
muitas vezes se faz a substituigdo inversa:

O diferencial dy é substituido pela diferenca finita Ay (e portanto
a derivada pela razdo incremental), quando A x é bastante pequeno.
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Acontece isto correntemente em célculo numérico, como veremos
a propésito do calculo integral. Faz-se entdo aquilo a que podemos
chamar uma discretizagdo dos problemas: as varidveis continuas
(de tempo, espago, massa, etc.) sdo substituidas por varidveis dis-
cretas, com intervalos todos iguais. O problema fundamental que se
plbe entdo aos mateméticos é o de avaliar o erro que dal resulta,
para saber até que ponto a discretizacdo conduz a resultados aceitaveis.

No fundo, trata-se pois ainda aqui de questGes de convergéncia,
muitas das quais ainda estdo por resolver em varios tipos de pro-
blemas, pela sua extrema dificuldade. Quando os técnicos nao dis-
pGem de critérios matematicos rigorosos para controlar os resultados
dos seus célculos, sdo obrigados a verificd-los por meio de modelos
materiais, que reproduzem ou simulam, em escala muito reduzida, a
obra ou o fenémeno em estudo (modelos de barragens, modelos
aerodinamicos, etc.). Mas, além de morosos e caros, tais processos
empiricos apenas fornecem uma fraca aproximagao.

E de notar que os chamados ‘computadores analégicos’, baseados
geralmente em analogias eléctricas, constituem um meio termo entre
os métodos matematicos e os processos de simulagao.

44. Derivacdo das funcdoes exponencial e logaritmica.
Seja a um nlmero positivo qualquer, diferente de 1. Procurem
calcular a derivada da fungdo xuax num ponto x qualquer. Neste
caso a razao incremental é:

ax+h _ gx ax - gh — gx
h h
ou seja:
ax+h _ ax ah -1
- —h T TR
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Suponhamos que a"-1 tende para um limite finito quando
h — 0 e representemos esse limite por \(a), isto é:

ah -1
(2) r@) = lim ——

h—>0 h

Passemos, agora, ao limite em ambos os membros de (1),
quando h -0, lembrando que aX é constante (visto que estamos
a considerar x fixo e s6 h varidvel). Vira, entdo:

ax+h_ax

lim = aXA(a)
h—>0 h

Por conseguinte:
(3) Dya*=aXA(a) ., vxelR , a>0 , a#1

Mas este resultado foi obtido na hipdtese de existir e ser finito o
limite indicado em (2). Em tal hip6tese, o limite A(a) seré a derivada
da fun¢do a* no ponto zero (visto que a®= 1) e representa, portanto,
o declive do gréfico da fungdo no ponto de abcissa zero. Ora,
demonstra-se efectivamente que esse limite existe e é finito(?).
Podemos, portanto, aceitar a férmula (3) como valida.

(') Supondo a > 1, a demonstragdo pode fazer-se a partir dos seguintes
factos: 1) a fungdo é continua; 2) por menor que seja 8 positivo, os acréscimos
a8-1, a2d — ad, a3d — a2d sdo cada vez maiores (fungdo de acréscimos cres-
centes). Daqui resulta que a razdo (a"—1)/h, representativa do declive e da
secante, diminui quando h decresce para zero e, como é sempre menor que 1,
tende para um limite finito quando h — 0%, Isto implica, por sua vez, que
existe, @ & igual ao primeiro, o limite da razdo incremental quando h > 0-. E o
resultado estende-se facilmente ao caso em que a << 1.
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Se, no lugar de x, se tiver uma fungdo u = ¢(x), com derivada
finita, vird, pelo teorema das fungdes compostas:

(4) Dxa! = (Dya¥)Dyu = a¥ A(a)u’
Seja, agora, b outro niimero positivo # 1. Como
b = alogyb ,
tem-se, elevando ambos os membros a x:
bX = axlogab'
donde, atendendo a (4), com u = x log, b:
Dy bX = aXlogab j(a)log,b
ou seja:

DybX = bX(a) log,b
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Mas, por outro lado, segundo (3), temos:
Dy bX = bXA(b) (porqué?)
donde, por comparagdo com a férmula anterior:
A(b) = A(a) logyb

Ora, podemos determinar b de modo que seja A(b) =1, isto é&,
A(a) logyb = 1. Com efeito, esta igualdade equivale a

'0 b — ’
Ya a)

ou seja:

O valor de b assim obtido (sendo a um niGmero positivo
arbitrario) é a base dos logaritmos neperianos, que se designa por e.
Demonstra-se que este nimero é irracional. Com 11 algarismos
exactos, tem-se:

e =2,7182818284...

Sera, pois, e = al/Ma), segundo (5), donde:
el(a) = a
e, portanto:

A(a) = log,a.
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Quer dizer: A(a) é precisamente o /ogaritmo neperiano de a,
que, em matematica aplicada, se designa muitas vezes por In a:

Ina = log,a
Em questbes de analise, € costume representar simplesmente
pela notagdo log a o logaritmo neperiano de a, dada a frequéncia
com que se apresentam ai os logaritmos nessa base. Para evitar
equivocos, serd preciso representar por log, ,a o logaritmo decimal
de a. Todavia, em questées numéricas em que intervém sé loga-

ritmos decimais, continua-se, por comodidade, a omitir a base 10
em indice.

Costuma-se por:
1
M =log, e . donde:-—gn—=loge10

Com 7 algarismos exactos, tem-se (1):

M =0,4342944 , 1/M = 2,302585

Lembrando que log,a = log, ,a-10gy10, vem:

1
(6) loga = ﬁlogma ~ 2,3026 log, ,a

(') As tdbuas de logaritmos costumam dar valores de ¢, M e 1/M com
muitos algarismos exactos. Ndo é preciso, evidentemente, fixar os valores de e,
M e 1/M, que sdo dados aqui apenas para eventual consulta.
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Posto isto, a férmula (3) pode escrever-se:

(7) Dya* = aX log a

Em particular, se a = e, vem:

(8) DxeX = eX , visto que log e =1

Vemos, assim, que a funcdo e* tem a particularidade muito
notével de ser invariante por derivagéo. E, portanto, indefinidamente
derivével, sendo a sua derivada de qualquer ordem igual a e*.

Mais geralmente, se, em vez de x, tivermos u = ¢(x), sendo ¢
uma funcdo com derivada finita, as férmulas (7) e (8) dao lugar
as seguintes, aplicando o teorema das fungfes compostas:

Dya¥=a%loga-.-u'" , DyeY =elu’

Note-se que a fungdo eX também se representa pela notagado
exp X (ler ‘exponencial de x’). Tem-se, pois:

Dyexpu=expu-u’
EXEMPLOS:
I. Achar a derivada de 2Vx-1 em ordem a x.

Tem-se;

log 2

D,2Vx-1 =2Vx-1 log2:D, VXx—-1=2Vx-1 — ——
o . x 2Vx-1
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T—x2
Il. Achar a derivada de exp em ordem a x.
1+x2
Tem-se:
o 1—-x2 1-—x2D 1-x2
ex = ex .
= p1+x2 p1+x2' X 1 4+x2
e como
1-x2 =2x(1+x2)-2x(1-x32) ~ 4x
*1+x2 (1+x2)2 (1+x2)2’
vem:
1-x2 4x 1-x2

D, exp = - exp
X 1+x2 (1+x2)2 1+x2

lill. Calcular, em ordem a x:

D e3x D eX2+1 . D e(1—\./7)2

NOTA IMPORTANTE. A férmula (6) permite converter loga-
ritmos decimais em logaritmos neperianos, com certa aproximagcao.
Por outro lado, os alunos devem ter presente que o célculo dos
valores de eX se pode fazer por meio de logaritmos decimais, atendendo

a que

log,, € =x log, , e=Mx

Alias, & da maxima conveniéncia que, neste momento, ou ante-
riormente, os alunos aprendam a utilizar a régua de cdlculo para
expressd0es numéricas do tipo aP. E também a utilizar o papel
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logaritmico ou semilogaritmico para linearizacdo de funcdes expo-
nenciais ou funcdes poténcias.

45. Derivada da funcao logaritmica. Seja ainda a um
nimero positivo diferente de 1. Da férmula (7) deduz-se a derivada
da fungédo log,x, aplicando a regra de derivagdo da func¢do inversa
(que convém previamente deduzir). Pondo y = log,x, vem:

X =aY¥
Ora, segundo (7):

dx v
——=a¥ log a
dy

Mas, segundo a regra da fungdo inversa,

dy 1
dx | 8X
dx T
Portanto:
dy 1
dx  a¥ log a
Comoy=log,x e x=a¥ , vira finaimente:
1
D, logyx =
x log a
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Em particular, com a = e, vem:

1
D,log x = —
X

Se, em vez de x, se tem u = ¢(x), com derivada finita, vem,
pelo teorema das funcdes compostas:

u’
D, logu= —
u log a

Em particular

ui
Dy log u= —
u

EXERCICIOS. Calcular, em ordem a x:
D log, ,(1+x2) , Dlog (1+e*) ., Dlog (1+ VxZ+1)

2x eX X
" (1+x2)log10 | 1+eX " VxZ+1 (1+ Vx2+1)

Resp.

NOTA. As regras de derivagdo das fun¢bes exponencial e
logaritmica permitem deduzir facilmente a regra de derivagdo das
poténcias de expoente real « qualquer (racional ou irracional, posi-
tivo ou negativo). Tem-se, com efeito, x* = %9 X donde:

Dx* = De *09 X _ g #l0g X D (4log X)

= ox®~"

= X%

x| &
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Portanto:

Dx*=ax*"' , YaelR

46. Derivadas das funcoes circulares. As derivadas das
fungdes circulares directas sdo deduzidas no Compéndio de Trigo-
nometria, como se diz no Guia. Tem-se:

D sen x=cos x , D cos x=-sen x
Se, em vez de x, se tem u = ¢(x), com derivada finita, vem:

D sen u=cosu-u” , D cos u=-senu-u’

D tg u=sec?u-’
Por exemplo:

D sen 3x=3 cos 3x , D sen2x=2 sen x cos X
1
DefOsX - _gC0SXgenx , Dtg(1+logx)=—sec?(1+logx)
X

3 sen?x cos X
D log(1+sen3x) = , etc.
1+sen3x

Para achar as derivadas das funcgoes circulares inversas (ver
Guia, 2.° volume, |, n.° 14), basta aplicar o teorema das fungdes
inversas.
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Assim:

TE 1
a) Pondo y =arc sen x (comye [ - = E]) vem:

dx
X=seny , —— =COS Yy
dy
e, portanto:
dy 1
(1) =
dx cos Yy
Ora
- . T T
cos y=V1-sen2y = V1-x2 , Vye[- 7 b ?]

Logo, de (1) vem:

1

D arc sen X = ———

V1-x2
b) Analogamente se reconhece que
D L

arc cos x=— ———

V1-x2

™ 7
¢) Pondoy=arc tg x (com ye[-? o D . vem:

dx
X=tgy , — =sec2y
dy
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e, portanto:

dy 1

dx sec?y
Ora

sec?y =1 +tg?2y =1+ x2
Logo:
1
D arc tg x =
1+ x2

Mais geralmente, sendo u = ¢@(x), com derivada finita:

u u
D.,arc sen u= ——— D,arc cos u=— ————
' x B ——
5 V1-uz Vi-u2
D "
arc tg u =
% 1+u2

Imagine e resolva alguns exercicios em que se apliquem estas
regras. |

47. Méximos e minimos, concavidades e inflexdes. Sobre
estes assuntos seguir o Compéndio de Algebra, Cap. VIll. Como
ja foi observado atras, convira até comecar a trata-los imediatamente
apés terem sido dadas as primeiras regras da derivagdo (antes do
conceito de diferencial), para que o aluno tome contacto, o mais
cedo possivel, com as aplicagées concretas do estudo das derivadas.

175



J. SEBASTIAO0 E SILVA

Ao fazer a distingdao entre maximos (ou minimos) relativos e
méximos (ou minimos) absolutos, convém tomar nota do seguinte
teorema, que se pode aceitar intuitivamente, sem demonstragao:

TEOREMA DE WEIERSTRASS. 7oda a fungdo continua num
intervalo limitado e fechado [a, b] toma nesse intervalo um valor
maximo e um valor minimo (1).

E claro que tais valores t8m de ser finitos (porqué?).

Note-se que esse maximo ou esse minimo podem ser atingidos
em mais de um ponto; basta lembrar o exemplo da funcdo seno
em intervalos tais como [0,4 =], [0,6 =], etc.

Quanto a exercicios sobre maximos, minimos, etc., dispomos agora
de maior variedade, visto ter sido alargada a classe de fungdes
cujas derivadas se podem determinar facilmente. Nos casos em que
intervierem fungbes exponenciais ou logaritmicas, convém ter pre-
sente qual é o sinal destas fungbes, para poder aplicar o PRIN-
CIPI0 DE DECOMPOSIGAO. Para isso, é aconselhdvel comegar por
resolver os exercicios 10 e 11 do Cap. XXIl do Compéndio de
Algebra (7.° ano).

EXERCICIOS. Estudar o gréfico das seguintes funcdes, relati-
vamente a sinais, sentido de variacdo e assimptotas:

x2 3 e*
a) e 2 ; b) xe'2¥ : ¢ — = d) e *cos x
X

Estude o gréafico da primeira no que se refere a concavidades e
pontos de inflexdo (respostas no final do numero seguinte).

(') Subentende-se ‘méximo absoluto’ e ‘minimo absoluto’.
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48. Teorema de Cauchy ('). Consideremos uma fungédo f
continua num intervalo limitado e fechado [a, b]. Suponhamos que
f(a) # f(b) — por exemplo, f(a) < f(b) — e seja k um nimero
qualquer compreendido entre f(a) e f(b):

. f(a) < k< f(b)
1T B
k ]
I
I
|
@) | ——— A !
1 |
| i
L |
a b

Consideremos agora, num plano cartesiano, os pontos
Au(a,f(a)), Bu(b,f(b)) e a recta y=k. O ponto A estd abaixo
desta recta e o ponto B estd acima da mesma (porqué?). Per-
gunta-se, agora:

Sera possivel ligar os pontos A e B por meio de uma linha
continua sem atravessar a recta x = k?

Vé-se intuitivamente que a resposta é negativa.

(*) A leitura deste niimero tem bastante interesse, mas néo é indispensével
para j4.
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Ora, o gréfico da fungao f em [a,b] é uma /inha continua que
liga os pontos A e B. Logo, o gréfico corta necessariamente a recta
x = k pelo menos num ponto (pode cortar em mais de um: desenhe
a lapis, sobre a figura, linhas destas em vérios casos).

Posto isto, seja ¢ a abcissa de um ponto em que o gréfico
corta a dita recta. Qual é o valor da fun¢do f em c¢? Tem-se:

f(c) = ...

Vamos, agora, formular a conclusdo sob a forma de um teorema.
HipStese? f é uma fungdo continua em [a,b), f(a) # f(b), k é um
numero compreendido entre f(a) e f(b). Tese? Existe, pelo menos,
um ponto ¢ entre a e b tal que f(c) = k. Este teorema, devido a
CAUCHY, tem importdncia fundamental em anélise, e é demons-
trado rigorosamente em cursos universitdrios. Podemos enunciéa-lo
do seguinte modo:

TEOREMA DE CAUCHY. Se f é uma funcdo continua num
intervalo limitado e fechado [ab], e se f(a) # f(b), entio f toma
nesse intervalo, todos os valores entre f(a) e f(b).

Em forma intuitiva:

Uma fungdo continua nao pode passar de um valor a outro
sem passar por todos os valores intermédios.

Exemplo concreto: a temperatura de um corpo é fungdo con-
tinua do tempo; logo, ndo pode passar de um valor a outro sem
passar por todos os valores intermédios. (Nisto mesmo,  aliés,
consiste a ideia vulgar de ‘variagdo continua’.)

178



COMPENDIO DE MATEMATICA

Associado ao teorema de Weierstrass o teorema de Cauchy toma
O seguinte aspecto:

I. Uma fungédo continua num intervalo toma, nesse intervalo,
todos os valores entre o maximo e o minimo (se estes coincidem
a fungao é evidentemente constante no intervalo).

Outro aspecto do teorema de Cauchy é o seguinte:
Il. Se uma fungéo f é continua num intervalo [ab] e toma

sinais contrérios nos extremos do intervalo, entao f tem pelo menos
uma raiz nesse intervalo.

fa)l ____

1)) I

No caso da figura tem-se f(a) >0 e f(b) <0, e existe um
ponto ¢ entre @ e b tal que f(c) = 0. Sera, pois, ¢ um zero de f
situado entre a e b.

Na prética, o teorema de Cauchy aplica-se ao céalculo de raizes
reais de equagades.

Consideremos uma equacdo da forma

f(x) =0
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em que f é uma fungdo continua num intervalo [a,b] (fungdo real
de varidvel real). Se f toma sinais contrdrios em a e b, j& sabemos
que existe, pelo menos, uma raiz de equacao entre @ e b. Para
calcular uma tal raiz, pode-se comegar por dividir [a,b] em 10 partes
iguais e ver o sinal que f toma nos pontos de divisdo. Se f se anula
num desses pontos (0 que & pouco provavel), estd achada uma
raiz; caso contrario, existem, pelo menos, dois pontos consecutivos
a, e b,, em que f toma ainda sinais contrérios: entdo existe, pelo
menos, uma raiz entre a, e b,. Pode, agora, proceder-se para
[a,, b,], como se fez para [a,b], e assim sucessivamente. Ora, de
duas uma: ou um dos pontos de divisio é uma raiz, que fica
assim calculada exactamente, ou se obtém uma sucessdo de
intervalos [a,,b,] dentro dos quais estd uma raiz r. Mas, neste
caso, tem-se:

b-a b-a b-a
b.~8, me— b=, =—
100

r TR bn-an_ r

10"

0 que mostra que a, e b, sdo valores aproximados de r, respecti-
vamente por defeito e por excesso, a menos de (b—-a) x 10~ ". Pode-
mos, assim, calcular r com a aproximacdo que quisermos(?').

EXEMPLOS:

|. Achar as raizes da equacédo 2* = 3x + 1.

(') Este processo de célculo fornece uma demonstragdo construtiva do
teorema de Cauchy (cf. n.° 35).
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Uma das raizes é evidentemente 0. Para achar outra raiz, note-
mos que a equagdo é equivalente 3 seguinte:

25—3x—1=0

Representando o primeiro membro por f(x), vé-se que f é uma
funcado continua em IR e que, por exemplo,

f3)=-2 , #4)=3

Portanto, segundo o teorema de Cauchy, existe, pelo menos,
uma raiz entre 3 e 4. Calculando os valores de f nos pontos

3.1: 32; 33: 34; 35; 36: 37;: 48: 39
vé-se que f(3,5) <0 , 1(3,6) > 0. Existe, pois, uma raiz entre 3,6 e
3,6, cujo valor com dois algarismos exactos é, portanto, 3,5. Analo-

gamente se calculava a raiz até as centésimas, até as milésimas, etc.

(Prova-se que a equacdo tem sé duas raizes, que sdo as
abcissas dos pontos da intersec¢do da recta y = 3x + 1 com a curva
y = 2%)

Il. Achar os maximos e minimos relativos da funcao y = x sen x
no intervalo [0,2x].

A derivada da fungado é:

y'=8en X+ X cos X

Uma das raizes da derivada é, precisamente, O e ai é facil ver
que y' passa de negativa a positiva: portanto, 0 6 um ponto de
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minimo relativo. No 1.° quadrante é sempre y’' > 0. Mas, no 2.° qua-
drante, tem-se y'=1 para x==n/2 e y' = — &, para x =w. Portanto,
segundo o teorema de Cauchy, existe, pelo menos, uma raiz da deri-
vada entre /2 e w, que pode ser calculada por aproximagoes
sucessivas, como foi indicado. Pode, ainda, provar-se que essa raiz
da derivada entre /2 e = é Unica e que y’ passa de positiva a negativa
nesse ponto, que é, portanto, um ponto de maximo relativo.

Analogamente se prova que existe um ponto de minimo relativo
no 4.° gquadrante. No 3.° quadrante é sempre y'< 0 e portanto y
é decrescente.

No entanto, o referido processo de célculo é demasiado laborioso,
sobretudo quando ndo se dispoe de um computador electrénico.
Um método muito mais expedito é o método de Newton (ou
da tangente) que ja indicdamos no n.° 18, no caso particular ai
considerado.

RESPOSTAS AOS EXERCICIOS DO NUMERO ANTERIOR

a) y=e%X'2 (-x), y'=(x2-1) e **/2, Como e ** >0,
vx e IR, tem-se y"> 0 para x< 0, yY< O para x>0 e o sinal
de y’ 6 o de x2—1, portanto y'>0 para x<-1Vx>1, e
y“< 0 para -1 <x<1. Logo, y> 0 em IR, crescente em | —o, O],
decrescente em ]0, + o [, maximo em O, pontos de inflexdo para
x=1 e x=— 1, concavidade para baixo em |-1, 1[, etc. Assimptota:
y = 0. b) Negativa para x < 0, positiva para x> 0, nula para x =0,
decrescenteem | — o, —1/2[ e ]1/2, + oo [, crescente em [-1/2,1/2],
minima em —1/2, mdxima em 1/2, assimptota y = 0. Curva simétrica
em relagdo a origem. ¢) y<0 para x<0, y>0 para x>0, y=®
para x = 0 (+ o 2 direita, — & esquerda), decrescente em ]- oo, Of
e ]0,1[, crescente em |1, +» [, minimo relativo em 1, assimptotas
x=0, y=0. Concavidade para baixo em |-, Of, para cima
em ]0, +>[; ndo tem pontos de inflexdo. d) Zeros e sinais
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iguais aos de cos x; y=—e"* (sen x+ cos x), logo y'=0 para
X =3n/4 + nt (n € Z); minimos relativos de y para x = 3 n/4 + 2nm,
méaximos relativos para x =7~w/4 + 2nn; deduz-se dai onde vy
cresce e onde decresce. Assimptota: y=0 (s6 a direita).

49. Método da tangente (ou de Newton)('). Conside-
remos uma equagao

(1) f(x) =0

Suponhamos que a fungdo é continua e admite derivada conti-
nua num intervalo [a,b]; e que, além disso, f(a) e f(b) tém sinais
contrérios. Existe, portanto, pelo menos uma raiz de f nesse intervalo.
Seja x, um primeiro valor aproximado de uma tal raiz (por exemplo
X, =a ou x,=b). Como jé sabemos, se o acréscimo x —x, for
bastante pequeno, o acréscimo f(x) —f(x1) é aproximadamente igual
ao diferencial, f'(x,) (x—x,), isto é: '

f(x) - f(x,) ~ (x=x)f(x,)
ou seja:

f(x) =~ f(x,) + (x—x1)f'(x1)

Podemos portanto, em primeira aproximagdo, substituir a equa-
c¢do (1) pela equagdo em x:

(2) o f(xq) + (x-x4) f(xy) =0

(1) Leitura facultativa, recomendével antes da visita a um centro de célculo
automético. :
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Como a equacdo (2) é l/inear, diremos que, na passagem de (1)
para (2), a equacdo (1) foi linearizada. Resolvendo (2), vem suces-
sivamente:

(x—x,) F(x,)=-1%(x,)

_ f(x,)
f(x,)

f(x4)
f'x,)

, supondo f'(x,) #0,

— 1:

x=X1—'

Representemos por x, esta raiz da equacgédo (2), isto é:

f(x4)

Xo=Xq—
7 f(x,)

Podemos tomar, agora, X, como segundo valor aproximado da
raiz de (2) em questdo e proceder para x, como se fez para x;
e assim sucessivamente. Fica, pois, definida uma sucessdo x,, a
partir de x,, pela férmula de recorréncia:

f(xn)
f'(xn)

(3) Xn+ 1= Xn -

Suponhamos, agora, verificadas as seguintes condigdes:

I. ¥ é continua e diferente de zero em [a,b].
II. xpe[ab] . VnelN
lll. A sucessdo x, é convergente.
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Entdo, vird de (3):

| | f(lim xp)
lim Xn+ 15 lim Xp — m— (pOfQUé?)
n

donde, pondo r =lim xp =lim X, + 1:

f(r)
TR

e, portanto

f(r) =0

Quer dizer: uma vez verificadas as referidas hipdteses, a sucessdo
X, tem, por limite, uma raiz de (1) situada entre a e b.

Mas, como se consegue saber se as condi¢gbes Il e Ill sdo
verificadas?

Para isso, vamos recorrer a intuicdo geométrica. J& sabemos
que a substituicdo do acréscimo f(x) —f(x,) pelo diferencial
f'(x4) (x—x,) equivale a substituir a curva representativa de f pela
tangente a curva no ponto da abcissa x,. Com efeito, esta recta
tem por equa¢ao:

y =f(xq) + F(xy) (x - x4)

O valor x, é a abcissa do ponto de intersec¢do da recta com
0 eixo dos x.
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i B

Na figura junta considera-se o grafico de uma fungado f, que
verifica as seguintes condigées no intervalo [a,b]: 1)f tem derivada
f' positiva (.. f é crescente); 2) f tem 2.2 derivada, ", também
positiva (.". a curva tem a concavidade voltada para cima); 3) f(a) < 0,
f(b) > 0.

Nestas condicdes, f tem uma e uma s6 raiz r em [a,b], (porqué?).
Experimentando o nimero a como primeiro valor aproximado de r,
pelo método de Newton, vé-se que o segundo valor aproximado é
um ponto c situado fora de [a,b]. Pondo x, = b, obtém-se um valor x,
situado em [a,b] e bastante mais préximo de r (tem-se r< x, < X,).
Continuando a aplicar o método de Newton deste lado, vé-se
intuitivamente, pela figura, que a sucessdo x, obtida tem todos os
valores em [a,b] e é convergente. Sdo, pois, verificadas as condi-
goes |, 11 e lll anteriores e, portanto, lim x, =r.

Observe-se que, neste caso, se tem f(a) <0, f(b) >0ef'(x) >0
em [a,b]. Portanto f e f° tém o mesmo sinal em b, mas sinais
contrérios em a.
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Dum modo geral, demonstra-se a seguinte

REGRA: Se f é uma fungdo continua em [ab] tal que:

1) f toma sinais contrarios em a e b;

2) f tem segunda derivada com sinal constante em [ab];

entdo f tem uma e uma sé raiz em [ab], que pode ser calculada
pelo método de Newton; deve entdo tomar-se para primeiro valor
aproximado, x,, aquele extremo do intervalo [a,b] em que f e f"
tém o mesmo sinal.

EXEMPLOS:

l. Calcular V23 com 7 algarismos exactos.

Note-se que V23 ¢ a raiz real da equagao
x5=23=0

(Como j& sabemos, esta equagdo tem mais 4 raizes, mas todas
imagindrias.) Representando por f(x) o 1.° membro da equagéo,
vem:

f(x) = bx* , f'(x) = 20x3
f(1) =-22<0 , f(2)=9>0
Portanto, a raiz real procurada estd entre 1 e 2. No intervalo
[1.2], tem-se f’(x) > 0. No extremo 2 do intervalo, f e f* t&m o
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mesmo sinal: é, pois, esse 0 extremo que convém tomar para pri-
meiro valor aproximado. A férmula de recorréncia sera, agora:

f(xn) x2 - 23

Fo) " 5xA

Xn+ 1= Xp =

O célculo j&4 foi apresentado no n.° 18, pp. 60-61. Nesse §,
como se viu (n.°® 18 e 23), o método iterativo foi justificado por
via elementar.

Il. Calcular, com 7 algarismos exactos, a raiz positiva da
equagao

2X=3x-=1=0

Ja vimos no nimero anterior, exemplo |, que esta equacao tem
duas (e s6 duas) raizes reais: uma igual a zero e a outra situada
entre 3 e 4. E desta que se trata agora. Representando por f(x) o0 1.°
membro da equag¢do, vem:

f(x) = 2XIn2-3 , f'(x) = 2X(In2)?2

Como f“(x) >0 com [3,4] e f(x) >0, vé-se que o extremo
favordvel é 4. Utilizando a férmula de recorréncia

2xn _SXn—'1
2" In2-3

Xn+1 = Xn~—
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com x, =4, obteve-se por meio de um - 40000000 @ + 01
computador, no L. N.E.C., a sequéncia - 36291881 @ + 01
indicada & margem, tal como foi escrita - 35420414 © + 01
pela teleimpressora (1). Aplicando a - 35376806 ¢ + 01
REGRA EMPIRICA DE ESTABILIDADE, . 35376701 6 + 01
gue serd enunciada mais adiante, e admi-

tindo que o nimero de algarismos exactos duplica sensivelmente
em cada iteragdao, podemos aceitar que o seguinte valor aproximado
da raiz tem 7 algarismos exactos:

x = 3,637670

Note-se que uma dificuldade esta no célculo dos valores de 2X
para X = X,, X3.... Esse célculo foi feito pelo computador, em cada
iteragdo, por meio de um desenvolvimento em série segundo as
instrug¢bes de uma sub-rotina, incluida no programa. O tempo de
célculo na méquina ndo chegou a 1 minuto.

50. Método da corda (ou regra da falsa posicéo)*. Seja
ainda f uma fungéo continua em [a,b] e que tome sinais contrérios
em a e b. Para calcular por aproximagdes sucessivas uma raiz de f
situada em [a,b], pode-se utilizar o método da corda, também
chamado «regul/a falsi» ou «regra da falsa posigao». Consiste este
método em substituir a curva representativa de f pela respectiva
corda, cujos extremos s@0 0s pontos

(af(a)) ., (bf(b))

(') Cf. n.° 33, nota do exemplo .
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e achar a abcissa da intersec¢do da corda com o eixo dos x. Ora,
uma equagdo da recta que passa por esses pontos é:

X—a y —f(a)

b—a f(b)-f(a)

Fazendo nesta y = 0, obtém-se a equag¢do em x que, resolvida,
da o referido valor aproximado. Representando-o por x’, temos:

_ af(b) — bf(a)
f(b) — f(a)

Este método é menos expedito que o de Newton, mas tem a

vantagem de nao exigir condigbes prévias além desta: f continua
com sinais contrérios em a e b.

. ame — — . —

f(a) A

Além disso, quando o método da tangente é aplicdvel, o0 método
da corda fornece um valor aproximado da raiz situado do outro lado

desta, 0 que permite majorar o erro dos valores obtidos pelos dois
métodos associados.
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Todavia, na pratica, sobretudo quando se usam computadores
electrénicos, prefere-se adoptar a regra empirica de estabilidade,
que ja& foi atrds usada, e que serd enunciada mais adiante com
precisao.

51. Interpolacéio por diferencas finitas‘. O método da
corda (ou regra da falsa posi¢do) ndo se aplica apenas ao célculo
de raizes de equagdes. A falsa posicao (ou, melhor, a falsa suposigao)
que dd o nome a regra, consiste em supor que, no intervalo consi-
derado, a fungdo é /inear e que, portanto, os acréscimos da funcéo
sdo proporcionais aos acréscimos da varigvel. Isto é falso em geral,
evidentemente, mas o erro que dai resulta pode tornar-se desprezével
quando o intervalo é bastante pequeno, como sucede, por exemplo,
no emprego das diferengas tabulares em tdbuas de logaritmos.

Por outro lado, como j& se disse atrds, os acréscimos de uma
fungdo também se chamam diferengas finitas (por oposigdo aos
diferenciais), especialmente quando correspondem a sucessivos
acréscimos jguais da varidvel independente. Mais precisamente, ima-
ginemos uma tabela que fornega sucessivos valores y,, Yo, Ya ...
da fungéo, correspondentes a sucessivos valores x,, X, Xz, ... da
varidvel, conforme se indica a seguir:

X4 X2 X3 X4 Xs

\ ) ) \ ¥
Y1 Y2 Y3 Ya Ys

sendo X, — X3 =X, =X = X5 —X4=... Entdo os acréscimos sdo
chamados diferengas finitas da fungdo na tdbua e, mais precisa-
mente, pimeiras diferencas. Chamam-se segundas diferencas da
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funcdo as diferencgas finitas das primeiras diferengas e representam-se
do seguinte modo:

A2y, =Ay,~ Ay, , A?y,=Ays-Ay, ,
Tem-se pois, por exemplo:
(1) A2y, =(y3-Y2) = (Y2=Y1) = V3= 2y, + Y,

Por sua vez, as diferengas finitas das segundas diferengas sd@o
chamadas terceiras diferencas e representam-se deste modo:

A3y, =A%,-A2Y, , A%y,=A2y3-A%y, ,
e assim por diante.

Por exemplo, para a fungdo y = 1/x, tem-se (*):

X y Ay A2y A3y
3,0 0,33333

~ 1075
3,1 0,32258 67

- 1008 -6
3.2 0,31250 61

- 947 -5
3,3 0,30303 56

- 891 -6
3,4 0,29412 50

- 841

3,5 0,28571

(') Exemplo dado por D. R. HARTREE em «Numerical Analysis», Clarendon
Press, Oxford.

192



COMPENDIO DE MATEMATICA

em que, por comodidade, as diferengas sdo representadas tomando
para unidade a centésima milésima.

O PROBLEMA DA INTERPOLAGAO —que tem importancia
fundamental no moderno célculo numérico — consiste no seguinte:

Conhecidos os valores y,,¥5,...Yn+ 1. de uma fungdo f em
pontos sSucessivos Xq,X,..-Xp+ 1, determinar uma fungdo ¢ de dado
tipo, que tome nesses pontos os mesmos valores que f, e que permita
calcular os valores de f nos pontos intermédios, com certa aproxi-
magédo e com relativa facilidade.

O tipo de funcdes mais usadas para esse fim é o das fungédes
polinomiais, sendo o grau do polinédmio < n, se 0 niimero de pontos
x; for n + 1. Se, além disso, os intervalos entre estes pontos forem
iguais, isto &, se X, — X, = X3 — X, =...=Xp+, — Xp ©stéd indicado o
método de interpolagdo por diferengas finitas, que vamos descrever.

Comecemos por notar que
Y2=Y:+ 4y, , visto ser Ay, =y, -y,
Mas também y, =y, + Ay, e
Ay, = Ay, + A2y, , visto ser A2y, = Ay, — Ay,
Logo

Ya=Ya2+ Ay, = (y,+Ay,) + (Ay, +A2%y,)

=y, +2Ay, + A%,
Analogamente se reconhece que

Ya=Y1+3 Ay, +3 A%, + A3y,
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A analogia com a férmula do bindmio faz-nos prever que seja
Yn+1=Yqy+nAy, +(5) A%y, + ...+ (]) APy, + ... x A"y,

ou ainda, convencionando que A, =y,:

n n(n-1)..(n-p+1)
(2) Yn+1= X ' Ay,
p=0 p!

Esta previsdo pode ser confirmada pelo método de inducéo
matemética, de que trataremos oportunamente.

E claro que a férmula (2) também é vélida, substituindo n por
r=0,1, 2, ..., n. E surge, agora, uma ideia-chave: a férmula con-
tinua a ser vélida, substituindo n por r, excepto no simbolo de
somatdrio; isto é, tem-se:

nor(r-=1)...(r=-p+1)
(3) Yr+1= Z APy,.
p=0 p!

parar=0, 1, 2, ..., n. Basta notar que, se r < n, cada termo do soma-
tério correspondente a um p>r é nulo, de maneira que tudo se
passa como se estivesse apenas r em vez de n no sinal 2.
Ponhamos:

h=X-X;=Xg=Xz=..=Xn+1—Xn
Entdo serda x, +rth=x,+4, parar=0, 1, ..., n. Seja, agora, x um
ponto qualquer do intervalo [X,.Xn+ 1] € r nd0 um inteiro mas sim

o numero real tal que x, +rh=x. Serd, pois:

X—X1
h

r=
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Substituindo r por esta expressio no 2.° membro de (3) e
representando por y o valor da nova expressdo obtida, vem:

n 1 X=X, X=X;y=-h x=x,-2h x-x,-(p-1)h
g 3 1 1 1 1=(p-1) Apy1
p=0 p' h h h h

Mas x; + h = x5, X4 + 2h = x3, ..., x; + (p—1)h = xp. Logo:

(4) y=p§0(x-—x1) (X=X3) (Xx=X3) ... (X = Xp) ol bP

Esta 6§ a FORMULA DE INTERPOLACAO POR DIFERENCAS
FINITAS, que se pode escrever, mais desenvolvidamente:

; Y1 Ady,
(4) y=y,+ (x-x,) + (X —x4) (x—x3) 2h2
Any
+ (X = X%q) (X—X3) ... (X—Xp) 1

E claro que se for x= x4+, com r=0, 1, .., n, vem
X=X;=Xr4+1—X,=rth e o valor de y dado por (4) é yr+,
segundo (3). Portanto, como se v8, a férmula (4) define, efectiva-
mente, uma fungdo polinomial de grau < n, que toma nos pontos
Xy, X2, ..., Xn+1 réspectivamente os valores Y4, Yo, .-+ Yn+1 (1)

(') Aplicando o PRINCIPIO DAS IDENTIDADES, v8-se que é esta a unica
funglio polinomial do grau < n que toma os referidos valores nos pontos indicados.
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Vamos examinar dois casos particulares:
1. Se n=1, a férmula (4) reduz-se a:

Y2=Y4
=¥ F D= Xy} =——
X2 — X4

Ay,

(5) y=yqs+ (x-x,)

Neste caso (interpolagdo por primeiras diferengas) a fungdo f
é substituida em [x,.,x,]| pela funcdo linear que toma os mesmos
valores nos extremos do intervalo — 0 que equivale a substituir o
gréfico de f nesse intervalo, pela corda correspondente. E claro que
isto ndo conduzird a erro significante, se o intervalo for bastante
pequeno.

>
N

<
(Y]

<
-h
x o ——— — —— —— —

Por exemplo, quando se usa uma tabua de logaritmos, a férmula
(5) permite calcular, com certa aproximag¢ao, o logaritmo y de um
ndmero x, compreendido entre dois nimeros consecutivos, X1 € X,
inscritos na tdbua. Neste caso, h =1 e Ay, é a diferenga tabular,
expressa na Ultima unidade decimal que a tdbua da para logaritmos
(centésimas milésimas, para tdbuas de 5 decimais). O problema
inverso € o de procurar o numero y que tem por logaritmo X,
estando x compreendido entre dois logaritmos, x4 e X,, consecutivos
na tdbua (abstraindo da caracteristica); neste caso, h é a diferenga
tabular e Ay, = 1.
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2.° Se n=2, a fébrmula (4) reduz-se a:

Ay, A2y,

(6) y=y,+(x-x,)

| |
| |
Y.l |
o Ya
| I |
Ya h 4 h
B 4 T N
X, X, X

Neste caso (interpolagdo por segundas diferengas), a fungédo f
é substituida geralmente no intervalo [x,.x,] por uma fungéo qua-
drética, o que equivale a substituir o gréfico de f pela pardbola de
eixo vertical que o intersecta nos pontos de abcissas x,,x,, X,.
Este processo fornece, em geral, melhor aproximacdo do que o
anterior, nos intervalos [x,, x,] e [x, X,].

Ocasionalmente, pode acontecer que seja A2y1 = (. Entdo a
fungdo dada por (6) é linear e recai-se no caso anterior.

(Bastard fazer uns dois exercicios com 2.*° diferengas.)

NOTAS —I. Por vezes, em vez do célculo aproximado de uma
fungdo f num intervalo [a,b] em que f se encontra tabelada, pro-
cura-se uma expressao para o calculo aproximado de f fora do inter-
valo [a,b], mas ndo muito longe dos extremos. Nesse caso, trata-se
de extrapolagdo, em vez de interpolagéo.

Il. A primeira diferenga finita de uma fungéo f, correspondente
a um determinado acréscimo h da varidvel independente, é mais
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precisamente indicada por meio do simbolo A;. Este representa,
pois, um operador definido pela férmula

Apf(x) = f(x+h) - f(x)

para todo o x tal que x€ Ds e x + h € D;. O operador A, transforma
assim a fungdo f na fungdo ¢ tal que ¢(x) =f(x+h) — f(x). Por
outro lado, pondo

Tpf(x) =f(x+h) , Vx:x,x+heDy

fica definido um novo operador Ty, (operador de translagéo) e a fér-
mula anterior pode escrever-se

Ap f=Tpf -1,
o que sugere a escrita Apf = (T,—1)f ou ainda
Ap,=Th-1,

em que o simbolo 1 representa, agora, o operador identidade. Por
outro lado, teremos

Th =1+ Ah
e somos naturalmente induzidos a pensar que

n
Th=01+Ay)"= z (3) Ap . VnelN,
pP=
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A poténcia Tp de T, & evidentemente, o operador que
consiste em somar n vezes h a varidvel independente de f, isto 6,
Tp f(x) = f(x + nh). Portanto, a férmula anterior significa que

f(x + nh) = p) AP f(x),

©
[ =]
o

O que, para X=X,, NOS faz recair na férmula (2) atrds usada.
Analogamente, somos induzidos a pensar que

n
A= (T-D"= T DPATR . VaelN,

o que, aplicando a f, da:

AR = E (=1 () f(xc+ ph),

formula esta que também é verdadeira. E claro que, na prética, se
pode omitir h em indice, desde que esteja subentendido qual é o acrés-
cimo h de que se trata.

Note-se que a justificacdo dos anteriores desenvolvimentos de Tg
e de AR é feita num ramo de matemética moderna, chamado
CALCULO SIMBOLICO ou CALCULO OPERACIONAL.

ill. Demonstra-se que, se f é uma funcdao polinomial do grau
< n, as suas diferencas finitas de ordem n + 1 sdo nulas qualquer
que seja h. A reciproca desta proposicdo também é verdadeira.

IV. As nogbées de primeira diferenca, segunda diferenca, ...,
diferenga de ordem n, correspondem as de primeiro diferencial, segundo
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diferencial, ..., diferencial de ordem n. Estas, para uma funcgéo
y = f(x), sdo definidas pelas férmulas

dy=Ff(x)dx , d2y=f"(x)dx2 , .. , d% =f™ (x)dx",

em que f(") & a derivada de ordem n de f e dx" é a poténcia
n do acréscimo dx, que também podemos representar por h, isto é:
dx" = h". Daqui as notagcdes de Leibniz para as derivadas de ordem
superior 3 primeira

d2y d3y dy
=f(x) , =f'(x) , .. , = (" (x
T (x) e (x) o (x)

Demonstra-se que a diferenga
Ay - d"y

entre a diferenca de ordem n e o diferencial de ordem y é um infini-
tésimo de ordem superior & de dx" (num ponto x em que existe
derivada de ordem n de f finito).

NOTA IMPORTANTE SOBRE TERMINOLOGIA. Muitos autores
portugueses dizem ’‘a diferencial’ em vez de ‘o diferencial’, por tra-
ducéo directa do francés ‘la différentielle’. Mas entdo deveria dizer-se,
e nao se diz, ‘a integral’ (do francés ‘l'intégrale’, em que o género
feminino do substantivo ‘intégrale’ ndo se distingue, por causa do
apéstrofo). Julgamos, assim, preferivel adoptar para estas e outras
nog¢des anéalogas o género masculino, como fazem os italianos que
dizem:

il differenziale’, ‘l'integrale’ (masc.)
e, genericamente: ‘il funzionale' (o funcional).
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Alids, sdo frequentes as incoeréncias na terminologia matemética
portuguesa, resultantes de uma tradug¢do apressada do francés,
como se verifica nas expressoes:

‘espago a 3 dimensdes’ (em vez de ‘espago com 3 dimensdées’)
‘equacéo as derivadas parciais’ (em vez de ‘equacdo nas deri-
vadas parciais’ ou ‘equacdo em derivadas parciais’).

E também manifesta a incoeréncia entre as duas seguintes
expressées em uso entre noés:

‘méximo divisor comum’ e 'menor mdltiplo comum’

A ‘'méximo’ opde-se ‘minimo’. Ou bem se diz ‘méximo divisor
comum’ e ‘minimo multiplo comum, ou bem se diz ‘maior divisor
comum’ e ‘menor multiplo comum’.

Aproveitamos ainda a oportunidade para discordar do significado
que se atribui actualmente entre nés a ‘bilido’ (como ‘milhdo de
milhGes’). Ndo sé nos parece pouco necessdria uma designagéo
especial para o nimero 1012, como ainda se cria confusdo na leitura
de autores franceses, norte-americanos, italianos, alemaes, etc., em
que o correspondente a ‘bilido’” é ‘mil milhdes’. Acresce a circunstancia
de a populagdo do Globo ser da ordem dos bilides, isto é, dos
mil milhédes.

E certo que os ingleses chamam ‘billion’ ao milhdo de milhdes;
mas também é verdade que ndo adoptam ainda o sistema métrico
e circulam ainda pela esquerda...
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