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§ 2. TEORIA DOS LIMITES DE SUCESSOES

18. Métodos de aproximacdes sucessivas. Suponhamos,
por exemplo, que se pretende calcular a raiz quadrada de 2. Aplicando
o processo de célculo que foi aprendido (mas nado justificado) no
1.° ciclo liceal, é possivel determinar valores aproximados de V2 com
a aproximagdo que se quiser: a menos de 0,1, de 0,01, de 10-%, de
10-1%, etc. Mas &, evidentemente, impossivel achar um valor decimal
exacto de V2, visto que este niimero é irracional, portanto repre-
sentdvel por uma dizima infinita ndo periédica.

Assim, podemos dizer que o referido processo de célculo é um
método de aproximacéoes sucessivas. Além disso, € um método de
tentativas sisteméticas, pois que, como todos sabemos, é preciso
muitas vezes experimentar mais de um algarismo, antes de acertar
no que convém.

Alids, o processo habitual da divisdo também é um método de
tentativas sistematicas, pela mesma razao e, quando ndo conduz
nunca a resto zero, pode considerar-se um método de aproximacoes
sucessivas, com uma diferenca, em relagdo ao sistema anterior: é
que o quociente é representado por uma dizima infinita periédica,
quando o dividendo e o divisor sdo nlmeros racionais.

Vamos, agora, estudar um outro método de aproximagoes sucessi-
vas para o célculo de rafzes quadradas. Este método, como veremos,
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apresenta diversas vantagens, que o tornam mais aconselhavel do
que o anterior, especialmente quando se recorre a computadores.

Seja @ o numero cuja raiz quadrada se pretende calcular (supo-
mos, é claro, a> 0) e seja x, um numero tal que

2

x; > a

Este nimero pode sempre ser determinado por tentativas, de
modo que xf nao seja muito maior do que a. Teremos entado

x,>Va

e, deste modo, x, pode ser tomado como primeiro valor aproximado
de Va (por excesso). Para obter uma segunda aproximagéo, ponha-
mos a,=Xx: e notemos que se tem, pela FORMULA APROXI-
MADA DO DESVIO DA RAIZ, dada no n° 13, (1°), pag. 46 (1):

3—81

~ 2Va,

Va - Va,

Dagqui, lembrando que Va, = x, e que x> a, vem:

s X, —4da
Va & xq - —
2x ,
Ponhamos, entdo:
- x3—a
s 2X 4
(') Agoratemosn=2 , a,emvezdex e aemvezdex,.
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J. SEBASTIA0 E BSILVA
ou seja:

- X3 +a
X, =———
2 2X 4

De (1) deduz-se que x, < x4 (porqué?). De (2) vem;

_ x*+a-2x,Va X, = Va)*
x,~ Va=-" : - ; >0
2X 2X 4

Por conseguinte
Va <x,<x,

Assim, podemos tomar x, como segundo valor aproximado de Va.
Se pusermos agora

podemos desde ja concluir, pelas razGes anteriores (com x, no lugar
de x, e x, no lugar de x,) que

Va LR LK,

o que nos leva a tomar x, como terceiro valor aproximado de Va.
Deste modo, se pusermos em geral:

Xpnp—24a
n
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fica definida uma sucessdo de valores aproximados de Va tal que
Ky 5% Ky 5 Ky B v 2 Mn D Mt 26 e > Vo

Trata-se, pois, de uma sucessao decrescente (cada termo & superior
ao seguinte) e limitada inferiormente (todos os termos sdao supe-
riores a Va)('). A férmula (3) é chamada uma férmula de recor-
réncia, porque permite calcular cada termo da sucessdo, depois do
primeiro, a partir do termo anterior: essa férmula define pois a
sucessdo, uma vez dado o primeiro termo x, (com a condi-
¢ao x> a).

Notemos, agora, que a parte inteira dos nimeros x, nao pode
diminuir indefinidamente, visto que esses niimeros sdo todos maiores
que Va. Portanto, a parte inteira dos numeros xp estabiliza-se
(isto é passa a ser sempre a mesma) a partir de certa ordem n,.

Por sua vez, a partir desta ordem n,, o algarismo das décimas
dos niimeros x, ndo pode aumentar (porqué?) e também nio pode
diminuir indefinidamente (porqué?). Logo, o algarismo das décimas
dos numeros X, estabiliza-se a partir de certa ordem n, > n,.

E analogamente para as centésimas, para as milésimas, etc.

Seja x o nuimero representado pela dizima que se obtém deste
modo, por estabilizacdo sucessiva da parte inteira e dos algarismos
decimais dos valores aproximados xn. Vamos ver intuitivamente que
x = Va.

Seja, por exemplo, r a ordem a partir da qual se estabilizaram os
algarismos das milésimas. Tem-se entao, dentro dessa aproximagao

XA X, para n2r

(') As definicoes de "sucessdo crescente’, ‘sucessdo limitada’, etc. serdo
formuladas mais adiante. Basta, por enquanto, a nogédo intuitiva.
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Isto permite escrever, em vez da férmula (3):

X2 -a
2x

XX X—

0 que equivale a x2-a ~ 0 ou ainda a x ~ Va por ser x> 0.
E, como o erro da aproximagdo é tdo pequeno quanto se queira,
serd exactamente x = Va.

Veremos, depois, como a teoria dos limites permite demonstrar
rigorosamente este facto.

Vejamos, agora, como o método anterior se generaliza ao célculo
de raizes de indice p qualquer (p € IN). Seja @ um ndmero positivo
cuja raiz de indice p se pretende calcular e tomemos x, de modo que
seja xf’> a. Entao, pondo x‘: = a,, vem, pela fédrmula aproximada do
desvio:

- - a-a
p\/a—'Va1z ,sz
pVvaf
ou seja:
P
Va mxy -~
P X3

Isto conduz-nos 3 fdrmula de recorréncia:

Prova-se, entdo, que

Va<x,,1<% . VnelN
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e que os nuimeros X, sdao valores aproximados de Ya, com erro
tdo pequeno quanto se queira.

Mais tarde se verd como este método se pode generalizar ao
calculo de raizes reais de equagdes algébricas ou transcendentes,
com a designagdo de método de Newton ou método da tangente.

EXEMPLOS NUMERICOS:

I. Suponhamos que se trata de calcular V2 pelo método de
Newton. Devemos entdo comegar por escolher um ndmero x, tal
que x7>2. Poders ser x, = 1,5; tem-se, com efeito, 1,52 = 2,25,
A segunda aproximagao sera, neste caso:

1.6 B ~ 1,417

X, =X, —
1
c 2X,

Como x, < 1,42, tem-se V2 < 1,417 e podemos tomar

X5 ~2 0,007889
Xg=Xp— =147 - ———

2x,, 2,834

~ 1,4143

continuando a aproximar por excesso. Podemos, pois, tomar agora

X3=2 0,0002449
x4=x3— 2% n~u1,4143—-—2—8-2w
3 r

~ 1,41421357

e assim sucessivamente. A aproximagao seguinte mostra, por esta-
bilizagdo, que este valor é aproximado por excesso a menos de
10-8. Tem-se, pois. até essa ordem decimal:

V2 =1,41421356...
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J. SEBASTIAO FE SILVA

Vé-se que este método é mais expedito que o método usual,
sobretudo quando se trabalha com uma méquina de calcular: o
nimero de algarismos exactos tende a duplicar em cada aproxi-
magéao.

Il. Suponhamos, agora, que se trata de calcular V23 pelo
meétodo de Newton. Como se tem 25 = 32> 23, podemos tomar 2
como primeiro valor aproximado de V23. A partir deste, podemos
depois calcular sucessivos valores aproximados de V23 aplicando
a férmula de recorréncia:

Mas os célculos sdao agora mais laboriosos, tornando-se para
isso aconselhével recorrer a um computador. Os valores aproximados
que a seguir apresentamos foram calculados por meio do computador
electrénico que se encontra ao servigo do Laboratério Nacional de
Engenharia Civil.

X, =2

x, = 1,88750001
x5 =1,87241820
x,=1,87217129
xg = 1,8721712

O programa para este célculo foi escolhido de modo a dar as
seguintes ordens ao computador: 1) fornecer sucessivos valores
aproximados de V23, segundo o meétodo de Newton, partindo de
X, =2 (com 8 algarismos decimais); 2) terminar no valor apro-
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ximado que tiver 7 decimais exactos, ou seja com erro inferior a
10-7 (1).

Ser4, pois:
V23 =1,821712 , a menos de 10-7 (por defeito)

O computador poderia, também, ter recebido ordem para for-
necer directamente este valor, sem dar os anteriores. Em qualquer dos
casos o tempo de célculo no computador utilizado é praticamente
nulo: da ordem dos mili-segundos.

Estes célculos foram amavelmente dirigidos pela matemética do
L. N. E. C., Senhora Dr.2 D. Madalena Quirino, a quem por esse facto
deixamos aqui expressos 0S nossos vivos agradecimentos.

19. Convergéncia de uma sucesséo. No nimero anterior,
vimos como, dado um numero positivo a, é possivel achar suces-
sivos valores aproximados de Va:

X1, XZ' waa g Xn, e

com erro tdo pequeno quanto se queira. Mais precisamente, vimos
gue, por menor que seja um nimero positivo 3, existe uma ordem r,
depois da qual fodos os nimeros x, sdo valores aproximados de
Va a menos de $, isto 6, tal que:

n>r=|xy— Va |<8.

(') Chamamos ‘algarismos decimais’ aos algarismos da parte decimal.
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Este facto pode ser traduzido pela férmula:
v38>0, dreIN: n>r=|x,—- Va|<?d
(E analogamente para Va, com qualquer p € IN.)

Pois bem, exprime-se este facto dizendo que a sucesséo x, tende
para Va (ou converge para Va) e escrevendo

x“—)v;

Assim, no 1.° exemplo do nimero anterior, calculdmos cinco
termos

1,5, 1.417; 1,4143; 1,41421357;

de uma sucessdo que converge, rapidamente, para V2. Podemos
mesmo dizer que esta sucessdo converge cada vez mais rapidamente,
porque, como vimos, 0 niumero de algarismos exactos (estabilizados)
tende a duplicar em cada aproximacao efectuada ().

Dum modo geral:

DEFINIGAO 1. Diz-se que uma sucessdo U,, U, ..., Up, ...
de nimeros reais tende (ou converge) para um numero real a, sse,
para todo o nimero 3 > 0, existe uma ordem r depois da qual todos
os termos da sucessdo sdo valores aproximados de a a menos de 3.
Escreve-se entao:

un—>a (ler: u, tende para a)

(') No 2.° exemplo foram calculados quatro termos duma sucesséo que
converge rapidamente para ¥/23.
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Portanto, a expressdao u,—>a equivale, por definicdo, a se-
guinte:

v3>0 dreIN: n>r=|up-a|<3

Note-se ainda: dizer que u, é valor aproximado de a a menos
de 8, quando n>r, equivale a dizer que u, estd na vizinhanca (3)
de a, quando n>r (porqué? Que significa vizinhanga (8) de a?).

DEFINICAO 2. Diz-se que uma sucessdo de ndmeros reais é
convergente, sse tende para um numero real. Caso contrério diz-se
que a sucessdo é divergente.

EXEMPLOS:

. Sejaup=(-1)" , vnelN. Entdo

e a sucessdao -1, 1, =1, 1, ... assim definida é divergente, isto é,
nao tende para nimero nenhum. Com efeito, suponhamos que up
tendia para um ndmero a e tomemos por exemplo & = 0,5. Entdo
existia uma ordem r tal que

luy—-a]| <05
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para todo o n>r. Mas, depois da ordem r, h&d sempre termos iguais
a 1 e termos iguais a — 1.

a-2o a+d
-1 a 1

Portanto, os nimeros 1 e — 1 teriam de estar na vizinhanca (0,5)
de a, isto é, deveria ser:

a-05<-1<1<a+05b
donde:
1-(-1)<(a@a+0,5) -(a-0,5) (porqué?)

ou seja: 2<1, o que é absurdo. Logo, u, nao tende para nenhum
néimero a. a sucessao é, pois, divergente.

Il. Provar que a sucessdo dos numeros naturais (up=n), a
sucessdo das poténcias de 10 (up =10") e a sucessdo de termo
geral u, = (=1)"n sdo todas divergentes(?).

Ill. Consideremos, agora, a sucessao dos inversos dos nidme-
ros naturais:

(1) Por redugéo ao absurdo, como no caso anterior. E preciso lembrar que,
qualquer que seja o. € R, todos os numeros naturais superiores & caracteristica
de o, sdo maiores que o..
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Esta sucessdo é convergente: tende para zero. Com efeito, seja
3 qualquer nimero positivo (por exemplo 8 = 3,3 = 0,001, 3 =10-5,
3=10-100, etc.). Trata-se de provar que se tem, a partir de certa
ordem

1
[ ] 2 &
n

Como o primeiro membro é igual a 1/n (porqué?), tudo se reduz
a resolver a inequagcédo 1/n< 8 em ordem a n. Tem-se, entédo:

Seja, agora, r um ndmero natural igual ou superior a 1/8. Entdo
n>r=>n>1/3 e de (1) vem:

1
N>ra — <8

Por exemplo, seja 3 = 0,003. Neste caso, 1/3 = 1000/3 e um
ndmero natural > 1/8 sers, por exemplo, r = 334. Portanto

1
n> 334 = — < 0,003
n

isto é: depois da ordem 334, todos os termos da sucessao sdo meno-
res que 0,003. E analogamente noutros casos.
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Em resumo:

1
V3, 3r:n>rz — <3
n

o que significa precisamente que 1/n— 0.
(Quando up — O diz-se que up é um infinitésimo.)

IV. Escreva os seis primeiros termos das sucessdes definidas
pelas expressoes:

T = &

n 10" "~ 10"

e mostre que qualquer destas sucessges tende para zero.
V. Seja, agora, a sucessao

1 2 3 4 n
2 3 4 5 " n+1

em que cada termo, a partir do segundo, se obtém adicionando 1 ao
numerador e ao denomiandor da frac¢do que representa o termo
anterior. Os nimeros assim obtidos sdo cada vez maiores (sucessdo
crescente), mas sdo todas inferiores a 1 (sucessao /imitada), visto
serem representados por fracgdes préprias. Vamos provar que esta
sucessao tende para 1. Tem-se, com efeito:

-1]=1-
n+1 n+1

, VnelN (porqué?)

1
= , VnelN
n+1
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Seja, agora, 3 um ndmero positivo qualquer. Entdo

1
<den>—-=1
n+1 )

1
Portanto, se r for um nimero natural >?~ 1, tem-se:

1
n+1

n>r= <8

Assim

1< 8

n
V3>0, dreiN: n>r=|
n+1

n
n+1 ;
facto, convém ver a figura do Compéndio de Algebra, 6.° Ano,

pag. 162.

— 1. Para ter uma visdo intuitiva deste

o0 que significa que

Note-se que a convergéncia desta sucessdo é muito lenta: por
exemplo, s6 a partir do termo de ordem 99 se obtém valores apro-
ximados de 1 a menos de 0,01.

VI. Analogamente se reconhece que a sucessao

3 4 5 n+1
2, — ==, m— e —

2 3 4 n

converge para 1. Mas, enquanto a anterior tende para 1 por valores
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menores que 1, esta tende para 1 por valores maiores que 1. Expri-
mem-se estes factos, escrevendo, respectivamente,

n n+1
= 17 , g T
n+1 n

VIl. Por sua vez, a sucessao

3 2 5 4 (-1)"+n
2 3 4 5 n

tende para 1, como é féacil verificar, mas por valores alternadamente
inferiores e superiores a 1 (ver a fig. 2 do Compéndio de Algebra,
6.2 Ano, pég. 163).

VIIl. Dadas as sucessoes:

2
1,8; 1,98; 1,998; 1,9998; ...; 2- .

10"

2
2,2; 2,02; 2,002; 2,0002; ...; 2 + = -

1,8; 2,02; 1,998; 2,0002; ...; 2+ (-1)"

-
r

10"

verificar: a) se sdo convergentes; b) para que nimeros tendem;
c) de que modo convergem. Comparar a rapidez de convergéncia
destas sucessdoes com a das sucessbes anteriores.

20. Pormenores de terminologia. O conceito de ‘sucessao’
foi apresentado j& no 2.° ciclo. Dar (ou definir) uma sucesséo de
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numeros reais equivale a dar um processo qualquer, pelo qual, a cada
nimero natural n, fique a corresponder um determinado nidmero
real u,. Neste caso, u, é o primeiro termo da sucesséo, u, o segundo
termo da sucessao, etc.; u, é o termo da ordem n (ou termo geral) da
sucessao. Deste modo, a varidvel u_ representa uma fungéo real da
variavel natural n ou seja uma aplicacao

n up de INem [R
A

E é precisamente esta aplicacdo (ou fungdo) que se chama ‘suces-
sdo de numeros reais’. Tal aplicagdo é normalmente chamada ‘a suces-
sdo de termo geral up, ou, simplesmente, a ‘sucessdo u,". Em vez
da notagdao up, podem também usar-se notagdes tais como u(n),
f(n), ¢(n), ..., que se empregam habitualmente a respeito de fungdes
em geral (isto & escrevendo a varidvel independente n entre parén-
teses, a seguir ao simbolo da fungdo, em vez de pbr essa variédvel
como [ndice).

Como qualquer outra fungdo, uma sucessdo pode, em muitos
casos, ser definida por uma expressdao designatéria (chamada, neste
caso, ‘expressdo do termo geral’), como se verifica nos exemplos
anteriores. Mas também se define muitas vezes uma sucessdo por
um processo de recorréncia, de que vimos alguns exemplos no n.° 18,
ao tratar do método de Newton para extracgoes de raizes. Mais tarde
trataremos, em pormenor, de métodos de recorréncia.

Dum modo geral, dado um conjunto A qualquer, chama-se
aUn de IN em A.
Por exemplo, a expressdo i" define uma sucessido de nGimeros com-
plexos:

sucessao de elementos de A toda a aplicagdao n
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Como se vé, o conceito de sucessdo é uma extensdo do con-
ceito de sequéncia. Poderfamos chamar ‘sucessées finitas’ as sequén-
cias. Por exemplo, a sequéncia de 5 nimeros complexos

é uma aplicagdo do conjunto 1, 2, 3, 4, 5 no conjunto €. E sé
por comodidade e para evitar equivocos que reservamos o termo
‘sequéncia’ para as sucessoes finitas.

Tornemos, agora, as sucessdes de nimeros reais. Muitas vezes,
em vez de dizer ‘a sucessdo up tende para a' diz-se ‘a varidvel up
tende para a'. Trata-se de um abuso de linguagem, pois, como vimos,
uma sucessdao ndo é uma varidvel, mas sim uma aplicagdo (isto é,
uma determinada correspondéncia). Mas, trata-se de um abuso de
linguagem cémodo e sugestivo, que néo tem inconvenientes, desde
que o aluno esteja advertido sobre o facto, de modo a evitar possi-
veis equivocos.

A propé6sito do exemplo lll do nimero anterior, introduziu-se a
seguinte

DEFINIGAQ. Diz-se que up é um infinitésimo, sse up— 0.

Também se diz neste caso que u, € um infinitamente pequeno.

Da definicdo 1 do nimero anterior deduz-se imediatamente o
seguinte facto:

Up—~>a < up—a—>0

Isto é: dizer que u, tende para a equivale a dizer que u, - a é
um infinitésimo.
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NOTA IMPORTANTE. Em questdes de fisica e de outras cién-
cias experimentais, a expressado ‘infinitamente pequeno’ (ou ‘infini-
tésimo’) é usada para designar uma grandeza praticamente nula,
isto &, de tal modo pequena (em valor absoluto) que pode ser des-
prezada na questdo de que se trata. Também no CALCULO NUME-
RICO APROXIMADO, que introduzimos no capitulo I, os erros des-
prezdveis (por exemplo no célculo de um produto) podem ser
chamados infinitésimos.

Este significado prético da palavra ‘infinitésimo’ corresponde, de
certo modo, & nogdo intuitiva de ‘infinitésimo’ que tinham os mate-
méticos nos primérdios do CALCULO INFINITESIMAL: um infini-
tésimo (positivo) seria, entdo, uma grandeza menor que qualquer
submudltiplo da unidade e, contudo, maior que zero. Mas, segundo
o conceito usual de grandeza, um infinitésimo deveria ter, nesse
caso, a seguinte propriedade:

"Ser nulo e nao ser nulo ao mesmo tempo’

o que é impossivel, segundo o PRINCIPIO DA NAO CONTRADI-
CAO; ou entdo ndo ser uma coisa nem outra, isto é:

‘Estar numa situacao intermédia entre ser nulo e nao ser nulo’

o que é impossivel, segundo o PRINCIPIO DO TERCEIRO EX-
cLuUlDO.

Por exemplo, se dividirmos um segmento com um metro de
comprimento em 2 partes iguais, em 4 partes iguais, em 8 partes
iguais, e assim sucessiva e indefinitamente, obtemos segmentos
cada vez mais pequenos, cujos comprimentos tendem para zero.
Ora, segundo os referidos mateméticos, esses segmentos nédo tende-
riam propriamente para segmentos nulos, mas sim para segmentos

71



J. SEBASTIA0 E BILVA

infinitésimos. Estes segmentos infinitésimos seriam em ndmero infi-
nito e a sua soma daria o segmento inicial (se fossem efectivamente
nulos, a sua soma também teria de ser nula).

Assim, os infinitésimos eram concebidos como quantidades
fixas (chamadas ‘indivisiveis’ ou ‘infinitésimos actuais’) e ndo como
varidveis, ou ainda, como sucessdes que tendem para zero (segundo
a definicdo anterior). Mas, ja vimos que o conceito de infinitésimo
actual é contraditério.

Note-se que o anterior exemplo das divisbes sucessivas de um
segmento em partes iguais est4 na base dos PARADOXOS DE ZENAO
e, nomeadamente, do paradoxo da seta (ver no Compéndio de Alge-
bra, 6.° Ano, a "Nota Histérica” do Cap. IV).

21. Primeiros teoremas sobre limites. Quando uma suces-
sd0 u, tende para um numero a, também se diz que a é /imite da
sucessdo. Tem-se, porém, a seguinte propriedade:

TEOREMA 1 (DA UNICIDADE DO LIMITE). Uma sucessao nao
pode tender para dois numeros diferentes.

p—

3
| | .
a Unp

Demonstracao (por reducao ao absurdo):

Suponhamos que existe uma sucessdo u, que tende ao mesmo
tempo para dois nimeros a, b diferentes e seja, por exemplo, a<b.
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Ponhamos

Entdo & é um ndmero positivo (porqué?) e tem-se:

28=b-a

donde:

(1) a+3=b-3

Ora, como up—>a e up—>Db, existem uma ordem r e uma
ordem s tais que

n>r => a-8<up<a+3d

(2)
n>s = b-3d<u,<b+3

Designemos por p o maior dos numeros r, s. Entao de (2)
deduz-se:

n>p=>u,<a+dAu,>b-3

Mas isto, segundo (1), é absurdo: u, ndo pode ser ab mesmo
tempo menor que a + 8 e maior que a+ 38 (porqué?). Logo, un ndo
pode tender ao mesmo tempo para a e b.
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Assim, quando uma sucessao é convergente, o seu limite existe
e é unico. Pois bem:

Representa-se pelo simbolo lim u, o limite duma sucessdo con-
vergente, isto é, tem-se, por defini¢do:

a=limu, < u,—>a

Vamos, agora, estudar um caso particular de convergéncia. Supo-
nhamos, por exemplo, que certo método de aproximagdes sucessivas
fornece a sucessao:

583; 594; 599; 6, 6;, 6; 6;

em que todos os termos, a partir do quarto, sao iguais a 6. Entéo,
se designarmos por u, o termo geral da sucessd@o, tem-se, evidente-
mente:

V3>0: n>3=|up-6|<38 (porqué?)

Por conseguinte, u, — 6.

No caso geral, demonstra-se, de modo anélogo, o seguinte:

TEOREMA 2. Se todos os termos de uma sucesséo, a partir
de uma certa ordem, sdo iguais a um mesmo numero C, a Sucessao
tem por limite esse numero c.
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Em particular, pode acontecer que todos os termos de uma suces-
sdao up sejam iguais a ¢ (logo a partir do primeiro), isto é, que se

tenha

Uuhb=¢ , vnelN

Diz-se, neste caso, que a sucessdo é constante e podemos
escrever

lim c=c¢

0 que se exprime habitualmente dizendo (por abuso de linguagem):

‘O limite de uma constante é a prépria constante’

Finalmente, o teorema 2 do n.° 6 d& o seguinte

TEOREMA 3. Se u, —a, entdo |up| — |al.

22. Algebra dos limites. Os teoremas de célculo aproximado
da soma, do produto, do quociente e da raiz, estudados no § 1,
fornecem outros tantos teoremas sobre limites.

Comece por rever o teorema n.° 5. Desse teorema deduz-se
facilmente o seguinte '

TEOREMA DO LIMITE DA SOMA. A soma de duas sucessoes
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convergentes, un € Vn, é também uma sucessao convergente e
tem-se:

lim (up + vp) =lim up +lim v,

Demonstracao:
Suponhamos que

up—>a e vp—>b (com a, be|R)

e seja 8 um numero positivo qualquer. Entdo, 8/2 também é um
nimero positivo e, portanto, existem uma ordem r e uma ordem s,
tais que

)
n>r= |lup—-al< > n>s = lvn-bl<-; (porqué?)
Assim, se designarmos por p o maior dos numeros r, s, teremos:
)
n>p= IUn —al<?/\ an —bl<?

Ora, segundo o teorema do n.° 5, sendo up e v, valores apro-
ximados de a e b, a menos de 3/2, a sua soma, Up + Vp, serd valor
aproximado de a + b a menos de 3. Por conseguinte:

n>p=|(up+vy) ~(a+b)|<?d
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E, como & pode ser qualquer nimero positivo, isto significa que

lim (up+vp) =a+b=Ilim uy+Ilim v,

Este teorema é, evidentemente, generalizdvel ao caso de uma
soma com um numero qualquer (finito) de parcelas. Por exemplo,
tratando-se de trés sucessées up, vV, Wp convergentes, vird, apli-
cando duas vezes o teorema anterior:

fim (up + vn + wp) =lim [(up + vp) + wp] = lim (up + vp) + limw, =
= limup + lim vy + lim wy,

E analogamente para 4 parcelas, 5 parcelas, etc. Podemos resu-
mir estas conclusGes no seguinte enunciado geral:

A soma de duas ou mais sucessoes convergentes é sempre uma
sucessao convergente, que tem por limite a soma dos limites das
parcelas.

Reveja, agora, o teorema do n.° 9. Dele se deduz:

TEOREMA DO LIMITE DO PRODUTO. Se u, e v, sdo suces-
sées convergentes, up-.v, também é sucessdo convergente e
tem-se:

lim (upvp) =lim up « lim v,
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Demonstracao:

Suponhamos que

(1) up—>a € vp—>Db (com a, belR)

e seja 4 um ndmero positivo qualquer. Segundo o teorema do n.° 9,
existe um ntimero positivo ¢ tal que, se u, e v, forem valores
aproximados de a e de b a menos de &, entdao u,vy, é valor aproximado
de ab a menos de J; isto é, simbolicamente:

(2) |Un—a}<E/\an“b]<8:>IUnVn"ab|<8

Por outro lado, em virtude de (1), existem uma ordem r e uma
ordem s tais que

n>r=|up—-al<e , n>s=|vp—-b|<e

Deste modo, sendo p o0 maior dos nimeros r, s, vem:

n>p=|up—al<eAlvh—-bl<ce

donde, atendendo a (2):

n>p=|uy, v —ab|<d

E, como & é um nimero positivo qualquer, isto significa que

lim upvp =ab =lim up - lim vp, q.e.d.
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Este teorema pode ainda generalizar-se ao caso de um ndmero
qualquer (finito) de factores, como se fez para a soma. Assim, pode-
mos afirmar que:

O produto de duas ou mais sucessoes convergentes ainda é uma
sucessao convergente, que tem por limite o produto dos limites dos
factores.

COROLARIO |. Se uy é convergente e p é um nimero natural
qualquer (constante), tem-se:

lim u,’: = (lim up)P

Com efeito, tem-se, por definicdo de poténcia:
ub =uqup...uy (p vezes)
e, aplicando o teorema anterior, vem (sendo u, convergente):

lim uf, = (lim up) (lim up) ... (lim up) = (lim up)®

-

"

p vezes

COROLARIO Il. Se u, e vy, sdo sucessdes convergentes, tem-se:

lim (Un - Vn) = “m u“ S 'im Vn
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Basta notar que up - v, =up + (-1)v, donde, aplicando os
teoremas anteriores,

lim (up = vp) = limup + lim (=1) lim v, = lim uy = lim v,

TEOREMA DO LIMITE DO QUOCIENTE. Se u, e v, sdo suces-
sdées convergentes e limvy, # 0, também up,/v, é convergente e
tem-se:

© Up lim u,
lim = — (supondo v, #0, VnelN)
Vn lim vy,

Por outros termos:

O quociente de duas sucesstes convergentes também é uma
sucessa@o convergente, desde que o divisor nunca seja zero nem tenda
para zero. Neste caso, o limite do quociente é igual ao quociente do
limite do dividendo pelo limite do divisor.

A demonstragdo, baseada no teorema do n.° 11, é perfeita-
mente anéloga a que foi dada para o teorema do produto e pode
ser feita como exercicio pelo aluno.

TEOREMA DO LIMITE DA RAIZ. Sendo p um numero natural
@ Un uma sucessao convergente, também £ u, é convergente (su-
pondo que é sempre u, 2> 0, se p é par). Tem-se, entdo:

lim Yy, =¥limu,
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Demonstragao:

Bastard considerar o caso em que u, 2 0 para todo o n, pois
que, se for u, < O (com p impar), tem-se Vu, =—%u,| e
ficamos reduzidos ao caso anterior. Suponhamos, pois, que

(3) upb—~>a , coma>0 e up,>0 , VvnelN.

Seja 3 um namero positivo qualquer. Entdo, segundo o teorema
do n.° 13, existe um nimero > 0, tal que

lup—al< e = Mu, -Val<?
Por outro lado, segundo (3), existe uma ordem r tal que
n>r = |up~al<e
Logo
n>r = [Vu, -Va|<3$,

o que significa que lim¥u, = Va = Viimu, .

23. Métodos de iteracao. Consideremos uma equagao da
forma

f(x) = x,

em que f é uma fungdo dada. Procurando resolver esta equagao
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por tentativas, podemos adoptar um nimero x, como valor aproxi-
mado da solugdo. Seja x, o valor de f(x,), isto é:

f(x,) =x,

Se fosse x, = x,, entdo x, seria, de facto, solugdo. Mas, em
geral, isto ndao sucede. Ponhamos, sucessivamente:

f(x,) =x3 , f(x3)=x, ,

e, em geral,

(1) Xn+1 = f(Xn) . VnelN.

Esta féormula de recorréncia, juntamente com o valor inicial x,,
escolhido arbitrariamente, define uma sucessdao x,. Suponhamos,
agora, que sado verificadas as duas seguintes condigdes:

1) a sucessdo x, é convergente;

2) lim f(x,) = f(lim xp).

Seja ¢ o limite de x,. Entdo ¢ serd também o limite da suces-
880 Xp+1 (cujo 1.° termo é x,, cujo 2.° termo é x, etc.). Com
efeito, sendo 8 um ndmero positivo arbitrério, existe uma ordem r
tal que

n>r = |[xp—c¢|<3 (visto que x, — c)

Mas, daqui resulta que

n>r = [Xp+1—¢C|<8 e, portanto, Xy+1 —>C
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Assim, de (1) vira, atendendo a condig¢do 2):

lim xp +4 = f(lim x,)
ou seja:

c = f(c)

0 que significa, precisamente, que o nimero ¢ é solug¢do da equagéo
f(x) = x. A sucessdo x, fornece, pois, valores aproximados desta
solugdo, com a aproximagao que se queira. |

O método geral de aproximagdes sucessivas que acabamos de
descrever é chamado método de iteracdo (‘iterar’ significa ‘repetir’)
e a fungdao f & chamada funcédo iterante. Os métodos de iteragdo
(quando aplicdveis) prestam-se muito para o célculo de raizes de
equagoes por meio de computadores.

O método de Newton, que foi descrito em pormenor no n.° 18,
no caso particular da radiciagdo, é exemplo tipico dum método de
iteracdo. Por exemplo, calcular Va, com a>0, é calcular a raiz
positiva da equagado x2 = a. Ora, tem-se, como ¢ facil ver:

X2 —-a
X2=a < X=X~— , Vx>0
2x

Assim, a equacdo x2 =a é posta sob a forma x = f(x), sendo

f(x) =x - (fungéo iterante).

Como vimos, se escolhermos x, de modo que xf> a, a suces-
séo Xxp, obtida pela férmula de recorréncia x,+1 = f(xn), € conver-
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gente. Por outro lado, aplicando os teoremas anteriores, vem neste
caso:

. (lim x5)* - a . -
lim f(xy) =lim x, - - = f(lim x,) (justifique)
2 lim xp

Séo, portanto, verificadas as condigdes 1) e 2) anteriores, 0 que
garante que X, tende, efectivamente, para uma raiz da equagao
X2 = a: a raiz positiva ou seja Va.

24. Critérios particulares de convergéncia. Diz-se que
uma sucessdo up é crescente, quando cada um dos termos € menor
do que o seguinte, isto & quando up<up+: VnelN. E claro
que esta condi¢ao equivale a esta outra:

n<m = Up<< Um

Diz-se que uma sucessao u, é decrescente, quando cada um
dos seus termos é maior que o seguinte (e, portanto, maior que
todos 0s seguintes).

Uma sucessdo u, diz-se mondtona, sse é crescente ou é decres-
cente.

Diz-se que u, é crescente em sentido lato, quando se tem
Un< Up+1, VNneEIN.

Analogamente se define ‘sucessao decrescente em sentido lato’
e ainda 'sucessdo mondtona em sentido lato’.
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Uma sucessdo up, diz-se /imitada, quando todos os seus termos
tém mdédulo inferior a um certo numero; isto é, sse existe algum
nimero L tal que

jupl<L , V¥nelN

(Para exemplos, ver Compéndio de Algebra, 6.° Ano, pp.148-149.)

CRITERIO DAS SUCESSOES MONOTONAS. Toda a sucessdo
limitada que seja mondtona (mesmo em sentido lato) é convergente.

Demonstragao:

No caso de uma sucessdo u, crescente em sentido lato,
cujos termos sejam todos positivos, a demonstragdo pode fazer-se
de modo semelhante ao seguido no n.° 18 para provar que a
sucessdo X, era convergente. Como todos 0s u, n@o menores
que um certo nimero L, a parte inteira de u, h&-de estabilizar-se
a partir de certa ordem (porqué?). Depois disso, é o algarismo das
décimas que se estabiliza, pois ndao pode crescer para |la de 9. Depois
ainda, estabiliza-se o algarismo das centésimas. E assim sucessiva-
mente. E claro que o nimero representado pela parte inteira e
pelos algarismos decimais assim estabilizados é o limite para que
tende up.

Se u, é uma sucessdao decrescente em sentido lato, limitada,
e cujos termos sdo todos positivos, a demonstragdao é perfeitamente
anéloga (é o caso do n.° 18; veja o exemplo das pp. 60-61).

Finalmente, os restantes casos reduzem-se aos anteriores, no-
tando que: 1) a partir de certa ordem os termos da sucessdao sao
todos positivos, todos negativos ou todos nulos; 2) se u,->a,
entdo —up—> —a.

(Convém ver o exemplo do ndmero =, dado no Compéndio de
Algebra, 6.° Ano, pg. 169.)
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CRITERIO DAS SUCESSOES ENQUADRADAS. Dadas trés
sucessoes up, Vp, Xp tais que

(1) Un< Xn< Vn » VneIN,

se up e v, tendem para um mesmo numero a, também Xp - a.

Demonstragdo*:

Se lim up = lim v = a, entdo lim(uy — vp) = 0. Por outro lado,
a condigao (1) implica

0SS Xp=uUn< Va—uU, , VnelN

e, como para todo o 3> 0, existe uma ordem r tal que

n>r = |vp—up/ <3 (porqué?)
também

N>r = [Xp—Upl <8 (porqué?)
e, portanto, x,—a, g. e. d.

25. Simbolos de impossibilidade e simbolos de inde-
terminagdo. O teorema do limite do quociente (n.° 22) exclui a
hipétese em que o divisor tende para zero. Consideremos, agora, essa
hipétese, isto 6, suponhamos que o dividendo, u,, tende para um
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nimero real a qualquer e que o divisor, v, tende para 0, embora
seja sempre v # 0. Neste caso, ndo podemos dizer que

Up a
—— converge para —
Vn 0

E, desde ja, vamos ver porqué. Dois casos se podem dar:

1.° caso: a # 0. Neste caso, ndo existe quociente de a por 0O,
isto é ndo existe nenhum numero x tal que O-x=a (porqué?).
Por outros termos:

A equagdao O-x=a €& impossivel.

Por isso mesmo, a expressdao a/0, que deveria indicar o quo-
ciente de a por 0, é chamada um simbolo de impossibilidade. Séo
pois simbolos de impossibilidade, por exemplo, as expressdes

1 3 -2 V2 )7
- T _ r ’ r ’ etc-
0 0 0 0 0

2.2 caso: a=0. Neste caso, qualquer nimero real x verifica a

condicdo 0+x =a. Esta equacdo &, pois, indeterminada e, por isso

mesmo, se diz que a expressao 2 é um simbolo de indetermina-

0
¢ao.

Conheceremos outros simbolos de indeterminagéo.

Vamos ver agora como, nos casos em que se obtém simbolos
de impossibilidade ou indeterminagdo, ainda se pode chegar muitas
vezes a conclusdes (teis na teoria dos limites.
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26. Limites infinitos. Seja

Uunh=2 e vh=10"" , vnelN

Entdo up, >2 e vp—=>0. Ora, uy/v, vem a dar a sucesséao:

2 2 2 2

01 001t 0001 T 10"
ou seja:

20 , 200 , 2000 ; . . 2910 ,

Esta sucessdao nao é convergente, isto é nao tende para
nenhum ndmero real, mas apresenta a seguinte particularidade
notéavel:

Os termos da sucessdo tornam-se definitivamente superiores a
qualquer nimero dado, isto é: qualquer que seja o numero real L
existe uma ordem r, depois da qual todos os termos da sucessdao
sdo superiores a L. Exprime-se este facto dizendo que a sucesséo
tende para o infinito positivo (ou que tende para + ®, em que O
simbolo + o se |& ‘mais infinito’).

Dum modo geral:

DEFINICAO 1. Diz-se que uma sucessdo up, tende para + oo,
e escreve-se

Uy —>+

88



COMPENDIO DE MATEMATICA
sse, qualguer que seja o numero real L, existe uma ordem depois

da qual todos os termos da sucessdao sdao maiores que L (). Sim-
bolicamente:

Un—~>+0 < VL>0, dreIN: n>r=up>L

Também se diz, neste caso, que up é um infinitamente grande
positivo.

Por outro lado:
DEFINICAO 2. Diz-se que u, tende para — © e escreve-se
Up—>— @

sse —up > +o. Também se diz, neste caso, que un & um /nfini-
tamente grande negativo.

DEFINICAO 3. Diz-se que u, tende para o e escreve-se
Up—> % ou limup=

sse |up|— +o0. Também se diz, neste caso, que up, é um infinita-
mente grande (simplesmente).

Convém ver exemplos no Compéndio de Algebra, 6.° Ano,
pp. 150-152 e 165-166.

Quanto & nog¢do de ‘infinito matematico’, interessa ler a ‘Nota
Histérica’ do Capitulo V desse Compéndio.

(') E claro que basta, neste caso, considerar nimeros L positivos.
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Desde j& convém lembrar que uma sucessdo é convergente, sse
tende para um ndamero real (/imite finito). Ora, se uma sucessdo
tende para infinito (+ @, — o ou apenas =), ndo pode tender para
nenhum nimero real e é, portanto, divergente. Por este motivo, ndo
é correcto dizer ‘u, converge para «’, mas apenas ‘u, tende para o’,

Diz-se que uma sucessdao é propriamente divergente, quando
tende para + o ou para —o, E f4cil reconhecer que:

Toda a sucessdao mondtona nao limitada é propriamente diver-
gente, sendo o seu limite +» ou —w, conforme a sucessio é
crescente ou decrescente. QOutro tanto se pode dizer relativamente
as sucessoes mondtonas em sentido lato.

Uma sucessao divergente que nao seja propriamente divergente
chama-se oscilante. Por exemplo, a sucessdo

=% 2 =3 & =B s =130 o

é oscilante porque tende para o, mas ndao para + o nem para — %,
Por sua vez a sucessao

=4y U =k we =T w

é oscilante, porque nao tende para limite algum, finito ou infinito.

27. Operagdoes com limites infinitos. Comegaremos por
estabelecer trés lemas:

1
LEMA 1. up—>0=>— > o (supondo up # 0, ¥Yne€IN)
Un

Por outros termos: O /inverso de um infinitésimo é um infinitamente
grande.
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Demonstragao:

Suponhamos que up—>0, com up #0, Vn, e seja L um ni-
mero positivo arbitrdrio. Entdo 1/L também é um ndmero positivo e
existe, portanto, uma ordem r tal que

1
n>r= jupl < —L— (porqué?)

Ora
upl<— = > L
|Un|
1 1
e, como =| | (porqué?), tem-se:
|Up| Up
1
n>r= > L
lun

o que significa que 1/u, - .

1
LEMA 2. up—> o =——-—0 (supondo u, #0, ¥n e IN).
Un

Por outros termos: O inverso de um infinitamente grande é um
infinitésimo.

A demonstragdo é analoga & anterior.

Estes dois lemas podem resumir-se num enunciado Unico:

Un>0<¢ — > (com up #0 , V¥nelN)
Un
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LEMA 3. Se v, — o« e se existe um numero = > 0 tal que
lun| > € a partir de certa ordem, entdo upvnp —> .

Demonstragdo*®:

Suponhamos verificada a hipdtese e seja L um nldmero posi-
tivo arbitrdrio. Entdo L/z também é um nlimero positivo e, portanto,
existe uma ordem r tal que

(1) n>r=- Ivn|>_L (porqué?)
2

Por outro lado, existe uma ordem s tal que
(2) Nn>s= |Up|> ¢ (porqué?)

Entdo se for p o maior dos nuimeros r, s, vira de (1) e (2):

L
N>p=|vp|>__ Alupg|> ¢
€

e portanto

nN>p= |upvp|>1L
O que prova que upvp —> ™.

Posto isto, podemos demonstrar 0os seguintes teoremas:

TEOREMA 1. Se u, tende para um limite a diferente de zero
(finito ou infinito) e vy, — o, entdo upvy — .
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Demonstragao™:

Aplicando o lema 3, basta demonstrar que existe um nu-
mero € >0 tal que |up|>¢ a partir de certa ordem. Ora isto
sera verdade, se u, —> % (por definicdo). Resta-nos, pois, analisar
0 caso em que up tende para um nimero a diferente de zero. Neste
caso, |up| = |a] (ver n.e 21). Portanto, se tomarmos um ndmero posi-
tivo 3 < |a|, existe uma ordem r tal que

n>r=la|—-d<|upl<|a| +3d

Entdo, se pusermos ¢ = |a| — 3, ser& €>0 (porqué?) e

n>r=|up/>¢ , q. e d

TEOREMA 2. Se u, tende para um limite a # 0 e v —0,

entdo %» o (supondo vp #0 , VneIN).
n

Este teorema é consequéncia imediata do anterior e do lema 1,
visto que se tem: -

TEOREMA 3. Se up tende para um limite finito e vp - o
entio —gl —0 (supondo v, #0 , ¥nelN).
n
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Demonstracéo:

Suponhamos que up —a (finito) e v, —> . Entdo 1/v,—0
e, pelo teorema do produto (n.° 22):

. Un . 1 . g 1
lim — =lim(up. — ) =limup.lim—=a.0=0
Vn Vr} Vn

TEOREMA 4. Se up,—> o e v, tende para um limite finito,

& u
entéo v—" — 0 (com vqp #0 , V¥nelN).

n

Este teorema é consequéncia do teorema 1, notando que, se v,
tende para um limite & finito, entdo 1/v, tende para um limite
diferente de zero, que serd finito ou infinito, conforme a # 0 ou
a=0.

TEOREMA 5. Se up tende para um limite finito e vy — o,
entéo up + vp —> ™,

Deixamos a demonstragdo ao cuidado do leitor.

28. Regras de célculo com o simbolo . A fim de facilitar
a aplicagao dos teoremas anteriores, & cobmodo adoptar as seguintes
convengdes:

a

l. F:oo, se a#0. . a.0o=o, sea#0
a o

. — =0, se a # oe. IV. — = o, se a#
00 a

V. a+ o =, se a # ®,
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Note-se que estas convengdes sdo as expressOes abreviadas,
respectivamente, dos teoremas 2, 3, 1, 4 e 5. Tais convengdes per-
mitem-nos, agora, generalizar os teoremas relativos aos limites da
soma, do produto e do quociente, tornando mais cémodo o célculo
dos limites. Assim, o TEOREMA DO LIMITE DO QUOCIENTE pode,
agora, generalizar-se nos seguintes termos:

O limite dum quociente é igual ao quociente do limite do
dividendo pelo limite do divisor, quando estes limites existem e néo
sdo ambos nulos nem ambos infinitos.

Por sua vez o TEOREMA DO LIMITE DO PRODUTO surge com
0 aspecto:

O limite dum produto é sempre igual ao produto dos limites
dos factores, quando estes limites existem, sem que um deles seja
infinito e o outro nulo.

Finalmente o TEOREMA DO LIMITE DA SOMA generaliza-se
deste modo:

O limite duma soma é igual a soma dos limites das parcelas,
quando estes limites existem e nao sdo ambos infinitos.

Note-se que os teoremas da poténcia e da raiz também podem
ser generalizados. Assim, é facil provar que:

Se up - %, entdo uﬁ-—:-oo , V¥pelN.

Se up >+, entdo Vuy,—>+o , V¥pelN.
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Estes teoremas dao lugar as convengdes:

wP=0, VYew=0cw se pe€iN

EXEMPLOS DE APLICACAO:

1+n 1+ o0
= — = 00

31+15)  3(1+0) 3

(1+Vn)(1+n2)>(1+Veo)(1+ ®)=0+0= o

1 1
3+3 8+ _ 8+0 3
o0

1-Vn 1- Vo 1 -

Note-se que, nos dois primeiros exemplos, o limite é precisa-
mente + o0, enquanto no terceiro o limite é — oo,

29. Novos simbolos de indeterminacdo. Na regra | do
nimero anterior excluimos a hipétese a = 0. Nesse caso, obtém-se a
expressdao 0/0 que, como ja foi dito atrds, é um simbolo de inde-
terminagdao. Quando duas sucessbées u, e v, tendem ambas .para
zero, todos os casos se podem dar a respeito do quociente u,{/vn:
ou é convergente ou tende para infinito ou ndo tende para limite
algum. Veremos exemplos destes diversos casos, ao tratarmos de
limites de fungdes de variavel real.

Interessa-nos, agora, estudar novos simbolos de indeterminagéo:

a) Simbolo %. Nas regras Il e IV do nimero anterior excluimos
a hip6tese a = . Nesse caso, obtém-se a expressdo o /oo, que é um
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simbolo de indeterminagao. Quer isto dizer o seguinte: quando duas
sucessoes up e v, tendem ambas para oo, todos os casos se podem
dar a respeito do quociente up/v, como vamos ver com exemplos.

l. Seja
upb=n-1e vp=3n+1 , VnelN

Entdo u, - o e v, — o. Por substituicdo em up/v, obtém-se o
simbolo de indeterminacdo oo /00, que nada esclarece. Porém, divi-
dindo ambos os termos da frac¢do por n, obtém-se:

Un n-1 1-1 1-& 1
— — —> —_— ——
Va  3n+1 3+> 3+ 3

A sucessdo up/vp converge, portanto, para 1/3.

Il. Sejauy=1-nevp=2+Vn , VnelN

Entdo up - ®, vy > », e obtém-se, novamente, o simbolo o/
por substituicao em up/v,. Mas

Un 1-n +~=1 -1 ~1
o | 28WR Bheie AL g
n n Vn oo o0

Por conseguinte u,/vy = .

Ill. Seja, agora, up=1+(—1)"n e vo=n , VnelN.
Neste caso, obtém-se ainda a indeterminagdo oo/, Mas

1
= — 4 (=)
Vn n
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O termo 1/n tende para zero. O termo (—1)" ndo tende para limite
algum (finito ou infinito). Logo, a soma dos dois, igual a u,/v,, tam-
bém nédo tende para limite algum.

Nos exemplos | e Il achou-se um limite para u,/vy; diz-se entao
que se Jevantou a indeterminagdo (indeterminagdo aparente). No
exemplo Ill ndo existe limite: diz-se entdo que é impossivel levantar,
a indeterminagdo (indeterminagéo real).

b) Simbolo 0 x . Na regra lll do nimero anterior excluimos
a hip6tese a = 0. Neste caso, obtém-se a expressao 0 x «, que é
um simbolo de indeterminagao; quer dizer: quando up, -0 e v — ®
todos os casos se podem dar a respeito do produto upv, como se
pode ver com exemplos.

¢) Simbolo » — ., Na regraV do ndmero anterior excluimos a
hip6tese a = . Neste caso, é-se conduzido, em geral, a um novo
tipo de indeterminagdo. Mas convém, desde ja, notar os seguintes
factos, que é facil provar:

Se up, > +o e vy, > +x, também up + vy, > + ®©
Se up ~>—® e vp—>— o, também up + vy —> —®
Abreviadamente, podemos exprimir estes factos pelas férmulas:

(+) + (+0) =400, () + (—0) =—0

Mas se up >+ e v, —>—o (ou vice-versa), somos condu-
zidos & expressao

(+o0) + {~8)
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que abreviadamente se escreve o — oo e que é um simbolo de inde-
terminacdo. Seja por exemplo:

un=3nevya=-Vn , Vnell.

Entdo up - +®, vy —>— e somos conduzidos a indeterminagao
o — oo, para up + v, Porém

- 1
Un+vn=3n-Vn=nB-—=)> 0 X (3—-—) ==
oo

Vn

Portanto, neste caso, up + vh - o (mais precisamente
Up + vp —> + ). Outros casos se podem verificar.

NOTA. Quando duas sucessdes u, e v, tendem para o sem
sinal determinado (uma pelo menos), todos os casos se podem dar
a respeito de up + vh. Deste modo, a expressdo o + o deve, em
rigor, ser considerada um simbolo de indeterminacgéo.

30. Limite da exponencial. Seja a um nimero real qualquer
e consideremos a sucessao

a, a2 as, .., a", ..

constituida pelas sucessivas poténcias de expoente natural de a.

TEOREMA. Se a>1, a sucessdo nua" tende para + o (1).

N«

(') Neste caso, empregamos a expressao rigorosa ‘sucessdo n. ,a  em

A
vez da expressdo abreviada ‘sucess&o a’, para evitar possiveis equivocos.
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Demonstracéo:

Suponhamos a> 1. Entao, se pusermos h=a~-1, serd h>0 e
a=1 + h, donde, segundo a férmula do binémio:

(1) an= (1+h)" =1+nh+ (})h+ ... + hn

Mas, como h>0, os termos (3), ..., h" sdo todos positivos se
n>1 (e nulos se n =1). Logo, de (1) resulta:

(2) ah>1+nh , VnelN

Com esta formula é f4cil agora demonstrar que a" — + 0. Com
efeito, seja L um nimero real qualquer. Ora, de (2) resulta:

1+nh>L=>ah>L

Mas

L%
1+nh> L¢>n>-—h—

Logo

L—-1
n>T =ah> L

Daqui se conclui:
vLelR , 3dpelN: n>p=an>L

Mas isto significa que a" - + o, g. e. d.
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EXEMPLOS:

2" >+ , 1,01">+w0 , etc.

COROLARIO 1. Se |a|>1, entdo a" - oo.

Com efeito, [a"| = [a|", quaisquer que sejam aelR, neN.
Entdo, se |a| > 1, tem-se pelo teorema:

la|P -+ e portanto |a"]| > + o0
ou seja a" - o (cf. n.° 26, pg. 88).
E claro que Ja|>1<«a>1Va<-1.Sea> 1, entdo a" - +

como j& vimos. Se a< -1, entdo a" - oo sem sinal determinado.
Por exemplo, se a = — 2, tem-se a sucessdo oscilante:

-2, 4, -8, 32, -64, ..., (-2)", ... > »

COROLARIO 2. Se |a|< 1, entdo a" - 0.

Com efeito, suponhamos |a| < 1. Entdo se pusermos k = 1/a, vem:

1
K| =—>1
|al

e portanto k" — ® segundo o coroldrio anterior. Por outro lado,
tem-se a = 1/k, donde

ah" = n e portanto a" -0 (porqué?)
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EXEMPLOS:
1 n
k= —2—) -0 , 075"->0 , 0,9999"n >0

A primeira destas sucessodes tende para O por valores alternadamente
positivos e negativos. E as outras duas?

Podemos escrever entdo 0,75" -0+t , etc.

Resta-nos analisar o caso em que [a|=1, isto é em que
a=1oua=-1.Sea=1, tem-se 1" =1 para todo o n e assim
a" >1.Sea= -1, tem-se a sucessdo -1, 1, —1, ... que, como vimos,
ndo tende para limite algum. Em resumo:

a>1=>a"»>+ow
la|>1=a"—> o
a< —1=a" oscilante

laj<1=>a"->0

a=1=a"-1 , a=-1= a" ndo tem limite().

31. Soma de todos os termos duma progresséo geomé-
trica. Como é sabido, sendo r um numero real qualquer, chama-se
progressao geométrica de razdo r toda a sucessdo em que cada termo

(') Ver exercicios no final do nimero seguinte.
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a partir do segundo é igual ao produto do anterior por r. Se for
a o primeiro termo, a progressao geomeétrica de razdo r sera

a , ar , ar2 , ar3 ,

e vé-se que o termo de ordem n (termo geral) é:

(1) ap=a rm-

Vamos, agora, supor sempre a # 0. Como é sabido, a soma
dos n primeiros termos da sucessdao (1) é dada pela férmula

1—1"

1-r

(2) Sh=2a , quando r # 1

Tem-se, com efeito, supondo r # 1,

1—rn
=T+r+r2+ ... +m1
1-r
e portanto
1—m
a S =a+ar+..+am1=§,
-r

Consideremos, agora, a sucessao

S Bov s B s
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Quatro casos se podem dar('):

7.0 caso. |r|< 1. Entado, aplicando o corolédrio 2 do nimero
anterior e lembrando que a e r sao constantes na sucessao, vira:

1—-m 1-0 a
—>a =

1-=r T—r 1—r

Sp=a

2.° caso. |r|> 1. Vira, entao, aplicando o corolario 1 do ndmero
anterior e lembrando que a # 0:

1—n 1-00 a
—a = X 0o =w

Sp=8
f 1—r 1=r 1-r

Mais ainda, é facil ver que:

r>1=>8,>+o sea>0e §,>— se a<0

r< -1= 8, oscilante

3.° caso. r=1. Agora S,=a+...+a (n vezes) = na e por-
tanto S, > o, visto que a # 0.

4.° caso. r=-1. Agora S;=a, S,=0, Sz=a, ... e, como
a # 0, vé-se que S, nao tende para limite algum.

(') Serd conveniente estudar antes disto os exemplos concretos mais
simples (I, Il e V) que v&m a seguir, indo assim do particular para o geral. Convira,
depois, voltar do gera/ ao particular, aplicando a teoria a exemplos concretos
menos simples.
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Desta andlise, resulta em particular o seguinte

TEOREMA. A sucessio S, € convergente, sse |r|<1. Neste
caso, tem-se:

) a
lim Sp=——
1—r

EXEMPLOS:

|. Consideremos a progressao geométrica

1 1 1 1 1 1 1
2 4" 8 32 64 128 ' 256

cujo primeiro termo é a=1/2 e cuja razdo é r=1/2. A soma dos
seus n primeiros termos é:

1 1-(3)" 1
B = =n s -
2 1-1 e

e portanto, neste caso, S, —> 1.

Este limite aparece intuitivamente ao nosso espirito como sendo
a soma de todos os termos da sucessdo. Teremos pois assim uma
soma com uma infinidade de parcelas, que somos levados a repre-
sentar pela expressdo:

1 I T 1 1
(3) —t—t—F—+ Lt —F ..
2 4 8 16 o
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ou, abreviadamente, por qualquer das expressdes:

0 0 1
(3") X — , X —, etc. (n, k, etc. sdo /ndices mudos).
n=1 2N k=1 2K

A expressdo (3) ou qualquer das suas equivalentes (3') é cha-
mada uma série geométrica e, precisamente, a série geométrica de
razdo 1/2, cujo primeiro termo é 1/2.

O valor destas expressoes seré, pois, o limite da referida sucesséo
Sp. isto é:

§ : li (‘I + : + ...+ L )
— lm A —_— e Y S,
k=1 2K 2 4 oN

Este exemplo esta relacionado com o PARADOXO DA DICO-
TOMIA (DE ZENAO), numa das suas formas:

Tudo o que se move tem de percorrer metade do caminho,
antes de chegar ao fim; tem de percorrer, depois, metade do que resta
(ou seja 1/4 do total); depois ainda, metade do que resta (ou
seja 1/8 do total) e assim sucessivamente. Deste modo, nunca chega
ao fim, o que equivale a dizer que nao existe movimento.

A situacdo é descrita na figura seguinte:

1/4 1/8
| - l e

0 1/2 1

Segundo as consideragdes anteriores, poderiamos dizer que o
percurso total (ou seja a unidade) é a soma de uma infinidade de
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parcelas indicada pela expressdo (3). Matematicamente, o paradoxo
é resolvido de modo analogo ao que se indica no Compéndio de
Algebra, 6.° Ano, para o paradoxo da tartaruga. O exemplo seguinte
aplica-se a este paradoxo.

Il. Consideremos a dizima infinita de periodo 1

1111131 1.

que se escreve abreviadamente: 11,(1). Esta dizima representa, por
definicdo, o limite da sucessao

10; 117 110 1L 114717 11111015

cujo termo geral é a soma dos n primeiros termos da progressdo
geométrica de razao 0,1:

10: 1: 01: 0.01;: 0001: ...; TONF2:

Ser4, pois, agora a =10, r = 1/10 e portanto

1-01"
Sp=10 —M83 —
1-0,1
donde:
10 100 1
Sn — = =11 —
1-01 9 9

107



J. SEBASTIAO E BILVA

lll. Seja a dizima infinita de periodo 327

0,327 327 327 ... = 0,(327)

Esta equivale a expressio

0,327 + 0,000 327 + 0,000 000 327 + ...

que é a série geométrica de razao 0,001, cujo primeiro termo é 0,327.
Tem-se, pois, neste caso:

0,327 327
lim Sn _ =
1-0,001 999

ou seja 0,(327) = 327/999.

Analogamente se reconhece que

5,(37) =5+ 0,(37) =5 + i
r r 99 r

2,3(8) =23 +

0,(8)
1

e que, dum modo geral, toda a dizima periddica representa um
numero racional.

A reciproca, como se sabe, também é verdadeira: todo o numero
racional é representavel por uma dizima periédica (cujo periodo pode

ser 0, em particular). E é facil ver porqué. Consideremos, por
exemplo, o nimero racional 35/273. Ao aplicar o processo habitual

108



COMPENDIO DE MATEMATICA

da divisdo para converter esta fraccdo em dizima, os restos parciais
sem virgula sdo, necessariamente, menores que o divisor, 273; hé, por
isso, quando muito, 273 restos parciais diferentes (sem virgula), e
assim chegarda um momento em que reaparece um destes restos, o
que da origem a uma sequéncia de algarismos que se vai repetindo
indefinidamente. Essa sequéncia de algarismos é precisamente o
periodo.

Note-se que, em geral, o facto de uma dizima ser periédica tem
interesse meramente tedrico, sobretudo se o nimero de algarismos
do periodo é muito grande. Basta lembrar que, na pratica, se trabalha
normalmente com valores aproximados, representados no sistema
decimal com um nimero limitado de algarismos exactos (12 nos
melhores computadores).

IV. Considere a progressdao geométrica de razao —1/2 e cujo pri-
meiro termo é 1/2. a) Calcule, sob a forma de dizima, a soma dos
n primeiros termos da progressao, sendon=1, 2, 3,4,5,6, 7, 8e
represente os resultados sobre um eixo. b) Calcule, sob as formas
de fracgdo ordinéria e de dizima, a soma de todos os termos da pro-
gressao, e indique de que modo S, tende para essa soma.

V. ASAPHAD, historiador arabe, conta que SESSA apresentou
o jogo de xadrez, que acabara de inventar, a SHERAN, principe da
India. Perguntando-lhe este que recompensa queria, SESSA respon-
deu: ‘Que V. Majestade se digne dar-me 1 grdo de trigo pela primeira
casa do tabuleiro, 2 pela 2.2, 4 pela 3.2, e assim sucessivamente,
duplicando sempre até a 64.2 casa’. Encantado com a modéstia do
inventor, o principe ordenou aos seus ministros que lhe satisfizessem
o pedido. Pergunta-se: a) Quantos grdos de trigo receberia SESSA?
b) Que érea seria necessédria semear para colher esse trigo, supondo
que 1 hectare produz 25 hl e que 1 hl contém aproximadamente
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2 000 000 de grdaos? (Basta apresentar os resultados com dois alga-
rismos exactos, utilizando logaritmos ou a régua de célculo.)

Resp.: a) 2°%-1 ~1,8x10'% grios; b) 3,6 x10'" ha.

Obs.: Como a &rea total das terras sobre o Globo é aproxima-
damente 1,3 x 10" ° ha, seria necessaria mais de 28 vezes esta 4rea
e, descontando as terras incultas, seriam necessérios vérios séculos
para pagar o trigo prometido.

Este exemplo mostra como é répido o crescimento exponencial,
isto &, o crescimento da fungdo exponencial a” quando a> 1 (tam-
bém se diz 'crescimento em progressiao geométrica’ em vez de ‘cres-
cimento exponencial’). Note-se porém que, se a base é maior que 1
mas préxima de 1, o crescimento s6 come¢a a ser rapido a partir de
uma ordem elevada. Exemplo: calcular, por meio de logaritmos, a
ordem a partir da qual se tem 1,01" > 1000.

Analogamente, se |a| <1, a" tende em geral rapidamente para
zero, mas se |a] é préximo de 1, a convergéncia s6 comegara a
ser répida a partir de uma ordem elevada. Exemplo: calcular a ordem
a partir da qual se tem 0,99" < 0,01.

EXERCICIOS RELATIVOS AO NUMERO ANTERIOR

I. Indicar quais das seguintes sucessées sdo convergentes e
determinar os respectivos limites:

§n+1 4 2n+1
&n + 2n

: b) Ven+2n; ¢) Ven4 (-B)n

d V|(=B)n+2n|; e) VBn+2n+ (-2)n
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[l. Indicar uma condigédo suficiente a que devem satisfazer dois

ndmeros reais a, b, para que a sucessio V|an+ bn| seja con-
vergente, e determine, nesse caso, o limite.

I1l. Problema anélogo ao anterior para

n\./lafH-bi'l-l-cnl

IV. Sendo a um nimero maior que 1 e r um numero real
qualquer, achar sucessivamente os limites de

V*. Sendo a um nimero real qualquer, achar o limite da suces-

" n
sao A .
n!

Ver respostas no final do nimero seguinte.

32. Aproximacdes por meio de séries. Série binomial®
H& métodos de aproximagdes sucessivas que ndo se enquadram no
esquema dos métodos iterativos. Um deles é o método dos desen-
volvimentos em série. Segundo este, 0s sucessivos valores apro-
ximados sdo obtidos a partir de uma sucessao

U1, Ug, seay Un, “ee
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adicionando sucessivamente 0s seus termos, o que dé:
Ugq, U3+ Uz Ug+Uz+Ug, ..., Ug Pt Uz + ... 4+ Up,...

Designaremos por s, a soma dos n primeiros termos da suces-
sdo dada, isto é, ponhamos

n
Sn=U1+U2+...+Un=E Uk
k=1

Assim, a partir da sucessdao dada, obtivemos uma nova sucessao,
de termo geral s,. O que interessa na prética, primeiro que tudo, é

que a nova sucessdo seja convergente. Representando por s o seu
limite, isto é, pondo s = lim s, é-se levado a escrever entao

=U, +U,+..+Ug+..

ou, condensadamente,

o0
S= 2 Un
n=1

Em qualquer hipétese, a expressao

Uy +Ug+ ...+ Uy + ...,

0
ou a sua abreviatura n21 u, é chamada uma série, cujos termos
sd0 U4, Uy, ..., Up ... Portanto, em matematica, a palavra 'série’

néo significa o mesmo que ‘sucessdo’ ao contrério do que acontece
na linguagem vulgar.
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A série diz-se convergente, se a soma s, dos seus n primeiros
termos é convergente quando n aumenta indefinidamente; isto é,
se a sucessdo sy tende para um limite finito, s. Neste caso, o limite s
é chamado a soma da série, e entdo s, S5, S3, ... Sp, ... SA0 OS suces-
sivos valores aproximados da soma da série.

Se a sucessdo s, é divergente, a série também se diz divergente.

O primeiro exemplo de série que se nos apresenta naturalmente
é o das séries geométricas, estudadas no nimero anterior. As séries
geométricas estdo na base do estudo geral das séries, que tem
como objectivos fundamentais estabelecer:

1) critérios de convergéncia, isto é, condigbes que sejam
suficientes ou necessdrias (ou ambas as coisas) para que a série
dada seja convergente;

2) processos de célculo que permitam, dada uma série con-
vergente e um nimero positivo 8, determinar n de modo que Sh
seja valor aproximado de s a menos de 3(1).

Alids, é de notar que as prdprias dizimas infinitas sdo séries,
representadas abreviadamente.

Por exemplo, a dizima periédica 0,666 ...6... € uma abrevia-
tura da série geométrica

6 6 6 6
+ + + .. +

10 100 1000 10n

(') Na prética, trabalha-se geralmente com valores aproximados dos termos
U, Uz ... © entdo haverd que contar também com o erro da prépria soma s,
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@, na pratica, o célculo da soma de uma série consiste afinal em
passar esta & forma de dizima.

Um outro exemplo importante de série é o das séries binomiais.
Como é sabido, sendo r um nimero inteiro > 0, tem-se, para
todo o x€IR:

r
(1+x)f=3% ()xk=1+m+ ()x2+..+x
k=0

Suponhamos, agora, que r é um numero real ndo pertencente
a INo, e continuemos a escrever neste caso:

r(r=1) o (k1)
B k!

(i) . VkeNg

Como, agora, se tem r # k, Vk, o coeficiente binomial (|) néo
se anula por maior que seja kK e assim, em vez de uma soma com
um numero finito de parcelas, tem-se uma série

oo
(1+x)T= 3 (F)xk =1 +m+ (Dx2+...+ (xn+ ...
k=0

chamada série binomial.

Ora bem: prova-se que esta série é convergente se [x|<1 e
que, neste caso, a soma da série é de facto igual a (1 + x)', Vx € IR.

As séries binomiais tém numerosas aplicagées. Vamos indicar
apenas uma, de carécter elementar. Suponhamos que se trata de cal-
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cular ¥23 (cf. n.o 18) pelo método dos desenvolvimentos em série.
Como

23 =25-9,

tem-se:

0
5

. 9
V23=V25(1-%) = 2(1-—33-)

Como, por outro lado, 9/32 < 1, podemos aqui aplicar a série
binomial:

9 1
1- —)5 =1-
( 32)

e ety L =8 9 3
G NE-2 (—) +..
2 x3 32

Note-se que, para o célculo aproximado da soma da série, é preciso
reduzir as fracgoes ordindrias a forma decimal. A série converge rapi-
damente, mas este método para o célculo da raiz é muito menos
expedito que o de NEWTON, mesmo quando se trabalha com um
computador.

Veremos que sdo conhecidas diversas séries para o célculo do
ndmero 7= com a aproximagao que se queira; mas hé umas 'cuj‘a"'con—
vergéncia é mais rapida que outras.

EXERCICIO. Verificar que, se r= -1, o desenvolvimento de
(1+x)" em série binomial coincide com o desenvolvimento em série
geométrica de razéo x.
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RESPOSTAS AOS EXERCICIOS DO NUMERO ANTERIOR
I. Sédo convergentes todas menos a terceira e o limite é 5.

Il. la|>|b] ou |b|>la]. O limite é |a] ou |b|, conforme
la| > |b|] ou |b| > |a|.

lll. Por exemplo: |a] > |b] > |c|. Neste caso o limite é |a|.

IV. O limite & sempre w, isto é: a exponencial a" (com a> 1)
cresce mais rapidamente que qualquer poténcia de n (ou ainda:
é um infinitamente grande de ordem superior 3 de qualquer poténcia
de n). A ideia-chave é a mesma da demonstracdo do teorema do
n.c 30, considerando mais termos no desenvolvimento binomial e
atendendo a este facto: ‘Se v, = + ® e up 2 v, a partir de certa
ordem, entdao up —> + ',

V. O limite é zero. A ideia-chave consiste em considerar um deter-
minado numero natural p> |a|] e decompor a"/n! num produto de
dois factores, o primeiro dos quais é a constante aP/p), notando que
se tem:

la| |a|
< , Yk>p sea#0
k p

(considerar em primeiro lugar o caso a > 0).

Em particular, se a> 1, vé-se que a exponencial a" § um infini-
tamente grande de ordem inferior @ de nl| Alids, j4 no 6.° ano
se tinha observado que a fungdo factorial cresce rapidissima-
mente.
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33. Um método geral de resolucédo de equagoes algébri-
cas de qualquer grau*. O método que vamos expor resumidamente
chama-se método de Graffe (do nome do matemédtico suigo que o
inventou h4 mais de um século) e baseia-se num facto muito sim-
ples, que é a generalizagdao dos resultados dos exercicios Il e Il
do n.e 30:

Seja p um numero natural qualquer (fixo) e «,, a5, ..., ap nume-
ros quaisquer, reais ou complexos, tais que

ey [ > loeg| 2 Jag| 2 ... 2 lopl

Nestas condicdes, a sucessdo de termo geral

\r.'/_[oc{“ gl de ;i ozgl (com n varigvel)
tende para |aq|(1).

Para maior clareza, consideremos, em primeiro lugar, o caso de
uma equacgac do 3.° grau:

(1) ax3+bx2+cx+d=0 (a #0)

de coeficientes reais. Designando por x,, x,, X5 as raizes desta equa-
¢cao, ja sabemos que se tem:

b c d
“___:X1+X2+X3 ,—-—=X1X2+X1X3+X2X3, - )(1)(2)(3
a d a

(') Supde-se que, neste momento, j4 se conhece o conceito de ‘'médulo
dum ndmero complexo” e a extensdao das propriedades dos médulos da soma,
do produto e do quociente ao corpo complexo. O aluno pode fazer, por si, a
demonstragdo do facto enunciado.
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Dividindo ambos os membros de (1) por @ e pondo b/a=A,,
c/a=A,, d/a = A; obtém-se a equagéo equivalente:

(1) x3+A,x2+Ax+A;=0

Seja, agora, n um ndmero natural qualquer e suponhamos que foi
possivel achar, por qualquer processo, a equacdo do 3.° grau que
tem por raizes x7, x, x7. Se a escrevermos sob a forma

(2) x3 + AlMx2 + Aly + Al = 0
sera, pois:
— A =M+ xD e x, AM = %MD+ x0x] + x0T, ~ A = xMx"x]

Em tudo o que segue supomos os indices 1, 2, 3, escolhidos de
tal modo que

X141 > 1X5] > |xg]

Vamos, agora, considerar dois casos particulares (os outros casos
possiveis sdo tratados de modo anélogo):

1.2 caso. As raizes x,,X,, X3 S80 reais e

[Xq|> |x2] > [x3].
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Entdo serd também [xXx,| > |X,X3| > |X,X3| e, aplicando duas vezes
a propriedade anterior, vé-se que:

VIAP = Vixn +x0 +x0] > |x,]

(quando n —» ®)

V|A2| = {'/Ix';lxg +x0x3 +x0x3| = [x,x,]

Portanto, se n for bastante elevado, teremos, com boa aproxi-
magao:

VIAD] = |x,] , VIA] 2 [xx,

Uma vez calculados |x,| e [x,x,| com a devida aproximagédo,
podemos calcular |x,| e |[x3|, por meio das férmulas

[X4X,| [X1X X 3] |A 3]
|x2| = — , Ixa = =
X 4] X 4X 5] XX,

Resta, pois, achar os sinais das raizes, visto que j& conhecemos
0s seus mddulos. Para isso, h4 varios processos. O mais elementar
consiste em verificar directamente quais dos nimeros |[x,], — [X4!,
Ix,1, —Ix,l, [xal, —Ix3| sdo efectivamente raizes. Trata-se, pois, de
calcular, com a aproximagao possivel, os valores de

f(Ix,) » f(=Ix4]) ., et

sendo f(x) o primeiro membro da equacédo do 3.° grau proposta, e
ver quais sdo aproximadamente nulos. Este processo elementar tem
a vantagem de permitir um controlo dos célculos, evitando possiveis
erros cometidos no célculo dos médulos.
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2.° caso. As ralzes x, e X, sdo imagindrias (conjugadas) e
tém mddulo superior ao da raiz x5 (real). Sejax, =u +iv, X, =u—iv,
com u, velR. Entdo [x,|=|x,]=Vu,+v, >Ix;] e a suces-
sd@o cujo termo geral é

VIa(m| = Vixn+x1 +x1]
nao converge. Mas, como
IX1X2| > IX1X3] = [XX5l,
a sucessdo V|AUM]| converge e tem-se, precisamente:
lim VA = [x,x,|
Assim, teremos com a aproximagao que quisermos
VIADM] % |x,x,|

desde que n seja bastante elevado. Quanto a |x;|, tem-se:

%
w

|

|

Como [X(X,| = X4X, = (u+iv) (u-iv) =u2+v2>0, o sinal de
X, sera o de —A,. Finalmente, note-se que
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A partir de x,x, e X, + X, determinam-se x, e X, pelo processo

usual:
Xq FX X, +Xs\2
1 2 = =1 2
— = | X4Xy = ——
2 2
X W e i X4Xp = x,+x2)2
2_____"_- T e =
2 2

Um caso perfeitamente analogo é aquele em que as raizes x, e x,
sd@o imagindrias, com mdédulo inferior ao de x,.

b3
I

Mas, todas as consideragdes precedentes foram baseadas numa
hipdtese: a de que sabemos construir a equacao (2), cujas ralzes
sdo x§, x, x5, qualquer que seja neIN. No entanto, é claro que
basta saber construir tais equagoes para valores de n tao grandes
quanto se queira. Ora, isso é possivel por meio de um artificio muito
simples, que vamos indicar.

Consideremos, de novo, a equagao

(3) X3+ Ax2+Ax+A;=0

Esta equagédo é equivalente a

X3+ A x=-Ax2-A,

Esta, por elevagcdo ao quadrado, implica a seguinte:

X6 + 2A,x4 + AZx2=ATx% + 2A, A x2 + A2,
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equivalente a:
X8~ (A% - 2A)x4+ (A3 - 2A,A,)x2~AZ=0
Pondo, agora, x2 =y, vé-se que a equacgao obtida
(4)  y3-(AT-2A,)y+(AZ-2A,A,)y-A3=0

tem como raizes x2, x3, x3. A equacdo (4) é chamada a transfor-
mada de Graffe da equacgado (3). E é evidente que nada nos impede
de continuar a usar em (4) a letra x em vez de y como incdgnita.

Posto isto, podemos proceder para (4) como se fez para (3):
a transformada de Griffe de (4) ter4d como raizes x7, x3, x3. Por
sua vez, a transformada de Griffe desta terd como raizes x5, x5, x5.
E assim sucessivamente. Dum modo geral, sendo p um nidmero natu-
ral qualquer, ao fim de p operagbes deste tipo, obtém-se a trans-
formada de Graffe de ordem p da equacdo (3) e essa transformada
tem como raizes

x" , sendo n=2P

Como se vé, podemos assim alcangar muito rapidamente valores
elevados de n. Por outro lado, a uniformidade mecénica do processo
torna-o facilmente adaptavel ao calculo automético.

Se, em vez de uma equag¢do do 3.° grau, tivermos uma do
4.° grau,

X4+ AXx3+Ax2+Ax+A,=0,
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a transformada de Graffe sera:
x4 + A2)x3 + A(22)x2 &5 A(:f)x + A2) = 0
1 4

com A@=-A7+2A, AlD=AZ-2A A +2A, AD=-AZ+2A.A,
A2 = A2 E analogamente para as equagdes de grau superior ao
quarto. As restantes consideragées sdo também perfeitamente anéa-
logas as que fizemos para as equagdes do 3.° grau, excepto no que
se refere a raizes imagindrias; para estas, o célculo das partes real
e imaginéria, uma vez conhecido o0 médulo, torna-se mais complicado
qguando aumenta o grau da equacao. Sao conhecidos diferentes pro-
cessos para este ultimo calculo.

EXEMPLOS:

|. Calcular as rafzes da equagdo x3—2x2-2x-4=0, com
7 algarismos exactos.

Este problema, como todos o0s que, neste volume, exigem célculo
automatico, foi resolvido na Divisdo de Mecanica Aplicada do
L.N.EC.

As sucessivas transformadas de Graffe, fornecidas pelo computador
até a ordem que pareceu conveniente, foram as seguintes:

x3+8x2-12x+16=0

x3+88x2-112x+256=0

x3 + 7968 x2 - 32512 x + 655636 =0

x3 +6,3554048 - 107x2+1,2648448 - 107 x + 4,2949673 . 10°=0
x3+4,0391170.1015x2-5,4576513.10'7x+1,8446744-1012=0
x3+1,6314466.103"x2+1,4884247.1035x + 3,4028237 - 10%8=0
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Nas trés dltimas os coeficientes apresentam o aspecto com que
foram J/idas na resposta do computador( ).

Note-se que, a partir da 4.2 transformada, os valores dos coefi-
cientes ja nao sdo exactos, porque a maquina s6 fornece directa-
mente 8 algarismos exactos. Daqui resultam erros de arredondamento,
qgue se vao acumulando, mas que sdo depois compensados em grande
parte nas extrac¢bes de raiz.

De acordo com o que foi dito atrds, as equacdes anteriores tém
como raizes as poténcias das raizes x,, X,, X5 da proposta, com os
expoentes 2, 4, 8, 32, 64 e 128, respectivamente.

Efectuando as extracgdes de raizes com estes indices, conforme
foi indicado, a maquina forneceu as seguintes sequéncias de valores
aproximados para |X,|, [X,X,| e [X,X;X3]|:

X, 1X X 5] X XX 3]
2,8284271 3,4641016 4
3,0628143 3,2531531 4
3,0737509 3,6644218 4
3,0739475 2,7789282 4
3,0739475 3,6832857 4
3,0739475 3,5446541 4

Como era de esperar, os valores obtidos para |x,x,x3;| s@o
exactos, todos iguais a 4 (porqué?).

(') No papel escrito 3 maquina pela teleimpressora, cada nimero é dado
por uma dizima de 8 algarismos, com parte inteira maior que 0 e menor que 10,
e pela caracter/stica de logaritmo do nidmero, isto é, pelo expoente (positivo,
negativo ou nulo) da poténcia de 10 pela qual deve ser multiplicada a dizima;
esta aparece precedida do sinal — se o nimero é negativo. Por exemplo, a ex-
presso—3.2612037904 representa o ntimero—3,2612037 x 104=—32512,037,
enquanto a expressio 7.30266090 —37 representa o niimero 7,3025809 x 10-27,
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Na 1.2 coluna, os 8 algarismos fornecidos pela maquina estabili-
zaram-se logo a partir do 4.° termo: hé, portanto, sinais evidentes de
‘convergéncia, que levam a concluir que x, é raiz real.

Na 2.2 coluna, ndo se observa qualquer sintoma de convergéncia,
0 que sugere o seguinte diagndstico: as raizes X ,,X 3 devem ter médu-
los iguais e sdo provavelmente imagindrias. Esta hip6tese é confirmada
pelo facto de nem sequer haver estabilidade no sinal do coeficiente
de x das transformadas de Graffe.

Vejamos, agora, qual o sinal de x,. Substituindo o ultimo valor
aproximado de [x,| no 1.° membro da equag¢do proposta, obtém-se:

£(3,0739475) = — 0,00000013

O valor assim obtido (chamado res/duo) é tdao préximo de zero,
que nao restam dulvidas sobre a conclusdo: a raiz x, é positiva e
tem-se, com 8 algarismos exactos:

x, = 3,0739475 (1)

Posto isto, para terminar o célculo de x, e de x,, basta observar
que se tem x, + X, + X3 = 2, donde:

X, + X3 =2— 3,0739475 = — 1,0739475

Xz + X3

= —0,5369738 (parte real de x, e x,) e,

4
por outro lado, x,x, = = 1,3012584
3,0739475

(') Note-se que o facto de x, ser positivo podia j& concluir-se a priori
do facto de x, e x; serem imaginérias conjugadas (portanto x,x, >0) e de ser
X1XX3 =4 >0,
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sendo o residuo, para ambos estes valores:

J. SEBASTIAO E SILVA ~

X X 2
P———" \/x2x3 = (—%—9—) = 1,006438 i

Assim obtemos, finalmente, com 7 algarismos exactos:

X, = —0,5369738 + 1,006438 i

X4 = — 0,56369738 — 1,006438 i

Seja agora a equagao x> —4x% + x +5=0. Neste caso, o
computador recebeu ordem para fornecer directamente os valores

0,00000001 — 0,00000005 i

O tempo total de cdlculo na maquina para este problema foi de
cerca de 4 minutos. No entanto, se a mdéquina tivesse recebido
ordem para fornecer unicamente os resultados finais no célculo dos
mddulos, o tempo teria sido muito menor.

aproximados de [x_[, [x_| e |x3[, que foram os seguintes:
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Ix,!

3,7416574
3,2675799
3,2014124
3,1987004
3,1986912
3,1986912

|x2|

1,7113069
1,7127384
1,7134676
1,7136375
1,7135379
1,7136379

X 5]

0,78086881
0,89341400
0,91149119
0,91222681
0,91222918
0,91222918
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Manifesta-se, pois, convergéncia nas trés sucessdes (alids, a
méquina podia também ter recebido ordem para fornecer apenas os
valores com os algarismos estabilizados).

Quanto a sinais, verificou-se que x, e x, sdo positivos e x, nega-
tivos, tendo-se:

x, =3,1986912  com o residuo - 0,00000010
X, = 1,7136379 » » » ~ 0,00000004
X, =-091222918 » » » — 0,00000001

I1l. Seja a equacédo
X4+ x3-4x2-565x-5=0

Neste caso, o computador forneceu os seguintes valores das
raizes, até a ordem decimal indicada:

x, = 2,2360680 (residuo: 0,00000091)
X, = — 2,2360680 (residuo: 0,00000043)
X, = — 0,60000000 + 0,86602540 i

X, = — 0,50000000 - 0,86602540 i

residuo: - (4 +1i) 10-8

Alids, pode verificar-se que se tem exactamente, neste caso:

_ _ 1 V3 1 V3
)(1:\/5,X2=—-\/5,x3=—"—2—+i—'2"—,xa=—_2_"i 2 '

e a razdo é simples: o 1.° membro da equagdao foi construido
propositadamente como produto de x2—5 por x?2+x+ 1. Mas
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note-se que coincidéncias como esta sdao extremamente raras na
pratica, em que os coeficientes provém de dados empiricos.

NOTA IMPORTANTE. H4 métodos semelhantes ao de Graffe
que permitem calcular directamente os valores das raizes, sem passar
pelo célculo dos médulos, o que os torna mais expeditos.

O método de Graffe e outros congéneres séo pouco satisfatérios,
quando ha raizes com mdédulos aproximadamente iguais (mas nao
exactamente iguais). Nesses casos, hd que utilizar, por exemplo,
métodos iterativos. Deve notar-se que, além do método de Newton
para o célculo das raizes reais, ha também métodos iterativos para
o célculo das raizes imaginédrias. Mas importa, desde j&, que a
seguinte ideia fique bem gravada no espirito do aluno:

Em matemaética aplicada, e nomeadamente no célculo numérico,
nao hd métodos universais que sejam igualmente eficazes para todos
0s casos: o melhor método para um caso nao é, muitas vezes, o melhor
para outro. A matemética pura estd para a matemética aplicada, de
certo modo, como a medicina estd para a clinica, sendo uso
dizer-se neste Ultimo caso: ndo ha doencas, hé doentes. Aqui, a l6gica
tem de ser, muitas vezes, compensada com a intui¢gdo: a ciéncia
torna-se arte.
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