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CAPITULO 11i

TEORIA DEDUTIVA DOS NUMEROS NATURAIS (')

1. Caracterizagéo da estrutura do grupéide (IN. +). Como
vimos no capitulo 1, do 1.° volume, os nlimeros naturais apresen-
tam-se espontdneamente ao nosso espirito como cardinais de con-
juntos finitos nao vazios. Por exemplo:

1 =4 { Lisboa } = 4 { Liceu Camdes } = -
2 =4 {Terra, Lua } = # { Magnésio, Brasil } = -

e assim por diante. Nesta ordem de ideias, a operagdo légica de
reunigo, entre conjuntos disjuntos, da lugar a adigdo de ndmeros
naturais. Por exemplo, a férmula em termos de conjuntos:

{ Terra, Lua}yU {d6, r6, mi} = {Terra, Lua, d6, ré, mi}

(1) Este capitulo j& nfio esté incluldo no projecto da O.C.D.E. (ver o Gui/a).
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dé lugar a férmula em termos de nimeros:

2+3=5

E, assim como a ideia de numero natural é mais abstracta que
a de conjunto finito, assim também a ideia de adi¢ao entre nimeros
€ mais abstracta que a de reunido entre conjuntos. Por coﬁseguinte,
na passagem do universo dos conjuntos finitos para o universo dos
numeros naturais, h4 uma subida no nivel de abstraccéao.

Por outro lado, como vimos, as propriedades da reunido de
conjuntos, que inferimos da experiéncia quotidiana por um processo
indutivo-dedutivo mais ou menos consciente, conduzem-nos a pro-
priedades correspondentes da adicdo entre nlmeros naturais, tais
como as seguintes:

I. Para todo o par (a,b) de numeros naturais, existe sempre um
e um s6 numero natural c, que é soma de a com b, isto é, tal que
a+b=c

Il. (a+b)+c=a+(b+c) , Vab,celN.

. a+b=b+a , VabelN.

Nestas propriedades, o ponto mais delicado — e, podemos
dizer, mais discutivel — é a proposi¢gdo de existéncia contida em |.
Tal proposigao equivale a seguinte:

Ouai&quer que sejam os conjuntos finitos A e B, existem sempre
dois confuntos disfuntos A’ e B tais que + A'=# A e # B' =4 B.

Mais tarde discutiremos o conteddo desta proposi¢ao. Por agora
interessa apenas lembrar o seguinte:

1.2 A propriedade | diz-nos que o par (IN,+) é um grupdide.
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2.° A propriedade |l (junta a |) diz-nos que o grupdide (IN,+)
é associativo, portanto um semigrupo.

3.c A propriedade ||l (junta a | e I|) diz-nos que o semigrupo
(IN,+) é comutativo.

Mas hé inGmeros semigrupos comutativos (A,0) nao isomorfos
a (IN,+), por exemplo (Z,+), (IN,x), etc. Por outro lado, ha também
inGmeros semigrupos comutativos isomorfos a (IN,+), que tém por-
tanto a mesma estrutura deste (procure exemplos). O problema que
nos propomos resolver é precisamente o seguinte:

Caracterizar a estrutura de (IN,+) por meio de um sistema, tdo
simples quanto possivel, de propriedades l6gicas da adigao de nume-
ros naturais.

Temos, pois, de procurar outras propriedades da adigdo em IN,
independentes de I, I, Ill (isto 6 que ndo se deduzam destas).
Para isso, recordemos que, além da adigdo, é definida em IN a
relacdo de grandeza. Esta pode ser definida a partir da relacdo de
inclusdo estrita, entre conjuntos finitos, do seguinte modo:

1) #A<#B=3X: XcBA#X=#A

Daqui se deduzem as propriedades anti-reflexiva, anti-simétrica,
transitiva e tricotémica da relagdo <. Mas vimos também que:

A relagdo < pode ser definida em |N a partir da operacao +,
utilizando a propriedade:

(2) a<b<3dxita+x=b

Adoptemos, pois, esta propriedade como definigdo da relagéo
< em [N. Podemos entdo traduzir as propriedades anteriores desta
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relacdo em termos de adicdo. Por exemplo, a PROPRIEDADE
ANTI-REFLEXIVA:

a<b=a#b
pode traduzir-se do seguinte modo:
V. a+x#a , Va, xelN.

O mais curioso agora é que as propriedades anti-simétrica e
transitiva se deduzem das propriedades -1V da adigéao.

Comecemos por demonstrar a transitividade(1):
Sejam a, b, ¢ trés nimeros naturais tais que a< b e b< c. Entado
existem dois nimeros naturais x, y tais que

a+x=b , b+y=c (porqué?)

donde:
(a+x)+y=c (porqué?)

ou seja:

a+ (x+y) =c (porqué?)

Daqui se conclui que a<c (porqué?). Assim provdmos a PRO-
PRIEDADE TRANSITIVA:

a<bAb<C¢a<c

(') Demonstragéo facultativa.
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Demonstremos, agora, a anti-simetria:

Sejam a, b dois nimeros naturais tais que a< b. Pretende-se
demonstrar que b« a. Vamos fazé-lo pelo método da redugdo ao
absurdo. Suponhamos que b < a. Entdao, como a<b e b< a tem-se
a<a (porqué?) e portanto a #a (porqué?), o que é absurdo

(porqué?). Logo tem-se, necessariamente, b« a e assim fica provada
a PROPRIEDADE ANTI-SIMETRICA (ESTRITA):

a<b=b«a
Pelo contririo, a PROPRIEDADE TRICOTOMICA:
Va,b,cca<bVb<alVVa=b

é independente das anteriores, isto é ndao se pode deduzir
destas. Note-se que esta propriedade é equivalente a seguinte:

a#b=>a<b\l/b<a
o que permite traduzi-la em termos de adicdao do seguinte modo:

V. a#b=1dx: a+x=b\Vb+x=a

Vejamos, agora, se a lista de propriedades |-V j§ chega para
caracterizar a estrutura de (IN,+):

Existe algum grupdide (A,0) ndo isomorfo a (IN,+) que verifiqgue
as propriedades |-V, com A no lugar de IN e com 6 no de +?

E fécil ver que existe um tal grupéide. Um exemplo é o grupéide
(|IR*,+). Porqué?
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Procuremos uma propriedade de (IN,+) que nao seja verificada
em (IR*,+):

Existe um numero natural que déa origem a todos os outros.
Qual? O nimero 1. Como?

Por adicbes sucessivas:

1% 14$1¥+L 1¥1381% 1 RTH41+1 F

Em resumo, podemos acrescentar a lista anterior a seguinte
propriedade:

VI. Existe um numero natural que gera todos os outros por
adicdo sucessiva.

No ndmero seguinte daremos um enunciado desta propriedade
em termos de l6gica simbélica. Pergunta-se, entretanto:

Existe algum elemento de |R* que gere todos os outros por
adicao sucessiva?

Suponhamos que existia um elemento u de IR* nestas condigdes.
Entdo todos os outros nliimeros positivos se podiam obter a partir
de u por adigGes sucessivas:

u+u , u+u+u , u+u+u+u ,

Seria, portanto, vélida em |IR* a propriedade:

X#Zu=>x>u(?)

(') A justificag@o deste facto serd por enquanto intuitiva.

324



COMPENDIO DE MATEMATICA
Mas isto é impossivel, visto que:
VuelRt , dxelR*: x<u

Com efeito, sendo v um numero positivo qualquer, se tomarmos
por exemplo x = u/2 teremos x€IR* e x4+ x=u, donde x < u.
Em concluséo:

O grupdide aditivo |IR* ndo tem a propriedade correspondente
a V.

Resta saber se a lista de propriedades I-VI j4 chega para carac-
terizar a estrutura de (IN,+). Mas, para isso, precisamos de dar novas
formas a propriedade VI, o que faremos nos nimeros seguintes.

NOTA. Pode ainda perguntar-se: ‘O que nos leva a afirmar
que a propriedade VI é verdadeira? Como veremos, essa proprie-
dade resuita da prdpria nocao de conjunto finito e da definicdo de
nimero natural como cardinal do conjunto finito ndo vazio.

2. Principio da inducdo em |IN. Sucessdes; definigdes por
recorréncia. Tentemos, agora, formular com simbolos de légica
matematica a propriedade V| atras indicada. Seja X o conjunto for-
mado pelo nimero 1 e por todos os outros nlimeros que se podem
obter a partir de 1 por adi¢do sucessiva. Temos, entdo, por um lado

(1) 1 eX
Por outro fado, se ne X, também n + 1 € X, isto é:

(2) neX=zn+1eX (porqué?)
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Ora, a proposicéo:

‘O numero 1 gera todos os outros numeros naturais por adicéo
sucessiva’

significa precisamente o seguinte:

‘S6 existe um conjunto X de numeros naturais que verifica as
condigdes (1) e (2); esse conjunto é IN'.

Simbolicamente, esta proposi¢do traduz-se do seguinte modo:
(3) 1eX/\(neX=r:;n+1eX)=§X=lN

supondo que n varia em IN e X em 7 (IN).

Note-se que (3) ainda ndo & a traducdo simbdlica da pro-
priedade VI: esta apenas afirma que existe, pelo menos, um nimero
natural que gera todos os outros. A sua tradugao simbdlica, con-
sequéncia do (3), sera pois:

Ju: ueX/\(neX?n+ueX)=§X=lN

Mas é da propriedade (3) que vamos ocupar-nos agora. Esta é
chamada principio de inducdo matemética (em |IN) e pode ser enun-

ciada, em linguagem mista (parcialmente simbdlica), do seguinte
modo:

PRINCIPIO DE INDUGAO MATEMATICA. Se um conjunto X
de numeros naturais verifica as duas seguintes condigdes:

1eX , ne)(=:n+1e)(,

entao X sd pode ser IN.
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Este principio tem uma grande importéncia em matemaética, como
veremos. Em primeiro lugar, pode ser utilizado para definir as mais
diversas funcOes de uma ou mais varidveis naturais.

Consideremos primeiramente uma fungdo f de uma sé varidvel
natural, isto é, uma aplicagao de IN num conjunto A gqualquer. Entdo
f faz corresponder a cada nimero natural n um determinado elemento
a, de A, conforme o esquema:

1 2 3 ++ n

31 82 83 Al an

Neste esquema, os valores de f aparecem dispostos uns a seguir
aos outros, segundo a ordem dos nimeros naturais aos quais corres-
pondem, como uma espécie de sequéncia infinita:

(31; az, 33, nunp an; lll)

Por este facto se diz que f é uma sucessdo ou, mais precisamente,
uma |N-sucessdo. Assim:

DEFINICAO. Chama-se IN-sucessdo de elementos dum con-
junto A toda a aplicacdo f de IN em A. Os valores de f dizem-se
termos da sucessdo: f(1) o primeiro termo, f(2) o segundo termo,
..., f(n) o termo de ordem n (ou termo geral) da sucessao.

Note-se que, no esquema anterior, as expressées f(n)" e ‘a n'
sao equivalentes.

De modo anédlogo se define ‘IN,-sucessao’ e ‘Z-sucessdo’.
Quando néo houver perigo de equivoco, diremos apenas ‘sucessdo’.

Assim, o conceito de ‘sucessdo’ aparece-nos como extensdo do
conceito de ‘sequéncia’. Com efeito, uma sequéncia de n elementos
de A 6 uma aplisacéo do conjunto {1, 2, ..., n} no conjunto A
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(cf. 1.° vol., 1.° tomo, pg. 120). Podiamos entdo chamar sucessées
finitas s sequéncias, para as distinguir das IN-sucessdes, [N -suces-
sdes, etc. E s6 para simplificar a linguagem que chamamos as
primeiras ‘sequéncias’ e as segundas "sucessoes’.

O aluno j& conhece inimeros exemplos de sucessoes (indique
os 4 primeiros termos de cada uma):

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

a sucessdo dos numeros naturais (a aplicagdo n, .n);

A
a dos numeros pares (a aplicagao nu2n);

a dos nimeros impares (a aplicagdo n, ,2n—1);

A

a dos quadrados perfeitos (a aplicagdo n, ,n2);

A
a das poténcias de 10 (a aplicagdo nu10") :

a das poténcias de =« (a aplicagdo n, ,=");

L
a das poténcias dum operador ¢ qualquer (a aplicagao

nucp“) ; etc.

Tal como sucede com as sequéncias, é necessario nao confundir
nunca uma sucessdo f com o conjunto dos seus termos (contra-
dominio de f).

Por exemplo, se f é a sucessdo definida pela expressdo ‘resto
da divisdo de n por 4, isto é:

12 3 456 7 8 9 10 ...
f =
1 230172301 2 ..

ou, abreviadamente
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0 conjunto dos termos da sucessio sera:
D¢={0 1, 2 3}

Como conjunto que é D’ ndo depende da ordem dos seus
elementos e estes sdo todos distintos.

Muitas vezes, uma sucessdao (como qualquer outra aplicagao)
pode ser dada por uma expressao designatdria de tipo ja4 conhecido.
Por exemplo, a sucessao dos nimeros impares

L. 3. 8B 7, .o 201,

pode ser definida pela expressao designatéria 2n—1, também chamada
‘expressdo do termo geral'.

Mas nem sempre assim acontece. Tal é por exemplo, o caso da
sucessdao dos nlimeros primos

2 2 6 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,

(Ndo confundir com o conjunto dos numeros primos!)

Ora, h& processos extremamente gerais para definir sucessées,
chamados METODOS DE RECORRENCIA. Estes métodos baseiam-se
no PRINCIPIO DE INDUCAO MATEMATICA, consistindo essencial-
mente num processo que permite determinar cada termo (a partir
de certa ordem), uma vez conhecidos um ou mais termos
anteriores.

Seja f, por exemplo, uma sucessao que verifique as duas seguin-
tes condigoes:

f(n)+1, se f(n) #2

(1) (1) =1, f(n+1) = se f(n) =2

-
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Serd entdo:
f(1)=1, f(2)=2, {(3)=0, f(4)=1, f(6)=2, f(6)=0,
f(7)=1, f(8) =2, f(9) =0, f(10) =1,

Desde logo se vé, intuitivamente, que as condigdes (1) definem
uma fungdo de IN com valores em IN_, e que se tem:

f(n) = resto da divisdao de n por 3,

segundo a terminologia habitual.

Mas, para demonstrar rigorosamente que existe uma e uma sé
sucessdo f que verifica as condigées (1), € necessario aplicar o
PRINCIPIO DE INDUGAO MATEMATICA:

Seja X o conjunto dos nlimeros naturais x tais que o valor de
f(x) é univocamente determinado pelas condi¢gdes (1). Tem-se, entdo:

1 eX (pela 1.2 condigédo)

neX=n+1eX (pela 2.2 condigdo)

Logo X = IN. Quer dizer: as referidas condi¢gdes definem uma,
e s6 uma sucessdo, que é uma aplicagédo de IN em [N,

Este processo de definicdo de f, por meio das condigdes (1),
é pois um processo de recorréncia. A primeira condigdo, f(1) =1,
é chamada ‘condicdo inicial’; a segunda condigdo é chamada
‘férmula de recorréncia’.

A partir da anterior funcdo f podemos agora definir, também
por recorréncia, uma nova fun¢édo g, do seguinte modo:

1) condigdo inicial: g(1) =0
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n se f(n 2
2) férmula de recorréncia: g(n+1) = g(n) (n) #
g(n) +1 se f(n) =2

Veja se consegue identificar esta fungdo g, utilizando uma
expressao designatéria que ja conhega.

Vejamos outro exemplo. Recordemos que, sendo r um ndmero
real qualquer, se chama progressao aritmética de razdo r a toda a
sucessao @ em que cada termo, a partir do segundo, é a soma do
anterior com r. Deste modo, se for @a o primeiro termo, a sucessao
fica definida pelo seguinte processo de recorréncia:

e(1)=a , o(n+1) =¢o(n) +r
e é facil reconhecer agora (intuitivamente) que
e(n)=a+(n-1)r

Analogamente para as progressoes geométricas (convém rever
exemplos).

Alias, em qualquer grupéide A, aditivo ou multiplicativo, as nogoes
de ‘produto por um nimero natural’ e de ‘poténcia de expoehte natu-
ral’, podem ser definidas, respectivamente, pelos seguintes processos
de recorréncia:

1-a=a al'=a
VacA

(n+1)a=na+a ant1=3".3

A prépria nogdo de ‘operacdo O iterada’ (em particular, adicdo
ou multiplicagéao iterada) pode ser definida por recorréncia:

1 n+1 n
© ag=a, , © ax= O a O ag;,
Km1 Kmq k=1

-
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Vendo bem, este é na verdade o primeiro processo rigoroso, que
nos aparece para definir tais nogoes.

Notemos ainda o seguinte facto evidente:

Em IN, também é vélido um principio de indugdo, semelhante
ao de IN: a unica diferenca estd em que a condicao 1 € X deve
agora ser substitulda pela condigédo 0 € X.

Deste modo, o que foi dito para IN-sucessoes, aplica-se, mutatis
mutandis, a IN,-sucessdes (aplicagbes de [N, em qualquer con-
junto A), que continuaremos a chamar simplesmente ‘sucessées’,
quando nao houver perigo de confusao.

Notemos, por dltimo, que os processos de recorréncia se esten-
dem a definicdo de fungbes de duas ou mais variaveis em IN ou
IN,. Tais fungGes dizem-se respectivamente sucessées duplas, suces-
soes triplas, etc. e, dum modo geral, sucessées multiplas. Disto
vamos ver ja exemplos.

EXERCICIOS:

| Identifique a fungéo f definida em [N, pelas condiges:
f(0) =1, f(n+1) =f(n).(n +1).

Il. Escreva os 4 primeiros termos da sucessdo ¢ assim definida:
e(1)=a, e(n+1)=a®M, com aelN.

Parece-lhe que existe alguma expressdao conhecida para o
termo geral de ¢?
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lll. Escreva os 5 primeiros termos da sucessdo a, tal que

3 3a 8
=— 21 0 (¥neiN,)

ag=2, a;=

Suspeita de alguma expressdo conhecida para o termo geral?

IV. Represente por uma tabela a sucessdo dupla amn tal que:

am,1 =m, d,p=n

Vmn €N _ 8m+qn T aAnmes 23y,
Im+1, n+1 = 2

V. Identifigue a fungdo f(m,n) tal que: f(m,0) = f(m,m) = 1.
flm+1, n+1) =f(m,n) + f(m,n + 1)
sendo Ds = {(mn): 0S n<m}, com mnelN,.

3. O principio de indugdo mateméatica em termos de
compreensdo. Demonstracoes por inducdo. Os primeiros ter-
mos da sucessdo a_ considerada no exercicio Ill do nimero anterior,

sao:
3 5 9 17
2r o 7 G S r e r e ’
2 4 8 16
ou seja:
1 1 1 1
1T+1 , 1+— , 1+— , 14+— , 14+— ,
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Isto leva-nos a admitir a hipdtese de que seja

1
ag =1 +-—2-;- ., para todo o ne€ IN,.

Esta condigdo é verificada para n=0, 1, 2, 3, 4, e continuara
a ser confirmada para outros valores de n. Mas nés queremos
demonstrar que é verificada para todos/

Se, em vez de matemética, se tratasse de fisica, contentar-
-nos-iamos em verificar a hipétese para um grande numero de valores
de n. Entdo, aplicando o METODO DE INDUCAQO EXPERIMENTAL,
concluiriamos que o facto é verdadeiro para todos os valores de n.
Mas é 6bvio que tal conclusdo nunca teria o caracter de certeza
absoluta, ou melhor, de certeza matemaética: tratar-se-ia de um resul-
tado obtido por inducdo experimental e nao por deducdo. Como
demonstré-lo matematicamente? Eis a resposta:

Recorrendo ao que chamé&mos ‘PRINCIPIO DE INDUCAO MATE-
MATICA’ (neste caso em IN,). O nome foi escolhido por analogia
com o método de indugdo das ciéncias experimentais. Mas pode
originar um equivoco que convém desde ja& eliminar:

O método de inducdo matemdatica é, na realidade, um processo
de deducéo, isto é, uma das inimeras formas do raciocinio dedutivo
— precisamente um dos mais potentes processos de demonstracao.

Para indicar como se aplica o referido principio nas demons-
tracdes, convém passi-lo da forma extensiva & forma co:ﬁpreensiva.

Como sabemos, todo o0 conjunto X de nimeros naturais pode
ser definido por uma condi¢cdo ou propriedade P(n), sendo n uma
varidavel em |N e tendo-se:

n € X<> P(n)
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Deste modo, a proposi¢gdo 1 € X traduz-se por P(1) e a implicagéo
neX =n+ 1 € X assume a forma

(2) P(n) = P(n+1)

DEFINICAO. Diz-se que, no universo |IN, uma propriedade
P(n) é hereditaria, sse cumpre a condigdo (2), isto & sse o facto
de ser verificada por um ndmero natural n implica o facto de ser
verificada po n + 1, qualquer que seja n. (Analogamente em IN,.)

Por exemplo, a propriedade ser maior que 5 (ou seja a
propriedade n >5) é uma propriedade hereditéria, visto que
n>5%= n+1>>H.

E visivel que o termo ‘heredit4rio’ nesta acepgdo foi escolhido
por analogia com a nog¢ao biolégica de hereditariedade: o nimero
n+1 chama-se sucessor de n; dizer que uma propriedade P(n) é
hereditaria significa que essa propriedade, uma vez verificada num
ndmero n, se transmite necessariamente ao seu sucessor(1).

Posto isto, é facil ver que o principio de indu¢cdo matematica
toma o seguinte aspecto:

PRINCIPIO DE INDUGAO (em IN). Se uma propriedade heredi-
tiria P(n) é verificada para n=1, entdo é verdadeira qualquer que
seja n. Simbolicamente:

[P(n) = P(n+1)] A P(1) = Vn: P(n)

Este enunciado pode tornar-se ainda mais intuitivo, usando uma
imagem. Imaginemos uma fileira de soldados de chumbo, coloca-

(') Note-se entretanto que, ao contrério desta, a hereditariedade biol6égica
é apenas uma tendéncia e ndo uma norma sem excepgéo.

-
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dos de tal modo que, se um qualquer cair para trés, o que se lhe
segue cai também:

—
—— —

?r’"’_—"k i’d‘--““; ?4’ =\ i-—"-“}‘ ? i-“"_""h
1 2 3 4 n

Entdo é Obvio que, se o primeiro cai para trds, todos os
soldados caem para trés.

Eis, agora, o principio de indugdao sob a FORMA DE SILO-
GISMO:

P(n)=P(n+1) (PREMISSA MAIOR)
P(1) (PREMISSA MENOR)

vn, P(n) (CONCLUSAO)

E claro que todas estas consideracoes se estendem de IN a INg,
substituindo P(1) por P(0).

Antes de tornar ao exemplo inicial, o que faremos mais adiante,
convém aplicar o método de indugcdo matemética a casos mais
simples.

EXEMPLOS E EXERCICIOS:

|. Demonstrar a seguinte proposi¢ao:

Em qualquer semigrupo (A, *) comutativo, tem-se:
(ab)"=a".-b" , ¥nelN ; abeA

336



COMPENDIO DE MATEMATICA

No 1.° volume, 2.° tomo, pg. 21, ja foi dada uma demonstragcao
intuitiva deste teorema. Para uma demonstracao rigorosa, do ponto
de vista légico, é necessério recorrer ao método de indugdo
matemética (em [N).

Para compreender melhor a demonstracao, comecemos por supor
que o semigrupo considerado é precisamente (IN,:), munido da multi-
plicacdo usual (que também se pode indicar com o sinal X ou com um
espaco em branco). Suponhamos, porexemplo,a=2 e b = 5. Trata-se
entdao de provar que

(3) (2x5)"=2"x5" , ¥nelN

Neste caso P(n) é a propriedade (2 x 5)"=2" x 5", Ora P(1)
€ uma proposi¢ao verdadeira, isto é:

(4) (2x5)1=21x51

Resta entdo provar que P(n) = P(n+1). Seja pum nimero natu-
ral qualquer (isto é, suponhamos que a letra p é uma constante, que
designa um numero natural, escolhido arbitrariamente. por exemplo 1,
2, mil, um milh&o, etc.) e suponhamos que p verifica a condigdao P(n),
isto é, que é verdadeira a proposi¢ao:

(5) (2 x B)P = 2P x &P

Ora, segundo a definicdo de poténcia dada no nimero anterior
(2x5)PT! = (2x5B)P x (2x5)

Logo

(2 x B)P*1 = (2P x BP) x (2 x 5) (porqué?)
- = (2P x 2) x (5P x 5) (porqué?)
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e portanto
(6) (2xB)P+1 =2P*1 x gP*1 (porqué?)

Assim, supondo que é verdadeira (5), prova-se que é verdadeira
(6). E, como a letra p pode designar qualquer nimero natural, fica
provado que

(2 x 5)“:2" X 5I'l___ﬁ_(2 X 5)n+1 =2n+1 x 5n+1'

quer dizer: a propriedade P(n) é hereditaria. Daqui e de (4), aplicando
o PRINCIPIO DE INDUGCAO MATEMATICA, conclui-se (3).

Notemos, agora, que a escolha particular dos nimeros 5 e 7
ndo influiu em nada na demonstragdo. Assim, se nos lugares dos
simbolos 2 e 5 escrevermos as letras a e b, tomadas como cons-
tantes (isto é, como designa¢des de nimeros naturais determinados,
mas arbitrarios), todo o raciocinio continua certo. Isto leva-nos a
concluir que

(axb)"=a"xb" , vnelN ; a belN

Finalmente, se em vez do semigrupo (N, ) considerarmos qua/-
quer outro semigrupo (A, ) comutativo, o raciocinio continua certo,
ficando assim demonstrada a proposi¢do inicial.

Note-seé que nesta proposicdo sao varidveis, sujeitas a quanti-
ficador universal, ndo s6 a letra n, como ainda as letras a, b, Ae o
préprio sinal «+ de multiplicagdo, que pode receber as mais diversas
interpretacées. Pode inclusivamente ser substituido pelo sinal +,
traduzindo-se a linguagem multiplicativa na linguagem aditiva:

na+b)=na+nb , VnelN ; abeA,

supondo, é claro, que (A,+) é um semigrupo comutativo. Pode
ainda ser substituldo por outros simbolos, tais como 0, ®, etc.
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[I. Demonstrar a seguinte proposicéo:
Qualquer que sefa o semigrupo (A, +), tem-se:

aM.g"=a"*"  vmnelN ; acA

Seja @ um determinado elemento de A (arbitrdrio) e m um
determinado elemento de IN (também arbitrério). Trata-se, entdo,
de provar que

(7) aM. gl =glmth vnelN

Para isso, vamos seguir o METODO DE INDUGAO MATEMATICA,
sendo P(n) a propriedade aMm*n =aM.3a", E claro que estamos a
supor a, m constantes e n variavel (varidvel de inducéo).

Ora, a proposigdao P(1) é verdadeira, isto é:
(8) aM.g1=gMm*+1 (porqué?)

Seja, agora, kK um nidmero natural qualquer e suponhamos que
é verdadeira a proposi¢ao

aMm. gk = gM+k

(esta suposicdo é chamada ‘hipdtese de indugdo’). Ora
aM.ak+1 = aM(ak. 3) = (aM. a¥)a (porqué?)

donde, pela hipétese de indugéo:

=agMtk, 4

e = gMm*(k+1) (porqué?)
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Assim se vé que

aman=am+n=n>aman+1 = gm+(n+1)

0 que, juntamente com (8), prova (7).

Finalmente, como a é um elemento arbitrédrio de A e n um
elemento arbitrdrio de N, fica provado o que se pretendia.

IIl. Provar que a soma dos n primeiros nimeros naturais é:

n n(n+1)
2 p=—— , VnelN
p=1 2
E claro que:
1 1.(1+1)
(9) % p=tl=—n—
p=1 2

Suponhamos que a letra n designa um nimero natural arbi-
trério (1) e que é verdadeira a proposigao:

n n(n+1)
(10) Z p= — (hipétese de inducédo)
p=1
Ora
n+1 n
2 p=2 p+(n+1) (porqué?)
p- 1 p-'l

(') Muitas vezes, por comodidade, um mesmo simbolo é usado umas vezes
como constante arbitréria e outras vezes como varidvel, numa mesma demons-
tragdo. Basta que ndo haja perigo de confuséo.
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Entdo vird, pela hipétese de indugéo:

n+1 n(n+1 nin+1)+2(n+1
A R P UL R (G
p=1 2 2
e, portanto:

(11) n§1p= (n+1) (n+2)
p=1 2

Ora, esta férmula é precisamente a que resulta de (10), substi-
tuindo n por n+1. Assim, tornando a considerar a letra n como
variavel (1), vé-se que a propriedade (10) é hereditdria e, como
é verificada para n =1, fica provado o que se pretendia.

IV. Provar que a soma dos quadrados de 1, 2, ..., n é dada por

n n(n+1 2n + 1
2 k2= ( ) ( ) , VnelN
k=1 6

V. Provar que
1
13+23+...+n3=[—2_n(n+1)]2 ., VnelN

VI. Provar que

T VnelN, , reC~ {1}
k=0 T-r

(') Ver nota antexior.
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4. Nova forma do raciocinio de indu¢dao matematica”.
Podemos agora tornar ao exercicio Il do n.° 2, em que era definida
uma sucessdo a, pelas condigdes:

3 3a, 4+, — @,
_, an+2=
2 2

(1) ag=2 a,= (Vn e IN,)

A
2n
seguinte forma do principio de indugdo (em IN,):

Para provar que a, =1+ , ¥n € IN,, ha que recorrer a

Se uma propriedade P(n) é verificada para n =0 e para n=1,
e se, além disso,
P(n) AP(n+1) = P(n+2),
entdo P(n) é universal (em IN,).

Para demonstrar esta proposi¢cdo, vamos recorrer a primeira
forma do principio da indugdo matemética (em INy). Ponhamos:

(2) | Q(n) = P(n) AP(n+1)

E f4cil ver que se tem sempre:

(3) P(n) AP(n+1)=P(n+1)
Suponhamos, agora, que se verifica a condigdo:

P(n) AP(n+1)=P(n+2)

342



COMPENDIO DE MATEMATICA

Entdo, daqui e de (3), resulta:
P(n) AP(n+1)=P(n+1) P(An+2)
ou seja, atendendo a (2):
(4) Q(n) = Q(n +1)

Suponhamos, agora, que as proposicées P(0) e P(1) sdo ver-
dadeiras. Entdo serd verdadeira P(0) A P(1) ou seja Q(0). Daqui
e de (4) resulta (pelo principio de indugdo matemética em IN,),
que Q(n) é universal, ou seja:

P(n) AP(n+1) , VnelN,
donde:

P(n) , VnelN,

A esta forma do principio de indugdo corresponde um NOVO
TIPO DE SILOGISMO, que é o seguinte:

P(n) AP(n+1) =P(n+2) (PREMISSA MAIOR)

P(1) (PREMISSA MENOR)

vn, P(n) (CONCLUSAO)

Posto isto, serd um simples exercicio, que o leitor pode resolver
facilmente, provar o que se pretendia acerca da sucessdo defi-
nida por (1).
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5. Regresso ao problema inicial: caracterizacéo da estru-
tura de (IN. +). No n.° 1 organizamos uma lista de seis proprie-
dades da adigdo em |IN, com o objectivo de caracterizar a estrutura
deste grupéide aditivo. Ora convém, desde j4, notar que a proprie-
dade Ill (comutativa da adigdo) pode ser deduzida das restantes pelo
método de indugdo matemética.

Vamos apresentar aqui essa deducdo, a titulo de cunosrdade
Trata-se de provar que:

1) m+n=n+m , VYmnelN
Comecemos por provar que

(2) T+n=n+1 , VnelN

E evidente que a propriedade 1 +n = n+ 1 é verificada para n = 1.
Suponhamos, agora, que n é um determinado ndmero natural e que
a proposi¢ao

(3) 1+n=n+1
é verdadeira (hipétese de inducéao). Ora
1T+(n+1)=(14+n)+1 (porqué?),
donde, pela hipé6tese de indugao:
(4) T+(n+1)=(Mn+1)+1

Por conseguinte, (3) implica (4), qualquer que seja n€IN, e
assim fica provado (2).
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Provemos agora (1). Seja n um numero natural qualquer. Pre-
tende-se provar que

(5) m+n=n+m , ¥YmelN,

(Agora a letra n é considerada uma constante arbitraria e a letra m
é a nova varidvel de indugéo.)
Segundo a proposi¢do (2), j& demonstrada, a proposigcéo

(6) 1+n=n+1

é verdadeira. Suponhamos, agora, que m é um determinado nimero
natural e que a proposi¢ao

(7) m+n=n+m
é verdadeira (hipétese de indugéo). Ora
(m+1)+n=m+(1+n)=m+(n+1)=(mM+n) +1,
donde, pela hipétese de indugéo,
(mMm+1)+n=(n+m)+1
e portanto
(8) m+1)+n=n+(m+1) (porqué?)

Assim, (7) implica (8) qualquer que seja m € |N, donde, aten-
dendo a (6), se conclui (5). E, como n é arbitrério, fica demons-
trada a proposicag (1).
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6. Axiomaética da teoria dos nimeros naturais. Primeiras
definicbes e teoremas. Das cinco referidas propriedades da
adicdo em IN, a terceira pode ser eliminada, visto que é consequéncia
das restantes. Ficamos assim reduzidos ao seguinte sistema de
propriedades:

Al. Quaisquer que sejam os numeros naturais ab, existe
sempre um e um s6 numero natural, que se chama ‘soma de a com
b e se representa por 'a + b'.

A2. (a+b) +c=a+ (btc) , Va b,celN

A3. a+bs#a , VabelN

A4. a#b=z3xelN:a+x=be+x=a
a,

AS5. Existe um (e um sd) numero natural que gera todos os outros
por adigdo sucessiva.

Como veremos, a conjuncdo destas propriedades é suficiente
para definir a estrutura de (IN,+). Além disso, pode-se provar que
estas propriedades sao independentes entre si, isto é, nenhuma delas
pode ser deduzida das restantes. Podemos, entdo, adopta-las para
axiomas duma teoria dedutiva dos numeros naturais(1).

DEFINICAO 1. Chama-se unidade e designa-se pelo simbolo
1 o nimero natural cuja existéncia e unicidade é afirmada pelo
axioma AS5.

Desta definicidio e de Ab resulta imediatamente o PRINCIPIO
DE INDUCAO MATEMATICA, tal como foi atrds enunciado, em

(') A independ8ncia das propriedades ndo é condigéo necessédria para que
sejam tomadas como axiomas.
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qualquer das suas formas, extensiva ou compreensiva. Como vimos
no ndmero anterior, este permite-nos demonstrar o seguinte:

TEOREMA. a+b=b+a , VabelN.
Por outro lado, temos a seguinte

DEFINICAO 2. a<b<3xelN:a+x=b.

Posto isto, sdo teoremas que j& sabemos demonstrar (ver n.°c 1)
as seguintes propriedades:

a<b=a#b
a<b=b«a
a<bAb<c=a<c

a#b=>a<bVb<a
Um outro teorema é a monotonia da adigdo:
TEOREMA. a<b=a+c<b+c (Vab,celN).

Demonstragao:

Suponhamos a<b. Entdo existe xe€IN tal que a+x=bh.
Portanto, se for ¢ um ndamero natural qualquer, tem-se
(a+x) +c=b+c, donde:

(at+c)+x=b+c

Existe, pois, um x €[N que verifica esta condigdo, o que significa
quea+c<b+c q. e. d.
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Consideremos, agora, o

PROBLEMA DA SUBTRACGCAOQ. Dados a, belN, determinar
x€IN tal que a + x = b.

Segundo a DEFINICAO 2, este problema é possivel, se e s6 se
a<b. Por outro lado:

TEOREMA. Nao pode existir mais de um numero natural X
tal que a + x = b.

Demonstragéao:

Sejam x,y numeros naturais tais que a+x=b e a+y=bh.
Se x<vy, tem-se a+x<a+y (porqué?) e portanto b<b, o que
é impossivel (porqué?). Igualmente se vé que ndo pode ser y<<Xx.
Entdo s6 pode ser x =y (porqué?), o que demonstra o teorema.

Este teorema pode ainda ser apresentado com o seguinte aspecto
(mudando o papel das letras):

a+c=b+c=a=b (Va, b, c € IN)

Esta 6 a chamada PROPRIEDADE DA REDUCAO (ou PRO-
PRIEDADE DO CORTE) da adigdo em IN.

Em conclusdo:

O problema da subtraccao em IN, tal como foi posto, é possivel,
sse a<< b, e nesse caso é determinado.

J& sabemos que se chama diferengca entre b e a e se repre-
senta por b — a o nimero x procurado.
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DEFINICAO 3. Chama-se multiplicacdo a operagdo que faz
corresponder a cada par (n,a) de nimeros naturais um determinado
nimero natural, que se chama produto de n por a e se representa por
nxa, n.aou na, de acordo com as seguintes condigbes:

1-a=a , (n+1)a=na+a , VnaelN

Desde logo se reconhece que esta definicdo é um caso particular
da definigdo de produto de um numero natural n por um elemento
a dum semigrupo (A, +). Podemos, pois, considerar desde j&
demonstrado, por indug¢do matemética, o teorema da distributi-
vidade a esquerda:

(m+n)a=ma+na , VYmn,a€lN

E, como o semigrupo (IN, +) é comutativo, segue-se o teorema
da distributividade a direita:

n@+b)=na+nb , VnabelN

Mas daqui vai resultar a comutatividade da multiplicagéo:

TEOREMA. ab=ba , Va belN

Demonstragao®:

Comecemos por demonstrar que
(1) a1=1+a(=a) , VaelN

A propriedade a-1 =a ¢é manifestamente verificada quando
a=1. Suponhamos, agora, que a propriedade é verificada por um
determinado nimero natural n:

n+1=n (hip6tese de indugdo)
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Ora, tem-se (n+1)-1=n-1+1 (porqué?), donde, pela hip6-
tese de inducédo:

mM+1)1=n+1=1(n+1)

Fica, assim, provado (1).

Seja, agora, a um determinado numero natural arbitrério. Trata-se
de provar que

(2) ab=ba , VabelN

A propriedade ab =ba (em que a é constante e b varidvel) é
verificada quando b = 1, segundo (1). Seja, agora, n um determinado
ndmero natural e suponhamos que é verdadeira a proposi¢do:

(3) an=na (hip6tese de inducgdo)

Ora, a(n+1) =an+a (porqué?). Logo, pela hipétese de indugao,
tem-se:

a(n+1)=na+a,
donde:
(4) a(ln+1)=(n+1)a (porqué?)

Assim, (3) implica formalmente (4), 0 que acaba de provar (2).
E, como a é arbitrério, fica provado o teorema.

Analogamente para a associatividade da multiplicagao:
TEOREMA. (ab)c=a(bc) , Vab,c.
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Agora convém tomar as letras a,b para constantes arbitrdrias e
a letra n, no lugar de c, para varidvel de inducdo. Ddo-se apenas
0s passos essenciais da demonstragao:

Tem-se, evidentemente: (ab) -1 =a(b+ 1)
Hipétese de indugédo: (ab)n = a(bn)

Ora, (ab) (n + 1) = (ab)n + ab = a(bn) + ab
= a(bn + b) = a(b(n + 1))

Logo, (ab) (n+1) =a(b(n+1)), o que acaba de provar o teorema.
QOutro teorema é o da monotonia da multiplicagéo:
TEOREMA. a<b=ac<bc (a,b,c €IN)

Demonstragéo:

Suponhamos a<b. Entdo existe x em IN tal que a+x=Db.
Seja, agora, ¢ um numero natural qualquer. Tem-se:

ac + xc = be (porqué?)

Existe, pois, um nimero natural y(= xc) tal que ac+y=D>bc, 0
que significa que ac < bc.

PROBLEMA DA DIVISAO. Dados dois nimeros naturais a,b,
determinar um numero natural x tal que ax = b.

Sabemos que este problema nem sempre é possivel em IN, mas
quando possivel, é determinado. Com efeito:

TEOREMA. Quaisquer que sejam os numeros naturais a,b, ndo
pode existir mais de um numero natural x tal que ax = b.

351



J. SEBASTIA0 E BILVA

Com efeito, suponhamos que se tem ax=b e ay=b, com
a,b,x,y € IN. Entdo, vem ax = ay. Ora, se fosse x<y, viria ax< ay
(porqué?), o que é impossivel (porqué?). Analogamente se vé que
ndo pode ser y << x. Entdao s6 pode ser x = y.

Este teorema pode ser ainda apresentado com o seguinte aspecto:

ab=bc=a=b (Va, b, c € IN)

Esta é a chamada PROPRIEDADE DA REDUCAO (ou PROPRIE-
DADE DO CORTE) da multiplicacdo em IN (n&o verificada em IN,).

Diz-se que b é divisivel por a, sse existe x em IN tal que ax = b.
Nesta hipltese, segundo o teorema anterior, existe um unico
nimero x em IN tal que ax = b. Esse nimero é chamado o quociente
de b por a (ou a razdo entre b e a) e representa-se por qualquer
das notagdes:

Tem-se, pois, por definicédo:

i
o

(b+a).-a=b ou -a

Quanto ao conceito de poténcia no universo IN, é claro que
se trata de um caso particular do conceito de poténcia de expoente
natural num semigrupo (A, -) comutativo, e as respectivas proprie-
dades sdo teoremas que podemos, desde j4, considerar demonstra-
das pelo método de indugdo matemaética.

NOTA. Viria, agora, a propdsito estudar o PROBLEMA DA
DIVISAO INTEIRA (em IN,), ao qual se segue naturalments, por um
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lado, o estudo rigoroso dos SISTEMAS DE NUMERACAO e, por
outro lado, a TEORIA DA DIVISIBILIDADE E DOS NUMEROS
PRIMOS (em IN ou INy). Mas ndo podemos ocupar-nos por
enquanto destes assuntos.

7. Caracterizagdo da estrutura aditiva dos nameros natu-
rais (conclusédo)*. Resta provar que os axiomas A1 — A5 enun-
ciados no numero anterior caracterizam efectivamente a estrutura do
grup6ide (IN,+). Trata-se, pois, de provar o seguinte

TEOREMA. Se um par (U, 6), constituido por um conjunto U
e uma operagdo 6, verifica as condigées A1 — A5, com U no lugar
de IN e com 9 no lugar de +, entdo (U,0) é necessariamente iso-
morfo a (IN, +).

Demonstragao:

Suponhamos que (U,0) verifica as seguintes condi¢des
(axiomas):

A'1). Para todo o par (a,b) de elementos de U existe um e
um sé elemento de U que se designa por afb.

A’2. (abb)fc = ab(bbc) , Vva b, cel.

A3. abb#a , VabeU.

A4 a#b=13Ix: abx=b V bbx=a

A'5. Existe um e um sé elemento de U que gera todos os

outros pela operacdo 0 iterada.

Este Gltimo axioma fornece um princlpio de inducdo em U.
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Com efeito, seja v o elemento de U que verifica a condi¢gdo indicada
em A'5. Entdo, se X designa um subconjunto de U, tem-se:

(aex?aﬁue)() ANUueX=X=U,
o que é o principio de indugdo em U na forma extensiva.

Definamos, agora, uma aplicagdao f do conjunto IN no con-
junto U, pelo seguinte processo de recorréncia:

f(1) = u
(1)

f(n+1)=1f(n) Ou
Provaremos, sucessivamente, os seguintes factos:

) fm+n)=f(m) O6f(n) , ¥YmnelN

Prova-se este facto, aplicando o principio de indugdo em |N.
Seja m um nimero natural qualquer. Tem-se, entéo:

f(m+1) =f(m) 6u=~f(m) 6f(1) (por definigdo de f)
Suponhamos, agora:
f(m+n) =f(m) 0f(n) (hip6tese de indugéo)
Entéo
flm+(n+1)]=f[(m+n)+1]=f(m+n)Ou
donde, pela hipétese de indugédo e por A'2:
f[m+(n+1)] =[f(m) 6f(n)] 6u=f(m) 6 [f(n)bu] =f(m)0f(n+1)
0 que acaba de provar |).
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I1) f é uma aplicagdo injectiva, isto é:
m # n=>f(m) # f(n)

Com efeito, sejam m e n dois nimeros naturais distintos. Entéo,
segundo A4, existe x € [N tal que

m+x=n V n+X=m
Ora, se m + x=n, vem, segundo I[):
f(m) 6 f (x) =f(n)

e portanto f(m) # f(n). Analogamente concluimos que f(m) s f(n),
seé n + x = m. Portanto f(m) # f(n) sempre que m # n.

1) f é uma aplicagdo sobre U.
Com efeito, se pusermos
Y={y: 3xeIN , y=1f(x)},
Y é o contradominio de f e tem-se:
(2) ueyY (porqué) ?

Por outro lado, seja a um elemento qualquer de Y. Entdo existe
um elemento n de IN tal que a = f(n) e tem-se:

f(n+1)=f(n) Bu=abu
Portanto a 6 u também pertence a Y e, assim:
(3) acY=afueY
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De (2) e (3) conclui-se, aplicando o principio de indugdo em U,
que Y=U e que portanto, f é uma aplicagdo de IN sobre A.

Ora, a conjungao das propriedades I), Il) e lll) exprime-se precisa-
mente, dizendo que f é um isomorfismo de (IN,+) sobre (U,0). Logo,
(U,0) é isomorfo a (IN,+), q.e.d.

ESCOLIO. Existe uma infinidade de grupéides (U, 0) que veri-
ficam a axiomatica A'1—A'5; por exemplo: o conjunto dos ndmeros
pares com a adicdo usual, o conjunto das poténcias de expoente
natural de 10 com a multiplicagdo usual, o conjunto das poténcias
naturais de um translacdo # | no espaco &, com a multiplicagdo
interpretada no sentido de composigao de aplicagoes, etc., etc. Mas,
segundo o teorema anterior, todos os grupdides que verificam essa
axiomética sao isomorfos entre si— tém, portanto, a mesma estrutura.

Aqui, como ja se tem dito varias vezes, a palavra ‘estrutura’ pode
designar a conjungdo de todas as possiveis propriedades formais
que se verificam num qualquer desses grupdides — visto que, segundo
o teorema anterior e o PRINCIPIO DE ISOMORFIA, desde que
essas propriedades se verifiquem num dos grupéides, verificam-se
em todos os outros.

Disto resulta o seguinte

COROLARIO. T7oda a propriedade légica da operacio de um
grupdide (U,0) que verifique os axiomas A'1-A’5 é implicada formal-
mente por estes axiomas.

Entre essas, as propriedades que nao forem axiomas serdao cha-
madas teoremas.

Aqui, ao falar de implicacédo formal, subentende-se que as varié-
veis aparentes (sujeitas a quantificador universal) sdo os simbolos U
e 0. Em particular, podemos ter U = IN, 0 = +.

356



COMPENDIO DE MATEMATICA

Assim, a axiomatica A"1-A'5 é compardvel a um sistema de
5 equagées com duas incdgnitas, U e 9, que admite uma e uma sé
solugdo, a menos de um isomorfismo: o grupdide (IN,+).

Escusado serd dizer que os axiomas A1-Ab sdo, apenas, uma
concretizagdo dos axiomas A'1-A'5, com IN no lugar de U e + no
lugar de 0. Mas, ao demonstrar os teoremas sobre numeros naturais,
podemos abstrair por completo do significado dos simbolos IN e +,
0 que equivale a considerar estes simbolos como varidveis.

Torna-se, agora, bem claro que a axiomatica A1-A5 (como qual-
quer outra equivalente) ndo define afinal o conceito de nimero
natural. Este conceito, tal como se forma no nosso esplrito desde
muito cedo, é o de numero cardinal de um conjunto finito (néo
vazio) —e esse ndo aparece em nenhum dos referidos axiomas.
O que a axiomatica define é, apenas, a estrutura interna do con-
{unto dos numeros naturais, a partir da adicao.

Na verdade, isto é quanto basta para desenvolver a aritmética
dos nilimeros naturais, como teoria de matemdética pura. S6 quando
se trata de aplicar a aritmética, temos de recorrer ao conceito de
nimero natural.

Alids, tudo o que se diz para nimeros naturais aplica-se, de modo
semelhante, a ndmeros inteiros absolutos, cuja estrutura aditiva pode
ser definida por um sistema andlogo de axiomas [ndo equivalentes
ao anterior, porque os grupdides (IN,+) e (IN,,+) ndo sdo eviden-
temente isomorfos].

NOTA. O conceito de nuimero cardinal de um conjunto finito
nao vazio pode ser definido por indugcdo do seguinte modo:

# A=1 sse A é conjunto singular
# (AUB)=#A+1 sse B é conjunto singular e B C A
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O conceito de nimero cardinal estende-se a classe dos con-
juntos finitos, acrescida do conjunto vazio, introduzindo a condigdo
inicial seguinte:

# A = 0<> A é conjunto vazio

Mas estas definigoes pressupdoem uma caracterizacao axiomética
da classe dos conjuntos finitos, por exemplo em termos de ‘reuniao’.
Um dos axiomas pode ser a proposi¢cao: Dados dois conjuntos finitos
A e B, existe sempre um e um sé conjunto finito que é a reunido
de A com B. Outros axiomas podem ser propriedades formais da reu-
nido, tais como a associatividade, a comutatividade, a idempoténcia
e a existéncia de elemento neutro (o conjunto @). A relacdo de
inclusdo pode ser definida a partir da operagdao de reunido do
seguinte modo:

AcB«<AUB=B

Daqui a definicdo de "conjunto singular’: Diz-se que um conjunto
A 6 singular, sse A nao é vazio e nao existe nenhum conjunto X
distinto de A e de @ tal que g X< A.

Seguem-se, finalmente, os dois axiomas decisivos:

o — Qualquer que seja o conjunto finito A, existe pelo menos um
conjunto singular U tal que U T A.

B—Seja X uma classe de conjuntos finitos que verifique as
trés seguintes condigdes:

1) o conjunto vazio pertence a A ;

2) todo o conjunto singular pertence a @ ;
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3) se A pertence a’A e U é conjunto singuler, também AU U
pertence a ‘.

Entdo B é a classe de todos os conjuntos finitos.

O axioma o também & valido para conjuntos infinitos, assim como
os anteriores. O axioma B (a que poderiamos chamar PRINCIPIO
DE INDUCAO NO UNIVERSO DOS CONJUNTOS FINITOS) é o
que faz a separagdo rigorosa entre conjuntos finitos e conjuntos
infinitos.

Note-se que o conceito de numero cardinal também pode ser
definido em termos de compreenséao:

39 P(x) < ~ IP(x)

1 P(x)=IPX) A[PO) >3 £y APY)]

Aqui o simbolo a"' lé-se ‘existem n e s6 n elementos x tais

que’ (ou ‘existem exactamente n elementos x tais que’). Trata-se de
um gquantificador exacto de existéncia. Exemplo:

Existem exactamente 2 planetas que séo satélites de Marte.

8. Axiomética de Peano. A axioméatica A1 — A5 define a
estrutura de IN a partir da adigdo: as nocées primitivas da axiomatica
sio as noc¢des de ‘nimero natural’ e de ‘soma de dois nimeros natu-
rais’. A partir destas definem-se outras (chamadas por isso mesmo
‘nogdes derivadas’), tais como a de ‘produto de dois numeros’, a
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relacdo ‘menor que’, etc. Uma nogao derivada, relativa a esta axioméatica,
é a de "sucessor de um numero’:

Chama-se sucessor de um numero natural n o nimero n + 1.

Usaremos a expressao ‘suc n’ como abreviatura de “sucessor de n'.
Posto isto, consideremos as seguintes proposi¢oes:

|. Para todo o numero natural n existe um e um sé numero
natural que é sucessor de n.

Il. Se suc a =suc b, entdo a = b.

Ill. Existe um e um s6 numero natural que nado é sucessor
de nenhum numero natural.

DEFINICAQ. Designa-se por ‘1’ o ntimero natural que ndo é
sucessor de nenhum outro.

IV. Se X é um conjunto de numeros naturais a que pertence 1
e tal que, se ne X, também suc neX, entdo X é o conjunto de
todos os numeros naturais.

Relativamente a axiomatica A1-A5 as proposicdes -1l sé@o
teoremas, isto é, sdo proposicées que se demonstram, tomando A1,
A2, A3, A4 e A5 como axiomas. A proposi¢ao IV é o principio de
indugdo matemética em |N.

Mas, desde logo se observa que as proposi¢cdes -1V sdo mais
simples e, a bem dizer, mais evidentes do que as proposi¢cées A1-AS,
que tomdmos para axiomas. Além disso, acontece que as proposi-
coes A1-A5 (e portanto todas as que se deduzem destas) podem
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ser demonstradas, admitindo as proposi¢goes |-V como premissas
(ou axiomas) e definindo a adigdo por recorréncia. Por conseguinte,
nada nos impede de adoptar o sistema de proposicées |-IV como
axiomdtica da teoria dos numeros naturais. Esta axiomaética é devida
ao matematico italiano Peano, que foi um dos criadores da |4gica
matemadtica (a ele se deve, por exemplo, a distingao fundamental
entre as relagdes € e <).

Néo adoptémos a axiomética de PEANO, em vez da axiomética
A1-A5, pela simples razdo de que as demonstracoes das proprie-
dades A2, A3 e A4 a partir do sistema |-V sdo arduas e de pouco
interesse, exigindo uma repeticao fatigante do principio de indugéo.

Note-se que, na axiomatica de PEANO, sao consideradas como
primitivas a nogao de ‘niimero natural’ e a de ‘sucessor’. Pelo contra-
rio, a nogdo de 'soma’ é, neste caso, uma nogdo derivada e as pro-
posicoes A1-A5 sdo teoremas. Houve portanto aqui uma mudanga
de ponto de vista (ou de referencial):

Em qualquer teoria dedutiva os termos ‘axioma’, ‘teorema’, ‘nogéo
primitiva’, ‘nogao derivada’ exprimem propriedades relativas. (J& no
capitulo | assinaldmos a relatividade das préprias nogdes de
‘elemento’ e de ‘conjunto’.)

Mas, é curioso notar que o conjunto [N, com a nogdo usual de
‘sucessor’, também verifica a axiomatica de PEANO (basta substi-
tuir 1" por ‘0" e 'niimero natural’ por ‘niimero inteiro absoluto’).
Analogamente, se chamarmos ‘sucessor de um numero primo n' ao
menor ndimero primo maior que n, vé-se que o conjunto dos ndmeros
primos também verifica a axiomatica (substituindo, é claro, ‘1" por ‘2’
e ‘'numero natural’ por ‘nimero primo’).

Muitos outros exemplos podiam ser apresentados.
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9. Axiomédticas compativeis. Como vimos, o par (IN, +)
verifica a axiomética A1-Ab, mas j& o par (IN°+) e o par (IN,-),
com - no lugar de +, nao a verificam. Analogamente, os pares
(IN, suc), (IN,, suc) verificam a axiomética de Peano, mas ja o par
(Z, suc) nao a verifica. Diremos, entdo, que o par (IN,+) é uma reali-
zagdo (ou um modelo) da axiomatica A1-Ab, ao contrério dos outros
dois, e que os pares (IN, suc), (IN,, suc) sdo realizacées da axiomética
de Peano, ao contrério do par (Z, suc).

Deste modo, as realizacées de uma axiomética sdo comparaveis
as solugdes de um sistema de equagdes ou inequagoes. E, assim como
0 numero de incdgnitas no sistema pode ser 2, 3, 4, etc., assim também
0 numero de nogdes primitivas da axiomética pode ser 2, 3, 4, etc.
Pode, portanto, haver axiomaticas cujas realizagOes sejam pares orde-
nados, ternos ordenados, quaternos ordenados, etc.

Diz-se que uma axiomatica é compativel, sse admite, pelo menos,
uma realizagdao (também se dizz neste caso, que 0s axiomas sio
compativeis).

Por exemplo: A axiomatica que demos do conceito de grupo
é compativel. Uma realizagdo muito simples desta axiomatica € o
par (£, V), em que £ 6 o conjunto dos valores I6gicos V, F, e \/
a operagdao de disjuncdo exclusiva. Como o conjunto L s6 tem
dois elementos, torna-se muito facil provar, com certeza absoluta,
que o sistema de axiomas é efectivamente verificado.
Analogamente:

1) A axiomaética das algebras de Boole é compativel. Uma
sua realizagdo & o terno (£, V, A).

2) A axiomdtica dos corpos é compativel. Uma sua realizacao

é o0 terno (.Q, v, N).

Muitos outros exemplos podiam ser apresentados.
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Pergunta-se, agora:

A axiomética A1-Ab (ou a axiomética equivalente de Peano)
é compativel?

Por outros termos:

Existe, na verdade, o grupdide (IN, +)?

Eis aqui um problema dificilimo. E toda a dificuldade reside neste
facto: deduz-se da prépria axiomatica que o conjunto [N é /infinito.
Com efeito, o axioma | de Peano diz-nos que existe uma apli-

cagao nusuc n do conjunto IN em si mesmo; depois o axioma Il

diz-nos que essa aplicagdo é biunivoca; finalmente, o axioma Il
diz-nos que a aplicagéo é sobre o conjunto IN\ {1 }. Existe, portanto,
uma aplicagdo biunivoca do conjunto |N sobre uma parte estrita
de IN. Mas isto quer dizer que IN é equipotente a uma sua parte
estrita e, portanto, é /infinito.

A questdo é, pois, esta:

Existem afinal conjuntos infinitos?

Discutiremos este assunto mais adiante.

10. Axiométicas categdricas. Se um sistema de equagodes
é compativel, pode ser determinado ou indeterminado, conforme tem
uma Unica solugdo ou mais de uma solugao (7).

(') Também se diz que um sistema é determinado ou indeterminado, conforme
tem um nudmero finito ou uma infinidade de solugdes. O significado dos termos
varia com os autores @ com os assuntos.
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Pois bem:

Diz-se que uma axiomdtica é categdrica, sse admite uma Unica
realizagdo, a menos de um isomorfismo. Quer isto dizer que o sistema
de axiomas verifica as duas seguintes condigdes:

1) existe, pelo menos, uma realizagdao do sistema (isto é, a
axiomdtica é compativel);

2) todas as possiveis realizagbes da axioméatica sdo isomorfas
entre si.

Consideremos, por exemplo, a axioméatica dos semigrupos (U, 0):

A'1. Para todo o par (a,b) de elementos de U existe um e um sé
elemento de U que se designa por afb.

A’2. (afb)bc = afi(bbc) , Vab,ceU.

Este sistema de axiomas é compativel, mas nao categdrico.
Com efeito, conhecemos vérias realizagdes desta axiomatica (chama-
das ‘semigrupos’), que nao sdo isomorfas entre si: o semigrupo
(£, V), o semigrupo (£, V), o semigrupo (A, +), etc., etc.

Porém, se juntarmos ao sistema A'1-A’2 os axiomas A'3, A4,
e A’'5, considerados no n.° 6, obtemos a axiomética A'1-A’5 que jé é
categérica, segundo o teorema demonstrado nesse nidmero.

Dai resulta que todas as realizacbes dessa axiomatica tém a mesma
estrutura.

Analogamente, todas as realizacées da axiomatica de Peano
tém & mesma estrutura.

Assim, podemos dizer que uma axiomética é categdrica, sse
define uma Unica estrutura. Sob este ponto de vista, uma axiomética
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categdrica é compardvel a um sistema de equagbes que seja
determinado.

Por exemplo, a axiomatica dos grupos ndo é categérica, porque
ha uma infinidade de estruturas de grupo. A axiomdtica de geometria
euclidiana dada por Hilbert é categérica; define, pois, uma tnica estru-
tura: a geometria euclidiana elementar.

Uma das caracteristicas da matematica moderna consiste no estudo
predominante de diversas classes de estruturas, definidas por axiomé4-
ticas ndo categdricas: estruturas de grupéide, de semigrupo, de grupo,
de anel, de corpo, de dlgebra de Boole, de conjunto ordenado, de
espago vectorial, de espago afim, de espago topoldgico, etc., etc.

11. Axiomaticas independentes. Diz-se que uma axioma-
tica é independente, sse nenhum dos seus axiomas é implicado pela
conjung¢do dos restantes.

Para ver se um dado axioma ndo é implicado pela conjungéo
dos restantes, o que se costuma fazer é procurar um modelo que
verifiqgue todos os axiomas, excepto o axioma considerado. Isto é
comparavel ao que se pode fazer, por exemplo, para provar que a
inequagdo x —-y<<0 é independente do sistema de inequacdes
X2—-y2<9 , x+y>0: assim, o par (2,1) verifica estas duas e nao
verifica a primeira.

Se, pelo contrdrio, se consegue provar que um dos axiomas é
implicado pela conjungdo dos restantes, a axiomatica nao é indepen-
dente, mas sim redundante (ou pleondstica): esse axioma pode,
entdo, passar para a categoria de teorema. Foi isto o que verificdmos
a respeito da comutatividade da adigcdo dos numeros naturais,
quando, no n.° 5, demonstrdmos essa propriedade a partir dos
axiomas A1-Ab.
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No entanto, o problema da independéncia de uma axiomética
6 um problema légico de menor importdncia: o que interessa prin-
cipaimente é saber se a axiomdtica € compativel e se é ou néao
categdrica. Adoptar uma axiomética que nao seja independente é
considerado apenas pouco elegante, do ponto de vista l6gico, mas
pode ser admissivel e cémodo, principalmente se a demonstragdo de
um axioma, a partir dos restantes, é dificil e de pouco interesse.

Todavia, continua em aberto o problema de saber se a axiomatica
A1-A5 é ou nao compativel. Vamos, agora, discutir esse problema.

12. Existem afinal conjuntos infinitos? Como se viu no
n.c 8, a axiomética de Peano (ou a axiomatica equivalente A1-A5) im-
plica que o conjunto IN é infinito. Tal ndo aconteceria se fosse supri-
mido o axioma segundo o qual todo o numero natural tem um
sucessor (ou o axioma segundo o qual existe sempre a soma de dois
numeros naturais). Mas isso daria lugar a constantes embaragos,
pois haveria muitas vezes dlvidas sobre a possibilidade de somar
dois nimeros dados — e entdo os raciocinios, para serem rigorosos,
acabariam por se tornar muito mais complicados. E pois, principal-
mente, por razoes de comodidade que se é levado a admitir o
referido axioma. Mas nao é sé por isso.

Suponhamos que admitifamos o contrério, isto é, que admitiamos
a existéncia de um dltimo ndmero natural — quer dizer, de um
numero natural que nao tem sucessor. Isto parece desde logo uma arbi-
trariedade, que repugna a nossa intuigdo ou, pelo menos, ao hdbito
que adquirimos na nossa experiéncia quotidiana. Com efeito, a indu-
cdo experimental leva-nos a admitir que é sempre possivel acres-
centar mais um elemento a um conjunto. Mas a indugdo experimental
nunca nos dd uma certeza— e menos ainda neste caso.
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No decorrer do tempo, o homem toma conhecimento de con-
juntos cada vez mais numerosos. Uma pergunta que nos ocorre fazer,
logo desde pequenos, é a seguinte:

‘Quantas estrelas hd no Céu?’

e, na imaginagdo do povo, associar-se esta pergunta a uma outra:
‘Quantos peixes had no mar?’

Supde-se, hoje, que existem (ou tém existido), bilides de galéxias,
cada uma das quais tem bilioes de estrelas. Jd isso conduz a um
nimero enorme de estrelas (') — um numero astronémico, como se
costuma dizer. Se depois pensarmos nas particulas atémicas que por-
ventura constituem cada estrela, somos levados a ndmeros incon-
cebiveis.

E, contudo, dai a afirmar que o numero de seres materiais é
infinito, vai uma grande distancia.

H4a anos, num jardim de infancia em Nova York, quando estava
a chover, alguém perguntou as criangas quantas gotas de chuva
poderiam cair durante o dia naquela cidade (2). O maior niimero indi-
cado foi 100. Para as criangas a palavra ‘cem’ significava j& um
ndmero astronémico — mas néao infinito. A pouco e pouco, porém,
foram levadas a reconhecer que 0 nimero das gotas de chuva teria
de ser muito maior e acharam que esse nimero deveria ser mais ou
menos igual ao numero de graos de areia de uma praia. Para dar
uma ideia de nimero tdo grande, uma das criangas do jardim de infan-
cia escreveu na pedra o algarismo 1 seguido de 100 zeros. Mais tarde,
outra crianga (um sobrinho do Dr. Kasner, com 9 anos), achou que
era preciso baptizar esse nimero e deu-lhe o nome ‘googol’.

(') Cerca de 1023 estrelas ao todo.
(2) Este facto é referido na obra de EDWARD KASNER e JAMES NEWMAN,
‘Mathematics and Imagination’, Simon and Schuster, New York, 1940.
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Ora bem, depois de cuidadosas investigagoes, chegou-se a con-
clusao de que o nimero de gotas de chuva que podem cair em
Nova York durante um dia, um ano ou mesmo um século, sera sempre
muito inferior a um googol... Mais ainda, segundo os cdlculos do
fisico EDDINGTON, baseados nas concepg¢des de EINSTEIN, o nimero
total de electrées do universo deve andar & volta de 1072, portanto
muito menos do que um googol...

Que dizer entdo de nimeros tais como 10" 929891 (googolplex),
10" 9oogolplex ¢ 4o outros que podemos facilmente designar? Haver4
pois expressbes numeéricas que, teoricamente, designem nlimeros
naturais, mas que, na pratica, nao correspondem a nenhuns conjuntos
finitos que tenham esses numeros por cardinais?

Uma resposta poderia ser esta:

Se ainda ndo se apresentaram até hoje tais conjuntos, poderao
vir a apresentar-se no futuro. E os nimeros nao se fizeram sé para
contar seres materiais que se distribuam no espaco (gotas de chuva,
graos de areia, estrelas, electroes, etc.). Aplicam-se também a acon-
tecimentos, que se sucedam no tempo.

Este é 0 ponto de vista que conduz & ideia de /infinito potencial,
que substitui a de /nfinito actual (ver NOTA HISTORICA do capi-
tulo V do Compéndio de Algebra, 6.° ano).

As criangcas de 4 a 6 anos, quando come¢am a aprender o sis-
tema de numeragado falada, emocionam-se facilmente com a possi-
bilidade de designar niimeros cada vez maiores (& crianga interessam
principalmente os extremos, 0s excessos, 0 muito grande e o muito
pequeno, tudo, enfim, que seja motivo para exclamagoes de surpresa).
E é frequente, depois de mencionarem um nidmero que lhes parece
enorme, desfecharem a pergunta: ‘E agora! H& um nimero maior
do que este?’ O adulto poders, talvez, indicar outros niimeros ainda
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maiores; mas depois, para pdr termo a um jogo que ameaga eterni-
zar-se, respondera possivelmente:

‘Por maior que seja um numero, ha sempre outro numero maior
do que esse'().

Em criangas receptivas, o efeito desta frase pode ser extraordi-
nario: a crianca tentard talvez reproduzi-la, para apreender todo o
seu significado e compenetrar-se bem do seu alcance, comentando-a
com grandes exclamagoes. E tem boas razdes para isso. Pois ndo é
esse 0 seu primeiro contacto com a ideia de infinito matemético?

O adulto, muitas vezes, perdeu por completo a faculdade de se
admirar seja do que for. Ndo se apercebe, como a crianga, de que
tudo a sua volta é motivo de espanto e que ha pensamentos inevi-
tdveis que causam vertigens...

Uma crianca de 5 anos, que teve assim a revelagao do infinito
matematico, perturbada com a ideia, tornou & carga, dias depois,
com esta observacéo:

‘J& seil E porque h4 sempre dias e noites que os nimeros ndo
mais acabam’.

A observagdo é justissima. A sucessdao dos dias e das noites é
talvez o que sugere mais fortemente no nosso espirito, por indugao,
a ideia da sucessdo infinita dos nimeros naturais. Assim, a crianga
tinha substituido a concepg¢do de inifinito actual pela de infinito
potencial — a do infinito contestavel das coisas actuais pela do infinito
plausivel das que estédo por vir.

(') Em simbolos: ¥neIN , dme&IN: m>n.
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H4 mais de dois mil anos, PLATAO tinha dito algo de semelhante,
em forma poética (no Didlogo Timeu):

‘O tempo e os céus foram criados no mesmo instante. Deus fez
o Sol, para que os seres dotados de inteligéncia pudessem aprender
a aritmética; quer isto dizer que, sem a sucessao dos dias e das noites
nés ndo teriamos pensado nos numeros. Foi o discernimento dos
dias e das noites, dos meses e dos anos, que deu lugar ao conheci-
mento dos numeros e & concepgédo do tempo...".

Na verdade, a ideia de infinito matemé&tico aparece indissoluvel-
mente ligada a ideia de tempo (). Em outro passo do mesmo Didlogo,
Platdao diz em resumo o seguinte, na mesma linguagem poética:

‘Para dar ao homem uma imagem da Eternidade, o Criador fez
essa imagem eterna, mas mdvel, na medida em que é traduzivel por
nimeros; ao passo que a verdadeira Eternidade é una, portanto imuté-
vel. E a essa imagem mével da Eternidade que chamamos Tempo'.

Alguém poderia ter dito aquela crianga de 5 anos:

‘Os dias e as noites, na Terra, também alguma vez terdo fim. Mas
em outros astros, em outros planetas, continuara a haver dias e noites,
_para ensinar os nimeros a seres inteligentes. E assim sucessivamente.

Até quando? Até onde? Chegados a este ponto, todos somos
criangas: acabamos por fazer perguntas, que nem sequer parecem
ter sentido. -

(1) O infinito espacial é aparente, como desde logo nos revela a teoria
da relatividade, mostrando quanto é iluséria a ideia de simultaneidade a distAncia:
nés vemos as estrelas, ndo como elas sdo actva/mente (porque tal nfio tem
sentido), mas sim como foram, algumas delas hd milhdes de anos.
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NOTA SOBRE AS CORRENTES NOMINALISTA E REALISTA.
Um dos factos dominantes na histéria da filosofia medieval foi a
controvérsia entre nominalistas e realistas, que se arrastou durante dois
séculos, acerca da existéncia dos universais. Dava-se este nome aos
entes abstractos, que sdo independentes do espago e do tempo, isto
@, as propriedades (ou atributos), bem como as classes. Exemplos:
a verdade, a beleza, o bem, a justica, a brancura, a esfericidade, a
humanidade (ou ainda a espécie humana), ou ainda, dum modo geral,
os numeros, as formas, as cores, as classes biolégicas, etc.

A posicao inicial dos nominalistas pode resumir-se nestes termos:

N&do existem a verdade, a beleza, a justica, a esfericidade, etc.:
existem apenas factos verdadeiros, coisas belas, acgoes justas, corpos
esféricos, etc. Um substantivo abstracto é, pois, um nome (designa-
¢ao), a que nao corresponde nenhum ente (designado). E o mesmo se
pode dizer dos substantivos comuns, tais como ‘rosa’, ‘gato’, "homem’,
‘astro’, etc.: cada um destes é apenas um nome('), que aplicamos
indistintamente a diversos individuos semelhantes entre si, mas ao
qual nido corresponde nenhum ente, que seja a classe ou o con-
junto desses individuos.

Pelo contrério, os realistas afirmam a existéncia dos universais e
chegam a atribuir-lhes mais realidade do que aos seres concretos
(ou seres empiricos), nos quais se manifestam os universais. Uma das
formas extremas do realismo é a teoria platdnica das ideias, que diz,
em resumo, o seguinte:

Para além do mundo sensivel, onde tudo é instavel e se corrompe,
ergue-se a realidade inteligivel, o mundo sublime das ldeias, imu-

(') ‘Nada mais do que flatus voci (um sopro de voz)’ teria dito o filésofo
escoldstico ROSCELINO, fundador do nominalismo (século Xl).
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tével e eterno, do qual o primeiro é apenas imitagdo grosseira, imagem
deformada, como a de paisagem serena, reflectida na superficie agi-
tada de um rio. Assim, as coisas sensiveis, isto é o0s entes que
nés conhecemos por meio dos sentidos, sdo apenas reprodugoes
imperfeitas das Ideias. Estas existem desde sempre na verdadeira
Realidade (que é o Céu, donde a nossa alma veio) e os entes mate-
riais apenas contribuem para despertar em nés a recordacdo das ideias
[teoria platdnica das reminiscéncias]. Por exemplo, os circulos, tais
como nés os desenhamos e materialmente os conhecemos, sdo apenas
imagens toscas da ldeia do Clrculo, que conhecemos com os olhos
da razdo ou seja da alma. Deste modo, o mundo sensivel ndo passa
de miragem evanescente, pois que nada ai perdura e consiste.

Como se vé, a palavra realismo’ é, neste caso, usada em sentido
literalmente oposto ao habitual, pois que se refere 3 realidade inte-
ligivel (ou ideal). Ora, na linguagem vulgar, o significado de ‘ideal’
opde-se ao de ‘real’. Assim, identificar o real com o ideal é uma
audécia que choca o senso comum: chama-se hoje, de preferéncia,
‘idealismo’ a esta forma de realismo (1).

Na Idade Média, os nominalistas representam a filosofia do Devir,
o empirismo heracliteano, ao passo que os realistas representam a
filosofia do Ser e em especial o racionalismo platénico. Nomina-
lismo e realismo, empirismo e racionalismo, ser e devir — didlogo que

(1) Como sempre, ao sustentar uma doutrina que choca 0 senso comum,
a linguagem de Platdo assume forma poética. Interessa registar que a teoria
platénica das duas realidades (a sensivel e a inteligivel), bem como a teoria
das reminiscéncias, inspirou a Camdes um dos seus mais belos poemas,
'Babel e Sido’: Babel § o mundo sensivel e Sido o mundo inteligivel (ou seja
o Céu, de que ‘a nossa alma sente saudades’).

Modernamente, os cientistas apresentam uma versao biolégica da teoria das
reminiscéncias: cada individuo recebe no embrido o seu cddigo genético, que lhe
permite recordar, em contacto com a natureza, as experiéncias e os hébitos
mentais, adquiridos em milhdes de anos por todos os seus antecessores.
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ndao mais terd fim, enquanto houver histéria humana, pois que se
trata de duas atitudes complementares que se alternam no nosso espi-
rito ao perscrutar a natureza. O que interessa é saber conciliar as duas
atitudes, conforme a situagdao, de acordo com o bom senso, pro-
curando evitar posigdes rigidas. Essa filosofia da conciliacdo pelo bom
senso, que ja tinha sido adoptada por ARISTOTELES, foi retomada no
século XIIl por S. TOMAS DE AQUINO, que pds, assim, termo 3 polé-
mica escoléstica sobre os universais. Mas, o antagonismo tem vindo
a renascer sob as mais diversas formas, até aos tempos actuais...

E impossivel sustentar, em absoluto, a tese nominalista ou a tese
realista, sem cair em paradoxos. Ainda em fins de século passado
o realismo das classes, levado ao extremo, conduziu aos célebres
paradoxos da teoria dos conjuntos, que provocaram o fim trdgico
da vida de CANTOR, atacado pelos mateméaticos empiristas. E néo
se pode dizer que a questdao esteja encerrada.

Por outro lado, segundo a tese nominalista, ndo existe por exemplo
o verde, mas apenas a palavra ‘verde’ (e coisas verdes); ndo existe
o nimero 3, mas apenas a designacdo ‘3" (e conjuntos de 3 ele-
mentos); e assim por diante, negando tudo que seja classe, proprie-
dade ou relagdao, como coisa que possa existir, além dos seres indivi-
duais. Mas, o que sdo afinal as palavras e os simbolos sendo entes
abstractos, —classes de coisas sensiveis? Consideremos, por exemplo,
a letra a. O que é este ente, que se designa por ‘a’, sendao uma
certa classe de figuras materiais, nem sequer semelhantes entre si
no sentido geométrico ? E evidente que se trata de uma entidade con-
vencional, com inimeras modalidades de concretizagdo, sem que seja
possivel delimita-la com nitidez perfeita: da letra @8 podemos passar,
por continuidade, a letra g, a letra d, etc.; quando dizemos ‘este a,
aquele a’, fazemos alusdo a duas representacdes distintas do mesmo
sinal: a letra a escrita ndo s6 em dois /ugares diversos, mas ainda de
dois modos necessariamente diversos. E, se passarmos da linguagem
escrita para a linguagem falada, a situagédo &, perfeitamente, anéloga.
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Aliés, a critica empirista, para se manter coerente consigo mesma,
foi cair, como era inevitavel, no cepticismo, negando a existéncia
do que quer que seja, concreto ou abstracto, quer no dominio da
matéria (BERKELEY) quer no do espirito (HUME).

O bom senso e a experiéncia dizem-nos afinal que, para poder-
mos pensar e subsistir no mundo em que vivemos, precisamos de
acreditar nos sentidos, controlados pela razdo, e na razdo, controlada
pelos sentidos, num processo de correcgao mutua e constante. Assim,
deveremos aceitar como hipdtese eficaz e necesséria, a existéncia
de diversos entes, quer sejam individuos, propriedades, classes ou
relagdes (j& sabemos, alids, o que hd de relativo em tais conceitos).

Consideremos, por exemplo, a espécie humana. E uma classe, um
ente abstracto. Mas, como negar inteiramente a sua realidade? Nao é
um conjunto bem definido, sem divida: vem obscuramente do passado
e prolonga-se de maneira imprevisivel no futuro, sem fronteiras mar-
cadas. Mas sdo assim todos os entes da natureza(?').

Alids, é esse cardacter indefinido dos entes naturais que gera em
nés a ideia de infinito. E, todavia, a respeito de tudo o que é obra
da natureza, se diz que é finito, isto & que tem fim... Mas, por
outro lado, também se diz que os entes da natureza se transformam
continuamente uns nos outros, que a quantidade se transforma na
qualidade, etc.

Assim, os conceitos complementares de finito e infinito, de con-
tinuo e descontinuo, etc. sdo, como quaisquer outros, simplificagcoes
mentais sugeridas ao nosso espirito pela prépria natureza para a poder-
mos interpretar, e que ndao podemos por isso evitar, mas que, em cada
caso, s6 imperfeitamente podem ser aplicados — porque a natureza
é infinitamente complexa...

(') Quando se diz, por exemplo, ‘Ndo existem ragas humanas’, esté-se a
adoptar uma atitude nominalista, que equivale a dizer: ‘Ndo existem critérios
rigidos (ou fronteiras) que permitam distinguir ragas humanas’.
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13. O problema da nédo contradicdo da aritmética. Os
trabalhos de CANTOR, FREGE, PEANO, RUSSELL e outros tendiam
a reduzir toda a matemdtica a I6gica e a teoria dos conjuntos. Porém,
essa tendéncia (chamada ‘Jogicismo’ em matemaética) ndo conseguiu
alcangar 0 seu objectivo. Dal resultaram novas formas de nomi-
nalismo (ou empirismo) em matematica, das quais a mais extremista
é talvez o chamado ‘intuicionismo’ de BROUWER e a mais moderada
o chamado ‘formalismo’ de HILBERT(1).

Segundo Hilbert, a matemaética, considerada apenas no seu
aspecto légico-dedutivo, é essencialmente uma J/inguagem exacta,
para uso da ciéncia. Cada uma das suas formas (ou, como se diz
precisamente, cada um dos seus formalismos) é constitufdo por um
sistema de s/mbolos e de regras de tipo gramatical, para associar esses
simbolos em termos e em proposi¢des aceitdveis como verdadeiras
(axiomas, definigGes e teoremas). Nao interessa propriamente a mate-
mética o problema da existéncia ou nado existéncia de entes aos
quais se possam aplicar os termos: basta admitir que existem os
simbolos com os quais se trabalha e saber (ou admitir) que as regras
para uso dos simbolos, em cada formalismo, ndo conduzird nunca a
contradigdo, isto é, a uma proposigdao que seja ao mesmo tempo
verdadeira e falsa.

Para compreender melhor este ponto de vista (exposto necessa-
riamente de maneira sumadria e imprecisa), consideremos a axiomética
dos grupos (U,.) em linguagem multiplicativa:

G1. Para todo o par (a,b) de elementos de U, existe um e um
s6 elemento de U chamado produto de a por b, que se representa
por ab.

(') DAVID HILBERT (1862-1943) é considerado um dos maiores
mateméticos da primeira metade deste século, se ndo o maior. Ver a NOTA
HISTORICA do Cap. V do Compéndio de Algebra, 6.° ano.
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G2. Existe um elemento de U, que se representa por 1, tal
queal =1a , VaeU ().

G3. (ab)c=a(bc) , Vab,ceU.
G4. Para todo o elemento a de U, existe um elemento a*’

de Utalquea-a'=a"'.-a=1.

J& sabemos que esta axiomatica é compativel. Juntemos-lhe,
agora, o seguinte axioma:

G5. Existe, pelo menos, um elemento a de U, distinto de 1,
tal que a2 = a.

Serd a nova axiomdtica G1-G5 compativel?

Para ver que ndo, consideremos um elemento a qualquer de U
e suponhamos que |

a2=g2
Entdo
a“'a2=a"a
donde a=1 (porqué?)

Assim, dos axiomas G1-G4 deduz-se a seguinte proposi¢ao:

(1) a2=a=a=1 (Vael)

(') Supbe-se U ndo vazio.
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Mas, segundo o axioma Gb5, é verdadeira a negacdo desta pro-
posicao:

JaeU: a2=apAa#1

Por conseguinte, segundo a axiomética G1-Gb5, a proposicédo (1)
é, ao mesmo tempo, verdadeira e falsa, o que é inadmissivel
segundo o PRINCIPIO DA NAO CONTRADIGCAO.

Pois bem, diz-se que uma axiomdtica é contraditéria, sse é possi-
vel deduzir dela uma proposicdo que seja ao mesmo tempo verdadeira
e falsa.

Desde logo se vé que:

A) Se uma axiomética é compativel, ndo é contraditéria.

Com efeito, dizer que uma axiomética é compativel significa
que existe, pelo menos, uma realizagdo ou modelo m dessa axio-
mética. Neste caso, todas as proposicées que se deduzem logica-
mente da axiomética serdo verificadas efectivamente em me, isto é,
sdo todas verdadeiras e nenhuma falsa.

Pela regra de conversdo, a proposi¢cdo A) equivale 3 seguinte:

A’) Se uma axiomética é contraditéria, entao é incompativel.

Por exemplo, a axiomética G1-G4 dos grupos é compativel,
logo ndo contraditéria. Por sua vez, a axiomética G1-G5 é contradi-
téria, logo incompativel (isto é, ndo existe nenhuma realizagdo dessa
axiomatica). '

Resta saber se é verdadeira a reciproca da proposicdo A):

A*) Se uma axiomética ndo é contraditdria, entdo é compativel.
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Pois bem:

Considera-se esta proposicdo verdadeira, por definicdo. 'Por
definicdo de qué?’, pode perguntar-se. A resposta é esta: Por defini-
cdo de ‘existéncia de uma realizagdo da axiomética’. HENRI POIN-
CARE exprimia este facto dizendo:

‘Existir, em matemdtica, significa: ser isento de contradigcéo’.

Por exemplo, dizer que existe o conjunto |IN equivale a dizer
que a axiomética de Peano (ou a axiomética A1-A5) é ndo contradi-
téria; dizer que existe o espaco euclidiano usual & equivale a dizer
que é ndo contraditéria qualquer axiomatica da geometria euclidiana
elementar, etc.

As proposicoes A) e A*) fundem-se numa unica:

Uma axiomatica é compativel, sse nao é contraditéria

Assim, na impossibilidade de construir uma realizacdo da
axiomética A1-Ab5, como se fez para a axiomética dos grupos (que
admite realizacées finitas), somos conduzidos ao seguinte problema:

PROBLEMA DA NAO CONTRADIGAO DA ARITMETICA. Provar
que a axiomética de Peano (ou qualquer outra equivalente) é nao
contraditoria.

Convém desde logo notar que, no enunciado dos teoremas de
aritmética, bem como na respectiva dedugdo, intervém ndo sé os
axiomas e as noc¢des primitivas da aritmética, segundo a referida
axiomética, mas também noc¢des e axiomas da l6gica. Esta observacao
levou HILBERT a tentar resolver o problema da nao contradi¢do da
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aritmética, partindo de uma axiomética dos numeros naturais, ampliada
com nogdes primitivas e axiomas da légica. E claro que, para obter
o méaximo rigor, foi indispensével formular todos esses axiomas em
linguagem simbdlica. Um tal conjunto de simbolos e de axiomas
(que podemos equiparar a regras gramaticais) é chamado um forma-
lismo rigoroso ou flingua cientifica.

Com os seus esforgos neste sentido, HILBERT acabou por dar
um incremento ao estudo dos fundamentos da matemética; mas,
nao conseguiu alcangar o seu objectivo principal, que era o de provar
a nao contradicao da aritmética.

Este insucesso parcial levou o l6gico matemético KURT GODEL
a demonstrar um teorema memoravel, que constitui um marco mile-
nério na histéria do pensamento cientifico (). Ndo podemos formular
exactamente o teorema de GODEL; mas a sua ideia é esta:

E impossivel demonstrar a néo contradigdo dos formalismos
légico-aritméticos de Hilbert, sem recorrer a uma teoria mais ampla
(chamada 'meta-teoria’, em relagdo a primeira), isto é, sem criar um
novo formalismo mais rico (‘meta-lingua’ ou 'sintaxe’ do primeiro),
introduzindo novos simbolos e novos axiomas. Pde-se, portanto, o
problema da nao contradigao deste novo formalismo, o que requer
por sua vez um formalismo ainda mais amplo, e assim sucessiva-
mente, sem mais se poder chegar a uma conclusao definitiva.

Em conclusao:

Procurando racionalizar o /infinito quantitativo dos numeros
naturais, 0 matemético acaba por ir de encontro a um outro mais

(') O nome de GODEL encontra-se ligado, juntamente com os de VON
NEUMANN e NORBERT WIENER, ao advento da Cibernética. E sabido como
a andlise l6gica e a construgéo de linguas cientificas intervém nos computadores.
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temeroso: o infinito qualitativo das linguagens, que se criam e se
sucedem de modo imprevisivel !

Uma anélise aprofundada do assunto mostra que & este o tipo
de infinito que intervém no conjunto dos nimeros reais ().

O teorema de Godel vem, afinal, mostrar o poder criador do espl-
rito humano e tem sido invocado como argumento contra os adeptos
extremistas da CIBERNETICA, que atribuem verdadeira inteligéncia
aos computadores electrénicos e que, vice-versa, equiparam o cérebro
humano a um computador evoluido. Assim, o nosso cérebro seria
apenas o produto aperfeigoadissimo da evolugdo bioldgica, efectuada
em milhdes de anos.

Mas h4 a tese oposta, defendida por outros cientistas, segundo a
qual é absurdo atribuir inteligéncia aos computadores, se ‘inteligéncia’
significa: faculdade de reflectir perante situagdées novas; capacidade
de adaptacdo a essas novas situagoes; liberdade de opgédo, segundo
critérios pessoais; enfim, poder criador, capaz de modificar 0 mundo
e o curso dos acontecimentos.

Na verdade, se as méaquinas tivessem inteligéncia, esta seria
terrivel — porque seria inteligéncia sem consciéncia.

NOTAS —I. O ponto de vista do formalismo é nominalista na
medida em que considera os simbolos como a realidade em que
assenta directamente a matemética. O problema ontoldgico, que con-
siste em saber se existem ou nao seres (individuos, classes ou rela-

(1) Segundo investigagbes posteriores, o resultado negativo de Gddel
poderia ser superado mediante uma espécie de teoria dos tipos lbgicos para
os formalismos. Nesta ordem de ideias, haveria ndo um, mas vérios conjuntos de
ndmeros reais, sucessivamente mais amplos e cada um dos quais teria a
poténcia do cont/nuo segundo o formalismo correspondente, mas a poténcia do
numsrédvel segundo o formalismo seguinte.
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¢coes) aos quais se apliquem os simbolos, é considerado um problema
extra-matematica.

Il. Dizer que uma axiomética é ndo contraditéria equivale a dizer
que é vélido o PRINCIPIO DA NAO CONTRADICAO na teoria a
que dé origem. Nos formalismos de Hilbert séo ainda utilizados, como
regras de l6gica, o PRINCIPIO DA IDENTIDADE e o PRINCIPIO
DO TERCEIRO EXCLUIDO. Porém, este (ltimo ndo é aceite pelos
intuicionistas (ver p. 139).

lll. Na linguagem comum sdo frequentes 0s casos em que um
mesmo termo aparece a designar entes distintos: entdo o termo diz-se
plurivoco (ou ambiguo) e os entes designados dizem-se homdnimos.
J& no Compéndio de Matemética, | vol., 1.° tomo, pp. 20 e 21, se
observou que estes casos vao contra os principios da identidade e
da ndo contradigdo, podendo originar equivocos. Exemplos:

‘Viseu é uma cidade portuguesa. Viseu ndo é uma cidade por-
tuguesa. Logo Viseu nao é Viseu'.

‘Ingrid Bergman é uma estrela. Ingrid Bergman néo é uma estrela’.
Logo h4 uma estrela que ndo é estrela’. (Acepgdes diferentes da
palavra ‘estrela’) (1).

Num formalismo rigoroso pode haver termos sinénimos, mas nao
termos ambl/guos: cada termo s6 pode designar um ente e cada pro-

() A imprecisdo de linguagem pode prestar-se ndo s6 a equivocos, mas
também a jogos de palavras, a sofismas, a dialéctica no mau sentido, como a que
se emprega por vezes em tribunais e em discursos demagégicos... Assim é que,
quando falta bom senso ou a boa fé, se chega a provar que o branco é
preto...
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posigdo s6 pode ter um valor I6gico (numa determinada realizagao
da axiomética). Por isso, os formalismos rigorosos também se chamam
linguas univocas ou linguas exactas. A linguagem comum ndo é evi-
dentemente uma lingua exacta (embora possa conter linguas exactas,
contraditdrias entre si).

Os formalismos rigorosos tém a exactidao inflexivel das maquinas
de calcular, as quais se aplicam. A linguagem comum nao tem a pre-
cisdo das méquinas; mas, por isso mesmo, oferece outras vantagens,
que a tornam imprescindivel: a plasticidade, o dinamismo, o é/an
criador; numa palavra — a vida.
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