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CAPITULO |

INTRODUGCAO AO CALCULO VECTORIAL

1. Relagédo ‘situado entre’. Dados trés pontos A, B, C em
linha recta, sabemos o que quer dizer a proposicao

‘A esta situado entre B e C’

que pode ser verdadeira ou falsa, conforme os casos (verdadeira
no exemplo da figura).

\ l [ -
I 1 1

C A B

Assim, se considerarmos as letras A, B, C como variaveis,
a anterior expressao proposicional define uma relagdo terndria
entre pontos da recta. Chamar-lhe-emos, abreviadamente, a rela-
¢ao ‘situado entre’. Esta é uma das nogbes que podem ser
adoptadas como primitivas na geometria euclidiana. A partir
dela se definem as nogoes de ‘segmento de recta’, de “semi-recta’
e de ‘semiplano’.

Dados dois pontos A e B distintos, chama-se segmento de
recta de extremos A e B o conjunto constituido pelos pontos A,
B e por todos os pontos da recta AB situada entre A e B (%).
Se A=B, chama-se segmento de extremos A, B o conjunto
singular {A} (segmento nufo). Em qualquer dos casos o segmento
de extremos A, B & designado pela notagdo AB.

(1) O estar situado entre A e B implica ser distinto de A e de B.
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Diz-se que um conjunto q de pontos é convexo, quand_o,
quaisquer que sejam os pontos A e B de C{ o segmento AB
estd contido em q Na figura indica-se um conjunto que €
convexo e outro que nao o é.

Bl

E evidente que toda a recta é um conjunto convexo. Um
plano também é um conjunto convexo: porqué?

A nocado de semi-recta resulta da seguinte proposigdo, que
pode ser tomada como um dos axiomas da geometria euclidiana:

PROPOSICAO 1. Todo o ponto P duma recta r divide r em
duas partes r, e r, tais que:

1) r, e r, sdo dois conjuntos convexos cuja reuniao é r e
cuja intersecgao é {P};

2) existe pelo menos um ponto de r, distinto de P e um
ponto de r, distinto de P;

3) quaisquer que sejam os pontos A de r, e B de r,, o
ponto P pertence ao segmento AB.

A P B

1 1 1 1 1
1 I I I i

M N

Como é sabido, chamam-se semi-rectas de origem P os dois
conjuntos r, e r, que verificam estas condigoes. Da proposicao
anterior resulta que uma semi-recta fica determinada, quando se
indica a sua origem e um seu ponto qualquer distinto da origem.
Se for P a origem e A o outro ponto indicado, designaremos a
semi-recta pela notagéo PA.
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(Um segmento de recta serd um conjunto convexo? Justi-
fique a resposta, a partir da proposigao 1.)

Diz-se que duas semi-rectas de r estdo voltadas para o
mesmo lado, se uma delas esta contida na outra.

Por sua vez, a nogdo de semiplano assenta na seguinte
proposicao, que também pode ser tomada como axioma da
geometria euclidiana: :

PROPOSICAO 2. Toda a recta r dum plano « divide « em
duas partes a, € as, tais que:

1) & e a; sdo dois conjuntos convexos cuja reunido é a
e cuja intersecgdo é r;

2) quaisquer que sejam os pontos A de o, € B de a,, O
segmento de recta AB intersecta a recta r.

Os dois conjuntos que verificam estas condicbes sdo chama-
dos semiplanos e a recta r fronteira dos semiplanos.

Um semiplano fica pois determinado quando se d& a sua
fronteira e um seu ponto qualquer ndo pertencente a fronteira (*).
Se esta for r e o ponto indicado for A, o semiplano seré designado
pela notagdo r A.

(*) Prova-se que existe pelo menos um ponto do semiplano fora da
frontelra.
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2. Relagdes de ordem. Chama-se relagdo de ordem, num
universo U, toda a relagdao binaria R que tenha as seguintes pro-
priedades:

1) ANTI-REFLEXIVA: xRy = x =y

2) ANTI-SIMETRICA ESTRITA: XRy = yRx

3) TRANSITIVA: xRy A yRz = xRz

4) TRICOTOMICA: V x, ye U: xRy V yRx V x=y

Por exemplo, a relacdo < em IN ou em IR é uma relagédo de
ordem e o mesmo sucede com a sua inversa, a relagdo >. Alias,
imediatamente se reconhece que: o

Se R é uma relagdo de ordem, também R™ é uma relagéo
de ordem.

A relagédo definida pela expressdo ‘precede alfabeticamente’,
gue se usa nos dicionarios, nas listas de telefones, nas pautas
de alunos, etc., é outro exemplo da relagcao de ordem (chamada,
neste caso, ‘ordem alfabética’ ou ‘ordem lexicogréfica’).

Consideremos, agora, a relagcdo R assim definida

xRy & x é menos caro que y

no universo das mercadorias. £ anti-reflexiva, anti-simétrica estrita
e transitiva. Mas néo é tricotomica, pois existem mercadorias X, y
tais que

xBy AyRx A x =y

Diz-se neste caso que x e y tém o mesmo preco (relagao de
equivaléncia). Mas j& no universo dos pregos (que sao proprie-
dades das mercadorias), a relacdo < &€ uma relagdo de ordem.

Analogamente, a relagdo ‘mais volumoso’, definida no uni-
verso dos sbélidos, tem as propriedades 1), 2), 3), mas nao &
tricotobmica. Com efeito, dois sélidos x, y podem ter o mesmo
volume (relagdo de equivaléncia) e serem distintos (x ¥¥y). Mas
no universo dos volumes a relagdo > é uma relagdo de ordem.
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Um exemplo tipico é o da relagao de grandeza entre segmen-
tos de recta. Dados dois segmentos de recta AB e CD, a pro-
posigao

‘AB & menor que CD’

significa o mesmo que
‘AB é menos comprido que CD'
e escreve-se abreviadamente, neste caso,
AB < CD

Mas esta relagdo < entre segmentos nao é uma relagdo de
ordem. Porqué? A razao é esta:

Se AB > CD e CD > AB, n3o se pode concluir que seja
AB=CD (isto &, que os dois segmentos coincidem). O mais que
se pode dizer é que os dois segmentos sdo geometricamente
iguais (relagao de equivaléncia), o que indicamos escrevendo

B D

f

Desta relagdo deriva a nogdo de comprimento.

Chama-se comprimento de AB, e representa-se por |AB|, a
propriedade comum a todos os segmentos geometricamente iguais
a AB. Assim:

|IAB|=|CD| &> AB = CD
Por sua vez, escreve-se, por definigc@o:
|IAB| < |CD| & AB < CD

e prova-se que, no universo dos comprimentos (que sdo proprie-
dades dos segmentos), a relagdo < ja é uma relagao de ordem.

Por varias vezes temos salientado que o sinal = exprime
identidade l6gica. Quando usado em geometria, deverd sempre
ler-se ‘coincidente com’ ou ‘o mesmo que’ e, assim, o sinal = ja
se podera ler simplesmente ‘igual a‘, sem receio de ambiguidade.
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Convém ainda lembrar que a relagao <, referida a segmentos
de recta, deriva da relagao ‘situado entre’, referida a pontos duma
recta. Com efeito: _

Diz-se que AB < CD, se existe um ponto X situado entre
C e D tal que CX = AB.

A B
5 X I?
EXERCICIOS:

I. Determinar todas as relagoes de ordem que é possivel
definir num conjunto A={a, b, c}. (Observagao: cada relagao
de ordem num conjunto finito pode ser definido por uma cadeia,
por exemplo, b <c <a, ¢<b <a, etc.)

Il. Determinar o nimero de relagdoes de ordem que é possi-
vel definir num conjunto finito com n elementos.

3. Conjuntos ordenados. Isomorfismos. Chama-se conjunto
ordenado todo o conjunto no qual se adopta uma determinada
relagdo de ordem. Se designarmos esta relagao pelo simbolo <
(que podemos ler ‘precede’), o conjunto ordenado serd preci-
samente o par (U, <). Por exemplo, sdo conjuntos ordenados
o conjunto |[R com a relagao < usual (ou com a sua inversa),
o conjunto das palavras dum dicionédrio com a relagdo de ordem
alfabética, etc.

Chama-se isomorfismo dum conjunto ordenado (U, <) sobre
um conjunto ordenado (V, <) toda a aplicagdo f de U sobre V
que respeita a relagcdao de ordem, isto é, tal que

x<y & t(x) <f(y)

Facilmente se reconhece que todo o isomorfismo de ordem
é uma aplicagédo biunivoca, cuja inversa ainda é um isomorfismo
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de ordem. E ainda: o produto de dois isomorfismos de ordem
ainda é um isomorfismo de ordem.

Por exemplo, se for U= {1, 2, 3, 4} com a relagio <,
V ={a, b, c, d} com a relagdo ‘precede no alfabeto’ e

f= 1234 (4321
abcd)” 9\abcd
vé-se que f é um isomorfismo do primeiro conjunto ordenado no
segundo, mas nao g.

Analogamente a aplicagdo x
(IR, <) sobre (IR, >).

.,—X & um isomorfismo de

EXERCICIOS:

Indique quais das seguintes aplicagOes
2 3 X
R, X o X R .« X o i/ . % 510

sao isomorfismos de (IR, <) sobre (IR, <), de (IR+, <) sobre
(IR*, >) e de (IR. <) sobre (IR*, <).

Que nome se da a uma fungao que respeita a relagdo ‘menor
que’? E a uma fungdo que muda < em >?

4. Relacoes de ordem lata. Dada uma relagéo de ordem <
num conjunto U, podemos definir a partir desta uma outra rela-
¢do, expressa pelo sinal < (ler ‘precede ou é igual a’), do
seguinte modo:

x<y& x<yVx=y
Das propriedades da relagdo de ordem é féacil deduzir as
seguintes, para a nova relagao:
1) REFLEXIVA: X 2, V xeU
2) ANTI-SIMETRICA LATA: X YA Y <XX3X =Y
3) TRANSITIVA: X <YAy<z=3x <z
4) DICOTOMICA: VX, yeU, x <yVy<x
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Chama-se relacdao de ordem lata toda a relagdo que verifique
estas condigdes. Por vezes, chamam-se relacées de ordem estrita
as relagbes de ordem (tais como as definimos atrds) para as
distinguir das anteriores.

Assim, a toda a relacdo de ordem estrita corresponde uma
relacdo de ordem lata. Reciprocamente, a toda a telacdo de
ordem lata R correspondente a relacao de ordem estrita R* assim
definida:

xR*y & xRy A x Fy

Portanto, dar uma relagao de ordem estrita equivale sempre
a dar uma relacédo de ordem lata.

NOTA. Num conjunto singular a relagdo de identidade é
manifestamente uma relagdo de ordem lata. A relagdo de ordem
estrita correspondente é a relagdo binaria vazia. Assim, um con-
junto singular pode sempre considerar-se ordenado: tem um
primeiro elemento, que & também o ditimo.

5. Relacdoes de ordem parcial. Consideremos a relagdo
‘descendente’ (filho, neto, bisneto, etc.) no universo dos seres
humanos. E uma relagdao anti-reflexiva, anti-simétrica estrita e
transitiva, e o mesmo sucede com a sua inversa, a relagdo
‘ascendente’ (ou ‘antepassado’). Mas néo é tricotdmica (porqué?).

Dum modo geral, chamam-se relacées de ordem parcial
(estrita) as relagbes anti-reflexivas, anti-simétricas estritas e
transitivas (podendo ser ou ndo tricotdmicas). As relacbes de
ordem, tais como atras foram definidas, também, por vezes, sdo
chamadas relagdes de ordem total, para evitar confusdes ().

Sé@o ainda exemplos de relagbes de ordem parcial estrita:

l. A relagdo ‘divisor proprio’ no universo IN. Diz-se que
a 6 divisor proprio de b, se a divide b e a # b.

(*) Alguns autores chamam relagdes de ordem precisamente as que
chamamos aqui relagdes de ordem parcial e que incluem as de ordem total
como caso particular.
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Il. A relagdo ‘contido estritamente’, no universo dos sub-
conjuntos dum conjunto dado.

E claro que, a toda a relagcdgo de ordem parcial estrita,
corresponde uma relagdo de ordem parcial lata (isto é, reflexiva,
anti-simétrica lata e transitiva) e reciprocamente.

Por exemplo, a relagao ‘divide’, a relagdo C, etc., sdo rela-
¢coes de ordem parcial lata.

A primeira, no universo [N, ndo é uma relagdo de ordem
total (lata): por exemplo, 3 nao divide 5 e 5 nao divide 3 (falha
portanto a dicotomia). Mas a sua restricdo ao conjunto das
poténcias dum nimero j& é uma relacdo de ordem total (lata).

Por sua vez, a relagdo < no conjunto

{s . {1}, {2} {1 2})
nao é uma relagao de ordem total, visto que
(1} ¢ {2} e {2} ¢ {1}
Mas ja o é a sua restricao ao conjunto
{s.{1}. {1 2}}
EXERCICIOS:

I. Classifique as relagdes R, S, T assim definidas em [|R%:

(a, b) R (c,d) & a<cAb<d
(a, b) S (c, d) & a<cAb<<d
(a, b) T (c,d) & a<cV(a=c / b<d)

Sera S a relagdao de ordem parcial lata associada a R?

ll. Como classifica a relagdo ‘precede’ no conjunto dos
instantes (ou épocas) relativas a um dado lugar da Terra? E no
conjunto dos instantes relativos a lugares considerados em dife-
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rentes astros? (Segundo a Teoria da Relatividade, esta relacao
néo & tricotdmica no 2.° caso.)

NOTA. Como, daqui por diante, trataremos exclusivamente
de relagbes de ordem total estrita, omitiremos o qualificativo
‘total estrita’, por j& nao haver qualquer possibilidade de confuséo.

6. Relagdo ‘situado entre’ associada a uma relacio de
ordem. Consideremos uma relagcao de ordem < num conjunto U.
A partir desta define-se uma relagdo ternaria do seguinte modo:

(1) x esta entre a e b& a<x<bVb<x<a

Esta relacao ternaria € chamada a relagcdo ‘situado entre’
associada a relacdo <. Mas é evidente que a mesma estd asso-
ciada a relacdo de ordem inversa:

X estd entre a e b&ar-x>-bVbex-a

(O sinal > pode ler-se ‘segue’, enquanto o sinal < se Ié ‘precede’).
Por sua vez as relacées < e » dizem-se ambas subordinadas
a relacdo ‘situado entre’, que se definiu.

EXERCICIOS — I.  Considere num conjunto U={a, b, c, d}
a seguinte relacdo ternéria:

T = {acd , adc , acb , abc , dcb , dbc , dab , dba}

e interprete a expressao T (x, y, z) como abreviatura de ‘x esta
entre y e 2z'. Determine entdo as relagoes de ordem subordinadas
a T, se porventura existem. [Observacao: usamos a notagao ‘acd’
como abreviatura de ‘(a, ¢, d)’.]

Il. Quantas relagbes ‘situado entre’ se podem definir num

conjunto finito com n elementos?
(Ver respostas no final do nimero seguinte.)
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7. Relacées de ordem subordinadas a relacdo ‘situado
entre’ numa recta. Pde-se agora naturalmente a seguinte pergunta:

Sera possivel introduzir na recta uma relagédo de ordem que
esteja subordinada a relagdo ‘situado entre’ 14 existente?

A resposta é afirmativa.

TEOREMA. Numa recta é sempre possivel introduzir (de
dois modos diferentes) uma relacdo de ordem que fique subordi-
nada & relacdo geométrica ‘situado entre’.

Demonstracéo:

Sejam A e B dois pontos distintos da recta e convencio-
nemos por exemplo que A <B.

X

1 L. 1 1

A B

Entdo, dados dois pontos X e Y quaisquer da recta escreve-
remos X <Y, se os pontos X, Y sao distintos e as semi-rectas
AB e XY estao voltadas para o mesmo lado; isto &, simbolicamente:

X<Y & X+Y A (XY ABV AB  XY)

Entdo, é facil ver, aplicando a PROPOSICAO 1 do n.° 1, que
a relagdo < assim definida é de facto uma relagcdo de ordem
subordinada a relacdo geométrica ‘situado entre’. Pois bem:

DEFINICAO. Chamam-se sentidos duma recta as duas rela-
¢oes de ordem subordinadas a sua relacdo ‘situado entre’. Uma
recta diz-se orientada, quando nela se define um sentido.

Segundo o que vimos na demonstracado anterior, para definir
um sentido numa recta, basta dar um par ordenado (A, B) de
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pontos que verifique esse sentido ou (o que & equivalente) dar
a semi-recta AB.

Na préatica, o sentido pode ser indicado intuitivamente por
meio de uma seta paralela @ recta ou mesmo incorporada na
propria recta.

A origem intuitiva desta nogdo estd no conceito fisico de
sentido dum movimento. Notemos a propédsito que, segundo esta
terminologia, a designacao ‘direcgdo proibida‘’, tal como se usa
entre n6és em regras de transito estd incorrectamente aplicada.
Deveria dizer-se, nesses casos, ‘sentido proibido’. O significado
de ‘direcgdo proibida’ deveria ser o de ‘trénsito proibido nos dois
sentidos’.

Recordemos que se chama direccdo duma recta r a proprie-
dade comum a todas as rectas paralelas a r. A nogédo de sentido
pode ser estendida a todas as rectas com a mesma direcgao.
Mas, para isso, precisamos de utilizar projecgdes paralelas.

RESPOSTAS A0S EXERCICIOS DO NUMERO ANTERIOR:

. c<a <d=<b e inversa. ||._"2'_se n>11sen=1.

8. Projeccoes paralelas. Extensdo do conceito de sentido.
Consideremos num plano « duas rectas r e d concorrentes, e seja
P um ponto qualquer do plano. Chama-se projecgdo de P sobre r
paralelamente a d ao ponto P’ da intersecgdao de r com a recta
que passa por P e é paralela a d. Fica assim definida uma apli-

20



COMPENDIO DE MATEMATICA

cagao (nado biunivoca) do plano « sobre r, chamada projeccéo
paralela. A projecgdo diz-se ortogonal, sse d L r.

Analogamente se define projeccao paralela (e projeccéo
ortogonal) do espago sobre um plano.

LEMA 1. Sejam r, v’ duas rectas quaisquer dum plano e
d uma outra recta do plano concorrente com as primeiras. Entao,
a projecgcao paralelamente a d define uma aplicagao biunivoca de
r sobre r’ que respeita a relacao ‘situado entre’. Quer dizer: se
forem A, B, C trés pontos quaisquer de r e A’, B’, C’, respecti-
vamente as projeccoes de A, B, C sobre r’, tem-se:

B esta entre A e C &> B’ esta entre A’ e C’

Demonstracao*:

A projeccao paralela a d define manifestamente uma apli-
cacao biunivoca de r sobre r’: a sua inversa é a projeccao dos
pontos de r’ sobre r paralelamente a d.

A

Sejam agora A, B, C trés pontos de r tais que B esteja
entre A e C. Suponhamos que B’ ndo esta entre A’ e C’, e que,

21
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por exemplo, C’ estd entre A’ e B’. Entdo A’ e B’ pertencem
a dois semiplanos diferentes de fronteira CC’. Mas A e B estao
no mesmo semiplano de fronteira CC’ (porqué?). Logo BB’
intersecta CC’ num ponto M (porqué?) o que é impossivel
(porqué?). Portanto C’ nao pode estar entre A’ e B’. Analoga-
mente se prova que A’ ndo pode estar entre B’ e C’. Como
B’ ndo pode ser A’ nem C’, conclui-se que B’ esté entre A’ e C’.

A reciproca fica provada pelo mesmo raciocinio e assim
termina a demonstracao.

Note-se que este lema é necessério para a demonstragdo
do teorema de Tales, no caso em que os segmentos conside-
rados numa das rectas sdo incomensuraveis.

LEMA 2. Sejam r, r’ duas rectas paralelas dum plano e
d uma outra recta do plano, concorrente com as primeiras. Se
as rectas r, r’ estiverem orientadas, e se a projecgédo de r sobre
r’ paralelamente a d respeita o sentido, a projeccao de r sobre t’
paralelamente a qualquer outra recta d’ também respeita o sen-
tido (isomorfismo de ordem).

Demonstracao*:

Seja A um ponto qualquer de r, A’ a sua projecgdo sobre r’
paralelamente a d e A” a sua projeccdo sobre r’ paralelamente
a outra recta d’. Designemos por B a projeccdo de A” sobre r
paralelamente a d’. Entao A” coincide com a projeccao B’ de B
sobre r’ paralelamente a d. Suponhamos que A <B e A’ < B,
segundo os critérios adoptados. Pretende-se provar que tam-
bém A” <B”.

A’ A’ =B’ éu rfb_

Notemos que A’ e B estdo em semiplanos opostos de fron-
teira AA” (porqué?) e que B e B” estdo no mesmo semiplano
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de fronteira AA” (porqué?). Logo A” (ou seja B’) esti entre
A’ e B” (porqué?). E, como A’ < B’ (por hipbétese), daqui se
conclui que A” < B”,

g. e. d.

Convém notar que, se as rectas forem concorrentes, existe
sempre uma projeccao paralela que respeita e outra que nédo
respeita os sentidos, como se pode inferir da figura junta.

DEFINICAO 1. Dadas duas rectas pafalelas orientadas, ret’,
diz-se que r concorda com r’/, sse qualquer pro;ecgao paralela
de r sobre r’ respeita o sentido.

TEOREMA. A relacdo de concordancia assim definida é
uma relagdo de equivaléncia.

Demonstragao*:

Imediatamente se reconhece que a relagcdo é reflexiva e
simétrica.

Sejam agora r, r’, r’’ trés rectas orientadas paralelas entre
si, e suponhamos que r concorda com r’ e r’ concorda com r”.
Trata-se de provar que r concorda com r”.

Suponhamos que as rectas ndo sao complanares. Sejam:
A, B dois pontos distintos de r; A’, B’ respectivamente as pro-
jeccoes de A, B sobre r’ paralelamente a uma recta d; e
A", B” respectivamente as projeccdes de A’, B’ sobre r’’ parale-
lamente a uma recta d’. Entdo os planos AA’ A” e BB’ B” sdo
paralelos (porqué?). Logo as rectas AA” e BB” sdo paralelas
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(porqué?). Por outro lado, se A < B, também A’ <B’ e A” < B”
(porqué?) (). Logo a projeccao de r sobre r” paralelamente a d’
respeita o sentido, o que significa que r concorda com r”.

i

A B | r
N v
LN \\
\\ ™ \‘ %,
’
\l \\\ A’ \ \\B *
\ / ‘\ / »
\ / \ /
\ / /
v/ “ l/
v/
14 \ 7/ pir
% Y]
A" B

Se as trés rectas r, r’, r’’ sao complanares, basta considerar
as projecgoes de r sobre r’ e de r’ sobre r'’ paralelamente a uma

mesma recta, para chegar trivialmente @ mesma conclusdo.

B
t

]

!
I

i

IR?
!B
!

I

; 1

I

rf’ :

I
I
r? =144
A /B

DEFINICAO 2. Diz-se que duas rectas orientadas paralelas
tém o mesmo sentido, sse sdo concordantes. Se nao sédo con-
cordantes, diz-se que tém sentidos contréarios.

Deste modo chegamos, por abstracgao, ao conceito genera-
lizado de sentido.

Sentido duma recta orientada r é a propriedade comum a
todas as rectas orientadas que concordam com r (do mesmo
modo que a direccdo duma recta é a propriedade comum a todas
as rectas que lhe sao paralelas).

24
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Do exposto se conclui que:

Toda a direccao no espago tem dois sentidos contrarios.

Para representar um sentido, basta dar um par ordenado de
pontos distintos ou uma semi-recta que tenha esse sentido, do
mesmo modo que, para representar uma direc¢do, basta dar uma
recta que tenha essa direccéo.

DEFINICAO 3. Chama-se segmento orientado qualquer
segmento de recta, ao qual se atribui um sentido. Se os extremos
do segmento sdo pontos distintos, o segmento fica orientado
quando se estabelece que um dos extremos precede o0 outro
extremo: entdo o primeiro chama-se origem e o segundo extremi-
dade do segmento orientado. Se os extremos sdo coincidentes
(segmento nulo}, o segmento considera-se sempre orientado, de
acordo com a nota final do n° 4; mas diz-se que tem direcgao
e sentido indeterminados (ou arbitrérios).

Sendo A e B dois pontos quaisquer, o simbolo

[A. B]

designara o segmento orientado de origem A e extremidade B
(mesmo que seja A=B).

/B

A

9. Conceito de vector. Em fisica apresentam-se entidades
de diversas naturezas, constituidas pela associagdo duma gran-
deza absoluta a uma direcgdo e a um sentido no espaco. Essas
entidades sdo chamadas grandezas vectoriais ou vectores. Por
exemplo, quando se diz que a velocidade dum ponto material
em dado instante é de 3 m/s (grandeza absoluta), isso n#o
basta, muitas vezes, para definir inteiramente o estado de movi-

mento do ponto nesse instante: € necessario associar aquela
grandeza a direcgdo e o sentido do movimento, e esta associacdo
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de dados & chamada velocidade vectorial do ponto no instante
considerado. Situagdes anélogas se apresentam a respeito de
aceleragoes, forgas, campos eléctricos ou magnéticos, etc.

Recordemos que toda a grandeza absoluta pode ser definida
por um namero real ndo negativo, que é a sua medida em relagao
a grandeza da mesma espécie tomada para unidade. Assim, no
exemplo anterior, a unidade é o m/s e a medida & 3.

Deste modo, toda a grandeza absoluta, qualquer que seja
a sua natureza, pode ser representada por um segmento de recta,
uma vez fixada uma unidade de comprimento. E, assim, toda a
grandeza vectorial pode ser representada por um segmento orien-
tado, em virtude do seguinte

TEOREMA. Dados um comprimento, uma direc¢do e um
sentido, existe sempre, pelo menos, um segmento orientado, que
tem esse comprimento, essa direccdo e esse sentido.

M

P
o
A
\B
Demonstragao:

Como vimos, a direcgcao e o sentido podem ser represen-
tados por uma semi-recta OM e o comprimento por segmento
de recta AB. Entdo, segundo um dos axiomas da geometria
euclidiana, existe um (e um sé) ponto P de OM tal que
OP = AB. Ora é evidente que o segmento orientado [0, P] tem
o comprimento, a direccao e o sentido que foram dados.

DEFINICAO. Diz-se que dois segmentos orientados séao
equipolentes sse tém o mesmo comprimento, a mesma direc¢ao
e o mesmo sentido. Em particular, sdo equipolentes todos os
segmentos nulos.
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E desde logo evidente que:

A relagdo de equipoléncia, assim definida, é uma relagdao de
equivaléncia.

DEFINICAO 2. Diz-se que dois segmentos orientados repre-
sentam o mesmo vector, sse sdo equipolentes.

Assim, o vector representado por um segmento orientado
[A, B] aparece-nos como a conjungao dos trés atributos: o com-
primento, a direccao e o sentido de [A, B] (*). E o mesmo vector
pode ser representado indistintamente por qualquer segmento
orientado equipolente a [A, B] (do mesmo modo que a direc¢ao
duma recta r pode ser representada indistintamente por qualquer
recta paralela a r ou o metro pode ser representado indistinta-
mente por qualquer segmento com o comprimento de um metro).

Chama-se comprimento, direc¢do e sentido dum vector, res-
pectivamente, o comprimento, a direccao e o sentido de qualquer
dos segmentos orientados que o representam. Chama-se vector
nulo o vector de comprimento nulo (representado por qualquer
segmento [A, A] de extremos coincidentes).

Os segmentos orientados também por vezes sao chamados
vectores aplicados. Neste caso, 0s vectores sao chamados vectores
livres (isto é, com origem livre) para se distinguirem dos primeiros.
Recordemos que, na fisica, € necessario um vector aplicado para
representar uma forga, visto que nao bastam a direcgao, o sentido
e a intensidade para definir a forca: & necessario dar ainda o
ponto de aplicacdo, que & precisamente a origem do correspon-
dente vector aplicado.

No entanto, quando se trata de forgas aplicadas a soélidos,
o ponto de aplicacao da forca pode ser substituido por outro
ponto do sélido situado na mesma recta do segmento represen-
tativo. Daqui a nogdo de ‘vector deslizante’.

Diz-se que dois segmentos orientados representam o mesmo
vector deslizante, sse sao equipolentes e pertencem a mesma recta.

(*) Também pode ser considerado como a classe dos segmentos orienta-
dos equipolentes a [A, B].
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Como, daqui por diante, ndo precisaremos das expressoes
‘vector aplicado’ e ‘vector deslizante’, diremos sempre ‘vector’
com o significado de ‘vector livre’.

10. Soma de um ponto com um vector. O vector repre-
sentado por um segmento orientado [A, B] sera designado pela

-~ .4 - . -~ »
notagcao AB. Quando ndo for preciso fazer alusdao directa ao
segmento representativo, os vectores serao designados, em geral,
por letras minusculas encimadas de setas, como por exemplo:

I e . . I
u ¥ ;. a ; b ;, x ; ¥ ; €

O vector nulo sera designado pelo simbolo 3

Importa salientar que qualquer ponto do espagco pode ser
tomado para origem do segmento representativo de um dado
vector. Com efeito:

TEOREMA. Dados um ponto O e um segmento [A, B],
existe sempre um e um s6 ponto P tal que [O, P} é equipolente
a [Al B]'

Demonstracéo:

Suponhamos dados, arbitrariamente, O e [A, B]. Dois casos
se podem verificar:

b Y

1.° caso. O ponto O nao pertence a recta AB. Considere-
mos a recta r que passa por O e é paralela a AB, e a recta s que
passa por B e é paralela a AO. Ora estas rectas encontram-se num
ponto unico P (porqué?) e [0, P] é equipolente a AB (porqué?).
Seja agora, reciprocamente, Q um ponto tal [0, Q] é equi-
polente a [A, B]. Entdo 0Q// AB, BQ// AO (porqué?), donde
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0Q=0P, BQ=BP (porqué?) e portanto P=0Q. Logo existe um
ponto Unico que verifica a condigdo indicada.

2.° caso. O ¢ AB. Este caso pode ser reduzido ao anterior,
considerando um ponto O’ fora de AB e aplicando a transttividade
da relacdo de equipocléncia, como se indica na figura supra.

Em termos de vectores, o teorema demonstrado pode ser tra-
duzido do seguinte modo:

Y
Dados um ponto O e um vector u, existe sempre um € $6
->

um ponto P tal que [O, P] representa o vector u.

.9
DEFINICAO. Chama-se soma do pontoe O com o vector u o

ponto P a que se refere o teorema anterior, isto é, a extremidade

- - .-9
do segmento orientado de origem Q que representa o vector u.
Escreve-se entao:

.)
P=0O+4+u

- -) r .
Também se diz neste caso que o vector u é a diferenca
entre o ponto P e o ponto O, e escreve-se

—>
u=P-0
" B
u |
A i
H 1
i 1
i i
1
: u P
[
]
9]
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Assim, temos duas maneiras diferentes de designar o mesmo

—_—
vector: a expressao OP e a expressao P — O. Se for [A, B] outro

->
segmento orientado representativo de u, podemos escrever
— — —> >
u=0OP=AB ou u=P-0=B-A

Note-se, porém, que esta ultima igualdade nao nos habilita
a escrever:
A+P=B+0

Habitualmente, nado faz sentido falar de ‘soma de dois pontos’,
embora, como acabamos de ver, se possa falar da diferenga entre
um ponto B e um ponto A, como sendo o vector representado
por [A, BI.

> >
EXERCICIO. Represente no papel um vector u s 0, com
lapis azul, e desenhe, também a azul, um losango [ABCD] cujos

->
lados e cujas diagonais nao tenham a direccao de u. Posto isto,
desenhe a vermelho a figura [A’B’C’D’] que se obtém adicio-

nando u aos pontos da primeira (linhas auxiliares a tracejado,
com lapis preto). Que conclui, comparando a figura obtida com
a dada?

11. Soma de dois vectores. Suponhamos dados dois vec-

-2 2> :
tores u, v e seja A um ponto qualquer do espago. Somemos A

->
com u e seja B o resultado:

->
B=A++u
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-»>
Somemos agora B com v e seja

-9
C=B+v
- - ->
Entdo C = (A + u) + v e somos tentados a escrever

A+ +v==~A% (UL,

onde

s

> >
u+v=AC

T -> >
e chamar a u + v soma de u com v.

Somos assim conduzidos naturalmente & seguinte

-> =
DEFINICAO. Dados dois vectores u e v, diz-se que um

— > - . .
vector s é soma de u com v, sse existem trés pontos A, B, C

tais que:

> — > —> > —>
u=AB , v=BC e s=AC

Desde logo se vé que:

> > .
. Quaisquer que sejam os vectores u e v, existe (pelo
=¥ ->
menos) um vector que € soma de u com V.

>
Com efeito, escolhido um ponto A, existe o ponto B = A + u,

> - —
o ponto C = B + v e, portanto, se designarmos por s o vector AC
tem-se:

O — > — > -
u=AB , v=BC e s=AC

- > i
Vamos, agora, ver que a soma de u com v é unica, isto é,

nédo depende do ponto A escolhido.
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->
v

- - 6 -~ - -
l. Quaisquer que sejam u e v, nao existe mais de um

) -> -
vector que seja soma de u com V.

Demonstragao:

e I A iy o ;

Suponhamos que s e s’ sd8o soma de u com v. Quer isto
dizer que existem dois ternos de pontos (A, B, C) e (A’, B, C’)
tais que

> —> > = > —>
u=AB , v=BC , s=AC
> —> > = >
u=AB" , v=BC , s=AC
> .
Queremos provar que s = s’. Dois casos se podem dar:

1.2 caso. A, B, C ndo séo colineares. Entao A, B, C definem
um plano, ABC. Podemos, agora, distinguir duas hipGteses:

1) A’ ¢ ABC. Tem-se entao A’B’//AB e B’C’//BC (por-
qué?). Logo os planos A’B’C’ e ABC sado paralelos e distintos
(porqué?). Por sua vez

AA’//BB’//CC’ (porqué?). Logo A’C’//AC (porqué?) (%)
— —> > >
e A’C’ = AC (porqué) ou seja s = s’.

2) A’ e ABC. Esta hipdtese reduz-se a anterior, conside-
rando um ponto A” ¢ ABC. Basta entdo passar sucessivamente
de A para A’ e de A’ para A”, e aplicar a transitividade da
equipoléncia.

B
1
1
1
1

- ——— = -
- - -

Cl

>
:

() Quando dois planos paralelos séo cortados por um terceiro...
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2.° caso. A, B, C sdo colineares. Neste caso, é facil ver que:

> > >
1) Se u, v tém o mesmo sentido, o vector s tem a direcgédo

e o sentido dos vectores dados, e o seu comprimento é igual
. > o
a soma dos comprimentos de u e v. Como sucede o mesmo

-—:-’ -> -
com s’, tem-se s = s’.

-
u

<y

OL_.Y

"

!

|

A B
> o . ) . .

2) Se u, v tém sentidos contrarios e comprimentos dife-

-> - -> > . .
rentes, s tem a direcgao de u e v, o sentido do vector com maior
comprimento e o seu comprimento é a diferengca entre o maior e

..)
o menor dos comprimentos dados. O mesmo para s’.

->

u
-+ v | §
A |
= A S

> > . i
3) Se u, v tém sentidos contrarios e o mesmo compri-
mento, entao

X

->
f =0

—
s =

<licl

B
ol L__¥
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> S ->
4) Se um dos vectores u, v € nulo, entdo s é igual ao
->
outro vector dado e 0 mesmo sucede com s’.

cl

<J

L TR |

i
~

Como nao ha nenhuma outra hip6tese a considerar, o teorema
fica demonstrado.

>
DEFINICAO 2. Dados dois vectores u, v, designa-se por

—> '9 -> '9 - - A - . -
u+ v asoma de u com v, cuja existéncia e unicidade acaba de

ser provada.

> >
DEFINICAO 3. Diz-se que dois vectores u, v so colineares,

sse podem ser representados por segmentos orientados duma
mesma recta.

> -
Equivale isto a dizer que os vectores u, v tém a mesma
direccdo ou um deles pelo menos é nulo.

Segundo o que se viu na demonstragdo do teorema ante-
rior (2.° caso):

A soma de dois vectores colineares pode ser obtida por
meio de regras semelhantes as que sdo usadas para a adi¢cdo de
grandezas relativas — em particular, para a adigdo de numeros
reais.

E facil ver ainda que a adicdo de vectores tem as seguintes
propriedades:
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S o > > e T Lo
M. (u+v) +w=u++ (v+ w),Vu, v, w (associatividade )

B

cv
<

Demonstragao:
Seja A um ponto qualquer do espago e ponhamos

-> - ->
B=A+u , C=B+v , D=C+w

Entao
-> > — - ——
u+v=ACew=CD
donde
> - - —>
(1) (u+v) +w=AD
e e T e <
Por outro lado, u = AB e v + w = BD, donde
> -S> - —
(2) u+ (v-+w)=AD

De (1) e (2) conclui-se 0 que se pretende.
IV. A adicdo tem elemento neutro (o vector nulo).

Com efeito, tem-se, como vimos:

> S5 S ~>
u u=u , VYu

> ->
+0=0+
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-)
V. Todo o vector u tem elemento simétrico.
> -> >
Com efeito, se u %= 0, o vector que tem o comprimento de u,

> > ->
a direcgcao de u e sentido contréario ao de u, é o simétrico de u ou

->
seja — u:
-> -> > -> >
u+ (=u) =(—=u) +u=0
4 > >
Se u=0, entdo —u = 0, como é facil ver.

VI. A adigcado de vectores é comutativa.

Demonstragéao:

Dois casos se podem dar:

> ~>
1.° caso. Os vectores u, v ndo sao colineares.

Seja A um ponto qualquer e ponhamos

> > -
B=A+4+u , C=B+4+v , D=A+v

Entao A, B, C nao sdo colineares (porqué?) e AD//BC (porqué?),
donde DC//AB (porqué?). Portanto

- —>

-> e T T
DC = AB = u (porqué?) eassm AC=u+v=v+ u

-+
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2> >
2.° caso. Os vectores u e v sdo colineares. Neste caso,
N ->
como vimos, u + v pode ser obtido segundo regras semelhantes

88 da adigdo de nUimeros reais — regras que nao dependem da
e =» >
ordem dos vectores, isto &, tem-se u + v = v + u.

Esta demonstragdao poe em evidéncia o seguinte facto:
2> S

Quando os vectores u, v ndo sao colineares — e SO0 nesse
caso — a soma de 3 com :/) pode ser obtida pela REGRA DO
PARALELOGRAMO, que se indica na fisica, para a composi¢édo
de forgas.

Notemos, finalmente, que a conjunga@o das propriedades [-VI
pode enunciar-se resumidamente do seguinte modo:

TEOREMA. O conjunto de todos os vectores do espaco é
um grupo comutativo a respeito da adigcdo (portanto um méddulo).
Daqui se deduz, desde logo:

e
COROLARIO. Dados dois vectores u, v, existe sempre um
>

> - >

e um so vector x tal que v + x = u. Este vector (que se chama
_ I ol PP

diferengca entre u e v, e se representa por (u— v) é igual a

> ->
u-+ (=v).
Ser4, portanto
-> > > >
Uu—v=u-++ (—V)

] . -> . > . . >
\sto é: subtrair v de u equivale a somar a u o simétrico de v.
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EXERCICIOS. |. Marque no papel trés pontos A, B, C
nao colineares e determine os pontos assim definidos:

—_

' —>
M=A+(B—-A)+(C—-A) , N=M+AC , P=B-~AN

—_> —_ —— —
Relacione NB com AC e calcule BP + AN.

Il. Demonstre que se tem, quaisquer que sejam os pontos
-~
A, B e os vectores u, v:

EA b 3 o 8 b T s DA — B o L )

..9
(Sugestdo: escreva o 1.° membro igual a w).

lIl. Demonstre que se tem, quaisquer gue sejam 0s pontos
A, B, C, D:

(A—B)+(C-D)=(A—-D) - (B—=20C)
12. Translagdes. Chama-se movimento de translagcao todo

o movimento de um soélido, tal que as direcgbes das rectas
ligadas ao sdélido se mantém invariaveis durante o movimento.

Se, além disso, o movimento é rectilineo e uniforme, os
pontos materiais do sélido descrevem segmentos paralelos, de
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igual comprimento e orientados todos no mesmo sentido — isto é,
segmentos orientados equipolentes.

Assim, o conceito fisico de ‘movimento de translagao’ (em
que intervém a ideia de ‘tempo’) sugere o seguinte conceito

puramente geométrico, que se reduz a uma correspondéncia
entre pontos:

-3
DEFINICAOQO. Dado um vector u, chama-se translagao defi-

o
nida por u a aplicagdo

3
P_sP +u

que faz corresponder a cada ponto P do espago g o ponto

-
P’ = P + u do mesmo espacgo.

Desde logo se verifica o seguinte

TEOREMA. O produto (ou a resultante) de duas transla-
¢Oes ainda é uma translagdo, cujo vector é a soma dos vectores
que definem as translagdes dadas.

Com efeito, sejam U, V duas translagoes, definidas respec-

> .
tivamente pelos vectores u, v. Entao, para todo o Ped vira

UPP)=P+u , V(UP) =(P+u) +v
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donde, aplicando a esquerda a definicdo de ‘produto de opera-
dores’ e a direita a definicao de ‘soma de vectores'

> >
(V-U) (P) =P+ (u+v), g.ed
Por outro lado, é de notar o seguinte:

Vectores diferentes definem translagbes diferentes.

> o >
Com efeito, seja u % v. Entdo, pondo P’ =P+ u e
,9 . ~
P” =P + v, tem-se P”= P (porqué?) e portanto as aplicagées
" o . . o, i
P e P:*—”P a_ssnm definidas s@o dlst'mtas.

Posto isto, designemos por Q) o conjunto de todos os vec-
tores do espago e por © o conjunto das translagoes do espago.
Entao, do teorema anterior e da nota que se lhe segue, deduz-se
0 seguinte:

L. . >
A aplicacdo u _5,U, que associa a cada vector u a trans-

-~ . .)
lago definida por u é um isomorfismo de (%, +) sobre (0,.).

E daqui por sua vez resulta, pelo PRINCIPIO DE ISOMORFIA:

O conjunto das translagbes é um grupo comutativo a res-
peito da multiplicagcéo, isomorfo ao modulo dos vectores.

Assim, a linguagem aditiva em termos de vectores pode ser

traduzida integralmente na linguagem multiplicativa em termos
->
de translagbées. Em particular, ao vector O corresponde a

translagdo | (aplicagao identidade). Por outro lado:

>
A translagao definida por um vector u qualquer é uma apli-

cagédo biunivoca do espago & sobre si mesmo. A sua inversa é
>
definida por — u.

EXERCICIO —I. Sendo T a translagdao definida por um

> -> >
vector a #+= 0 e sendo r uma recta com a direc¢dao de a, deter-
mine T(r). (Ver resposta no final do nimero seguinte.)
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13. Produto de um numero real por um vector. O com-
- —> r . ~
primento dum vector u é representado habitualmente pela notagao
-> -
| u| e também se lhe chama ‘médulo de u’. Quando se adopta uma

.9

unidade de comprimento, é costume identificar o moédulo de u
com o nimero real que é a sua medida relativamente a unidade
adoptada.

Convém, desde ja, registar a seguinte importante PROPRIE-
DADE DO MODULO DA SOMA:

> S — > > -
(1) lut+v|< Jul+|v] , Vuv
’9 -> ~ . -~ by

Se u e v sdo colineares, a demonstracdo reduz-se & da cor-

respondente propriedade para nimeros reais.
-> >
Se u e v ndo sado colineares, a propriedade (1), como se

pode inferir da figura junta, é consequéncia imediata do seguinte
teorema, bem conhecido, de geometria euclidiana:

Qualquer lado dum tridngulo é menor que a soma dos
outros dois.

= B
u

<l

-~
u+y c

Posto isto, suponhamos dados um nimero real « e um

.__)
vector u:

> >

DEFINICAO. Se a0 e u+ 0, chama-se produto de e

- =
por u, o vector cujo comprimento é o produto de |a| por |u],

- -~ Ve - ~ —> . r ’ .
cuja direccdo é a direc¢do de u e cujo sentido é o sentido

->

de u ou o sentido contrdrio, conforme o >0 ou a< 0. Se
> o o =
« =0 ou u =0, chama-se produto de « por u o vector 0.
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> - - _
O produto de « por u representa-se por eu OU « = u. Assim,

por definicdo, tem-se:

> > > - > >
|eu|=|a|.ju| , O:u=0 , «-0=0,
. - P>
quaisquer que sejam a¢lR e ue N,
-
u
sl >
; ' 3u
& 3 : M ; : >
: >
5
—2u I 4 >
< ! ; 3 u

Na figura junta sao indicados os produtos dos numeros

2. -ie-Z
3

->
por um vector u.

Em particular, tem-se:

> > > -
1.u=u u , para todo o u ¢ .

._)
, (=1 0= —
E facil estabelecer as seguintes propriedades:

> -> =
. (@a+ B)u=au+ Bu
> > > > o
. a(u+vVv) =au+av ; Va BelR; u, ve

M. alfu) = (a:B)0

chamadas, respectivamente, distributividade & esquerda, distribu-
tividade & direita e associatividade.
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Estas sdo consequéncias simples da definicdo, excepto a
- —) .9 ol L .
propriedade |, no caso em que u e v nao sao colineares.

Tomemos, neste caso, um ponto O qualquer do espaco e seja

- > — >
OA=u , AB=vV
donde
—> > o
OB=u-+yv
Seja ainda
—> > e > >
(1) OA’ =au , OB’ =a(u+v)

Suponhamos « > 0. Entdo

|OA’[ | OB’|
|OA| |OB |

= a (porqué?)

OA’ = OA , OB’ = OB (porqué?)
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Logo, aplicando o reciproco do TEOREMA DE THALES, vem
A’'B"//AB e |A'B’| = al|AB|

Além disso, AB e A’B’ t&m o mesmo sentido (porqué?).
Logo

o o >
(2) A’'B’ = a:AB = avV

—> —> —
Mas OB’ = OA’ + A’B’. Portanto, atendendo a (1) e (2),

> > - >
a(U+ V) =au 4+ aVv

A demonstragdo é anéloga no caso em que « < 0.

> = >
Se a =0, tem-se trivialmente O(v + v) = 0.u + O.v = 0.

Assim, em resumo:

Além da operagdo +, definida no conjunto Q) (operacio
bindria interna), apresenta-se a operagao ., que, a cada par

> >
ordenado (a, u), tal que «¢lR e u e 9, faz corresponder um

._) - . . ’
e um s6 elemento au de N. A respeito da primeira, N & um
grupo comutativo, portanto um mddulo. A segunda operagdao tem

e I
as propriedades I-lil e ainda a propriedade 1-u=u, VueN.
Exprime-se a conjun¢@o de todos estes factos dizendo que
D é um espacgo vectorial sobre o corpo IR, ou um espaco vecto-
rial real. Mas note-se: o terno (N, + ,.) ndo é um anel, visto
que a operagao « ndo é interna, quer dizer, nao é uma aplicagao
de N* em YN, mas sim uma aplicagio de IR x Y em N,
tendo-se IR¢ Y .

Dum modo geral:

Diz-se que um conjunto S de elementos u, v,... quaisquer -
é um espacgo vectorial sobre um dado corpo K, sse s@o definidas
duas operagdes -+ e . tais que:
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1) S é um grupo comutativo a respeito da adigcao ().
2) A operagao - associa a cada par (a, u) de elementos,
a de K e u de S, um elemento au de S, de tal modo que:

(a +b)u=au+bu , a(u+ v) = au-+ av,
a(bu) = (ab)u e 1.u=u , VabeK; uve S

Nestas condigbes, os elementos de S chamam-se vectores e
os elementos de K chamam-se escalares. Veremos adiante exem-
plos de espacos vectoriais diferentes de N,

EXERCICIOS —|I. Marque no papel 4 pontos, O, A, B, C,
nao colineares 3 a 3 (a azul), e trace os lados dum tridngulo
[ABC] (a azul). Em seguida desenhe a vermelho o tridngulo
cujos vertices sao:

A'’=04+3(A—-0) , B'=0+4+3(B—0) , C'=0+4+3(C-0)
Il. Exercicio analogo, substituindo 3 por —5/4.

RESPOSTA AO EXERCICIO DO NUMERO ANTERIOR:
T(r) = T

14. Homotetias. Comece por resolver o exercicio anterior.
Feito isto, suponhamos dados em geral um ponto O e um niimero
real r &= 0. Seja agora P um ponto qualquer do espago e ponhamos:

PP=0+r (P=0)

Pl
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Tem-se, pois:

——> P
OP" =r - OP

Ser>0e P+0, entio P’ é o ponto da semi-recta OP,
tal que |OP’| = r|OP|.
Se r<0 e P+ 0, a Gnica diferengca é que P’ pertence a

semi-recta oposta.
Se P=0, tem-se P’ =P =0,

DEFINICAO. Chama-se homotetia de centro O e razéo r a
aplicacao que faz corresponder a cada ponto P de g o ponto

PP=0+r (P-0)

A homotetia chama-se directa ou inversa, conforme r >0
our<ao.

Na figura junta apresentam-se os transformados do tridngulo
[ABC] pelas homotetias de razoes 2 e —2/3.

Em qualquer caso, uma homotetia € uma transformagéo de
semelhanga: uma ampliagdo se |r| > 1, uma redugdo se |r| < 1
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e uma igualdade se |r| = 1. Assim, a homotética duma figura d
é sempre uma figura semelhante a <f. Em particular, se r = 1
a homotetia reduz-se a ! e se r = —1 a homotetia é a simetria
de centro O.

Uma maquina de projeccao é exemplo intuitivo de um apa-
relho que efectua uma homotetia sobre a figura que é projectada
no alvo, ampliando-a consideravelmente.

A propriedade 1ll enunciada no nUmero anterior mostra-nos
imediatamente que:

O produto de duas homotetias de centro O é ainda uma
homotetia de centro O, cuja razdo é o produto das razées das
primeiras.

E, como duas homotetias de razbes r, e r, distintas sado
aplicagbes distintas, segue-se que:

O conjunto das homotetias de centro O é um grupo multipli-
cativo isomorfo ao grupo multiplicativo dos ntimeros reais dife-
rentes de zero.

Como corolario:
A homotetia de centro O e razdo r é uma aplicacdo biunivoca

do espago & sobre si mesmo. A sua inversa é a homotetia de
centro O e razdo 1/r.

EXERCICIOS:

. Sendo A e B dois pontos distintos, identifique os con-
juntos de pontos P que verificam as seguintes condigoes:

a) Jt>0:P=A + t(B—A)
b) 3t<0:P=A + t(B—A)
c) 3t elR:P=A + t(B—A)
d) 3JtelR:P=A+t(B—~A) , 0 <t<1
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Sendo A, B, C trés pontos nao colineares, identifique os

conjuntos de pontos definidos pelas seguintes condigdes em P,

a)
b)
c)
d)
e)
f)
a)

- >
pondo u = B—A e v= C—A:

> >
JyelR:P=A+3 u+yv
N >
Ix,yelR:P=A+xu-+yv
>
dxelR, y >0:P=A+xu+yv
>
Ax>0 y>0:P=A+xu+yv
> >
Ix, yelR:P=A 4+ xu+vyv, 0<x<1
> >
dx, yelR:P=A+xu+yv, 0<x<1, 0<y <1
-> >
dx, yelR:P=A+xu+vyv, x>0, y>0, x+y<1i

¥

¥

NOTA: Para simplificar, substituimos o sinal /A por virgulas.
(Ver solugdes no final do namero seguinte.)

15. Vectores colineares e vectores complanares. Como
ja vimos atras, diz-se que dois vectores sao colineares, sse sao
representaveis por segmentos orientados duma mesma recta r.
Também se diz neste caso que sdo vectores da recta r (ou de
qualquer outra recta paralela a r).

> >
Consideremos dois vectores u, e. Da definicao de ‘produto

>
dum numero real a por e’ resulta imediatamente o seguinte:

(1)

> > > _ >
Uu=ae u € colinear com e

=

Por outro lado:

> > >
TEOREMA 1. Se e + 0, entdo, para todo o vector u colinear

>

bl r ¥ e
com e, existe um e um s6 numero real a tal que u = ae.
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e B .
A demonstracao é bem simples. Se u, e s@ao colineares e

9 9 »- - . - r
e = 0, o nimero a que satisfaz a referida condigcao seré

-> ] -> , > . >
conforme u tem o sentido de e, o sentido de —e ou é igual a O.
Portanto, atendendo a (1):

> > > ->
COROLARIO. Se e+ 0, a formula u = ae estabelece uma

- - r é r -
correspondéncia biunivoca a._»Uu entre os numeros reals a e

-> ->
0s vectores u colineares com e.

Simbolicamente:

—

i . > > > —> >
u é colinear come Ae+0& 3 aelR: u=ae

) . S>> >
DEFINICAO. Diz-se que trés vectores u, v, w sdo compla-

nares, sse podem ser representados por segmentos orientados
) > > >
dum mesmo plano =. Neste caso também se diz que u, v, W

sdo vectores do plano = (ou de qualquer outro plano paralelo
a 7r) (1)
) . > > . g
Consideremos trés vectores u, e, f. Das definicbes de ‘soma

de dois vectores’ e de ‘produto de um escalar por um vector’,
resulta o seguinte:

> - 2 2 - >
(2) u=ae+bf=>u é complanar com e e f.

() E claro que os vectores dum plano 7 ndo s&o elementos de 7: os
elementos do plano = sdo pontos.
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Por outro lado:

= >
TEOREMA 2. Se os vectores e, f ndo sdo colineares, entéao,

> > e )
para todo o vector u complanar com e e f, existe um e um so
par ordenado (a, b) de numeros reais tal que

L]
u

> > >
u=ae-+bf

Demonstragdo:

. 5 . .o —_—> > —
Suponhamos verificada a hipdtese e seja e = OA, f = OB,

—_—
OP. Entao os pontos O, A, B nao sido colineares e P ¢ AOB.
Seja P’ a projeccao de P sobre OA paralelamente a OB e P”

..._>
a projeccdo de P sobre OB paralelamente a OA. Entao OP’ é

. -— > = . —_— >
colinear com QA =e e OP” é colinear com OB = f. Portanto,

2 >

como e, f ndo sdo nulos (porqué?), existem, pelo teorema 1,
dois nameros reais a, b tais que

> ——> >
OP' =ae , OP’"=bi
i ) — — — >
Além disso OP = OP’ 4+ OP” e OP = u. Logo
> >
u=ae+bf

Reciprocamente, seja (a’, b’) um par de ndameros reais,

tal que
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> > = >
Entao vem ae + bf = a’e + b’ f, donde
-> -> ->
(a—a’)e+ (b — b’)f =0 (porqué?)

Se fosse a+ a’, seria a — a’ £ 0 e portanto

> b-=bos
e = f

a’ — a

Deste modo gseria colinear com ? o que é contra a hipotese.

Analogamente se prova que ndo pode ser b #+ b’.

Logo tem-se necessariamente a = a’ e b = b’, o que ter-
mina a demonstracgao.

Dum modo geral, chama-se combinacédo linear de dois vec-

> > - > > =
tores u, v toda a expressao da forma au + bv, em que a, b séo
nameros reais (coeficientes da combinagéo linear). Posto isto, o

teorema 2 pode assim enunciar-se:

I T , -

Se e e f ndo sao colineares, todo o vector u complanar com
-) ‘9 - . r 4 -~ -
e e f pode exprimir-se, e de um sé modo, como combinacgéo linear

deZe?.

Deste teorema deduz-se, atendendo a (2):

'_> '9 -~ - L
COROLARIO. Se e, f sdo vectores ndo colineares dum
— -t Y ) ..
plano =, a formula u = ae + bf define uma correspondéncia

.- -> ->
biunivoca u a,,(a, b) entre os vectores u do plano = e os pares
(a, b) € IR2.

. = e ok .
Diz-se entdo que o par (e, f) € uma base do conjunto dos
vectores do plano, e que os nimeros a, b sao as componentes

__)
do vector u nessa base: respectivamente a 7.* componente e a
2.* componente.
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Consideremos, agora, dois vectores do plano =

> > > > > >
(3) u=ae+bf , v=ce+df

Entao

= ->
u v

+v=(a+c)e+ (b+dFf (porqué?)

2>
Assim, a adigdo de dois vectores u, v traduz-se pela adicéo

-
ordenada das componentes de 3 e v. Simbolicamente:
> > > >
u_(a b) Av_,(c. d) 3u +v _,(a+c bt d)
Seja agora r um numero real qualquer. Entdo de (3) vem
-> > >
ru= (ra)e + (rb)f (porqué?)
Assim
> -
u_(a b) > ruq(ra, rb) . VrelR

" e - >
DEFINICAO. Diz-se que um vector u é unitério sse [u| é a
- >
unidade de comprimento. Diz-se que uma base (u, v) é ortonormal,

> > . . .
sse os vectores u, v sao unitdrios e perpendiculares entre si.

Os resultados anteriores podem estender-se a vectores do
espago.

> >
TEOREMA 3. Se e, f, g sdo trés vectores ndo complanares,

-~ e - r g
entdo, para todo o vector u do espago, existe um e um s6 terno
(a, b, c) e|R? tal que
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(4)

Deixamos a demonstragdo ao cuidado do leitor, apresen-

— >

tando, para sugestdo, a figura junta em que supomos OA = e,

—> i -

OB=f OC=g e OP =u.
Por conseguinte:

> > >
Se e, f, g ndo sdo complanares, a férmula (4) estabelece

uma correspondéncia biunivoca 3 \_?(a, b, ¢) entre os vectores
do espago e os elementos de IR:.
> > >
Diz-se entdao que o terno ordenado (u, v, w) é uma base do
espaco vectorial Q) e que os niimeros a, b, c sdo os componentes

->
de u nesta base. Além disso:

A adigcao de vectores traduz-se na adigcdo ordenada dos
componentes e analogamente para a multiplicagdo dum numero
real por um vector.

EXERCICIOS:

I. Considere os vectores representados como se segue, rela-

. > >
tivamente a uma base (e, f) do plano:

-> - =y >
u_,3—=5) ., v_ (-1.5/3) , w__(03) , 0__(00)
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a) Indique, entre estes, os pares de vectores colineares e
indique um par ordenado que possa ser tomado para nova base.

. > S
b) Determine as componentes (x, y) e (x’, y’) deee fna
nova base. [Sugestdo: comece por achar as componentes de

—e) 3 —f) na base (3, ?)]

Il. Considere os vectores representados pelos ternos
ordenados

6,2 -1) , (-9 -3,3/2) , (1,0, —=1) , (0,2 =-1)

. = 2D . .
relativamente a uma base (e, f, g) e designe-os respectivamente
e e I |
por p. q. I, S. > - > .
a) Exprima as componentes de u = x p -+ yr como funcoes

de X, y e determine-as em seguida para x = 1/2, y = 3.
b) Indique entre os vectores dados os pares de vectores
colineares, os ternos de vectores complanares e um terno orde-

nado que possa ser tomado para nova base. [Sugestdo: para
> > >
saber se trés vectores u, v, w sdo complanares, considere por

exemplo a férmula 3 = x‘\i *+ yv_\>r, traduza-a num sistema de trés
equacoes lineares em x, y utilizando as componentes dos vectores
e veja se essas equagdes sdo compativeis].

(Ver solugdes no final do n.° 15.)

SOLUCOES DOS EXERCICIOS DO NUMERO ANTERIOR:

l. a) AB; b) semi-recta AC oposta a AB; c) AB; d) ﬁ
Il. a) recta que passa por A+33 e & paralela a 3: b) ABC;
c) ABC; d) BAC; e) faixa entre duas paralelas; f) paralelogramo
[ABCD], com D = A + u + v; g) tridngulo [ABCI.

NOTA. Os factos anteriores sugerem as seguintes defini-
¢oes em |R (sendo n um numero natural qualquer):
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1) Sex=(x,...x )elR"ey=Ays...y_ ) elR", entdo
XFY= (T Y u X, F yn)
2) Sex=(X; .u X ) e [R" e «aelR, entao
ax = (aX, ..., axn)

Por exemplo, com n = 4:

(2, 0, =1, 1/2) + (0. 2. 1, —=1/2) = (2, 2, 0, 0)
4.(2 0 —-1,1/2) = (8,0, —4, 2)

Posto isto, é facil ver que |[R" & um espago vectorial sobre
R, relativamente as operacdes definidas (cf. n.° 13, final).

E ainda de notar que o conjunto dos vectores dum plano ou
o conjunto dos vectores duma recta sao espagos vectoriais,
relativamente as operagoes definidas de ‘soma’ e de ’produto
por um numero real’. Dizem-se subespagos vectoriais de .

16. Referenciais cartesianos em forma vectorial. Consi-

> >
deremos um ponto O dum plano = e dois vectores e, f ndo coli-
neares desse plano. Entao é facil ver que:
Para todo o ponto P de = existe um e um sé par (x, y) e IR?
tal que

s
1) P=0+xe+yf

. iy * ;
Basta notar que P — O é complanar com e, f e aplicar o
teorema 2 do namero anterior.

Por conseguinte:

A férmula (1) estabelece uma correspondéncia biunivoca
P__,(x, y) entre os pontos P de = e os pares (x, y) € IR%
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Diz-se entao que o terno ordenado (O, 'Z, ?) é um referencial
cartesiano do plano = e que 0s nimeros X, y sdo as coordenadas
de P nesse referencial: respectivamente a 1.2 coordenada (ou
abcissa) e a 2.* coordenada (ou ordenada).

> >
Em vez do terno (O, e, f) poderiamos utilizar o terno de
—_ = >
pontos (O, A, B) tal que OA = e, OB = f. Entdo a férmula (2)
assume o aspecto:

P=0+x(A—-0) +y(B~-—0)

> > -> >
O referencial (O, e, f) diz-se ortonormal, sse os vectores e, f

sdao unitarios e perpendiculares entre si. Desde logo se vé que
este conceito equivale ao de ‘referencial cartesiano ortogonal e
monométrico’ a que nos temos referido em geometria analitica:
0s eixos coordenados sao agora as rectas que pgssam _gor Oe

tém a direccdo e o sentido, respectivamente, de e e de f; a uni-

I = >
dade de comprimento é | e J = l f '

Importa ainda observar o seguinte:

Uma vez adoptado um ponto O do plano para origem (ou
ponto de referéncia), a férmula 3 = P — O estabelece uma corres-
pondéncia biunivoca qu entre os pontos P e os vectores 3
do plano. Se além disso for dada uma base (Z, ?), as coordenadas

. - - e
de P coincidem, respectivamente, com as componentes do vector u.
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>
Mas é 6bvio que, mudando O, muda o vector u associado
ao ponto P~ chamado vector de posi¢cdo de P (relativamente a O).

As consideracoes deste numero estendem-se obviamente ao
espago tridimensional &.

EXERCICIOS:

->
I. Sejam A e u, respectivamente, um ponto e um vector
do plano, tais que

->
A_,(—=13) , u_,(2 —5)

num referencial cartesiano. a) Determine as coordenadas dos

> 1~ —
pontos M=A-=2u, N=A+ 5 u e as componentes do vector MN.

b) Ache a equagdo cartesiana da recta de equagdo vectorial

.;
P = A -+ tu [Sugestao: Pq(x, y), X=..., ¥ =...]

Il. Dados num referencial cartesiano os pontos
AN_,’(O,O) ; Bq(1,2) ; C.__,’(—20) " Dq(—4, 2)

verifique quais das proposigoes sao verdadeiras: AB//CD, AC//BD.

Il. Considere no espago, em relagdo a um referencial
cartesiano:

A_,(0.00) , B_ (=120 , C_,(23 —1),

D_, (0, =1, 1)

a) Verifique se D e ABC, averiguando se AB, AC, AD
sao complanares.

b) Escreva a equacdo cartesiana do plano de equacéo
vectorial P = A + s(B—A) + t(C—A).
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(Sugestao: elimine s e t entre as trés equagdes paramétricas
a que esta da lugar, passando as coordenadas.)

SOLUCOES DOS EXERCICIOS DO NUMERO ANTERIOR:

> = 2 > -> - > > -> ->
I. a) (u, v), (u w); b) e=xu+yw, f=xu-+ yw,
donde x=1/3, y=5/9, x’=0, y=1/3.

Nk N Y
. a) 6x+vy 2x, —=x—=1y; b) (p.q). (p.q.r). (p. q, s).
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