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CAPITULO I

NUMEROS COMPLEXOS EM FORMA TRIGONOMETRICA

1. Representagdo geométrica dos nuimeros complexos.
Consideremos um nUmero complexo

z=X+4 iy (com x, y ¢ IR)

e suponhamos fixado num plano um referencial cartesiano orto-
gonal. Entdo, como é sabido, o nimero z é representado pelo
ponto P do plano, cuja abcissa é x e cuja ordenada é .

g

Ora, segundo a observagao final do nimero anterior, o
nimero z pode igualmente ser representado pelo vector do plano,
cujas componentes sdo, ordenadamente, x e y.
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Vamos desde ja reconhecer uma das vantagens desta repre-
sentacdo. Consideremos um segundo nimero complexo

2/ =x" 4+ iy’ (com x’ y’ ¢ IR)

Q

O " o V_/
X X'

Entdao, como é sabido, z+z’=(x+x’)+i(y+y’), isto é:
2 (Y AZ (X ¥)Sz+2 _(x+ X, y+y)
donde, atendendo ao que foi estabelecido no Cap. I, n.° 15:

I. O vector correspondente & soma de dois numeros com-
plexos é a soma dos vectores correspondentes a esses numeros.

Visto que a correspondéncia estabelecida entre nimeros
complexos e vectores do plano é bijectiva, podemos afirmar:

O grupo aditivo dos numeros complexos é isomorfo ao
grupo aditivo dos vectores do plano.
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Por outro lado, se a € um numero real, tem-se:
az = (ax) + i(ay), isto é:

z_,(x y)= azq(éx, ay)
donde:
Il. O vector correspondente ao produto dum numero real

a por um numero complexo z é o produto de a pelo vector
correspondente a z.

A conjungdo deste facto com o anterior exprime-se dizendo:

O conjunto € dos numeros complexos é um espago vecto-
rial sobre IR, isomorfo ao espago vectorial constituido pelos
vectores do plano.

Mas note-se que € € um corpo, onde é portanto definido
o produto de dois elementos quaisquer de €, como sendo ainda
um elemento de € (operagcdo interna), o que ja nao sucede
com os vectores do plano no sentido usual.

SOLUCOES DOS EXERCICIOS DO NUMERO ANTERIOR:

. a) (=5, 13), (0, 1/2), (5, —25/2):
b) B(x + 1) + 2(y — 3) = 0.

Il. AC//BD. ill. a) D¢ ABC; b) 2x+y+7z=0.

2. Representacdo trigonométrica dos niumeros complexos.
Consideremos de novo o nimero complexo

Z = X 4 Iy
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representado pelo ponto P do plano cartesiano.

Y

Chama-se mdédulo do numero z, e representa-se por |z| o

—

modulo do vector OP correspondente, ou seja a distancia do
ponto P, representativo de z, ao ponto O, origem dos eixos (%).
Na figura, o médulo de z é designado por r. Sera, pois

lz| = r=Vx2 + y?
Imediatamente se reconhece que
|z|=0& z=0& x=0Ay=0

O que se disse atras sobre o modulo da soma de dois
vectores permite também reconhecer que

|z 2| Kjz]|+ 2] « V& @l

Por outro lado, supondo z # 0, chama-se argumento de z
a qualquer medida «, em radianos, do &ngulo XOP, cujo primeiro
lado é o semi-eixo positivo OX e cujo segundo lado é a semi-
-recta OP. Desde logo se vé que:

() Como ja& sabemos, em geometria analitica identificam-se os compri-
mentos (ou distdncias) com os numeros reais que s&o as suas medidas.
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Um ndmero complexo z = 0 tem uma infinidade de argu-
mentos, que diferem todos entre si por multiplos inteiros de 2 =.
Chama-se argumento principal de z o argumento « de z tal que

0<a<2r

(Se z = 0, diz-se que z tem argumento arbitrdrio).
Posto isto, deduz-se imediatamente da figura anterior que

r=rcosa , b=rsena

e, como z = X + iy, tem-se

(1) z=r (cos a+isen a)

A expressao r(cos « + i sen «) € chamada forma trigono-
métrica do nimero complexo z, enquanto a expressao x + iy é
chamada forma algébrica de z.

Para comodidade de escrita, usaremos daqui por diante o
simbolo E(a«) como abreviatura da express@o cos « + i sen a.
Assim, a formula (1) passa a escrever-se

z=r E(a)

Em particular, se |z| = 1 (isto é, ser = 1), tem-se z = E(a).
Deste modo, a expressao geral dos numeros complexos de
moédulo 1 sera

E(a) = cos a«a+ i sen a

Recordemos o critério de igualdade de dois numeros com-
plexos na forma algébrica:

X+iy=x'+iy' & x=x" Ay=y" (x, y. X', y'elR)
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Consideremos, agora, dois nimeros complexos nao nulos na
forma trigonométrica

z=rE(a) , 2 =r E()
E 4bvio que
(2) z =12 % r=r

Mas, como vimos ha pouco, um nimero complexo tem uma
infinidade de argumentos e nao podemos afirmar: z = 2’ =5 a = o/,
mas apenas:

(3) z=2"=>3An¢e¢l: a - =2nr (se z+ 0)

Exprime-se esta Gltima condicdo dizendo que « € congruente
com o' moédulo 2= e escrevendo

a=a' (mod 2'ar)

Reciprocamente, é ébvio que a conjungcao de (2) com (3)
implica z = z’. Assim, o critério de igualdade de dois numeros
complexos nao nulos na forma trigonométrica sera:

rE(e) =r E(/) & r=r" A a=da (mod 27)

Em linguagem comum:

Dois numeros complexos ndo nulos sao iguais, se e SO se
tém mddulos iguais e os seus argumentos diferem por um
multiplo inteiro de 2 .
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EXERCICIOS:

I. Represente graficamente os seguintes nimeros complexos

t g =, =T PL Tl FEsi¥E
e ache as respectivas formas trigonométricas.

Il. Represente sob forma algébrica os seguintes numeros
complexos:

cos — + i sen — 25(1-” , 4E .__'”_)
3 3 3 6

() ) e

NOTA. Também se pode chamar argumento dum nimero
complexo ao préprio angulo cuja medida é dada em radianos e
que pode exprimir-se noutras unidades. Por exemplo, o primeiro
numero do exemplo anterior poderd também escrever-se:

cos 60° + i sen 60°,

mas é claro que, neste caso, se trata de fungdes trigonométricas
de dngulo (ou arco) e nao de fungdes trigonométricas de nitmeros
reais.
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3. Interpretacao geométrica da multiplicacdo de ndmeros
complexos. Comecemos pelo seguinte caso particular:

Produto do numero i por um numero complexo qualquer,

z=x+ iy (x, y e IR}).

-y 0O  x X

Basta considerar o caso em que z + 0. Temos:

iZ=—y+iX

liz] = V(=y)F +x = V& + y* = |z]

~Sejar =|z], « 0 argumento principal de z e «’ 0 argumento
principal de iz. Vira, entao:

X
cos o = ———!—= ~SeNn a« , SeNn o = —— = COoS a,

r r
donde

a'=a + —;- (mod 2 =)

Por conseguinte: a operacdo z iz (multiplicagdo por i)
traduz-se geometricamente pela rotagdo de 90° no sentido posi-
tivo. (No caso da figura o sentido positivo é, como habitualmente,
o sentido anti-horério.)
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Podemos, agora, passar ao caso geral:

Produto de um numero complexo z = x 4 iy por outro
numero complexo, w = u + iv. (V x, vy, u, ve|R).

Basta considerar o caso em que z + 0 e w + 0. Suponhamos
que se tem, na forma trigonométrica:

(1) z=rE(a) , w=pE(f)
(a, B argumentos principais)

Sejam M, P, P’, Q os pontos que representam z, w, zw, iw,
respectivamente, e ponhamos

—

> —_— —>
U=OP ,V=O

-> >
Entdo v resulta de u por uma rotacdo de 90° no sentido
positivo. Ora
W = (X 4+ iy) W = xw + y(iw) (porqué?)
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Logo, segundo o estabelecido no n.° 1:

(2) OF = xu 4+ yV
Aléem disso
(3) Bl =|v]=w]

Consideremos agora o referencial cujo 1.° eixo é a recta OP
orientada de O para P, cujo 2.° eixo é a recta OQ orientada de
O para Q e cuja unidade de comprimento é igual a do primeiro
referencial. Entao de (2) e (3) resulta que a abcissa e a ordenada
de P’ no novo referencial sao, respectivamente,

X"=xp , ¥Y=Yp

donde [OP|=V(xp)?+ (yp)?=pVXe + y? = pr
ou seja |zw | =rp

Por outro lado, se for «' a medida principal do é&ngulo
orientado POP’, tem-se

X X y
cos a'='—g=——=COSa , sen a’=~£=._=sena
r r Fp r
donde
a'=a
Ora

(4y XOP’ = XOP + POP’ (&8ngulos orientados)
Como o segundo referencial esta orientado no mesmo sen-
tido que o primeiro (sentido anti-horario na figura), deduz-se

de (4) que um dos argumentos de zw — medida do angulo
orientado XOP’ — serd o nimero

B+do =a+p
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Assim, em conclusao:

(5) 2w = (rp) E (a + B)
Comparando (1) e (b), chegamos a seguinte

REGRA. O produto de dois numeros complexos tem por
médulo o produto dos mddulos dos factores e por argumento
(entre outros) a soma dos argumentos dos factores.

E claro que esta regra também é valida se um dos factores
é 0 (argumento arbitrério).

Em particular, mantém-se a PROPRIEDADE DO MODULO
D0 PRODUTO:

[zw | =|z|«|Ww| , Vz , weC

que ja se verificava em [R, tal como a PROPRIEDADE DO
MODULO DA SOMA (n. 2).

—>
Geometricamente, vimos que se passa do vector OP, repre-

: —
sentativo de w, para o vector OP’, representativo de zw, efec-
tuando a rotagdo de amplitude « e em seguida a homotetia de
razao r (ou vice-versa). Assim:

A aplicacdo w ey IW (multiplicagdo pelo numero com-
plexo z) traduz-se por uma transformacido de semelhanca: pro-
duto da rotagao de amplitude o (argumento de z) pela homotetia
de razédo r (mddulo de z).

EXERCICIOS — 1. Desenhe o tridngulo cujos vértices sao
as imagens dos nimeros
. v a
T . 2+ 21 . 3 = 2
2 2

e, em seguida, o triangulo cujos vértices correspondem aos pro-

dutos destes nimeros por —V2(1 + i) (dados a azul e resultados
a vermelho).
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Il. Mostre que os nimeros complexos z tais que |z| = 1
formam um grupo multiplicativo isomorfo ao grupo multiplicativo
das rotagoes do plano e ao grupo aditivo das classes de con-
gruéncia de numeros reais para o moédulo 2 .

Il. Mostre que os conjuntos {1, i, —1, —i} e
_ | - e S
IRCRTL A . LA S TS N )4
2 2 2 2 2 2

sao subgrupos multiplicativos do grupo anterior.
(Sugestao: nestes trés exercicios convém usar a forma tri-
gonomeétrica.)

NOTA IMPORTANTE. Os factos anteriores mostram que 0s
nimeros complexos podem ser interpretados como operadores
sobre vectores do plano. Nesta ordem de ideias, o simbolo E(«)
representa o operador rotacdo de amplitude «. Em particular, o
nimero i é a rotagdo de 90° (no sentido positivo) e portanto o
nimero i? = i.i & a rotagdao de 180

> ->
'—U=(—1) u

I
é.
I

Sy

Il

|

cV¥
N
j
vey
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4. Divisédo de nimeros complexos na forma trigonométrica.
Como ja é sabido, dados dois nimeros complexos z;, z,, sendo
z, #+ 0 existe um e um s6 nimero complexo ¢ tal que

(1) z,{ =1z

Este namero ¢ é o quociente de z, por z, ou seja { = z,/z.

Ponhamos

21 = E(al) ’ 22 = r2 E(“?) ’ : =p E(?)

Entao, segundo a regra da multiplicagdo, (1) equivalia
(17} (r:p) E(az + ¢) =1, E(ay)

donde, aplicando o critério de igualdade (n.c 2):

(2) lep=10 e ag+¢pE‘_-a3 (mod 21r)

ou seja

"
p=— € ¢ =a —a (mod 27)

ra

Por conseguinte:

fnBa)  n oy — i)
ro E(as) re

isto é:

REGRA. O quociente de z, por z, (supondo z, ¥ 0) tem
por médulo o quociente de |z, | por |z, | e por argumento a dife-
renga entre um argumento de z, e um argumento de z,.
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5. Poténcias de numeros complexos na forma trigonomeé-
trica. A regra da multiplicagdo estabelecida no n.° 3 estende-se
imediatamente a produtos de mais de dois factores. Assim, se
forem dados n nGmeros

z.=F Ele) » Z,=0, E{a) . . « 2= tqE(n,)

tem-se, manifestamente:

l‘n) E(a o ...an)

2 2By AR, T .

g v

n n n
b o= { B n) 2 (3 =)
kel (k:1 % k‘)";1wk

Em particular, os factores podem ser todos iguais:

ou seja

Zl=22=...=zn

Designemo-los por z e seja z = r E(a). Entdo vira

2"=[r E(a)]"=1" E(n «)

6. Radiciagdo no corpo complexo. Suponhamos que €
dado um nimero complexo z #+ 0 e que se procura { tal que

(1) {"=12

Ponhamos

z=rE(a) ., ¢=pE(y)
Entao, segundo a regra anterior, tem-se:
"=z &3 p"E(ng) = rE(a),
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donde, pelo critério de igualdade,

("=z2& P"=rAng=a (mod 27)
Ora
il
pn=ré&p=Vr (em RT)

Por outro lado:

ng=a (Mod 27)<&33 keling=a+ 2k~

g gLl o
@gkﬁ .?—T . =

Por conseguinte, as solugdes da equacdo (1) em ¢ serao
todos os numeros dados pela férmula

- a 27
(2) §=VFE(—ﬁ—+k-T), comke_l

Os valores possiveis de k serao pois 0, =1, + 2, + 3,...
Mas os valores assim obtidos para ¢ nao sdo todos distintos.
Com efeito, consideremos dois inteiros relativos k;, k. e seja

2w

2
¢1=‘%_+k1 oA

a
: svz:—n"*“kz-

Entao

k1—k2
?a—saz:*"T‘“ « 27

Isto mostra que ¢, — ¢, é mdltiplo inteiro de 2=, sse k, — k, é
multiplo inteiro de n. Quer dizer:

41 = P2 (mOd 271') @kj,Ekz (mOd n)
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Por conseguinte, se forem ¢, e ¢, os valores de ¢ correspon-
dentes a k; e k; segundo (2), sera

(=8 & ki =k: (mod n)

Ora, qualquer inteiro relativo k é congruente com um dos
numeros

0,1, .... n—=1 (mod n)

e estes nao congruentes entre si (médulo n).

Logo:

A equagédo (1) tem exactamente n solugbes. Essas solugoes
(chamadas ‘raizes de indice n de z') sdo dadas pela férmula

Z=V\rE (-?_'—+k--%f—),

n

atribuindo a k todos os valores inteiros de 0 a n—1.

Se z=0, é claro que z tem uma Unica raiz de indice n,
que é O.

Fica assim confirmado o que j& tinhamos anunciado no
6.° ano, quanto a existéncia e nimero de raizes de indice n de
um numero complexo.

EXERCICIOS:

|. Determine as raizes quadradas de i, primeiro na forma
trigonométrica e depois na forma algébrica, e represente-as gra-
ficamente.

Il. Idem para as raizes clbicas de — 8.
lll. Idem para as raizes sextas e raizes oitavas de 1.

IV. Determine as raizes cubicas de 4(1 + iV 3), primeiro
na forma trigonométrica e depois na forma algébrica, com a
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aproximacao que lhe permitirem as tdbuas de fungdes naturais.
Faca a sua representagdo grafica.
" - 3+4i
V. Idem para as raizes cubicas de ’

7. Formulas trigonométricas de adicao de angulos. Sejam
« e B as medidas em radianos de dois angulos quaisquer.
Tem-se entdo, como vimos,

(1) E(a + B) = E(a) . E(B)
Ora
E(e) =cosa+isena , E(B) =cos B+ isen
e
E(e + B) =cos (a+ B) +i sen (a+ B)
Ponhamos

(2) X=CO0S a , Yy=Sena , X=cos 8 , y'=sen f

Ora (x + iy) (X’ + iy’) = (xx’ — yy’) + (xy’ + x’y) i. Entdo
de (1) vem

cos (a+ B) +isen (a«a + B) = (xx) —yy’) + (xy’ + x’y) i
donde
cos (a+ B) =xx —yy" , sen (a+ B) =xy’ + xy
ou seja, atendendo a (2)

cos (a+ B) =cos « cos B — sen « sen fB
sen (¢ + B) =sen a cos B+ sen B coS «

(1)

75



J. SEBASTIAO E SILVA

Estas sao as formulas do seno e do coseno da soma. Mudando
B em—p, destas se deduzem facilmente as formulas do seno e
do coseno da diferenga:

cos (¢ — B) =cos acos B+ sen « sen B
sen (a ~ B) = sen a cos B — sen B cOS «

lembrando que cos (— 8) = cos B e sen (= B) = ~ sen B.

Por outro lado, tem-se

g e ) = (e¢+B) _ senacos B+ sen B cosa
uh cos (a + B) CoS a COS B — sen B sen «

Daqui, dividindo ambos os termos da ultima fracgdo por
cos a cos B, deduz-se facilmente a formula da tangente da soma:

tang « + tang B

(2) tang (e + B) = 1 — tang «.tang B

Em particular pode ser « = 8 e portanto a« + 8 = 2 a.
Assim, de (2) deduzem-se as férmulas:

cos 2 a = cos’a—sena,
sen 2a = 2 sen a COS «,

tang 2 a = A ey @

1 — tang®a '

que, como as anteriores, convém decorar.

E claro que, em vez das letras «, 8, podemos usar nestas
formulas outras quaisquer, visto que se trata de varidveis apa-
rentes (submetidas ao quantificador universal).
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8. Miuiltiplos de angulos e poténcias de senos e cosenos.
Podemos obter férmulas gerais para sen na e cos na, com n ¢ IN,
utilizando a identidade

E(na) = [E(a)]"
e a féormula do bindmio aplicada ao desenvolvimento
[E(e)]" = (cos « + i sen )"

Por exemplo, tem-se

E(3a) = (cos a + i sen a)®

= cosda + 3i cos?a sen a + 3i? cosa sen’a + ¥ senda

donde, lembrando que E(3x) =cos 3a + i sen 3a:

cos 3 a = cos®a — 3 sena COS «
sen 3a = 3 sen a cos’a — senta

Em muitos problemas, o que interessa ndao é exprimir os
senos e 0s cosenos de multiplos de éngulos a partir de poténcias
de senos e cosenos — mas exactamente o inverso. Para isso
notemos que

V x e IR E(x) = cos x + | sen X
E(—x) =cos x — i sen x
visto que cos (—x) = cos x, sen {—x) = — sen x. Daqui, por
adicdo e por subtraccdo ordenada, resultam as férmulas:
G o E(x) + E(—x)
(1) ?
s 3 o A ;_E(_x)
i

a que podemos chamar FORMULAS DE EULER, pelas razdes que
serao indicadas adiante.
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Destas se deduz, por exemplo:

I) cos? =—31— [E(2 x) + 2 E(x) E(—x) + E(~2x)]

_ 1 [E(2x) + E(—2x)
2[ 2

+ E(O):l

ou seja

1+ cos 2x
2

cos%x =

) Senty e - _} [E(2x) — 2 E(0) + E(—2x)]

___1_ 1 __E(2x) + E(—=2x)
B 2[ 2

ou seja

1 —cos 2x

sen®x =

) cos®x =-1é— [E(3x) + 3E(x) + 3E(~x) + E{(—=3x)]

_ 1TE(Bx) + E(=3x) E(x) + E(—x)
'"Z[ 2 T 2 ]

ou seja

cosix = 28 3x + 3 cos x
4 ’

e assim por diante.

78



COMPENDIO DE MATEMATICA

NOTA. Em matematica superior, a expressao E(x) é iden-
tificada com e, que também se escreve exp(ix) (ler ‘exponencial
de ix'). Assim, as formulas (1) assumem a forma

eix + e~ix efx - e-ix
COS X —= —m— , SN X &=| e
2 2i

e € com este aspecto que sao habitualmente chamadas ‘férmulas
de Euler’, em homenagem ao grande matematico a quem sao
atribuidas.

9. Formulas de transformacéao logaritmica. Derivadas das
fungdes circulares. Sobre este assunto, ver o compéndio de
trigonometria adoptado.

Quanto a formulas de bisseccao, basta registar as seguintes,
que se deduzem imediatamente das anteriores:

- 1+ cos x
Z

senzx __1-—cosx
2

tg‘*’x ___1—cosx

2 1 + cos x
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Aplicagdes lineares e matrizes . s & 8w &
Representacdo analitica das afinidades de um plano ou do espago
Produto interno de dois vectores .

Nova definigdo geométrica de produto interno .
Aplicagdes do produto interno em geometria analitica
Representacéao analitica das isometrias e das semelhangas .
Produto externo de dois vectores do plano *

Produto externo de dois vectores do espacgo

Produto misto *

Numero de dimensdes de um espaco vectorial *

Nogdo geral de espago afim

Nogdes de recta, plano, conjunto convexo, etc. num espago

afim qualquer * . & 5 o5 & i
Nogdes gerais de espago métrico euclidiano e de espacgo
métrico * .
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75
77

79

81

91
96

101
104

111

115
119

123
129
133
136
140
150
158
163
169
173
177

179

182
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Capitulo V. ALGEBRAS DE APLICACOES LINEARES
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10.

E ALGEBRAS DE MATRIZES

Produto de duas aplicagbes lineares. Isomorfismos vectoriais

Soma de duas aplicagdes lineares

Produto de uma aplicagdo linear por um escalar

Anel das aplicagbes lineares de um espaco vectorial em si
mesmo

Conceito de dlgebra

Soma de duas matrizes quadradas .

Produto de um escalar por uma matriz

Produto de duas matrizes

Inversdo de matrizes

Matrizes singulares .

Pags.

193
197
200

201
204
206
209
210
214
218

225
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