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CAPITULO li

TRANSFORMAGCOES AFINS E APLICAGCOES LINEARES

1. Transformacoes de semelhanga e isometrias. Sendo r
um nuamero real positivo, chama-se transformacédo de semelhanga
de razdo r (ou apenas semelhanga de razdo r) toda a aplicacao
biunivoca do espaco & sobre si mesmo, que transforma cada
segmento de recta AB num segmento de recta A’B’, cujo com-
primento é o produto de r pelo comprimento do primeiro, isto é,
tal que

|A’B’ | =r|AB|

A transformagao de semelhanga chama-se uma ampliacéo,
uma redugdo ou uma isometria, conforme r > 1, r<1our=1.
Por exemplo:

a) Toda a homotetia de razdo p (numero real, positivo ou
negativo) é uma semelhanga de razéo |p|.
b) Toda a translacdo é uma isometria.
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Estes dois factos podem ser facilmente demonstrados, como
exercicios de aplicacao do calculo vectorial. Considerem-se trés
pontos A, B, M e os respectivos transformados A’, B’, M’. Por
exemplo, na homotetia de centro O e razdao p, tem-se

A’=0+p(A-0) , B’=0+p(B—-0) , M=0+4+p(M-=0)
Trata-se de provar: 1.° M e AB &> M’ ¢ A’B’; 2.° |A’B’|=|p|.|AB|

Para as translagOes, a demonstragcao é mais facil.
E também facil de reconhecer que:

I. O produto de duas semelhangas de razées r e s é uma
semelhanca de razao r . s.
Por outro lado:

Il. A aplicacéo inversa de uma semelhanga de razéo r é uma
semelhanca de razao 1/r.

Demonstragéo:

Seja ® uma semelhanga de razdo r e consideremos dois
pontos P e Q quaisquer do espago. Trata-se de provar que
& transforma o segmento PQ num segmento P’Q’ tal que
|P’Q"| = 1/r.|PQ].

Seja pois P’/ = &-*(P), Q" = &-*(Q). Entdo P = &(P’),
Q = #(Q’) e portanto

®(P’Q’) =PQ ., |PQ|=r|PQ"] (porqué)
donde

R e 1
P'Q' — (I)—I(PQ) " IPIQI, — T l PQ l'

Das propriedades | e Il resulta imediatamente que:

As transformagbes de semelhanga de & formam um grupo
multiplicativo.

Este é chamado o grupo das semelhangas (ou grupo
euclidiano).
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Consideremos, agora, uma semelhanca qualquer @ de razao r
e seja ® uma homotetia de razdo 1/r (de centro arbitrario). Se
efectuarmos sucessivamente ® e &, a aplicagdo resultante

(1) v =00

serd uma semelhanga de razao r - (1/r) = 1, portanto uma isome-
tria. Ora de (1) vem

d=v0 ‘(porqué?)

Por conseguinte:

Toda a semelhanga pode ser obtida por meio de uma homo-
tetia seguida de uma isometria (ou vice-versa).

Assim, as homotetias permitem reduzir as semelhangas a
isometrias.

Por outro lado, das propriedades | e |l deduz-se imediata-
mente o seguinte facto:

As isometrias do espaco formam um grupo multiplicativo,
portanto um subgrupo do grupo das semelhangas.

Chamar-lhe-emos grupo das isometrias ou grupo métrico.

DEFINICAO 1. Dadas duas figuras Cf e G (conjuntos de
pontos), diz-se que C@ € semelhante a @ e escreve-se OE~C§ , Sse
existe pelo menos uma transformagdo de semelhanca ® que
aplica G sobre Y, isto é, tal que G = o( ).

Desta definicdo e das propriedades anteriores resulta que:

1) F-~F., VE. Com efeito, existe pelo menos uma trans-
formagdo de semelhanga que aplica f sobre < (qual é?).

2

) G
tal que G
(%)

~G = @ ~F . Com efeito, se existe uma semelhanga ®
= q)(@), também existe uma semelhanca ¥ tal que
(qual é?).
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3) F~-6NG~-H> g ~ J. Com efeito, se existem seme-
lhangas @ e ¥ tais que F=3(§) e G =v(H), também existe
uma semelhanca © tal que G =e(J) (qual é?).

Em concluséo:

A relagao de semelhanca (expressa pelo sinal ~) é uma
relacdo de equivaléncia.

Segundo o raciocinio anterior, este facto é uma consequéncia
do facto de as transformacoes de semelhanga formarem um grupo.

Diz-se que duas figuras tém a mesma forma, sse sao seme-
lhantes. A forma é pois a propriedade das figuras que é conser-
vada pelas transformacdes de semelhancga.

DEFINICAO 2. Dadas duas figuras F e @, diz-se que F
é isométrica a @ sse existe pelo menos uma isometria que
aplica @; sobre O{

Como as isometrias formam um grupo, conclui-se, tal como
para a relagdo de semelhanga, que:

A relagcdo de isometria é uma relagdo de equivaléncia.

As isometrias conservam ndo s6 a forma, como também as
dimensées da figura.
Convém ainda salientar o seguinte facto:

As transformacdes de semelhanga e as isometrias podem
também ser definidas, de modo anéalogo, como aplicagbes biuni-
vocas dum plano o sobre um plano B8 ou duma recta r sobre
uma recta s (podendo ser em particular « = 8 ou r = s).
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Consideremos, por exemplo, dois planos «, 8 paralelos e um
ponto O fora de « e de B.

A aplicacdo que faz corresponder a cada ponto P de « o
ponto P’ de intersecgdo de OP com B é manifestamente uma
semelhangca de « sobre B — alids restricao duma homotetia
espacial ao plano « (é o caso da projeccao de um filme sobre
um écran).

EXERCICIOS:

I. Considere um ponto P, o seu transformado P’ por meio
da homotetia de centro O e razao p, e o transformado P” de P’

pela translacdo definida por 3 Exprima P” como fungdo de P
(por calculo vectorial). Proceda depois em ordem inversa, con-
siderando primeiro a translagdo e depois a homotetia. Que teorema
deduz assim?

ll. Problema anéalogo com duas homotetias de centro O,, O,
e razdes p,, p. quaisquer.

Ill.  Prove que a reunido do conjunto de todas as translagdes
com o conjunto de todas as homotetias é um grupo (néo
comutativo).

(Ver respostas no final do nlimero seguinte.)

2. Rotagdes do plano e do espago. Todos conhecem o
seguinte facto, induzido da experiéncia quotidiana:

Al

D
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Quando dois pontos distintos A e B dum corpo sélido estdo
fixos, o corpo sé6 pode ter movimentos de uma espécie: os movi-
mentos de rotagdo. Durante um tal movimento nao sé os pontos
materiais, A, B, mas todos os pontos do sélido situados na
recta AB (eixo de rotagcdao) se mantém fixos; qualquer outro
ponto do sélido é obrigado a mover-se sobre uma circunferéncia
situada num plano perpendicular ao eixo e com o centro no eixo.

O conceito fisico de movimento de rotagcdo sugere o con-
ceito geométrico de rotagdo (caso particular das isometrias).
Este, por sua vez, estd intimamente relacionado com o de dngulo
orientado, que ja foi estudado em trigonometria.

Um éangulo nao nulo fica orientado quando se estabelece
que um dos seus lados precede o outro lado. O lado que precede
é o lado antecedente (ou primeiro lado); o outro é o lado con-
sequente (ou segundo lado). Todo o angulo nulo se considera
orientado.

Serd talvez conveniente, daqui por diante, designar pela
notagdo OAB o angulo orientado cujo primeiro lado é OA e cujo
segundo lado é OB.

Dados dois angulos orientados — no mesmo plano ou em
planos paralelos — é facil distinguir & vista se tém o mesmo
sentido ou sentidos contrarios (angulos nao nulos) ().

Ol
A

Bl
O

Por exemplo, os angulos orientados OAB ¢ O’A’B’ tém o
mesmo sentido, enquanto o dngulo OBA tem sentido contrério:
o dos dois primeiros é o sentido horédrio e o do segundo o sentido
anti-horario (em relagdo ao leitor).

() Abstemo-nos de fazer aqui o estudo rigoroso do sentido dos &ngulos
orientados (mais dificeis que o do sentido dos segmentos orientados).
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Héa ainda outro modo intuitivo de distinguir os dois sentidos
de rotagdao no plano:

Por exemplo, um observador colocado sobre a face visivel
do plano, junto ao vértice do angulo OAB, vé o segundo lado
a direita do primeiro. Por isso, o sentido horario também é
chamado dextrorso (de ‘dextra’, que significa ‘direita’), enquanto
o sentido anti-horario & chamado ‘sinistrorso’ (de ‘sinistra’,
‘esquerda’).

Diz-se que dois angulos orientados, do mesmo plano ou de
planos paralelos, s@ao equipolentes, sse t€ém o mesmo sentido e
a mesma grandeza absoluta.

Posto isto, podemos comegar por definir ‘rotagcées do plano’
(ou ‘de um plano’).

AI

— e .

M

Cada rotagdo ® do plano pode ser dada por um ponto 0
(centro de rotagdo) e por um angulo orientado VMN, do
seguinte modo:

E a aplicacdo que deixa fixo o ponto O [isto é, ®(0) = O]
e faz corresponder a cada ponto P do plano distinto de O o
ponto P’ tal que:

|OP|=|OP’| e OPP’ é equipolente a VMN

Facilmente se reconhece que dois angulos orientados do
plano definem a mesma rotagao de centro O, sse sdo equipolentes
(também podemos dizer neste caso que definem o mesmo vector-
-angulo).
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Sendo assim, é claro que uma rotagcao ® do plano também
pode ser definida pelos seguintes dados:

1) um ponto (centro da rotagdo);
2) um sentido de rotagdo considerado como positivo;
3) um numero real ¢ e uma unidade de medida de &ngulos.

Neste caso, ® é a rotagao de centro O, definida por qualquer
angulo orientado cuja medida seja ¢, relativamente a unidade e
ao sentido de rotagdao adoptados. Diremos entdo que @& é a
rotacdo de ¢ unidades em torno de O (por exemplo, a rotaga@o
de 90°, a rotagao de —=/3 rad., etc.). Em particular, se ¢ = 0,
a rotacao reduz-se a aplicag@o idéntica e o seu centro torna-se
arbitrario.

Tornam-se agora intuitivos os seguintes factos:

I. Toda a rotacao do plano é uma isometria.

Il. O conjunto das rotagdes do plano com um mesmo centro
é um grupo multiplicativo, isomorfo ao grupo aditivo das classes
de congruéncia dos numeros reais médulo m = 0 (por exemplo,

m= 27 ou m = 360).

Passemos, agora, as rotacées do espago:

88



COMPENDIO DE MATEMATICA

Cada rotacdo ® do espago pode ser definida por uma recta e
(eixo da rotagdo) e por um &ngulo orientado OMN num plano
perpendicular a e do seguinte modo:

® é a aplicagdo que deixa fixos os pontos de e e faz corres-
ponder a cada ponto P fora de e o ponto P’ tal que, sendo E a
projeccéo ortogonal de P sobre e, se tem (%):

|EP| = |EP’ | e OPP’ equipolente a OMN.

Uma rotacdo ® do espago também pode ser definida pelos
seguintes dados:

1) uma recta e (eixo da rotacgédo);

2) um sentido de rotagdo considerado como positivo (nos
planos perpendiculares a e);

3) um numero real ¢ e uma unidade de medida de angulo.

Entdo ® é a rotagdo dada por e e por qualquer angulo
orientado cuja medida seja ¢, relativamente a unidade e ao sen-
tido de rotagao adoptados.

Posto isto, tornam-se intuitivos os seguintes factos:

|l. Toda a rotagdo é uma isometria do espacgo.

ll. O conjunto das rotagbes com um mesmo eixo é um
grupo multiplicativo (portanto um subgrupo do grupo das isome-
trias) isomorfo ao grupo aditivo das classes de congruéncia de
numeros reais médulo m <+ 0 (por exemplo m = 2 7 ou m = 360).

Um tal grupo é portanto comutativo.

(*) Chama-se projecgéo ortogonal de P sobre e o ponto de intersecgéo
com e do plano 7 que passa por P e é perpendicular a e.
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Veremos mais adiante que o conjunto de todas as rotagoes
cujos eixos passam por um mesmo ponto O também é um grupo.
Mas esse grupo ja ndao &€ comutativo!

Com efeito, consideremos trés rectas OX, OY, OZ perpen-
diculares entre si e sejam: & a rotacao em torno de OY que
leva OX para OZ, e ¥ a rotagdo em torno de OX que leva
OZ para OY.

Seja agora P um ponto de OX distinto de O, P’ = &(P) e
P’ = ¥(P’). Tem-se pois

P’ = (v &) (P)
Mas ¥(P) = P (porqué?) e portanto

(2¥)(P) =P £ P” (porqué?)
e assim
V£V (porqué?)
RESPOSTAS AOS EXERCICIOS DO NUMERO ANTERIOR:
I. Uma translacao e uma homotetia distintas da identidade .
nunca sao permutaveis, mas o seu produto € sempre uma

homotetia.
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Il. Duas homotetias distintas da identidade e de centros
distintos nunca sdo permutaveis entre si; o seu produto é uma
homotetia ou uma translagdo, conforme p1 P21 ou p1 pz2= 1.

3. Reflex6es. Deslocamentos e isometrias negativas.
Comecemos pelo caso do plano:

Dada uma recta r, chama-se simetria em relacédo a r a apli-
cacao & que deixa fixos os pontos de r e faz corresponder, a

cada ponto P do plano fora de r, o ponto P’ tal que arectar é a
mediatriz do segmento PP’.

N

CI

T Bypip—
PR —— T ———

As simetrias em relagcdo a rectas também se chamam
reflexdes.
E evidente que:

Toda a simetria ® em relacdo a uma recta é uma simetria
cuja inversa é a propria aplicagdo ®, isto é, ® =®! (ou seja ®*=1).

Na figura supra estd desenhado um tridangulo [ABC] e o
seu simétrico [A’B’C’] em relagdo a uma recta r. Mas note-se:
o angulo orientado ABC é transformado pela simetria no &ngulo
A’B’C’ orientado em sentido inverso (e o mesmo para qualquer
outro angulo orientado).
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Tal ndo sucede porém com as translagbes e as rotagoes:
estas ndao mudam o sentido dos angulos orientados.

DEFINICAO 1. Uma isometria do plano diz-se positiva ou
negativa, conforme conserva ou muda o sentido dos éangulos
orientados. As isometrias positivas também sao chamadas des-
locamentos do plano.

E bem féacil ver que:

. Os deslocamentos do plano formam um grupo multipli-
cativo — portanto um subgrupo do grupo das isometrias planas.

Il. O produto de duas isometrias negativas é uma isometria
positiva.

DEFINICAO 2. Dadas duas figuras isométricas f € § do
plano, diz-se que sdo positivamente isométricas, sse existe pelo
menos um deslocamento plano que aplica & sobre f; caso
contrario, diz-se que sao negativamente isométricas.

Por exemplo, os dois triangulos escalenos da figura anterior
sao negativamente isométricos (no plano).

Da propriedade | resulta imediatamente que a relagcdo de
isometria positiva é uma relacdo de equivaléncia.

Seja agora & uma isometria negativa e ® uma simetria em

relacdo a uma recta. Entdo, segundo Il, a aplicagao +* =0 & é
uma isometria positiva. Ora

=01y 0¥

Por conseguinte: _

ll. Toda a isometria negativa é o produto duma reflexao
por um deslocamento.

Havemos de demonstrar mais adiante que todo o desloca-
mento plano é uma translagdo ou uma rotagao.
Podemos agora passar ao caso do espacgo &
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Dado um plano =, chama-se simetria em relagcdo a = a apli-
cacdo & que deixa fixos os pontos de = e faz corresponder a
cada ponto P fora de = o ponto P’ tal que = é o plano mediador
do segmento PP’.

As simetrias em relacdo a planos também sdao chamadas
reflexées, atendendo a que a imagem de um objecto por reflexdo
num espelho plano é a figura simétrica do objecto em relagao
ao plano do espelho.

Para estender ao espago nogdes de isometria positiva e de

isometria negativa, hd que introduzir a nogao de triedro orientado:

Diz-se que um triedro estéd orientado, quando as suas faces
(que sdo angulos) estdo orientadas de tal modo que o primeiro
lado de cada face coincide com o segundo lado de uma face
contigua.

AI

C

Por exemplo, na figura junta considera-se um triedro orien-
tado, cujas faces sdo os &ngulos orientados OAB, OBC e OCA.
Intuitivamente, podemos dizer que este triedro estd orientado
no sentido horario, porque um observador voltado para o vértice
vé os pontos A, B, C sucederem-se no sentido horario ou (o
que é equivalente) um observador colocado ao longo de qualquer
aresta com os pés no vértice vé a face oposta orientada no
sentido horério.

Mas consideremos agora, por exemplo, o triedro OA’BC,
que é o simétrico do primeiro em relacdo ao plano OBC. E visivel
que esse triedro estd orientado no sentido anti-horéario. Assim:
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As reflexbes mudam o sentido dos triedros orientados, o
que nao sucede com as translagoes e as rotagées (espaciais).

A partir deste momento, as definigcdes 1 e 2, assim como
as propriedades |, Il e Ill podem ser formuladas e estabelecidas
de modo analogo, substituindo o plano pelo espago. Mas con-
vém notar o seguinte:

DEFINICAO 3. Diz-se que duas figuras f e G sdo geome-
tricamente iguais, e escreve-se f=@, sse sdo positivamente
isométricas no espaco, isto é, sse existe pelo menos um deslo-
camento que aplica @ sobre olf

Por exemplo, dois tridngulos escalenos dum plano «, que
sejam simétricos entre si em relagdo a uma recta r de «, sao
negativamente isométricos no plano, mas positivamente isométri-
tricos no espago. Com efeito, prova-se que na@o existe nenhum
deslocamento do plano que transforme um no outro, mas basta
a rotagao espacial de 180° em torno de r para aplicar um sobre
o outro. Sao dois geometricamente iguais (também pode\mos dizer
apenas ‘iguais’). Por isso em geometria plana, em vez de ‘posi-
tivamente isométrico’ e ‘negativamente isométrico’, podemos
dizer, respectivamente, ‘directamente igual’ e ‘inversamente igual’.

Pelo contrario, dois triedros escalenos que sejam simétricos
entre si em relagdo a um plano — ou mesmo em relacdo a um
ponto, por exemplo o vértice (triedros verticalmente opostos) —
sdo negativamente isométricos no espago: ndao sao geometrica-
mente iguais.
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Como se vé, a nogcdo de igualdade geométrica é-nos suge-
rida pela nossa experiéncia quotidiana com os corpos sélidos.
Diz-se que um corpo é sdlido (ou rigido), quando néo é susceptivel
de mudar de forma nem de dimensbes, mas apenas de posigdo
(em relagdo a outro solido). Essa mudanga de posicédo realiza-se
em movimentos, que sdao compostos de uma infinidade continua
de deslocamentos, no decorrer do tempo. Deste modo, um sélido
representa sempre figuras geométricas iguais nas suas diferentes
posicdes — e dois soélidos serdo iguais, sse puderem ocupar
exactamente o mesmo lugar no espago, um apds o outro (ao
mesmo tempo é impossivel, segundo o PRINCIPIO DA IMPENE-
TRABILIDADE DA MATERIA).

NOTA. E preciso ndo esquecer que, em rigor, ndo existem
corpos soélidos, mas apenas corpos a que podemos chamar
‘solidos’ em determinadas circunstincias, sem que dai resulte
erro apreciavel. Por exemplo, uma barra de ferro, em condigcbes
normais de pressdao e temperatura, é aproximadamente sélida.
Mas ja sabemos que a temperatura ambiente nunca é rigorosa-
mente constante — e o ferro dilata-se ou contrai-se consoante
a temperatura aumenta ou diminui (tal como o mercirio num
termémetro). Mais ainda: a barra de ferro ndo é um todo continuo,
mas antes uma espécie de nevoeiro de 4tomos, em constante
movimento uns em relacdo aos outros, de modo que as suas
distancias mutuas aumentam quando a temperatura sobe.

Normalmente ndo nos apercebemos destes factos devido 2
imperfeicdo dos nossos sentidos. Por conseguinte, é a essa imper-
feicdo que devemos afinal a nogéo de corpo sdlido. O mais curioso
€ que tal nogdo (iluséria até certo ponto, como todas as nossas
nogdes acerca do mundo externo) é na realidade valiosissima.
Foi essa visdo imperfeita dos objectos — como a de um quadro
impressionista — que levou 0 homem a conceber a geometria
euclidiana, cuja utilidade, no seu devido &mbito, se manifesta
nos mais variados ramos da ciéncia e da técnica, incluindo as
recentes exploragbes cosmicas.

E, vendo bem, foram também os corpos sélidos, com seus
contornos nitidos e cortantes, que sugeriram ao homem a /dgica
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bivalente — a légica do ‘ser ou nao ser’, do ‘sim ou nao’, sem
nebulosidades ou esfumaturas. |
Mas, quando se trata de aplicar a matematica, h4 que saber
transigir, fazendo um pouco vista grossa, a maneira dos artistas —
isto &, hé que ter o sentido fisico da aproximagdo e da contin-
géncia, contrabalangcado com o rigor I6gico da matemética pura.

EXERCICIOS — I. Desenhe a azul dois tridngulos escalenos
directamente iguais e determine, se possivel, o centro de uma
rotagdo que transforme um no outro. Em que caso é possivel o
problema e em que caso nao é? E, quando ndo é possivel, que
deslocamentos permitem transformar um tridngulo no outro?

Il. Considere no espago dois tridngulos escalenos iguais e
prove que é sempre possivel transformar um no outro, mediante
uma translagcdo seguida de uma rotagao. Ildem para dois tetraedros
iguais.

Ill.  Quantos deslocamentos transformam um tridngulo equi-
lédtero em si mesmo? E um quadrado? E um rectdngulo néo
quadrado?

IV. Quantas semelhangas permitem transformar um no outro
dois tridngulos equilateros? E dois quadrados? E dois cubos?
E dois circulos? E duas esferas? E duas elipses de excentrici-
dade 1/2? |

- S . S g
4. Transformagdes afins. Consideremos por exemplo dois
planos o, B, ndo paralelos nem perpendiculares entre si, e seja @
a operagdo de projecgcdo ortogonal dos pontos de « sobre os
pontos de B. Poem-se trés perguntas:
1) Seréd & uma aplicagdo biunivoca de « sobre B?

2) & transforma segmentos de recta em segmentos de recta?

3) Serd & uma transformagado de semelhanga?
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A resposta as duas primeiras perguntas é, manifestamente,
afirmativa. Quanto A terceira, consideremos um segmento qual-
quer PQ de o; seja P’Q’ a sua projecgdo ortogonal sobre 8 e
seja § o angulo de PQ com B isto é, o menor dos &angulos
formados pelas rectas PQ e P’Q’. Entdo vird (ver figura da
esquerda):

|P’Q'|=1PQ°|={PQ| cos §

Assim, a aplicacado @ transforma cada segmento de recta
num segmento de recta, cujo comprimento é o produto do com-
primento do primeiro pelo numero cos 6. Entdo & é uma trans-
formacdo de semelhanga? Claro que nédo. Porqué?

Porque o nimero cos § ndo é o mesmo para todos os
segmentos. Com efeito, § depende da direcgao do segmento: o
seu valor minimo é 0 (quando a direcgdo é paralela a 8) e o seu
méximo é o angulo » dos dois planos (quando a direcgdo €
perpendicular & anterior). Deste modo, o méximo de cos 6 é 1
e 0 minimo é cos o.

Por conseguinte, a projec¢dao & produz nos comprimentos
uma contracgdo, cujo coeficiente, cos 0, é varidvel de 1 a cos o.

Seja por exemplo o = 60°. Entdao cos o = 1/2.

Consideremos no plano « um quadrado com dois lados para-
lelos a B. Entdao a projecgdo do quadrado serd um rectangulo,
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com um dos lados igual aos do quadrado e outro lado igual a
metade do primeiro.

D C
A B
D’ C’
A’ B’

Se o quadrado nao tiver nenhum lado paralelo a B, a pro-
jeccao sera um paralelogramo nao rectadngulo — e serd um losango,
se uma das diagonais do quadrado for paralela a B.

P
\l/

Consideremos agora no plano « uma circunferéncia. Entao a
projeccdo desta sobre 8 serd uma elipse, cujo eixo menor é metade
do eixo maior (podemos prova-lo por meio da geometria analitica).

Vimos que & é uma aplicagdo biunivoca de « sobre 8. Qual
€ a sua inversa? A projeccdo de B sobre «, segundo a direcgcdo
perpendicular a 8. E claro que ®! produz nos comprimentos uma
dilatagdo, cujo coeficiente é sec 8, varidvel de 1 a sec o.

Podiamos, mais geralmente, considerar uma projecg¢do de a
sobre B segundo uma direccdo qualquer, ndo paralela a nenhum
dos planos. As conclusdoes serao analogas: os comprimentos
resultam multiplicados por um nimero positivo, variavel com a
direcgao.
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Vejamos agora um exemplo relativo ao espaco. Suponhamos
fixado um referencial cartesiano ortogonal e seja ® a aplicagao
que faz corresponder a cada ponto Pq (x, v, 2z) o ponto
P’q (x, y’, 2’) tal que X’ =x, yYy=y e z/=2z/2. Quer
dizer: a abcissa e a ordenada s3ao conservadas; a cota é reduzida
a metade.

Facilmente se reconhece o seguinte: ® € uma aplicagdo biu-
nivoca do espacgo ¢ sobre si mesmo, que transforma cada
segmento de recta num segmento de recta, cujo comprimento
é o do primeiro multiplicado por um nUmero varidvel de 1/2 a 1.
Portanto, também neste caso nao se trata de uma transformacao

de semelhanga. Por exemplo:

Um cubo sera transformado num paralelepipedo, que nem
sequer sera rectangulo se nao tiver arestas paralelas aos eixos
coordenados.

Uma esfera sera transformada num elipsdide de revolugédo
achatado, sendo 1/2 o coeficiente de achatamento, etc.

Estes exemplos conduzem-nos a seguinte definicao geral:

DEFINICAOQ. Chama-se transformacao afim toda a aplicacéo
biunivoca do espago & sobre si mesmo, ou de um plano a sobre
um plano B (podendo ser « = B), que transforma segmentos de
recta em segmentos de recta.

As transformagdes afins também s@o chamadas afinidades.

Desde logo se reconhece que:

Séo afinidades todas as transformagdes de semelhanca (em
particular, as homotetias, as translagoes, as rotacbes e as
simetrias).

Mas, segundo mostram os exemplos anteriores, existem afi-
nidades que nao sdao semelhancas. Essas afinidades produzem
deformagbes, chamadas deformagdes afins.
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Também é muito facil provar que:
I. O produto de duas afinidades é uma afinidade.

l. A inversa duma afinidade é uma afinidade.

Por conseguinte:

O conjunto de todas as transformagdes afins do espaco é
um grupo multiplicativo, de que € subgrupo o grupo das
semelhancgas.

DEFINICAO. Dadas duas figuras F e G, diz-se que F é
afim a @, sse existe pelo menos uma transformagado afim que
aplica G sobre .

Das propriedades | e Il resulta que:

A relagdo de afinidade, entre figuras geométricas, é uma
relacdo de equivaléncia.

Por exemplo, prova-se que as figuras afins a um quadrado
sao todos os paralelogramos, as figuras afins a uma circunfe-
réncia sao todas as elipses, etc.

O mundo fisico oferece-nos vérias concretizagdes do conceito
de afinidade:

— a sombra produzida no chdao por uma figura existente
numa janela por onde entra sol (porqué?);

— a imagem produzida por certos espelhos cilindricos que
tornam as pessoas comicamente mais gordas ou mais magras
(ao contréario dos espelhos esféricos, que aumentam ou diminuem
sem deformar sensivelmente, em certas condigdes);

— a compressao ou dilatagdo dum corpo eléstico segundc
uma determinada direccgao;

— a deformagdo de uma rede articulada, etc.
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5. Efeito das transformacdes afins sobre rectas paralelas
e sobre vectores. Comecaremos por demonstrar os dois seguin-
tes lemas:

LEMA 1. Toda a transformagcdo afim transforma rectas em
rectas.

BI

AI

Demonstragao:

Seja @ uma transformagdo afim e r uma recta contida
no dominio de & (que pode ser o espago ou um plano). Ponha-
mos ®(r) = r’. Pretende-se provar que r’ é uma recta.

Para isso consideremos dois pontos distintos A, B de r e
seja A’ = ®(A), B’ = #(B). Entao

®(AB) = A’B’ (porqué?)

Seja agora P um ponto qualquer e ponhamos P’ = &(P).
Trés casos se podem dar: ou PeAB ou BeAP ou AeBP.
No 1.° caso tem-se P’ ¢ A’B’, no 2.° tem-se B’ ¢ A’P’ e no
3.° tem-se A’ ¢ B’P’. Em qualquer dos casos tem-se P’ ¢ A’B’
e assim:

(1) Per=P’eA’B’

O mesmo raciocinio com @-! mostra que, para todo o
P’ ¢ A’B’, existe P e AB, tal que ®(P) = P’. Ora este facto,
aliado a (1), mostra que ®(r) = A’B’ = r’ que portanto r’ é
uma recta.
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LEMA 2. Toda a transformacao afim do espago transforma
planos em planos.

Demonstragao*:

Seja ® uma transformagao afim do espago e seja a um
planb. Consideremos duas rectas concorrentes a, b contidas
em « e seja a’ = ®(a), b’ = &(b). Entdo a’ e b’ também sao
concorrentes (porqué?).

Seja agora P um ponto qualquer de « e P’ = ®&(P). Entao
existe pelo menos uma recta de « que passa por P e encontra
a e b em dois pontos distintos (porqué?). Seja s uma tal recta
e s’ = &(s). Entdao s’ encontra a’ e b’ em dois pontos dis-
tintos e portanto P’ pertence ao plano «' definido por a’ e b’.

O mesmo raciocinio com &! mostra que, para todo o P’ ¢ a’
existe P e a tal que ®(P) = P’. ~

Portanto & transforma o plano a« num plano a’.

Destes dois lemas deduz-se:

S,

TEOREMA 1. Toda a transformacédo afim transforma rectas
paralelas em rectas paralelas.

Demonstracéo:

Seja & uma afinidade. Consideremos duas rectas parale-
las r, s contidas no dominio de ® e ponhamos r’ =&(r), s’=®(s).
Pretende-se provar que r’//s’.

Ser=s, também r’ = s’ e a tese estd provada.

Seja agora r=s. Entdo r, s s@do complanares e rN s = ¢.
Logo r’, s’ também sdo complanares (porqué?) e r’ Ns’ = ¢.
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Com efeito, se existisse pelo menos um ponto P’ er’ Ns’, o
ponto P = &1 (P’) pertenceria a rNs e, deste modo, seria
r N's #+ ¢, contrariamente a hipotese.

COROLARIO. Toda a afinidade transforma segmentos orien-
tados equipolentes em segmentos orientados equipolentes.

!
!
! !
]
1 D - Al
! -
i -7

C c

Demonstragéo:

Consideremos uma afinidade ®. Sejam [A, Bl, [C, D] dois
segmentos orientados equipolentes contidos no dominio de & e
seja A’ = ®(A), B’ = ®(B), C’" =&(C) e D’ = &(D).

Pretende-se provar que [A’, B’] é equipolente a [C’/,D’].

Trés casos se podem dar:

1.2 caso. A =B.Entao C=D, A’ =B’, C’ = D’ e assim
a tese fica provada.

2° caso. A+B e AB=CD. Entao A’+B’, A’B’ =C’'D’
e, como AB//CD, AC//BD, também A’B’//C’D’, A’C’//B’D’,
o que mostra que [A’, B’] é aquipolente a [C’, D’].

3.° caso. A+B e AB = CD. Reduz-se ao anterior, consi-
derando um terceiro segmento [M, N] equipolente a [A, B] e tal
que MN =+ AB.

Assim o corolario fica demonstrado.

Este pode ainda enunciar-se do seguinte modo:

Uma transformacdo afim transforma todos os segmentos
->

orientados representativos de um mesmo vector u nos segmentos
>

orientados representativos de um mesmo vector V.
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Por conseguinte, toda a transformacdao afim & determina
> ->
deste modo uma correspondéncia univoca u_ v entre vectores.

Designaremos esta aplicagdo por ® . Ter-se-a pois, por definigéo:

— ——
(2) & (AB) = A’B’ = &(B) — &(A)

para todo o par de pontos A, B do dominio de ®. Entao, se for
-> r—)
u=

AB, sera B = A + u e portanto:

(3) (A + U) = 3(A) + o_(u)

6. Aplicagoes lineares. Consideremos agora um plano e,
uma recta d ndo paralela a « e seja ® a aplicagdo que faz corres-
ponder a cada ponto P do espago a sua projecgdo P’ sobre e,
paralelamente a d. E claro que se trata de uma aplicagao do
espago & em si mesmo, mas ndo de & sobre &: o contradominio
da aplicagéo é o plano «. Além disso, a aplicagdo & ndo é biuni-
voca: todos os pontos de uma recta que seja paralela a d sdo
transformados por & num (nico ponto de «. Porém, é facil ver
que ® transforma segmentos de recta em segmentos de recta, tal
como as transformagoes afins. Ndo podemos dizer que transforma
rectas em rectas, porque transforma em pontos as rectas para-
lelas a d. Mas, exceptuado este caso, transforma rectas paralelas
em rectas paralelas.

N
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Entdo, raciocinando como na demonstragdao anterior, vé-se
que @ transforma segmentos orientados equipolentes em segmen-
tos orientados equipolentes: a unica diferengca esta em que pode
transformar segmentos nao nulos (paralelos a d) em segmentos
nulos.

Podemos chamar afinidades degeneradas as aplicagoes @
nestas condigdes. Tal como as transformagodes afins (bijectivas
ao contrario desta), ® determina uma aplicagdo &, sobre vectores:

= —
® (AB) = A’B’ = ®(B) — @(A)

- .9 —_9 . -~
Diremos que o vector u” = A’B’ é a projecgdo do vector

> >
u = AB sobre o plano « paralelamente a d.

Ja vimos que se designa por M o conjunto dos vectores
do espaco. Designaremos por 99¢ 0 conjunto dos vectores do
plano «. Tanto N como Q,Qa sao espacos vectoriais sobre IR
(ver pag. 44).

Portanto ® & uma aplicagio de Q) sobre sz. Mas esta

aplicacao tem duas propriedades importantes que vamos estudar.

- >
Consideremos dois vectores u, v € as suas projecgoes

> > 2 >
u = (I)o (U , Vo= @o (V)
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Se tomarmos

= —> > =
u=AB . V:‘:BC,
LDy =S — —— —> > >
seraut+v=ACe A’C'=A’B’ + B’C’'=u + Vv
isto é:

. - = = : - ->
A projeccdo da soma u + v é igual 4 soma W’ + v/ das
projecgoes.

Simbolicamente:

> > > > > >
L@ (utv)=2a (u) +o_(v) ., Vu veP

>
Consideremos, agora, um vector u e um ndmero real «. Seja

—> —>

-> >
u=AB 7 au=AC

Entdo, aplicando o TEOREMA DE THALES, vé-se que
———> —— >
A'C =a-A’B’' = au’
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isto é:
. ~ ’_> ’
A projecgdo do produto de um escalar « por um vector u é

.—}
igual ao produto de a pela projeccdo de u ().

Simbolicamente:

> >
Il. @ (eu) =a@_(u) , VaelR, ueQ

Pois bem, exprimem-se as propriedades | e ll, dizendo que
a aplicacao P respeita a adicdo de vectores e a multiplicagéo
de vectores por escalares; ou ainda, dizendo que ® & uma apli-
cagao linear. Dum modo geral:

DEFINICAO. Dados dois espagos vectoriais S e S’ sobre |R,
diz-se que uma aplicacdo f de S em S’ é linear sse tem as duas
seguintes propriedades (2):

1) f(u+v)=1Ffu) +f(v) , VYu veS
2) f(au) =af(u) , VaelR ueS$S

(Mais geralmente ainda, podiamos considerar, em vez de IR,
um corpo K qualquer.)

Desde logo se reconhece que, se f é uma aplicacao linear
de S sobre S’, entao:

3) f(au + bv) = af(u) + bf(v) , Va belR; u veS

Tem-se, com efeito:

f(au + bv) = f(au) + f(bv) = af(u) + bf(v)

() Recordemos que, quando se trata do um espago vectorial S sobre
um corpo K, os elementos de S chamam-se vectores, enquanto os de K se
chamam escalares. Neste caso, os escalares sdo os niimeros reais.

(32) Sempre que ndo haja risco de confusdo, podemos deixar de usar
setas sobre letras que representam vectores.
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Mais geralmente, tem-se, na mesma hipoétese:
4) f(81 U1+...+an un)=81 f(U1)+.-.+an f(un ),
quaisquer que sejam Uy,..., u,6 S e a,..., a, €lR.

TEOREMA. Toda a afinidade ® determina uma aplicagéo
linear @  (bijectiva ) no conjunto dos vectores situados no domi-
nio de &.

Demonstragéao:

a) Seja ® uma transformacdo afim de espago &. Entdo,
como vimos no ndmero anterior, ® determina uma aplicagédo @_
de N em N segundo a férmula:

o (AB) = ®(B) — ®(A) , VA, Be&
E claro que @ _ € bijectiva, tendo-se
& (AB) = & 1
" (AB) = &7 (B) — & (A).

Para simplificar a escrita, vamos p6r & = f e omitir as setas
sobre as letras u, v,..., 0 que ndo traz perigo de confuséo.

—
Consideremos dois vectores u, v quaisquer e seja u = AB,
—
v = BC, A’ = ®(A), B’ = #(B), C’ = &(C). Entao:
—> —
u+v=AC e f(u+v) =AC

—> —> —>
e como A’C’ = A’B’ + B’C’ = f(u) + f(v), vem

(1) f(u + v) = f(u) + f(v)
Em particular, se v= — u, tem-se f(u+v) =f(0) =0 e
portanto

(2) f(u) + f(—u) =0 ou seja f(—u) = —f(u)
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Consideremos agora um vector u e um nUmero real a. Se
a=0 ou u=0, tem-se obviamente f(au) = af(u) = 0. Se

a+0 e us 0, verifica-se um dos seguintes casos:

1.° caso: a é um numero natural n. Se n = 1, tem-se obvia-
mente f(au) = af(u). Se n > 1, tem-se

au=u+ ... +u (n vezes)
e, aplicando (1) repetidamente, vem
f(au) = f(u) + ... + f(u) (n vezes) e portanto f(au) = af(u).

2.° caso: a é um numero fraccionario > 0. Seja a = m/n,
com m, n € IN e ponhamos

Entdo u=nv, au = mv donde
f(u) = nf(v), f(au) = mf(v)

e portanto
f(au) = 2 f(u) = af(u)
n

3.° caso: a é um numero irracional > 0. Seja w = au,
u’ = f(u), w = f(w). Entdo w’ é colinear com u’ (porqué) e
existe portanto um nimero a’ tal que w’ = a’u’.
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Sejam agora r, s dois nimeros racionais quaisquer tais
que (2) r<a<s.

Entdo r|ul<a[u|<s|u| ou seja rjul<|w|<s|u]
Daqui se deduz

rlu [ <|w'[<s|u|
ou seja rju’| < a’|u’|<s|u’| donde
r<a’<s
Daqui e de (2) resulta que |a—a’ | < s—r. Como s —r pode
ser tao pequeno quanto se queira, tem-se necessariamente a =

e portanto f(au) = af(u).

4.° caso: a é negativo. Entdao au = |a| (—u) e, como |a|> 0,
estamos num dos casos anteriores. Portanto

f(au) = f[|a| (—u)] = |a|f(—u)
donde, atendendo a (2):
f(au) = — |a| f(u) = af(u)

Assim, em qualquer dos casos, verifica-se a condicdao (2)
da definicdo anterior de aplicagdo linear.

Logo f (ou seja & ) é uma aplicacdo linear do espacgo
vectorial Y sobre si mesmo

b) Seja agora ® uma afinidade dum plano a sobre um
plano B8 (podendo ser « = B8). Demonstra-se como anteriormente
que & determina uma aplicagdo linear &  (biunivoca) de C)Oa
sobre Q.
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7. Determinacdo de todas as possiveis afinidades entre
dois planos ou do espagco. Vamos comegar por estudar o
seguinte

PROBLEMA. Séao dados: 1) dois planos «, B (distintos ou
coincidentes); 2) trés pontos A, B, C ndo colineares de o; 3) trés
pontos A’, B’, C’ ndo colineares de B. Determinar uma afinidade ®
de a sobre B que transforme A em A’, B em B’ e C em C'.

Recordemos (ver Cap. 1, n.° 16) que, para todo o ponto P de
a existe um par (x, y) de nimeros reais tais que

P=A+x (B—A)+y (C—A)
Entdo, se ® é uma afinidade de o« sobre B, vira

8(P) = &(A) + @ [x(B — A) + y(C — A)]
= 3(A) + x3,(B—A) +ya (C— A)

em que & ¢ aplicagao linear definida para &.
Logo, se existe uma afinidade & que transforma A em A’,
B em B’ e C em C’, sé6 pode ser a que é dada pela formula
(1) PP=A"+x(B’—A’)+y(C’—A’), sendo P’=&(P).

(Por exemplo, na figura seguinte, tem-se x = 3/2, y = 1/2)
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Vamos agora ver que a férmula (1) define realmente uma
afinidade P _ P’ de « sobre g8, que transforma A em A’, B em
B’e Cem C’.

Em primeiro lugar, ® é bijectiva. Com efeito, ® resulta das
aplicagbes bijectivas P _(x, y) e (x, y) qP' respectivamente
de « sobre [R? e de |R? sobre B.

Em segundo lugar, é facil ver que ®(A) = A’ (x =y = 0),
®(B) =B'(x=1,y=0), o(C)=C" (x=0, y=1).

Resta provar que @& transforma segmentos de recta em
segmentos de recta. Sejam M, N dois pontos quaisquer de a €
M’, N’ os seus transformados por ®. Entao

PeMN&3att P=M+t(M—=N) AO<t<1

Ora
®(P) = &(M) +t e (M—N) (porqué?)
ou seja
PP =M + t(M’ — N’)
Portanto

P=M+t(M—=N) &P =M + t(M’ — N’), donde
Pe MN & PPe M'N’

o que significa que ®(MN) = M’N’,
g.e.d.

Assim, como se vé, o problema é sempre possivel e deter-
minado, isto é:

TEOREMA 1. Dados dois planos «, 8 e dois ternos de pon-
tos nao colineares

(A, B,C) , (A, B, C)

112



COMPENDIO DE MATEMATICA

respectivamente em « e em B, existe sempre uma e uma so0 afi-
nidade que transforma (A, B, C) em (A’, B’, C’). Essa afini-
dade é a aplicacao ® que faz corresponder a cada ponto P de «
o ponto P’ de B cujas coordenadas no referencial (A’, B’, C’) séo
idénticas as coordenadas de P no referencial (A, B, C), isto é:

P=A+x(B—=A)+y(C—-A) > PP=A’"+x(B’=A’)+y(C’'-A’)

E bem facil estender este teorema ao caso de afinidades
espaciais:

TEOREMA 2. Dados em & dois quaternos ordenados de
pontos ndo complanares

(A, B, C, D), (A, B, C’, D)

existe sempre uma e uma sé afinidade espacial que transforma
(A, B, C, D) em (A’, B’, C’, D’). Essa afinidade é a aplicacdo @
que faz corresponder a cada ponto

P=A+x(B—A)+y(C—A)+z(D—-A)
o ponto
P'=A’+x(B'—A’) +y(C’' —A’) +z(D’ = A’)

Deixamos a demonstragcdao ao cuidado do leitor.

NOTA SOBRE A TERMINOLOGIA. E evidente que, sendo f
uma aplicagdao qualquer de um conjunto D num conjunto E,
chamamos transformado de um par ordenado (a, b) por f
(sendo a, be D) o par ordenado (f(a), f(b)). E analogamente
para ternos ordenados, quaternos ordenados, etc. — dum modo
geral para sequéncias quaisquer. Nesta ordem de ideias, sendo n
um namero natural qualquer e R um subconjunto de D" (relagéao
n-éria), chamaremos transformada de R por f e representaremos
por f(R), o conjunto dos transformados de todos os elementos
de R por f.
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Até aqui temos chamado figuras geométricas apenas aos
conjuntos de pontos. Mais geralmente, podemos chamar figuras
geométricas a sequéncias, a conjuntos de sequéncias de pontos,
a conjuntos de conjuntos de pontos ou de sequéncias de pon-
tos, etc., etc. Por exemplo, uma recta orientada (ou um segmento
orientado), ser4d uma figura geométrica, pois pode ser conside-
rada como um conjunto de pares ordenados (a relagdao de ordem
definida na recta). Analogamente, um vector serd uma figura
geométrica, pois pode ser considerado como um conjunto de
segmentos orientados. '

Aos conjuntos de pontos chamaremos lugares geométricos
(ou simplesmente /ugares), para os distinguir das outras figuras
geométricas. Assim, por exemplo, o conjunto das geratrizes de
uma superficie cénica (conjunto de tipo 2) serd uma figura
geométrica, mas ndao um lugar geométrico — ao passo que a
superficie cénica serd o lugar geométrico correspondente, isto &,
a reunidgo de todos os conjuntos de pontos constituida pelas
geratrizes.

EXERCICIO. Marque a azul no papel dois ternos ordenados
de pontos (A, B, C) e (A’, B’, C’) tais que

|AB|=3cm , |AC|=45cm , ABLAC
|A’B’| =6 cm , |A'C’'|=9cm , AB'LAC

Represente a tracejado e a preto as rectas AB, AC, A’B’,
A’C’ e construa (também a tracejado e a preto) dois quadri-
culados constituidos pelas referidas rectas e outras paralelas a
estas, dispostas entre si as distancias minimas de 0,5 cm e de
1 cm, respectivamente. Os quadriculados devem ter respectiva-
mente a dimensdo 5 cm X 5 cm e 10 cm X 10 cm. Posto isto,
desenhe a azul uma figura simples (imitando um mapa) que
cubra grande parte do 1.° quadriculado, e desenhe em seguida
a vermelho (aproximadamente) a imagem dessa figura pela afi-
nidade que transforma (A, B, C) em (A’ B’, C’). Que relagado
verifica entre as duas figuras?

114



COMPENDIO DE MATEMATICA

Feito isto, marque num outro papel (a azul) um terceiro
terno ordenado (A”, B”, C”) tal que

|A"B”|=4cm , |A’C”|=8cm , |ABC|=60°

e desenhe a vermelho a imagem da primeira figura, pela afini-
dade que transforma (A, B, C) em (A”, B”, C”). Que relagdo
verifica entre estas duas figuras? (Observagdo: Para melhor dis-
tinguir as rectas auxiliares a tracejado, use algarismos escritos
a margem, para as rectas com uma das direcgoes, e letras a, b,...
para as rectas com a outra direcgao, pondo além disso plicas nos
algarismos e letras correspondentes, relativas a 2.2 e a 3.2 figuras.)

8. Determinacdo de todas as possiveis semelhancas,
isometrias e deslocamentos, entre dois planos ou do espaco.
Para melhor compreensdao do que vai seguir-se, € aconselhavel
comegar por resolver o exercicio anterior.

Posto isto, considerem-se dois ternos ordenados de pontos
nao colineares, (A, B, C) e (A’, B’, C’), respectivamente em dois
planos « e B (podendo ser « = B). Pergunta-se:

A que condicdo devem obedecer estes dois ternos, para que
a afinidade ® que transforma o primeiro no segundo seja uma
semelhanca?

Uma condigdo necesséaria & evidentemente a seguinte:

Os dois ternos devem ser semelhantes.

Esta condicdo pode ser traduzida simbolicamente, de trés
modos diversos, equivalentes entre si:

(1) !AIB'I _ IAICII _ |BICI |

| AB | | AC| | BC|

(2) ABC=A’B’C’ A CAB=C’A’B’
(3) CAB_Z_ C’A'B' A IA’B,' = |A’C’,
[AB] | AC|
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Pergunta-se agora:
E esta condigcdo suficiente para que a afinidade ® seja uma

semelhanga?

Vamos ver que sim. Suponhamos verificada esta condigao
e consideremos dois pontos de a:

—> — —> —
P=A+x.AB+y.AC , Q=A+4+u.AB+ v.AC,
assim como os seus transformados por &:
—> —> : —> —>
PP=A"+x.AB"+y.AC , QQ=A’+u.AB’ +v.AC/
Trata-se de provar o seguinte:

‘PIQII _ !AIBI' _ —IAICII
| PQ| | AB | |AC|

(1)

Se v =y, tem-se evidentemente

—_— —
Q—=P=(u—-x)AB , Q" =P = (u—-x)A'B’

e portanto |PQ|=|u~—x|.]|AB| |[P'Q’|=]u — x
donde se conclui (1). Analogamente, se x = u.
Seja agora x < u Ay >v. Entdo, as rectas que passam

respectivamente por P e Q e sdo paralelas a AC e AB encon-

A'B’ |,
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tram-se num ponto M, e tem-se, evidentemente:

——p —
M=A+x.AB+ v.AC
donde
—_— —
P~M=(y~Vv)AC , Q- M= (u- x)AB
e analogamente
— —_
PP=-M = (y—-vVv)A'C" , Q — M = (u— x)A’B/
Daqui se deduz, por um lado:

lMIPI'=|MIQII= IAIBI]=|AICI’
| MP | IMQ| | AB | |AC|

Por outro lado, comoy —v>0e u -~ x > 0, vé-se que os
angulos MQP e ABC tém os lados paralelos e orientados no
mesmo sentido, sendo portanto equipolentes, e que o mesmo
sucede com os angulos M’Q’P’ e A’B’C’. Logo os angulos
convexos PMQ e P’M’Q’ sio iguais e assim, por semelhanga

4

de tridngulos, verifica-se (1), isto é:

|PQ’] _ |AB]
[PQ]  [AB|

Se x >uAy<v, basta trocar os papéis de P e Q.

Se x>uAy>v ou x<uAy<v, a demonstracio é
anéloga, com a diferenga de que os angulos MQP e ABC sdo
suplementares.

E como nao resta nenhuma outra hipétese a considerar, fica
provado o seguinte:

TEOREMA 1. Dados dois ternos ordenados de pontos néo
colineares (A, B, C) e (A’, B’, C’), respectivamente em dois
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planos « e B, a afinidade que transforma o primeiro no segundo
é uma semelhanca, sse os dois ternos sdo semelhantes.

Deste teorema se deduz imediatamente, como coroléario, uma
condic@o necessaria e suficiente para que a afinidade considerada
seja uma isometria: é que os dois ternos ordenados de pontos
sejam isométricos, isto é, que

|A’B’|= |AB| , |A’C’|=|AC| , |B/C’|=|BC|

Se, além disso, os dois planos coincidem (isto é, se a = ),
uma condicdo necessaria e suficiente para que a afinidade seja
um deslocamento &€ que os dois ternos ordenados de pontos
sejam positivamente isométricos, isto é, que |A’B’[=|AB|,
|A’C’|=|AC| e os &ngulos orientados ABC e A’B’C’ sejam
equipolentes.

O teorema 1 estende-se facilmente a &:

TEOREMA 2. Dados dois quaternos ordenados de pontos
nao complanares (A, B, C, D) e (A’, B’, C’, D’), a afinidade
que transforma o primeiro no segundo é uma semelhanca, sse
os dois quaternos sao semelhantes, isto é, sse

|A’B’| _ |A’C’| _ |A’D’| _ |B’C’| _ |B’D’| _|cror|
| AB | | AC | | AD | | BC| | BD | | CD |

Quanto a isometrias e deslocamentos, as consideragbes sao
anélogas as que fizemos no caso dos planos.

EXERCICIOS. Atendendo aos teoremas anteriores e as
conclusbes a que conduzem os exercicios do n.° 3, prove os
seguintes factos:

I. Todo o deslocamento do plano é uma rotagdo ou uma
translagao.

Il. Um deslocamento do plano é uma translagdo, sse ndo
deixa fixo nenhum ponto ou deixa fixos todos os pontos do plano.

lll. Uma semelhanga negativa do plano que deixe fixos dois
pontos distintos A, B s6 pode ser a simetria em relagdo a AB.
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IV. Um deslocamento do plano que deixe fixos dois pontos
distintos s6 pode ser a aplicacao identidade.

V. Todo o deslocamento do espago pode ser obtido como
produto de uma rotagao por uma translagao, que pode ser sempre
escothida com direcgao paralela ao eixo de rotagao.

VI. Uma semelhanga negativa do espago que deixe fixos
trés pontos A, B, C nao colineares s6 pode ser a simetria em
relacdo ao plano ABC.

Vil. Um deslocamento do espago que deixe fixos trés
pontos A, B, C ndo colineares sé pode ser a aplicacdo identidade.

VIll. Um deslocamento do espagco que deixe fixo um
ponto A é uma rotacao em torno de um eixo que passa por A.

IX. O produto de duas reflexdes do plano é uma rotagao
ou uma translacdo. Reciprocamente, toda a rotagao ou translagédo
do plano pode ser obtida como produto de duas reflexdes.

X. Idem para o espaco.

9. Aplicagbes afins*. Tornemos ao exemplo anterior da
projecgdo @ dos pontos do espago ¢ sobre um plano « parale-
lamente a uma recta d (nao paralela a ). Vimos que & é uma
aplicagdo de C em & (mas néao sobre é’), que transforma
segmentos de recta em segmentos de recta, mas que transforma
as rectas paralelas a d em pontos. Dissemos que se trata de
uma afinidade degenerada.
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Sejam A, B, C, D quatro pontos de & n3o complanares e
A’, B’, C’, D’ respectivamente as suas projeccoes sobre «
paralelamente a d. E evidente que A’, B’, C’, D’ sdao compla-
nares, embora nao colineares (porqué?) e, a cada ponto

—> —> —>
P=A+x.-AB+y.AC+2z.AD
de &, correspondera o ponto
— —> —>
PP=A"+x.AB"+y.AC’' +2z.AD’
de « (e portanto de &).

Dum modo geral, chamaremos aplicacdo afim do espago &
em si mesmo toda a aplicagdo da forma

> > > > > >
P=0+xe+yf+z2g P =0"+xe"+yt +zg,

) -~ . - '9 9 e -~
em que O e O’ sdo pontos arbitrarios de &, e, f, g vectores nio
- > > > :
complanares de & (elementos de ) e e’, f/, g’ vectores arbi-
trérios de &.
T T
s

Em particular, se e’, g’ sao nao complanares, a apli-
cacdo ® é bijectiva e portanto uma transformagcdo afim (ou

afinidade).

e -

Mas, se e’, f’, g’ sdao complanares, a aplicagdo ® ja nao

é bijectiva e diz-se uma afinidade degenerada. Nesta hip6tese,
ainda hé a distinguir dois casos:

> > o | , .
1.>. Os vectores e’, f’, g’ ndo sado colineares (embora sejam
complanares). Neste caso, o contradominio de ® é um plano,
como no exemplo anterior.

e S
2°. Os vectores e’, ', g’ sdo colineares. Neste caso, o

contradominio de @ é uma recta. Exemplo: a projecgdo de & sobre
um plano «, seguida da projecgdo de « sobre uma recta r Ce.
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E claro que a definicdo anterior se estende ao caso de planos
ou rectas. Por exemplo:

Dadas duas rectas r, s (distintas ou coincidentes) chama-se
aplicagdo afim de r em s toda a aplicagdo ® da forma

->
P=0+xe Pr=O +xe

em que O e O’ sdo pontos arbitrarios respectivamente de r e s,
>

>
e um vector ndo nulo de r e e’ um vector qualquer de s. Se
> o
e’ = 0, é claro que o contradominio de ® se reduz ao ponto O’.

>
Se e’ #+ 0, © é bijectiva e podemos chamar-lhe uma transformacéo
afim (ou afinidade). Mas facilmente se vé que, neste caso, ® é
uma semelhanga de r sobre s. Assim:

No caso unidimensional (aplicagcoes entre rectas) ndo hé
distincdo entre afinidades e semelhancas.
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