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CAPITULO IV

REPRESENTAQAO ANALITICA DE APLICAGOES
LINEARES E TRANSFORMAGOES AFINS

1. Aplicagdes lineares e matrizes. Consideremos o con-

junto Cﬁ, dos vectores de um plano «. J& sabemos que N, &
>

- - - .9 - -~
um espago vectorial sobre IR. Sejam j, k dois vectores nao
colineares de Y.

Entdo, como vimos, a féormula

> >

(1) u=xj
>

estabelece uma correspondéncia bijectiva u a(x y) entre os

vectores u e 99 e os pares (x, y¥) e IR.
Posto isto, seja F uma aplicacao linear do espaco vecto-
rial Q. em si mesmo, isto é, uma aplicagdo de W, em Wy tal que

:aelR

a'

> > > >

F(u + v) = F(u) + F(v) & &
> > U vev

F(au) = a F(u)
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J. SEBASTIAO E SILVA

Entdo, aplicando F a ambos os membros de (1), vem
-> > > >
F(u) = xF(j) + yF(k) . vue®
. > > -
ou seja, pondo F(u) =uv , F(j) =) ., F(k) =k"
(2) v =xj +yk’

Reciprocamente, sendo j’, k’ dois vectores arbitrérios de
- ~ 9
993, a aplicagao F que faz corresponder a cada vector u dado

-
por (1) o vector u’ dado por (2) é linear. Com efeito, se con-
siderarmos dois vectores

> - > -> & >
Uy = le + y1k ’ U, = x2.| + yzk

tem-se

> > > ->
U1 + Uz = (X1 + X2)j + (Y]_ + yz)k

e, portanto,

> - > ->
F(u, + uz) = (%1 + x2)j" + (y1 + y:)K’
> > -> ->
= (X4j’ + yik”) + (xj’ + yk”)
> >
= F(u,) + F(u.)
> -> >
Analogamente se prova que F(au)=aF(u), VYaelR, u e@a.

Suponhamos agora dadas as componentes dos vectores
> S R .
i’. k’ na base (j, k). Seja:
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Procuremos entdo as componentes do vector
> > - >
u =xj’ +yk’ = F(u)
> >
na base (j, k), Tem-se:
> - > - ->
(3) W =x(aj+ bk) +y(cj+ dk)

> >
= (ax + cy)j + (bx + dy)k

Por conseguinte, se designarmos por x’, y’ ordenadamente

- > >
as componentes de u’ na base (j, k), isto é, se pusermos

-> ->
uw = x'j + y’k
vird, por comparagcao com (3),

x’ = ax + ¢y

Y
(4) v = bx + dy (porqué?)

-
u’ de P, em Y,

_>
Assim, dar a aplicagdo linear F: u_

equivale a dar a aplicagdo (x, y) _ (x’, y’) de |R? em |R?
definida pelo sistema (4).

Por sua vez, dar este sistema de equagdes equivale a dar
o quadro dos seus coeficientes, assim indicado

5 a ¢
Chama-se matriz quadrada de ordem 2 todo o quadro
deste tipo.

Os pares ordenados (a, c¢) e (b, d) sao as linhas da matriz:
respectivamente a 7.2 linha e a 2.2 linha.
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Os pares ordenados (a, b) e (¢, d) sdo as colunas da matriz:

respectivamente a 7.% coluna e a 2.* coluna — representativas dos
> >
vectores j’, k’.

Reciprocamente, sendo a, b, ¢, d nimeros reais arbitraria-
mente dados, a matriz (4) define uma aplicagdo linear F de
ClQa em 9, por intermédio do sistema (5), sendo

3 > > > > > >
7 =aj+bk=F() , KK=cj+dk=F(k)

Em conclusao:

> -
TEOREMA 1. Adoptada uma base (j, k) em %a.,' o sis-
tema (4) estabelece uma correspondéncia bijectiva

a c
F
“”[b d]
entre as aplicagbes lineares F de Y, em N, e as matrizes qua-

dradas de ordem 2 de numeros reais. Neste caso F é a aplicagéo
> -
que transforma os vectores ], k respectivamente nos vectores

> - = - -> -
J=a]j+bk , K=ecj+dk

Estas consideragoes podem generalizar-se ao espago vecto-
rial Q), constituido pelos vectores do espaco pontual Z.
Chama-se matriz quadrada de ordem 3 todo o quadro do tipo

a a a”
b b’ b”
c ¢ o

com 3 linhas (a, a’, a”), (b, b’, b”) e (c, ¢’, ¢”), respectiva-
mente 1.2, 2.2 e 3.° linhas, e trés colunas (a, b, c), (a’, b’, ¢’),
(a”, b”, ¢”), respectivamente 1.2, 2.2 e 3.® colunas. Os simbolos
a, b, ¢, a’,... podem designar entes das mais diversas naturezas
(elementos da matriz). No estudo que vamos fazer, interessam-
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-nos apenas matrizes reais, isto &, matrizes cujos elementos sé&o

numeros reais.
- . 9’ 9 9 A "~
Posto isto, sejam j, k, m trés vectores nao complanares

de 9. Como sabemos, a férmula
- > - -
(6) u=xj+yk+zm

>
estabelece uma correspondéncia bijectiva u 5 (x, y, z) entre
_9
os elementos u de Q) e os elementos (x, y, z) de IR®. Posto isto,
) L - >
seja F uma aplicacdo linear de N em Q0 e ponhamos u’ = F(u),

- > > > > > _ o
i’ = F(j), k’ = F(k), m’ = F(m). Entdo, raciocinando como no
caso do plano, vé-se que

> - - -
(7) W =xj +yk+zm’

_ > > >
Reciprocamente, sendo j’, k’, m’ trés vectores de N dados
arbitrariamente, a aplicagao F, que faz corresponder a cada vector

-9
dado por (6) o vector u’ dado por (7), € linear.

Seja agora
-> > > ->
i”=aj+bk+cm
-> > > ->
(8) k! =a’j+ b’k + ¢’'m

> > - >
m’ = a’”’j + b”’k + ¢”m

=

~

> - -
X'i T+ ¥k +z2"m
Entao, é facil ver, como no caso anterior, que

x’ =ax + a’y+ a”z
(9) y’ =bx+ b’y + b”z
z! = ¢xi+ ey &2
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E chega-se agora ao seguinte

TEOREMA 2. Adoptada uma base (j, k, m) em W, o sis-
tema (9) estabelece uma correspondéncia bijectiva

a a’' a”
Fq b b’ b”
c cl C’I

entre as aplicagoes lineares F de N em N e as matrizes qua-

dradas reais de ordem 3. Neste caso F é a aplicagdo linear de
i
N em N que transforma os vectores de base j, k, m respectiva-
> > >
mente nos vectores j’, k’, m’ dados por (8).

EXERCICIOS:

> > )
I. Sendo (j, k) uma base ortogonal no plano, designe
-9 -
por j’ o vector representativo do nimero complexo 3 + 4i
> ->
e seja k’ = ij’. Posto isto, determine a matriz da aplicagéao
; > = g ; "
linear que transforma (j, k) em (j’, k’) e a matriz da aplicacédo

inversa.

Il. Dada uma base (j, k, m) de N e os vectores

-> - -
u_,€0, 1 =2) , v__(-1,01) , w__(2 -11)
- > >
determine as componentes dos transformados de u, v, w pela

aplicagao linear F de matriz

- -3 4
-3 9/2 -6
1 =3/2 2

Que relagao verifica entre os vectores obtidos? Qual é entdo
o contradominio de F?
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2. Representacdo analitica das afinidades de um plano
ou do espago. Consideremos num mesmo plano = dois refe-

. . e e s W A i
renciais cartesianos (O, j, k), (0O’, j’, k’). Portanto O e O’ sdo

i . 2> = = = .
dois pontos quaisquer do plano, (j , k) e (j’ , k’) dois pares
quaisquer de vectores nado colineares (bases de @ﬁ).

Segundo o estabelecido no Captiulo Ill, n.° 7 (pag. 111),
existe uma e uma so afinidade ® do plano que transforma

(0 e, f) em (O’ e f’) (*). Seja P um ponto qualquer do plano.
Entao

#(P) = #(0)+&_(P—0)  ou seja

(1) P’ =0’ + &_(OF) ou ainda
—_—
(2) 0'F’ = &_(OP)

em que P’ = ®(P) e &_  é a aplicagdo linear definida por & em
C» Suponhamos agora que se tem, no 1.° referencial:

o' _(p.q) . 7 b) . d
qp'q ' l\—’f(a' ) 4 Q(C,)

PQ(X, y) g B = @(P)Q(X’, y’)

> > > >,

(!) E claro que, em vez dos ternos (O, j, k), (O', j/, k'), podemos consi-

— > - >

derar dols ternos de pontos (O, A, B), (O', A, B'), tais que OA = j, OB = k,

JOB
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Entdo, pelo que se viu no nimero anterior, a férmula
—> S
O’P’ = & (OP)

equivale ao sistema de equacoOes

x' —p=ax + cy
(3) , _
y’ — q = bx + dy
ou seja
x'=ax+cy+p
(4) %

y =bx +dy + q

Sera esta pois a representacdo analitica da transformacao @
considerada. Como se vé, esta é definida pela matriz

a c
[b d] representativa de &,

e pelo par ordenado (p, q), representativo do vector (—)_O>’ (que
define uma translagdo de O para O’).

Assim, a afinidade ® aparece decomposta numa afinidade
que deixa fixo o ponto O e na translacdo que leva O para O’.
A primeira pode ser identificada com a aplicagao linear A visto
que, uma vez escolhida a origem O, cada ponto P do plano pode

- . - ~ —->
ser identificado com o seu vector de posicdo OP.
Estas consideragdes estendem-se imediatamente ao espago &
Consideremos dois referenciais:

> o5 5 > 5> o
(0, j, k, m) e (O, j’, k', m’)

Entdo a afinidade & que transforma o primeiro no segundo
é definida pelo sistema de equagdes

x’" =ax+a’'y+a”’z+p
y' =bx + b’y + b’z + q
=t eyre’z+rF
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em que se tem, relativamente ao 1.° referencial:

-')I ’ ’ 4 ->I ’” 144 144 —>I
(a, b,c) i . (. b c) Kk . (a,b,c)\_,/,m

(x vy z)_ P . XYy, 2)_,P =&(P)

O problema da representacao analitica das afinidades equivale
de certo modo, como vamos ver, ac PROBLEMA DA MUDANCA
DE COORDENADAS, quando se passa de um referencial para
outro.

Comecemos pelo caso do plano:

~\

Dadas no plano as coordenadas x, y dum ponto P num
‘ 2= .
referencial (0O, j, k), determinar as coordenadas x’, y’ do mesmo

> -
ponto num outro referencial (O’, j’, k).

Entao

- -
(5) P=0+xj+yk
Procuram-se x’, y’ tais que

-> -
(6) P=0"+x"j 4+ y k’

o P 2 = - -2 = i
Sejaj’=aj+bk , k“=cj+dk , O =0++pj+qk
Entdao (6) equivale a

> >
P=0 + (ax’ + cy’ + p)j + (bx’ + dy’ + q)k,
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donde, por comparagdao com (5):

I

x=ax"+cy’ +p

y=bx’"+dy + q

(7)

Assim, como se vé, as equagcdOes que dao a mudanca de
coordenadas tém a mesma forma das equagdes (4), mas com
as variaveis trocadas. No problema anterior tratava-se de coorde-
nadas de dois pontos P e P’ no primeiro referencial. Agora
trata-se de coordenadas de um mesmo ponto P em dois refe-
renciais diferentes. Mas note-se ainda:

Para determinar as novas coordenadas x’, y’ a partir das
primitivas x, y, hd que resolver o sistema (7) em relacdo a x’, y’.

Analogamente para o espago

Um problema inteiramente andlogo é o da mudanca de base
num espago vectorial.

EXERCICIOS:

. Considere a afinidade ® dada no plano pelo sistema de
equagoes:

x'=3x —4y — 1
y’ = 4x + 3y + 1
relativamente a um referencial ortonormal. Posto isto:
a) Determine os transformados por & dos pontos
A\_?(O, 0) ., B_,(1,0) , C_,(1/2 1)
b) Desenhe o tridngulo [ABC] e o seu transformado por &.
Que espécie de afinidade é &?
c) Dada a recta r de equagdo x + 2y = 1, ache uma
equacdo da recta r = &(r). (Sugestdo: convém resolver o
sistema anterior em relagdo a x, y.)

d) Represente analiticamente &!.
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Il. Determine as transformadas das figuras de equagao
x? — y2 =712 (com relR) pelas afinidades da forma ()

x’ = ax + by
¢ com a2 — b2 =1
y’ = bx + ay

[lIl. Dada a equagéao
m2x2 — nzyz = 1

num referencial ortonormal, achar a equagdo correspondente num
referencial em que os novos eixos coincidam com as assimptotas
da hipérbole representada por aquela equagdo. (Sugestdo: no
novo referencial as equacdes das assimptotas deverao ser x” = 0,
y’ = 0, enquanto no primeiro sdo mx + ny = 0, mx — ny = 0).

3. Produto interno de dois vectores. Para poder decidir
se uma afinidade representada analiticamente &€ uma isometria
ou uma semelhanga, o processo mais elegante e mais comodo

baseia-se na nogéo de produto interno de dois vectores.
> o>
Consideremos, por exemplo, num plano dois vectores u, v e

seja

> > T
u_,xy) . v, y)

relativamente a um referencial ortonormal do plano. Posto isto,
> o
procuremos relacionar o quadrado do mddulo da soma u + v

N
com os modulos de u e v. Como

> > " "
utv_ (x+x,y+y),

(}) Este exemplo tem especial interesse por estar intimamente relacio-
nado com a teoria da relatividade.
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tem-se

> 2
Jlu+vp=(x+x)2+ (y+y)?

= (x2 + y?) + (x2 + y2) + 2(xx’ + yy’)
e portanto

& = =" >
(1) lut vpE=|ulp+|v[]+ 2(xx’ 4+ yy’)

donde

1 .= .2 -> >
! +yy' =—-(utvf- luf* =1vP)

O 2° membro mostra que o valor da expressao xx’ + yy’

nao depende da base adoptada (desde que esta seja ortonormall),
> >

mas apenas dos vectores u e v. Esse valor (nimero real) é
> >
chamado produto interno de u por v e representado por qualquer

- > > LD >,
das notagdes u-.v ou u|v (ler ‘u interno v°).

Ter-se-a pois, por definigéo:

>
u

cVv

> > -
VE=up —|v[)

>
v = 2

(1

1
2 i
(2) 5

. > >
Em particular, se u = v, vem

> > > > >
u.v=—(4uf’ = 2[uf) =[uf,

1
2
0 que induz a escrever, mais simplesmente,

> >
u* em vez de |uf?
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Assim, a férmula (1) assume o aspecto sugestivo:

> > > > >
(3) (utv)2=u24+v:+2u.v

Como se vé, a expressdo cartesiana do produto interno num
referencial ortonormal do plano é

(4)

(5)

> = ‘ "

supondo u_ _(x, v, z) e v__ (X, ¥y, 2’) num referencial
ortonormal.

Desta expressdao cartesiana (ou da definicdo adoptada),

imediatamente se inferem as seguintes

PROPRIEDADES DO PRODUTO INTERNO

l. Comutatividade:

e T T T
Il. Distributividade: u (v+w)._u vtu.w, Vu, v, we

. -> > > > > >
Il. Homogeneidade: (au) -v=a(u-u), Yu, ve, ae IR

Esta Gltima propriedade. muito importante (PROPRIEDADE
DO ANULAMENTO DO PRODUTO INTERNO), deduz-se facil-
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mente da férmula (3), quer no caso em que um pelo menos
dos vectores é nulo, quer no caso em que sdo ambos nido nulos

> >
e perpendiculares entre si (u L v).

ci
<J
<y

cv

-> ->
Com efeito, neste caso, a definicdo de soma u+v e o

TEOREMA DE PITAGORAS dao imediatamente
> s > > > >
(u+v)2=u?+v? donde u.v=20

NOTA SOBRE A TERMINOLOGIA. Em matematica moderna,
€ costume chamar ‘operagdo interna’ (ou ‘lei de composigdo
interna’) num conjunto A, a toda a operagdo bindria & que faz

corresponder, a cada par ordenado (a, b) de elementos de A

(a que se possa aplicar) um elemento a &b, também de A. Ora,

segundo esta definicdo, a operacao de produto interno ndo é uma

operacdo interna, pois faz corresponder a cada par (—l:, —\)/) de
vectores — normalmente elementos de Q) — um escalar (isto &,
um namero real) e ndo um vector. Como, no entanto, a tradicdo
ja tinha consagrado a designagédo ‘produto interno’ para este caso,
continua a ser usada essa designagdo, embora ndo seja coerente
com a terminologia moderna da &lgebra geral.

Muitas vezes, em vez de ‘produto interno’ diz-se ‘produto
escalar’, atendendo a que o resultado da operagdao é um escalar.

4. Nova definicido geométrica de produto interno. Pro-
curemos agora um significado geométrico da nocdo de produto

interno, que faga intervir o dngulo dos vectores dados. Para isso,
> >
consideremos um plano =~ em que os dois vectores u, v possam
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> >
ser representados e adoptemos ai uma base ortonormal (j, k) tal

> _ > . S>>
que u seja colinear com j e do mesmo sentido (se u #+0).

Entdo, se pusermos

> >
— X’] o Y’k,

> > -
u=xj+yk ,

terd de ser y =0 e x>0 (porqué?). Logo

> >
UsVv = xx’

(1) >
x =1

Para determinar x’ designemos por § o angulo dos vectores
> >
u, v, isto é, o angulo convexo formado por duas semi-rectas

. . -~ - ’) .9
quaisquer com as direcgoes e sentidos de u e v (se um dos
vectores é nulo, considera-se 6 arbitrério). Entdao ¢ é também

> ->
o angulo que v forma com o vector j e portanto
>
x’ =|v| cos ¢

donde, por substituigdo em (1):

> S > >
u-v=|u||v| cos (u, v)

(2)
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> > .
onde cos(u, v) = cos 6. Esta formula é a que se adopta habi-
tualmente para definir ‘produto interno’ (em vez da férmula (2)
do namero anterior) e aplica-se em iniGmeras questoes de fisica.

A ’B

Por exemplo, quando se tem uma forgca aplicada a um
objecto material, diz-se que a for¢ca produz trabalho, sempre que
se desloca o seu ponto de aplicagcdo. Ora, se o deslocamento
é rectilineo e a forca se mantém constante em direcgao, sentido
e intensidade, o trabalho produzido pela forga é, por definicao,
a grandeza escalar dada pela férmula

> —> ->
(3) w=1Ff.AB = |f]|.

AB| . cos ¢

sendo ? o vector correspondente a forga, KE 0 vector corres-
pondente ao deslocamento e 6 o angulo dos dois vectores.
A medida do trabalho, w, depende evidentemente do sistema
de unidades adoptado: por exemplo, se a forca & expressa em
quilogramas e o deslocamento em metros, o trabalho vem expresso
em quilogrémetros (trabalho produzido por um quilograma-forga,
cujo ponto de aplicacdo se desloca um metro na direcgcdao e no
sentido da forga).
Ao aplicar a formula (3) trés casos se podem dar:

R T S
1) f+0AN AB =0 A 0< 0 < 90° Entdao w > 0: trabalho
positivo (ou potente).

2) T+0A AB+£0A 90 < @< 180°. Entdo w < 0: tra-
balho negativo (ou resistente). :

-> > —_—> ->
3) f=0V AB =0V ¢ = 90° Entao w = O0: trabalho nulo.
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O significado geométrico do produto interno segundo a
férmula (3) tem ainda uma aplicagao importante em trigonometria:

C

B A
c

Consideremos um tridngulo qualquer [ABC] e designemos,
como é hébito, a medida de cada um dos seus lados, pela letra
minGscula correspondente a letra maidscula que designa o vértice
oposto, e cada &ngulo interno do tridngulo pela mesma letra que
designa o vértice (*). Entao, aplicando a formula (3) do ndmero
anterior, vira, por exemplo:

e > —> —_ >
(4) BC? = BA? + AC* + 2BA . AC

— —>
Mas BC2=3a%? , BAzZ=Dbh%2 , AC2=¢?

Por outro lado
—_— > —_— T —>
BA.AC = — AB.AC (porqué?)
— =
= — bc cos (AB, AC)

= — bc cos A

e assim, por substituicdo em (4):

a2=Db?+c?2- 2 bc cos A

Como se vé, esta férmula generaliza o teorema de Pitagoras
(correspondente ao caso A = 90°) e pode ser traduzida do
seguinte modo, em linguagem comum:

(1) Trata-se, & claro, de um abuso cémodo de escrita, que se pode usar
quando n#o haja perigo de confuséo.
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TEOREMA DO CO-SENO (ou TEOREMA DE CARNOT). Em
qualquer tridngulo, o quadrado de cada um dos lados é igual a
soma dos quadrados dos outros dois menos o dobro do produto
desses dois lados pelo co-seno do dngulo oposto ao primeiro.

Um outro teorema importante de trigonometria € o TEOREMA
DOS SENOS, que o aluno encontrard exposto e demonstrado no
seu Compéndio de Trigonometria (tem interesse ver a demons-
tragao deste teorema).

E nestes dois teoremas, bem como nas férmulas trigonomé-
tricas deduzidas atrés (Capitulo 1), que se baseia a resolugdo
de tridngulos obliquédngulos. As respectivas formulas resolutivas,
adaptadas a calculo logaritmico, encontram-se ndo sé no referido
Compéndio, como ainda nas préprias tdbuas de logaritmos mais
conhecidas. Basta pois ter uma ideia de como se utilizam essas
formulas, cujo interesse principal reside nas aplicagées a Topo-
grafia.

5. Aplicagoes do produto interno em geometria analitica.
Da férmula (2) do naimero anterior (definicdao classica de pro-
duto interno) deduz-se:
>
u L]

> »
cos (u, v) =

<V i<y

>
u

lul |v]

> > .
sendo u, v dois vectores ndo nulos. Suponhamos que se tem

> i - ;

u (x, y), v (x’, y’), relativamente a um referencial orto-
-~ ~ 3 5

normal no plano. Entdao o co-seno do angulo 4 de u com v é

dado pela férmula:

xx’ + yy’

(1) cos ¢ =

‘/xz +yz . erz + y2
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Em particular tem-se
> >
(2) ulvéesxx +yy =0

>
€ claro que, se um pelo menos dos vectores u, v for nulo,

também serd xx’+yy’=0. Por comodidade de linguagem, diz-se

; ol A ;
ainda neste caso que os vectores u, v sdo perpendiculares (ou

ortogonais). Portanto a formula (2) exprime a condigdo neces-
sdria e suficiente de ortogonalidade de dois vectores, quando se
adopta um referencial ortonormal do plano.

Analogamente, no espacgo, o angulo ¢ de dois vectores nao
nulos é dado pela férmula

xx’ + yy’ + zz2’

(3) cos § =

‘/X2+y2 +22. vxI2+yI2+zlz
e, em particular, tem-se a condicdo de ortogonalidade

(4) 3.L3é=}xx’+yy’+zz'=0
que é valida mesmo no caso em que um, pelo menos, dos vectores
é nulo, segundo a convengdo anterior.

Estas féormulas (que podem sem dificuldade ser generali-
zadas ao caso de referenciais cartesianos nao ortonormais) pres-
tam-se comodamente a muitas aplicagbes em geometria analitica:

. Suponhamos, por exemplo, que sdao dados no plano trés

pontos distintos, pelas suas coordenadas (num referencial orto-
normal):

AQ(XO, yo) ’ B-3 (xll yl) ’ CQ(XZI y2)
Entao, a amplitude 8 do angulo BAC sera dada pela férmula

(X1 =%Xo) (Xz=Xo) + (Yi—Yo) (Y2—V¥o)
Viki=x)? + (yi=¥0)? + V(Xe=X0)? + (¥2—Yo)?

cos 9 =
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Analogamente para o espaco, aplicando a férmula (3).

[l. Consideremos agora o problema:

Conduzir por um ponto P___ (xo, y,) uma recta perpendi-

->
cular a um vector ndo nulo u__,(a, b).

Po e

Seja P ___ (x, y) um ponto qualquer de recta.
—>

6
Entdo o vector PP é perpendicular a u (ou é nulo). Tem-se
pois sempre

o que, segundo (2), se traduz analiticamente por
a(x—x ) + b(y—y ) =0
Sera pois esta uma equacado da recta pedida.

Reciprocamente:
Dada uma recta qualquer de equacgédo

(5) ax + by + ¢ =0,

os coeficientes a, b, respectivamente de x e y, sdo as compo-
nentes de um vector ndo nulo perpendicular a recta.
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Com efeito, o vector (a, b) ndao é nulo (porqué?) e, se
(xo, yo) for um determinado ponto da recta, ja sabemos que a
equacao (5) é equivalente a seguinte:

a(x—x,) + b(y—y,) =0

Ora isto mostra que, sendo (x, y) um ponto de r distinto de
(xo, yo), o vector (x-—xo, y—-yo) é perpendicular ao vector (a, b)
e portanto este & perpendicular a r.

Como é sabido, chama-se angulo de duas rectas do plano
a menor das amplitudes dos angulos em que as rectas dividem
o plano (se sao concorrentes) ou o angulo nulo (se sao para-
lelas). Nestas condigdes, o éangulo 8 de duas rectas r, s, de
equagoes

ax + by +c¢c =0
a’x +by+c¢ =0
serd igual ao angulo dos vectores (a, b) e (a’, b’), normais as

rectas, ou igual ao suplementar desse angulo. Tem-se, pois, em
qualquer dos casos:

aa’ + bb’ ‘

cos § =

Var + b* . Va2 + b’

Esta formula d&, portanto, o dngulo 6 das duas rectas defi-
nidas pelas equacgdes anteriores. '
Em particular, sera

risé&yaa’ +bb=0

Recordemos que, por outro lado, se tem
r//sé&>ab’ —a'b =0
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Isto também pode escrever-se:

r//sé%%, =;b,-

no caso em que a’ #+# 0 A b’ +#0. E poderemos usar esta
féormula, mesmo no caso em que um dos denominadores € nulo,
convencionando que, nesse caso, o numerador correspondente
também terd de ser nulo (%).

lll. Estes resultados sao facilmente generalizéveis ao espago.
Assim:

O plano que passa por um dado ponto (x_,y_.z_ ) e é per-
pendicular a um dado vector (a, b, ¢) ndo nulo, é definido pela
equagao:

a(x—xo) ¢ o b(y—yo) i o c(z—zo) = 0

Reciprocamente, dada a equacdo de um plano qualquer
ax+by+cz+d=l0
esta pode sempre escrever-se sob a forma

a(x—x_) + b(y—yo) + c(z-—-zo) = Q,

() E claro que se trata aqui apenas de uma regra pratica. Quando sdo
nulos os dois termos duma fracgéo, esta reduz-se a um simbolo de indeter-
minagdo e, portanto, néo verifica em rigor a igualdade indicada,
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sendo (xo, Y, zo) um ponto qualquer do plano. Portanto os

coeficientes a, b, ¢ sdo as componentes de um vector 3 nao nulo
normal ao plano.

Isto permite, por exemplo, achar o dngulo 6 de dois pla-
nos =, p de equacodes .

ax +by+cz+d=0

a’x + b’y + ¢’z +d’ =0

Com efeito, 6 sera um angulo do 1.° quadrante, igual ao
angulo dos vectores (a, b, c), (a’, b’, ¢’) ou suplementar desse.
Tem-se pois:

aa’ + bb’ + cc’

cos § =

Va* + b* + c*. Va2 4 b2 + ¢

Em particular, tem-se a CONDICAO DE PERPENDICULA-
RIDADE:

rlué&aa’ +bb+cc’ =0

Por outro lado, ja sabemos que se tem a CONDICAO DE
PARALELISMO:

em que se mantém a convengao anterior: quando um dos deno-
minadores for nulo, o numerador correspondente tera de ser
também nulo.
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IV. Suponhamos agora dados um plano = de equagao
ax + by +cz+d=20

~>
a ; 4 ’ ’
e um vector nao nulo u a(a i B B)s

4

- . rs 9
Entao, se designarmos por » o &ngulo de u com ~ e por 4 o

> ->
angulo de u com o vector v » (a, b, ¢), normal ao plano, sera
0o =90 —0 ou v = 6§ - 90°
Em qualquer dos casos:
sen o = |cos 4 |
A e ’ 4
Portanto o angulo do vector u com o plano = é dado pela férmula

aa’ + bb’ + cc’

(6) sen § =

\/a2+b_2+cz. ‘/aI2+bI2+cI2

Em particular, tem-se:
->
: u//=&»aa” +bb’ +cc’ =0
(7) b c

ULlrest
ul = e, G e e
al b’ c'
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A férmula (6) permite achar o angulo de uma recta AB
com o plano =. Com efeito, sendo A e B pontos distintos, o
angulo da recta AB com o plano = é igual ao angulo do vec-

tor Kg ou do vector —B-/_-\)\ com . Portanto, se tivermos
AQ(XO: Yo, Zo) B\_;(Xl: Vi 21),
bastara, na féormula (6), tomar
aa=x—%X + b=y,—y, , ¢ =12, -2,

Analogamente para as condigéés (7) de paralelismo e per-
pendicularidade.

V. Dum modo geral, a recta que passa por dois pontos
distintos A __ (Xo, Yo, 20) € Bq (%, Y1, 2,), € definida pela
equacgdo vectorial

P=A+t(B -~ A),

onde t é um pardmetro, variavel em [R. Esta equagdo traduz-se
analiticamente pelo sistema de equacéGes paramétricas da recta:

X=XO+ (XI—XO)t

Y =VYo T+ (Y1 — Yo)t
Z=24+F (2. —2)t

Eliminando t e pondo a=x;—Xo, , b=y,~y, , C=z=1,,

vem

(8)

que sdo equagles cartesianas da recta que passa pelos pontos

—
A e B (ou que passa pelo ponto A e tem a direcgdo do vector AB).
Note-se que a formula (8) fornece no méaximo duas equacdes
independentes.
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Reciprocamente, é sempre possivel reduzir 8 forma (8) um
sistema de equagOes de uma recta no espago. Seja por exemplo

O sistema

W=y =1
(9) §x Y

X+ 3z2=2

Resolvendo ambas as equacdes em ordem a x, vem

+1 + 1

2x —y =1 x=-¥—?—~ (-X=XT
& ' <) Ll
x+32=2 X= —3z+ 2 ~X=—:~T73—"

Portanto, o sistema é equivalente a dupla equagéo:

2 - 2/3

-1/3

y + 1
x —3 ot AN RO VT
2

A recta representada passa pois pelo ponto (0, — 1, 2/3)
e tem a direcg¢édo do vector (1, 2, — 1/3).
Seja, agora, o sistema '

2x — y=3
z+5=0

I

Este pode ser considerado equivalente a dupla equacéao

_y+3 z+5
X = =

’

2 0

pois que, segundo a convengdo anterior, o Ultimo denominador
obriga a ser z + 5 = 0. Trata-se, pois, da recta que passa pelo
ponto (0, — 3, — 5) e tem a direccdo do vector (1, 2, 0) (recta

de nivel).
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VI. Como ultima aplicacdo do produto interno, vamos
deduzir uma férmula que da, no plano, a distadncia de um ponto
P__, (X, y:) a uma recta r de equagéo

(10) ax.+rby+ c=0

Seja M o ponto de r mais préximo de P e seja B _ _(x,, y,)

um ponto arbitrario de r. Entdo a distadncia procurada seré |PM|
e a equacao (10) seré equivalente a

a(x —x,) +b(y-y,) =0 (c = — ax, — by,)
Ora
(11) |PM| = |P_P|cos 6,

onde 4 & a amplitude do éngulo Pof’M que é igual ao angulo

—>
do vector P P com o vector n (a b) ou ao suplementar desse
angulo. Seré pois

la(x: = Xo) + b(y: = Yo) |
-9
| PoP |« |n|

cos 4=

> e
donde, por substituicdo em (11) e notando que [n| =V a® + b2

la(u = xo) + b(y: = yo) |

|PM| = <l
Va + b
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Finalmente, lembrando que — ax  — byo = c, obtemos a for-
mula que da a distancia § procurada

| ax; + by, + c|

‘/a2+b2

Analogamente se vé que a distdncia de um ponto
P_(xy, yi. 2,) do espagco a um plano de equagéo
ax + by +cz +d =0 é dada pela formula

| ax; + by, + ¢z, + d]

V' + bt + ¢

Com as formulas anteriores podem resolver-se comodamente
diversos tipos de problemas de geometria analitica, no plano ou
no espago, relativos a rectas e a planos.

6. Representacdao analitica das isometrias e das seme-
lhancas. Comecemos pelo caso bidimensional. Consideremos
num mesmo plano dois referenciais

> > > >
(0, i, k) . (0% K)

Ja sabemos que existe uma e uma s6 afinidade ® que transforma
o primeiro no segundo e que é definida analiticamente pelo
sistema de equagoes:

1 xX=ax+cy+p
(1} y’ =bx + dy + q

'9[ ->I ’
onde (a, b) _, i’ (c, d)qk, (p. Q) _, 0" (x, y)_,Pe
(', y’) _5 P’ (no primeiro referencial), sendo P um ponto
qualquer do plano e P/ = &(P).
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Mas, para que ® seja uma isometria, € necessario (e sufi-
ciente) que o segundo referencial seja isométrico ao primeiro,
isto é, que

> > > > > > > >
|[i”1=]i]l . |k |=|k| . cos (i, k’)=cos (j. k)

ou seja, em termos de ‘produto interno’:

- > > > > > > >
(2) j2=F , k*=Kk , j.k=j.k

Em particular, se o primeiro é ortonormal, o segundo também
o deve ser, isto é, as condi¢coes (2) reduzem-se a

= - > >
(3) ?=k2%=1 , .k=0

Por sua vez, estas traduzem-se analiticamente pelas seguintes:
a2+ b?=c?+d*2=1 , ac+bd=0

Assim, na matriz quadrada

a ¢
o o)
devem ser iguais a 1 as somas dos quadrados dos elementos em
cada coluna e igual a zero a soma dos produtos dos termos
homdlogos das duas colunas (veremos depois que o mesmo facto
se verifica para as linhas).

Seria natural exprimir este facto dizendo que a matriz é
ortonormal, mas estalebeceu-se infelizmente o habito de dizer,
neste caso, que a matriz é ortogonal e nao iremos aqui contra
o uso. Também se pode indicar o mesmo facto dizendo que a

matriz é unitdria, o que j& é mais coerente.
Em conclusao:

TEOREMA 1. Condigdo necesséria e suficiente para que a
afinidade ® representada pelo sistema (1), em referencial orto-
normal, seja uma isometria, é que a matriz do sistema seja
ortogonal (ou unitéria).
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Analisemos, agora, mais de perto o significado geométrico
das matrizes ortogonais de 2.2 ordem. Para isso comecemos por
observar o seguinte: ;

LEMA. Em referencial ortonormal, cada componente de um

9 - % -
vector u é o produto interno de u pelo vector de base relativo
a essa componente. '

w3y >
Seja com efeito u = xj + y k. Entdo vira
->

i I > - g
: u-j=xj+y(k-j) (porqué?)
donde
> >
Usj =X (porqué?)
> >

Analogamente se vé que u-k =vy.
Em particular:
> , >
Se u é unitario, cada componente de u é o co-seno do
9 -
dngulo de u com o vector de base relativo a essa componente
->

(chamado ‘co-seno director’ de u).

9 . 7
Com efeito, se u é unitério, tem-se

> > > > > > > >
u«j=|ul|jf cos () u) =cos (j u

> >
e analogamente para u . k.

Te
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Posto isto, consideremos novamente a matriz

‘a ¢

b d
e suponhamos que esta & ortogonal (sendo ortonormal o primeiro
referencial). Entao, designando por «, B, vy, §, respectivamente,

& 2 7 > > 2 =>
os angulos de j com j e com k, e de k/ com j e com k, tem-se:

a=cosa , b=cospf , c=cosy , d=cos $
Por outro lado é féacil ver que
,8=90°-—a ; 3=y—90°

donde cos 8 = sen « € €cOsS § = sen 7.
Posto isto, dois casos se podem dar:

1.° caso: os dois referenciais sdo positivamente isométricos
(caso da figura). Entdo y = 90° + « e portanto

COS y= —8€Nn a , Sé€n y = COS «

a ¢ " COS a =— Sén «

b d | sen a COS «
Portanto, neste caso, a isometria ®, definida por (1), é um
deslocamento, composto da rotagdo ®, de amplitude « em torno

—
de O e da translagdo 00’.

Assim

2.° caso: os dois referenciais sdo negativamente isométricos.
Neste caso tem-se, como ¢é facil ver,

a ¢ COoS « sen «

b d 'sen a« — COS «
Vé-se entdo que & é uma isometria negativa, composta de um
deslocamento (como o anterior) e de uma simetria.
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Vejamos, agora, como se determina a transformagéo inversa
da afinidade ®, definida pelo sistema:

xX’ =ax +cy +p
(4) g

y  =bx +dy + q
Este é o equivalente ao seguinte

ax +cy=x"=p
bx +dy =y’ —q,

o qual, resolvido em relagdo a x, y conduz a um sistema equiva-
lente, da forma:

(5) % x=a'(x—p) +c'(y —aq)
y =b'(x"—p) +d(y —q)

Resta pois determinar os coeficientes a’, b’, ¢/, d’, pois que os
termos mdependentes sao —a’'p—c’q, —b’p -d’q Mas é claro

que a’, b’ s@o agora as componentes do vector ] na base (j’, k'),

enquanto c¢’, d’ sao as componentes do vector k na referida base.
Ora, sendo ® uma isometria e sendo os referenciais ortonormais,
estas componentes estdo automaticamente determinadas. Com
efeito, tem-se:

& 2 2 3 > > 3 3
cos (j, )) =cos (j/, j)=a  cos (j, k') =cos (k’/, j) =c
> > > > > > > >
cos (k, j)) =cos (j/, k) =b , cos (k, k’) =cos (k/, k) =d
j k.
i a c
"1 b d
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A situacdo esta evidenciada no quadro da péagina anterior, em
S >
que, nas colunas, se indicam as componentes de j’, k/ no 1.° refe-

> >
rencial e, nas linhas, as componentes de j, k no 2.° referencial.
Em conclusdo, tem-se na referida hipotese:

a’ ¢ a b’

b d | e d]
isto é: a matriz do sistema (5) resulta da matriz do sistema (4),
trocando alternadamente linhas com colunas. Exprime-se este

facto dizendo que a 2.2 matriz é a transposta da 1. (e vice-versa).
Por conseguinte:

TEOREMA 2. Quando se adoptam referenciais ortonormais,
a matriz da transformagdo inversa, ®', de uma isometria @,
é a transposta da matriz de &.

Em particular, verifica-se o facto ja enunciado:

COROLARIO. A transposta de uma matriz ortogonal ainda
é uma matriz ortogonal.
Assim, no caso anterior, ter-se-&:

a4+ c2=b2+d*=1 , ab+ cd =0,

como consequéncia das relacOes anéalogas entre colunas.

Note-se que estas consideragdes se aplicam, na sua esséncia,
ao problema equivalente de mudanga de coordenadas. J& vimos
como o sistema

x=ax’"+cy’"+p
bx! 4+ dy* + g

permite passar das coordenadas x, y de um ponto P no refe-
: - 2
rencial (O, j, k) para as coordenadas x’, y’ do mesmo ponto no

: 2, 7 B o .
referencial (O’, j/, k’). Se ambos os referenciais sdo ortonormais,
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o problema simplifica-se, visto que a matriz do sistema é orto-
gonal: a matriz do sistema inverso é simplesmente a transposta
da primeira.

Passemos, agora, ao caso das transformagoes de semelhanca.
Como vimos atras, a afinidade ® que transforma o referencial

> > > >
(O, j. k) no referencial (O’, j, k’) &€ uma semelhanga, sse o
2.° referencial é semelhante ao primeiro. Ora, se este é ortonormal,
o segundo sera semelhante ao primeiro, sse verificar as condigdes

3 _ 2, >
12=k’..=r2 . j/'k’:—_—_ol

(sendo r a razdo de semelhanca) ou o que é equivalente:

2 2 >
-G (1) ()
r r r r

Mas isto equivale a dizer que a matriz

a/r c/r
b/r d/r
é ortogonal (ou unitaria). Chama-se produto de uma matriz A

por um numero r, e representa-se por r A, a matriz que resulta
de A multiplicando cada um dos seus elementos por r. Podemos

entao escrever:
a ¢ _ a/r c/r’
[b d |~ "o/ dsr

e concluir;

TEOREMA 3. Condigdo necesséaria e suficiente para que
uma afinidade ® seja uma semelhanca de razdo r é que a sua
matriz seja igual ao produto de r por uma matriz unitaria.
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Em particular, se ® é uma semelhanga positiva, ter-se-a, pelo
gue vimos atras,

a ¢ COS a =— Sen «a
= r 4
b d sen a COS «
" 2 s 2
sendo « 0 angulo de j” com j. Neste caso, segundo o exposto

no Capitulo Il, a semelhanca B pode ser identificada com o
namero complexo

rE(e) =r (cos « +i sen «a)

Finalmente, as consideragdes anteriores podem ser esten-

didas sem dificuldade ao caso tridimensional. Consideremos dois
referenciais cartesianos

—_)V-> -> L
(0, 5, k., m) , (O, k', m)

e a afinidade ® que transforma o primeiro no segundo. Entao, se
tivermos, relativamente ao 1.° referencial,

->
F_ya bc) . K_, (a0 )

>
m_,(a%, b” ¢”) ., O’ (p q 5)

a aplicagéo & transforma cada ponto Pq(x, Yy, Z) no ponto
P’ _, (X', y’', 2) tal que

, x’ =ax +a'y+a’z+p
(6) y’ = bx + b’y + b”z + g
2! =cxk+cey+oc’z+s

A matriz deste sistema

a a ’ al’
b b’ b”
c ¢
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diz-se ortogonal (ou unitédria), sse

a?+ b+ ct=a?+ b2+ =a"+ b+ =1
e

aa’ + bb’ + cc’ = aa” +bb” +cc” = a’a” +b’b” +c'c” =0
Como no caso bidimensional, conclui-se o seguinte:

TEOREMA 4. Se o 1.° referencial é ortonormal, entdo ® é
uma isometria, sse o 2.° referencial também for ortonormal, o
que equivale a dizer que a matriz de ® é ortogonal. Entao
a aplicagdo inversa, @, é definida, em relacdo ao 2.° referencial,
pelo sistema

g x=a (xX=-p)+b(y—-q)+c (2~s5s)
(7) "ey=a’(X’—p)+b’(y'—-Q)+0’(2’—-S)
z=a"(x—p) +b’(y =-q) +c"(z —s)

sendo a sua matriz a transposta da matriz de ®.

E claro que este teorema se aplica, mutatis mutandis, ao
problema da mudanga de coordenadas.

Por outro lado:

TEOREMA 5. Na mesma hipdtese, ® é uma semelhanga de
razéo r, sse a sua matriz é igual ao produto de r por uma matriz
unitaria.

Resta ver como, no caso tridimensional, se consegue ave-
riguar analiticamente se uma dada isometria ou semelhanca é
positiva ou negativa. Para isso esta naturalmente indicado o
conceito de determinante, de que vamos tratar, em estreita

ligacdo com o de produto externo de dois vectores.

7. Produto externo de dois vectores do plano*. Suponha-
mos adoptado no plano um sentido positivo de rotagado, por
exemplo o sentido anti-horario. Posto isto, chama-se produto
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) > > > >
externo de dois vectores u, v do plano, e representa-se por u Av

> > : .
(ler ‘u externo v') o nimero real assim definido

> > > > >
uAv=|uj|v|sen (u, v)

L )
Aqui, sen (u, v) representa, naturalmente, o seno do

angulo orientado de 3 e e\-:—portan'co positivo ou negativo,
conforme este angulo tiver o sentido positivo (anti-horario) ou
0 negativo. .

Para interpretar geometricamente a definicao anterior, con-
vém distinguir dois casos:

>
1.° caso: os vectores u, v sao colineares. Entao sen 6§ =0

> >
e portanto u Av = 0.
> > )
2.° caso: os vectores u, v ndao sdo colineares.

A

- . > —_—> > —>
Tomemos entao trés pontos A, B, C tais que u = AB, v =AC
-> > >
esejaD =B+ v=C+ u. Entdo |u| & medida de um dos lados

>
do paralelogramo [ABCD] e |v| |sen | é a medida da altura do
paralelogramo relativamente a esse lado. Por conseguinte:
9 '9 » . ’ .
u /v é a medida da area do paralelogramo, com o sinal

> >
+ ou - conforme o dngulo de u com v é positivo ou negativo

(positivo no caso da figura, adoptando o sentido anti-horério).
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Convém desde ja notar que a nogao de produto externo
pode ser dada a partir da de produto interno, utilizando nimeros
imaginarios.

Tem-se, com efeito

D> o > D D >
(iu) sv=1|iu| |v] cos (iu, v)
> > > o > >
e como |iu|=]|u| , cos (iu, v) =sen (u, v), tem-se
2> -> 4 ->
1) UAV = (iu) -v

Posto isto, é bem facil estabelecer as seguintes propriedades
do produto externo, em que, para comodidade de escrita, se
omitem as setas sobre as letras:

PROPRIEDADES DO PRODUTO EXTERNO

. uAv=—=vAu , Vu veQ_

. uA(v+w)=uAv+uAw , Vu v, wed,
HI. uA(av) =a(uAv) , VU,veQ,Q“';'ae'lR

IV. uAv =0 & u, v sdo colineares

V. jAk=1, se (j, k) é uma base ortonormal (*).

(*) Quando nada se diz em contrério, subentende-se que a base adoptada
tem o sentido positivo, neste caso o sentido anti-horario ou sinistrorso (isto &,
k deve estar a esquerda de j).
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As propriedades 1, lll, IV e V sdo consequéncia imediata
da definicdo. Quanto a propriedade I1l, resulta imediatamente
de (1) e da propriedade correspondente para o produto interno.

Como se vé, o produto externo, ao contrdrio do produto
interno, ndo é comutativo (ou simétrico). Exprime-se a proprie-
dade |, dizendo que o produto externo & anti-simétrico.

De | e Il deduz-se imediatamente que o produto externo
ndo sb6 é distributivo a esquerda (o que se indica em Il), como
também é distributivo & direita. Por sua vez, de | e lll, deduz-se
que também:

H’. (au) Av=a(uAv) , Vu, vec»,;: aelR

A conjungao da distributividade (bilateral) com as proprie-
dades Il e llI’ exprime-se dizendo que o produto externo u Av é
bilinear (isto é, linear a direita e a esquerda) ().

Suponhamos agora fixado no plano uma base ortonormal
(j, k) e seja

u=aj+bk , v=ocj+ dk
Procuremos a expressao analitica de u Av. Tem-se
(aj + bk) A (cj + dk) = aj A (cj + dk) + bk A (cj + dk)
=acsjAj+ad.-jAk +bc-kAj+ bd-kAk (porqué?)
Mas jAj=k Ak=0 , jAk==kAj=1 (porqué?)

Logo

u/Av=ad — bc

Ao mesmo tempo, vé-se que a operagcdao de produto externo fica
completamente determinada pela conjuncdo das suas proprie-
dades |-V.

(*) Note-se que o produto interno também ¢é bilinear, Mas enquanto este
é simétrico, o produto externo é anti-simétrico.,
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O produto externo u/Av (no plano) também é chamado
determinante dos vectores u, v, por esta ordem, e escreve-se

a c¢|(na base adoptada)

b d

uAv =det(u, v) =

Uma primeira aplicacdo do produto externo encontra-se no
cédlculo de areas de figuras poligonais do plano.

A B

Por exemplo, se tivermos, relativamente a um referencial
ortonormal,

Aq(xol yO) ’ B\__z (X1, yl) ’ C\_?(le Y2)

sendo A, B, C ndo colineares, a drea do tridngulo [ABC] serd
metade do mddulo de A—E_!»)/\A—E Como

—~— —
AB/\AC = | X3 = Xp Xo=—Xo

Yi—Yo Y2—Yo

segue-se que a area do triangulo é
S = _;..l (X =Xo) (¥2=Yo) — (Xa=Xo) (¥1=Yo)|

Uma outra aplicacdo refere-se ao estudo da isometria @
definida por um sistema

xX"=ax+cy+p

(2)
y'=bx+dy+q
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transformando o referencial ortonormal (O, j, k) num referencial
ortonormal (O’, j’, k’). E claro que:

O segundo referencial é positivamente isométrico ao pri-
meiro, sse j’ N\ k’ > 0 relativamente ao 1.° referencial, isto é, sse

a C

0
bd>

Serd, pois, esta uma condi¢do necesséria e suficiente para
que ® seja um deslocamento. Alias temos neste caso (e s6 neste):

COS a =—SEN «
sen a COS «

a c¢
b d

—

= sen?a + cos?a = 1

Diz-se que este é o determinante do sistema (2), ou o
determinante da respectiva matriz (ou ainda, o determinante
de ® no 1.° referencial).

Analogamente se reconhece se uma dada semelhanga (ou
mesmo uma afinidade qualquer) é positiva ou negativa.

8. Produto externo de dois vectores do espac¢o. Suponha-
mos fixado no espaco & um sentido positivo para triedros — nor-

malmente o sentido horério ou dextrorso (ver pag. 93) (*). Posto
. . > >
isto, chama-se produto externo de dois vectores u, v, e repre-

> > >
senta-se por u /\ v, o vector p que verifica as seguintes condigoes:

> > > > >
1) Bl =10]|v]|sen (u V)|
> ) > )
2) se u, v nao sao colineares, p é perpendicular a ambos
> > L > >
os vectores u, v e 0 seu sentido € tal que o terno (u, v, p) tem

(*) O contrério do que sucede no plano, em que o sentido adoptado é
normalmente o sinistrorso.
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. - g B e > = >
o sentido positivo, isto é, v fica a direita de u em relagao a p (se
o sentido adoptado for, como é habitualmente, o sentido horario
ou dextrorso).

Na pratica, pode usar-se neste caso a seguinte regra intuitiva:

.)
Se, na mao esquerda, o dedo médio representa u e o polegar

o vector 7 entao o indicador da o sentido de 3 /\_\>I.

Como se vé, o produto externo de dois vectores do espaco
é um vector do espago € nao um numero. Por isso o produto
externo de dois vectores do espago € também chamado produto
vectorial. Trata-se pois de uma operagdo interna em 9, ao con-
trario do que sugere a designacdo (j& atrds apontdmos o desa-
cordo entre a terminologia tradicional e a moderna).

As PROPRIEDADES FORMAIS DO PRODUTO EXTERNO NO
ESPACO sao idénticas as do conceito correspondente no plano,
excepto a Ultima (omitimos as setas para simplificar):

. UAV==VAu , Vuve

. uA(v+w) =uAv+uAw , Vu v, wed

. uA(av) =a(uAVv) , Vu ved; aelR

IV. uAv =0&= u é colinear com v

V. jAk=m , kAm=j , jAm=—k , se (j, k, m)

é uma base ortonormal ().

(*) Quando nada se diz em contrario, subentende-se que o sentido da
base é positivo (normalmente dextrorso).
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Todas estas propriedades sao consequéncia imediata da
definicdo, excepto a segunda. Quanto a esta, comecemos por
notar que a conjungdo das propriedades Il e lll equivale a dizer
que a aplicagdo v_,u/\v é linear, para todo o u e Q). Daqui
e de | deduz-se imediatamente que a aplicagdo u - A v tam-
bém é linear. E a conjungao destes dois factos exprime-se dizendo
que o produto externo u /A v é bilinear.

W={UuUAV

woN I

Seja entdao u um vector qualquer do espaco. Para demonstrar

que a aplicagdo v___u A v é linear, consideremos um plano =
perpendicular a u e seja:

v’ a projeccdo ortogonal do vector v sobre o plano =;

v’ o vector de = que se obtém dando a v’ uma rotacao de 90°
no sentido positivo (dextrorso, na figura) em relagdo ao vector u;

w o produto de |u| por v”.

Facilmente se reconhece entdo que:

1) |v/|=]|v]||sen 8] , sendo 6 o angulo uv;

2) |w|=]u||v]||sen 6|

3) o terno (u, v, w) tem o sentido positivo.

Logo w = uAwv.

Por outro lado, é facil ver também que cada uma das apli-

4 ’ 1 a ’ 144 =t
cagdes v_ Vv (projeccao ortogonal sobre =), v >V (rotacao
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de 90° no plano =, no sentido positivo em relagdo au) e v’ _ _ w

(multiplicagdo por | u|) sdo todas trés lineares. Logo, a aplicacdo
composta destas,

v aw=u/\v,

também é linear, como se pretendia demonstrar.
Posto isto, suponhamos fixada no espago uma base orto-
normal (j, k, m) e seja

u=aj+bk+cm , v=2a’j+ bk+c'm

Procuremos a expressao cartesiana de u Av. Visto que o
produto externo é bilinear, vira entao:

(aj + bk + cm) A (a’j + b’k + ¢’'m) =

= ab’« jAk + ac’ - jAm + a’b« kAj + be’ - kAm + a’c- mAj +
+ b’c. mA Kk,

vistoque jAj=k Ak=mAm=0.

Por outro lado, como

jANk=m , jAm=-=k , kAj==-m , kAm=j ,

MmAj=k , mAk= —j (porqué?), vira finalmente

ulAv = (bc’ —b’c)j — (ac’ —a’c)k + (ab’—a’b)m

ou seja, usando determinantes:

k+la b

al bl

b ¢
b’ c’|

UuAv= j—

a ¢
a’ ¢

m

Como mnemoénica, convém notar que estes determinantes
se deduzem da matriz rectangular

a b ¢
a b ¢ |’
suprimindo, respectivamente, as colunas 1, 2 e 3.
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A nocdo de produto externo no espago tem numerosas
aplicagoes em fisica. Mas encontra, igualmente, varias aplicagoes
interessantes em matematica pura, nomeadamente em geometria

analitica.
Por exemplo, se tivermos, num referencial ortonormal,

Aq (xo' YQ' zo) ’ B\_,?(xll y1' zl) 4 C\_Z(XZI Y2r ZZ)I

sendo A, B, C ndo colineares, a area do tridngulo [ABC] sera

, —_—  —>
metade do médulo de AB A AC.
Ora, as componentes deste produto externo sao

Y1i—Yo Z;—2Z,
x =

Y2=Yo 2Z2—1Zp

Xl"""XO 21_‘20
Y f——J—

x2'—‘x° 22—20

Xi1=—Xo Yi—Yo
Z=

Xz=—Xo Yz—Yo

e a éarea do tridangulo serd pois,

1
VXYt ze

Analogamente se determinam as éareas de paralelogramos e
de outras figuras poligonais.
Outros exemplos de aplicagao:

I. Por um ponto dado (x,, y,, z,), conduzir uma recta
perpendicular a duas rectas dadas:

X=X; _Y—=Y1 _ Z=2 X=X, _y=Y2 2—12,

— — ’

a b c a’ b’ c’/

Visto que as rectas tém a direccao dos vectores

> >
uq(a, b, ¢c) , V> (a’, b’, ¢’), a recta pedida devers ter
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- (4 -) 9
a direccao do vector u /A v. Logo, esta recta serd representada
analiticamente pelas equacgoes:

X—=Xo _ Y=Y _ Z—%,

bc’ —b’c a’c—ac’ ab’—a’b

Il.  Por um ponto dado (x_.,y, .z ) conduzir um plano per-
pendicular a dois planos dados:

ax +by+cz+d=0 , ax+by+cz+d=0.
E facil ver que o plano pedido tem por equagao

(bc’ —b’c) (x—xo) + (a’c—a’c) (y--yo) + (bc’ —b’c) (z—zo) =0
Analogamente se resolvem os seguintes problemas:

Il.  Por um ponto, conduzir uma recta perpendicular a uma
recta dada e paralela a um plano dado.

IV. Por um ponto, conduzir um plano perpendicular a um
plano dado e paralelo a uma recta dada.

V. Determinar analiticamente o plano que passa por trés
pontos dados.

NOTA SOBRE AS PROPRIEDADES DO PRODUTO EXTERNO
NO ESPACO. Como vimos, para cada par (u, v) de elementos
de ) existe sempre um e um s6 elemento de 9, que se chama
produto externo de u por v e se representa por uAv. Logo o
par (9, A) é um grupdbide. Pergunta-se:

1) Seré este grupdide comutativo?
2) Seré associativo?
3) Teréa elemento neutro?
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Facilmente se reconhece que as respostas a estas trés per-
guntas sdo negativas. Para reconhecer, por exemplo, que a ope-
racdo A ndo é associativa, basta notar que, sendo (j, k, m)
uma base ortonormal, se tem

(ink) Ak==j , jA(kAKk) =0

Vimos também que o produto externo € distributivo e mesmo
bilinear. Mas o terno (99, 4+, A) ndo é um anel. Porqué?

9. Produto misto*. Chama-se produto misto de trés vecto-
> > > : > > >
res u, v, w (ou determinante de u, v, w) e representa-se por
> > > ) >, > o
det(u, v, w) o nimero (u/Av) «w,.
Tem-se pois, por definigao:
> > > > >
(M det(u, v, w) = (UA V) « W

E facil encontrar o significado geométrico do produto misto,

> > >
quando u, v, w nao sao complanares.

Consideremos quatro pontos A, B, C, D, tais que

—3 S - —_ S
AB=u , AC=v , AD=w
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e seja P o paralelepipedo que admite AB, AC e AD como arestas.

~ -> > 7 z . A rersS
Entdo U A v déa-nos a &rea da face de P que admite AB e AC
como lados. Por sua vez, a altura de P relativa a esta face

- -
(representada na figura por AH) é igual a |w| cos ¢, sendo ¢ 0

. > > > i

angulo de w com u /A v. Logo o volume de P é dado por
> > > 5> > D
[uAv].|w]| cos ¢ =|det(u, v, w) |

Quanto ao sinal do produto misto, ser& + ou —, conforme

5 > o o ;
o terno (u, v, w) for positivo ou negativo.
Para obter a representagdo analitica do produto misto, con-
sideremos uma base ortonormal (j, k) e seja

> > >
. ’ ’ { 4 144 144 77
u ,}(a,b,c) . v_(a, b, c) , w__(a” b” c”)

Entao é facil ver atendendo a (1), que

> -
(2) det(u, v, w)=(bc’—b’c’) a”—(ac’—a’c) b”+ (ab’—a’b)c”,

o que também se escreve abreviadamente do seguinte modo:

> > >
det(u, v, w) =|a a’ a”
b b’ b”

e 6 e

Esta ultima expressdao é chamada determinante de 3.* ordem (com
3 linhas e 3 colunas). A férmula (2) da& o desenvolvimento do
determinante segundo os elementos da 3.* coluna.

Da definicdo e do significado geométrico deduzem-se as
seguintes
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PROPRIEDADES DO PRODUTO MISTO:

. O produto misto é linear em relagao a cada um dos

factores.
Por exemplo:

det(u, + u,, v, w) = det(uy, v, w) + det(u,, v, w)
det(au, v, w) = a det(u, v, w) (a eIR)

Il. O produto misto é anti-simétrico, isto é, toma o valor
simétrico quando se trocam entre si dois quaisquer dos factores.
Por exemplo:

det(v, u, w) = — det(u, v, w)

Ill. det(j, k, m) =1

As propriedades | e [l exprimem-se dizendo que o produto
misto é uma forma trilinear anti-simétrica.

Da propriedade Il (ou da prépria definicdo de ‘produto misto’)
resulta que o produto misto é nulo, se dois dos factores séo
iguais.

Por exemplo:

u=v = det(u, v, w) =0

E claro que as propriedades anteriores podem ser traduzidas
em termos de colunas, para determinantes.
Por exemplo:

Trocando entre si duas colunas de um determinante, este
toma o valor simétrico.
Se duas colunas de um determinante sdo iguais, o deter-

minante é nulo.
Etc.
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Por outro lado, é facil ver que:

O valor de um determinante ndo muda quando se trocam
ordenadamente as suas linhas com as suas colunas, isto é:

a a a” a b ¢
b b’ b” |=|a’ b’ ¢’
c CI CII alI bII c"

Com efeito, desenvoivendo um e outro segundo os elementos
da 3.® coluna, obtém-se:

(bc’ — b’c)a” — (ac’ — a’c)b” + (ab’ — a’b)c” =
= (a’b” - a”’b’)c — (ab” — a”b)c’ + (ab’ — a’b)c” =
= ab’c’””+a’b’’c+a”bc’ — a”’b’c — ac’b” — a’bc”

Este facto permite traduzir as propriedades anteriores em
termos de linhas, para determinantes.

Chama-se menor complementar de um elemento qualquer de
um determinante ao determinante que dele se obtém suprimindo
a linha e a coluna que cruzam nesse elemento. E chama-se
complemento algébrico dum elemento dum determinante ao seu
menor complementar multiplicado por (—1)"tS, em que r e s séo
os numeros de ordem da linha e da coluna a que pertence esse
elemento.

Das propriedades anteriores resulta que:

O valor de um determinante é igual a soma dos produtos
dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos
respectivos complementos algébricos.

Por exemplo:

a al all bl bll b bll b bl
b b’ b’ =a - a’ -+ a”’
c cl c" CI c/l c CH c cl
al aII a all a al
= — b + b’ — b” = @tC.
CI cll c cll c c’
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A nocédo de produto misto tem vdérias aplicacbes. Vamos
indicar as principais, em geometria analitica.

Em primeiro lugar, o produto misto permite calcular facilmente
o volume de um paralelipipedo (segundo o significado geomeé-
trico atras indicado), bem como de outros dominios poliédricos.

Por outro lado, o produto misto permite saber se uma iso-
metria & definida por um sistema

‘x=ax+a’y+a”z+p
y =bx + b’y +b"z + q
? ex+ey+ezTr

Z

é positiva ou negativa. Supondo que & transforma um referencial
ortonormal (O, j, k, m) num referencial ortonormal (O’, j’, k/, m’),
é claro que:

O segundo referencial é positivamente isométrico ao pri-
meiro, sse det(j’, k’, m’) > O relativamente ao 1.° referencial
isto é, sse

a al all
b b’ b’ |>0
c cl cll
Alias é facil ver, atendendo a propriedade Il (aplicavel

agora a 2.* base) que o valor do determinante neste caso €
precisamente 1.

Analogamente se reconhece se uma dada semelhanga (ou
mais geralmente uma afinidade) é positiva ou negativa.

10. Numero de dimensdées de um espaco vectorial®.
A nogdo geral de espago vectorial — que ja foi atras definida —
tem uma grande importancia em matematica moderna e nas suas
aplicagoes, nomeadamente a fisica, a8 engenharia, a estatistica e a
economia (por exemplo, na programacao linear).
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Seja V um espago vectorial qualquer sobre um corpo K e
suponhamos que existe uma sequéncia

(Ui, Usponss Uy )
de n vectores de V, que verifica as seguintes condigoes:

1) todo o vector u de V se pode exprimir como combi-
nacdo linear dos primeiros, isto &, existem n elementos ay,..., a,
de K tais que

u=a1 U1+Ctz U2+...+an un

2) osvectores u,,...u, sao linearmente independentes, isto é,
sao todos nao nulos e nenhum deles se pode exprimir como
combinagdo linear dos restantes ().

Diz-se entdo que a sequéncia (u;, Uz ..., U,) € uma base
do espago V e prova-se que qualquer outra base de V tem o
mesmo numero de elementos. Esse nimero n é chamado o numero
de dimensdes (ou simplesmente a dimensao) do espacgo vectorial V.

Por exemplo, o conjunto %r dos vectores duma recta r é
um espago vectorial (real) com uma dimensdo, o conjunto D
dos vectores dum plano = € um espago vectorial com duas
dimensées, o conjunto Y dos vectores do espago ordinario é
um espacgo vectorial com trés dimensdes (reais).

Outros exemplos:

O cojunto IR" de todas as sequéncias de n nimeros reais,
com as definicdes de ‘soma’ e de ‘produto por escalares’ intro-
duzidas nas paginas 54 e 55, & um espaco vectorial (real) com
n dimensoes, qualquer que seja o nimero natural n. Por exemplo,

r

uma das bases do espaco |R* é constituida pelos vectores

81=(1r or Ol o) ’ ez"—‘(ol 11 0: 0) ’ e3=(0, 01 11 0) ’ e4=(01 Ol 0: 1)

() Se n=1, a sequéncia reduz-se ao vector u, e diz-se linearmente
Independente, sse u, 0.
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Com efeito, estes vectores sao linearmente independentes, como
facilmente se verifica, e tem-se

(X1, X2, X3, X¢) =X; €1FX; €2+ X3 €3+ %8s ., VXi, Xo, Xg Xs € 1R

Analogamente se reconhece que o conjunto C" de todas as
sequéncias de n numeros complexos € um espaco vectorial
(complexo) com n dimensoes.

Por sua vez, o conjunto de todos os polindbmios com x

ax" + ax"? + ... +a,. x+ a,

relativos a um corpo K qualquer e de grau <n—1 (isto &,
podendo ser a; -0 ou a; = 0) é um espacgo vectorial sobre K
com n dimensdes e facilmente se vé que uma das suas bases
€ precisamente a sequéncia de n polindOmios

~1 ~2
x™, x™, ..., x2, o x, 1

Convenciona-se ainda dizer que um espaco vectorial V sobre
um corpo K tem zero dimensdes (ou dimensdo nula) sse V se
reduz ao vector nulo, 0, isto é, sse V ={0}.

Quando V nao tem dimensao nula e ndo existe uma sequén-
cia (finita) de vectores que verifique as condigbes 1), 2) atrés
indicadas, diz-se que V tem uma infinidade de dimensées (ou
dimenséo infinita). Mas, mesmo neste caso, existe uma definicao
que generaliza as anteriores e que atribui a cada espago vecto-
rial V, um determinado namero cardinal infinito v, chamado o
numero de dimensdes de V.

Por exemplo, o conjunto dos polinémios em x de coeficientes
reais e de todos os graus possiveis é, como se vé facilmente, um
espago vectorial real de dimensao infinita, E, segundo a referida
definicdo (que nao vale a pena reproduzir aqui), o seu nimero
de dimensdes € o cardinal X,. Uma base deste espago é precisa-
mente a sucessdo de polindmios

1, % Koo iup X o
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Por sua vez, o conjunto IR, constituido por todas as
sucessoes

== (xlr x2n-~l xnl---)

de nimeros reais (aplicagoes de IN em IR) é também um espaco
vectorial de dimensao infinita; mas, segundo a referida definicao,
o nimero de dimensdes de IR® é a poténcia do continuo — e nao
a do numerédvel. Mas j& tem dimensao X, o subespago de R *
constituido pelas sucessées de numeros reais que se anulam
todos a partir de certa ordem (ordem esta varidvel de sucessao
para sucessao). Alias, & facil ver que este Gltimo espaco é
isomorfo ao espa¢o dos polinémios em x reais de todos os graus
(isto é, existe uma aplicagé@o linear biunivoca de um dos espagos
sobre o outro).

Consideragdes analogas para o espago C .

Finalmente, note-se que o conjunto C% de todas as fungodes
reais definidas num intervalo | da recta € também um espaco
vectorial real de dimensao infinita (relativamente as nogdes usuais
de ‘soma de duas fungdes’ e de ‘produto de uma fungdao por um
nimero real’). O nimero de dimensdes de ? € a poténcia do
continuo — e 0 mesmo sucede com o subespago de O{ consti-
tuido por todas as fungdes reais continuas em |. (Por que razao
este conjunto € um subespago vectorial de %? Leia a nota final
deste nimero.)

Deve-se registar por Gltimo o seguinte facto:

As consideragoes relativas a espagos vectoriais de dimen-
soes infinitas intervém hoje cada vez mais nas aplicacoes da
matemadtica a fisica (nomeadamente & fisica do &tomo), bem
como a outros dominios.

NOTA. Seja V um espago vectorial sobre um corpo K.
Diz-se que um subconjunto U de V é um subespaco vectorial
de V, quando constitui ainda um espago vectorial sobre K, rela-
tivamente as operagoes de ‘soma’ e de ‘produtos por escalares’
do espago V, restringidas a elementos de U. Em particular, U sera,
neste caso, submddulo de V. Facilmente se reconhece o seguinte
teorema:
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Um subconjunto U de V é um subespaco vectorial de V,
sse verifica as duas condi¢bes seguintes:

1) u veU=3u+velU
2) ceKAucU=zauelU

11. Nocgédo geral de espago afim. Seja K um corpo qual-
quer (na pratica, K é geralmente o corpo real ou o corpo
complexo). Chama-se espago afim sobre K todo o conjunto E,
constituido por elementos a, b,... de natureza qualquer (a que
se convenciona chamar °‘pontos’) ao qual estd associado um
espaco vectorial V sobre K, de modo a serem verificadas as
seguintes condigoes:

A1. A cada par ordenado (a, b) de elementos de E (pon-
tos) corresponde um e um sé elemento v de V (vector) que

—>
designaremos por ab.
~> —
A2. ab= —ba , Va, beE

e s
A3. ab+bc=ac , Va b ceE
A4. Dados um ponto a em E e um vector u em V, existe
um e um sO ponto b em E, tal que

-
ab =u

O ponto b que verifica esta condicdo ¢ chamado ‘soma de
a com u’, e escreve-se

b=a-+u

Na mesma hipétese se diz que o vector u (ou seja o vec-
.9
tor ab) é a diferenga entre b e a, escrevendo-se entdo:

u=>b - a
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4

O nimero de dimensdes do espago vectorial V também é
chamado nimero de dimensbdes do espaco afim E, a que V esta
associado.

Desde logo se reconhece que o espacgo & usual é um espaco
afim (real) com trés dimensédes, visto que lhe estid associado,
de harmonia com as condicoes A1-A4, o espago vectorial real N,
que tem 3 dimensdes. Analogamente: um plano é um espaco afim
real bidimensional; uma recta € um espacgo afim unidimensional;
um conjunto reduzido a um ponto € um espaco afim com zero
dimensées (correspondendo-lhe o espago { O }).

Note-se que faz sentido falar de ‘soma de dois vectores’,
mas nao de ‘soma de dois pontos’ (apenas de ‘diferenca de
dois pontos’).

O conjunto de todos os possiveis instantes (ou épocas)
relativos a um dado lugar, o conjunto de todos os possiveis
potenciais eléctricos num dado ponto, etc. sdo espacos afins
reais de dimensdo 1. Com efeito, as diferencas entre dois ins-
tantes sd@o elementos de um espago vectorial com uma dimenséo
(o espaco dos tempos decorridos entre os instantes considera-
dos); mas os instantes ndao sdo propriamente vectores, pois ndo
faz sentido falar da ‘soma de dois instantes” estes sdo apenas
pontos de um espaco afim (e analogamente para potenciais) ().

A TEORIA DA RELATIVIDADE RESTRITA apresenta-nos um
exemplo interessantissimo de espaco afim real com 4 dimensdes:
o espaco-tempo de Minkowski. Cada ponto deste espaco é um
acontecimento elementar, cujas coordenadas x, y, z, t, definem,
respectivamente, a posicao (X, y, z) e o instante t em que se
verifica o acontecimento, relativamente a um dado referencial de
espagco e tempo (constituido por exemplo por um ponto e trés
vectores ndo complanares, fixos em relacdo a um dado sdélido
ou sistema rigido, e por um relégio, fixo no mesmo sistema, que
pode ser por exemplo a Terra, uma carruagem, uma nave espa-
cial, etc.). Alids, na teoria da relatividade, espago e tempo sdo

() Note-se que o espago afim dos instantes esta naturalmente orientado,
no sentido do passado para o futuro; e que, por isso, os tempos sdo mais do
que vectores: s&o grandezas relativas.
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propriedades relativas dos acontecimentos, e nao inteiramente
discerniveis entre si.
Note-se também desde ja o seguinte facto:

Todo o espaco vectorial V pode ser considerado como espaco
afim, desde que se faca corresponder a cada par ordenado (u, v)

de elementos u, v de V o vector v—u de V, que poderiamos tam-

r - -9 . -
bém designar por uv. Com efeito, facilmente se reconhece que,

deste modo, séo verificadas as condicées A1—A4, estando V
simultaneamente no papel de E e de V. Nesta ordem de ideias,
os elementos de V podem ser chamados ‘pontos’ em vez de
‘vectores’.

Por exemplo, os elementos de |IR" (sequéncias de n numeros
reais) podem ser chamados ‘vectores’ ou ‘pontos’, conforme
estivermos a considerar [R"” como espago vectorial ou como
espaco afim.

Mas note-se que a reciproca da proposicao anterior nao é
verdadeira, como mostram os exemplos precedentes.

Um facto analogo se verifica na distingdo entre ‘grandeza’
e ‘nimero real’.

Todo o nimero real é uma grandeza, mas hé grandezas de
muitas espécies (p. ex. os comprimentos, os volumes, as massas,
os tempos, etc.) que ndo podem ser considerados naturalmente
como nimeros reais (porqué?).

12. Nocoes de recta, plano, conjunto convexo, etc. num
espaco afim qualquer®*. Consideremos um espago afim E sobre
um corpo K e seja V o espago vectorial que lhe estd associado.
Diz-se que um subconjunto D de E é um subespaco afim de E,

sse 0 conjunto de todos os vectores é-g definidos por pontos a, b
de D é um subespaco vectorial U de V.

Por outros termos, o conjunto D & um subespaco afim de E,
sse existe um subespago vectorial U de V tal que:

1) a, beD=>b—ael
2) aeD/\:ueU=>a+ueD
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E claro que, neste caso (e s6 neste), o conjunto D constitui

<

um espaco afim, relativamente a aplicagcdao (a, b) q;?, restrin-
gida a pares de pontos de D (por isso mesmo se the chama o
subespago afim de E). O espago vectorial que lhe esta associado
€ o subespago U de V.

Entre os subespacgos afins de E figuram sempre os de dimen-
sdo nula, isto é, os que se reduzem a pontos. Chamam-se rectas
e planos de E os subespagos afins de E de dimensodes 1 e 2 res-
pectivamente (quando existam). Mas note-se que, se a dimenséao
de E é superior a 2, existem subespacos afins de E de dimen-
sdo >3, que nado sdo portanto rectas nem planos. Em particular,
se E tem dimensao finita, n, chamam-se hiperplanos de E os
subespacgos afins de E de dimensao n—1 ().

Das condigoes A1— A4 (consideradas como axiomas) dedu-
zem-se as seguintes proposi¢oes (neste caso teoremas):

Dados dois pontos distintos a, b de E existe sempre uma
recta de E, e uma sd, a que pertencem os pontos a, b. Essa recta
é definida pela equagdo paramétrica

p=a-+t(b—a) , sendo t varidvel em K

Dados trés pontos a, b, ¢ de E ndo colineares (isto é, ndo
pertencentes a uma mesma recta), existe sempre um plano de E,
e um s6, a que pertencem a, b, c. Esse plano é definido pela
equagao parameétrica

p=a+tb—a) +u(c—a) , comt uekK

E ainda se pode definir a relagdo de paralelismo entre duas
rectas, entre dois planos, entre um plano e uma recta, ou, mais
geralmente, entre dois subespagos afins quaisquer de E, e gene-
ralizar a este caso as habituais proposigdes de paralelismo.

Suponhamos, a partir de agora, que K é o corpo real.

(*) A nogédo de hiperplano pode ser estendida a espagos de dimens&o
infinite.
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Chama-se segmento de recta de extremos a, b, e represen-
ta-se por ab, o conjunto dos pontos p de E tais que

p=a = t(b'—a),

sendo t um nUmero real do intervalo [0,1].
Posto isto, diz-se que um subconjunto M de E é convexo,
sse verifica a condigao:

a, beM>abc M

Desde logo se reconhece que todo o subespaco afim de E
é um conjunto convexo.
Também é facil ver o seguinte:

A intersecgdo de conjuntos convexos, em numero finito ou
infinito, é sempre um conjunto convexo. (J& o mesmo nao sucede
com a reuniaol)

Seja entdao A um subconjunto qualquer de E (convexo ou
nao). Existe pelo menos um conjunto convexo que contém A:
o préprio espaco E. Designemos por A a intersecgdo de todos
os conjuntos convexos que contém A. Segundo a proposicao
anterior, A é um conjunto convexo: precisamente o conjunto
convexo minimo que contém A. Pois bem, diz-se que A é o
involucro convexo de A.

Na figura junta indica-se, a tracejado, um conjunto de pontos
do plano que n@o é convexo; para obter o invélucro convexo, é
necessério juntar-lhe o conjunto que se indica a ponteado (fron-
teira inclufds). S :
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E claro que, num espago afim E, real ou complexo, podemos
definir semi-recta, semiplano, dngulo convexo, tridngulo, poligono
convexo, poliedro convexo, etc., tal como no espago usual. Por
exemplo, sendo a, b, ¢ trés pontos ndo colineares de E, o inv6-
lucro convexo do conjunto {a, b, c} é o tridngulo de vértices
a, b, ¢c; sendo a, b, ¢, d quatro pontos nao complanares, o
invélucro convexo de {a, b, ¢, d} é o tetraedro de vértices
a, b, c, d, etc. (%).

Jé no 6.° ano foi salientada a importadncia do conceito de
conjunto convexo em PROGRAMACAO LINEAR.

NOTAS:

. A nogéo de conjunto convexo estende-se, de modo analogo, a espagos
afins complexos.

ll. Pode-se definir ‘espago afim real’, tomando como primitivas as
nogdes de ‘recta’ e de ‘situado entre’ (ou, o que é equivalente, a de ‘segmento
de recta’) e adoptando um sistema de axiomas, semelhantes aos axiomas da
geometria elementar que envolvem apenas essas nog¢bes. Neste caso, a nogéo
de ‘vector’ podera ser definida exactamente como fizemos no caso elementar,
a partir da relagdo de equipoléncia entre segmentos orientados. A diferenga
essencial em relagdo ao caso elementar refere-se ao nimero de dimensdes,
que pode agora ser qualquer. Um conjunto D de pontos de E é um subespago
afim de E, sse, quaisquer que sejam os pontos a, b de D, sendo a 5= b, a recta
ab esta contida em D.

13. Nogbes gerais de espago métrico euclidiano e de
espago métrico*. Seja V um espago vectorial real com n dimen-
sdes. Diz-se que V é um espago métrico euclidiano (vectorial),
sse, a cada par ordenado (u, v) de vectores de V, esté associado
um numero real, que se chama produto interno de u por v e se

(*) Aqui ‘trtAngulo’ designa portanto um conjunto convexo e ndo a reu-
nifo de 3 segmentos de recta. Analogamente para o ‘tetraedro’.
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representa por u . v (ler ‘u interno v'), de acordo com as seguin-
tes condigdes:

E1l. u-v=v.u , Vu veV

E2. (u+vVv).-w=u.-w+v.w , Vu v, weV
E3. (au):.v=a(u.v) , VaelR u veV
E4. u.u>0 , VueV

ES. U-U:O%U:O

Portanto u » v é uma funcgao real dos vectores u, v. Segundo E1,
esta fungao é simétrica (ou comutativa). De E1 e E2 resulta
ainda que tal fungdo é bilinear. Ora todos estes factos (funcéo
real simétrica e bilinear) exprimem-se dizendo que u.v é uma
forma bilinear simétrica (real).

A conjuncdo das propriedades E4 e E5 com as primeiras
exprime-se dizendo que a forma bilinear u - v é definida positiva ().

Posto isto, podemos definir médulo de um vector u do
espago métrico euclidiano V, mediante a féormula

1 [uf=Vu.u

em que |u| designa o ‘médulo de u’ (também chamado ‘norma
de u’). De E4 e E5 deduz-se desde logo:

N1. luf >0 , VueV
N2. lul=0 5 u=0

Por outro lado, convencionando escrever u? como abrevia-
tura de u . u, tira-se de E1 e E2:

(2) (uFv)i=wF+ v+ 2uxv

(*) Se fosse sempre u+u <0, e, além disso, fosse verificada a condigéo
u+u=0=u=0, diriamos que a forma era definida negativa. Se fosse umas
vezes U=u >0, outras uru <0 e outras u-u =0, diriamos que a forma
era indefinida. Se fosse sempre u-u_>0 ou sempre u-u<_ 0, podendo ser
u-u=0 com u+# 0, diriamos que a forma era semidefinida, respectivamente
poslitiva ou negativa.
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Além disso, demonstra-se que
(3) ju-v|<|u||v] , VuveV

Esta formula importante (chamada desigualdade de Cauchy-
-Schwarz) permite definir dngulo 0 de dois vectores u, v de V,

mediante a féormula
Usv

cos § = ——m——
lul |v|

Diz-se que u é ortogonal a v, e escreve-se u L v, sse 0==/2
ou um, pelo menos, dos vectores u, v € nulo.
Por sua vez, de (2) e (3) deduz-se facilmente

N3. lu+v]<|u]+|v] ., VuveV
Finalmente, de E3 resulta:
N4. leu|<|al|ju] «+ VaelR ueV

Chama-se base ortonormal de V toda a base de V constituida
por vectores unitdrios (isto &€, de moédulo 1) e ortogonais entre si.

Por exemplo, no espacgo [R*, uma das definicdes de produto
interno de dois vectores

X = (Xl, X2, X3, X4) ’ y = (ylr y2’ Y3: y4)
é a dada pela férmula
XayY=X; Y1+ X Yo+ Xg ¥Ys + X¢ Vs

Entao o médulo de x seré

|x| = y/x2 + x2 4+ x2 + x?

e uma das bases ortonormais de IR* sera constituida pela sequén-
cia de vectores

(1,0,0,0) , (0,1,0,0) , (0,0,1,0) , (0,00, 1)
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Analogamente para IR? para IR®, etc.

Seja agora E um espaco afim real com n dimensédes. Diz-se
que E é um espago métrico euclidiano (pontual), sse o espago
vectorial V que lhe esté associado € um espago métrico euclidiano
(vectorial) (). Nestas condi¢cdes, chama-se distdncia de dois
pontos a, b de E, e representa-se por §(a, b), o médulo do

-
vector ab, isto é, em férmula

Das propriedades N1 —N4 dos médulos e da fungdo anterior
deduzem-se as seguintes propriedades da fungao ‘distancia’:

M1. §(a, b) >0 , Va beE

M2. 3(a, b) =03 a=b

M3. 8(a, b) =8(b,a) , Va beE

M4. §(a, b) <8(a, c) +8(c,b) , Va b ceE

Esta Gltima férmula é chamada desigualdade triangular, por
estar relacionada com uma conhecida propriedade dos tridngulos.
Mais geralmente ainda:

Diz-se que um conjunto S, constituido por elementos a, b...
de natureza qualquer, € um espago métrico, sse, a cada par
(a, b) de elementos de S, é associado um nUmero real 8(a, b)
(disténcia entre a e b), de modo que sejam verificadas as con-
dicoes M1—M4.

Convém desde j& notar que um espago métrico ndao é neces-
sariamente euclidiano. Por exemplo, seja S uma superficie esférica
e convencionemos chamar distédncia entre dois pontos a e b de S
o menor dos comprimentos dos arcos de circulo maximo de

() Em particular, segundo uma observagio do n.© 11, todo o espago
métrico euclidiano vectorial pode ser considerado como espago métrico eucli-
diano pontual. Mas a reciproca n&c é verdadeira.
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extremos a, b. Entdo é bem facil que S é um espago métrico,
mas nao um espago métrico euclidiano (ndo é sequer um espago
afim).

Num espago métrico euclidiano, podemos definir medida de
um angulo convexo bac, como sendo igual & do &ngulo dos

vectores é_b) e '5?:. Se a medida de bac é »/2 (em radianos), o
adngulo bac diz-se recto e as rectas ab, ac dizem-se perpendi-
culares entre si. Daqui decorrem imediatamente as nogodes de
triangulo rectangulo, de quadrado, etc. exactamente como no
caso elementar.

O teorema de Pitagoras e, mais geralmente, o teorema de
Carnot, sao vélidos em qualquer espago métrico euclidiano. E o
mesmo para qualquer outro teorema da geometria euclidiana ele-
mentar em que ndo intervenha o facto de o espago & ter trés
dimensoes.

Note-se que as nogoes de circunferéncia, de circulo, de
conica, de esfera, etc., etc. se generalizam a qualquer espacgo
métrico euclidiano, onde alids nos aparecem novas nogdes (por
exemplo a de hipercubo, a de hiperesfera, etc., etc.) e portanto
novos teoremas.

Dados dois espagos métricos S, &' e um namero real r > 0,
chama-se semelhanga de razao r entre S e S’ toda a aplicagao
biunivoca f de S sobre S’, tal que

é8(f(a), f(b)) =r é(a, b) , VYa, be S

Chamam-se isometrias as semelhangas de razado 1.

Em particular, se S e S’ sao espagos métricos euclidianos
de dimensdo superior a 1, prova-se que toda a semelhanga entre
S e S’ é uma afinidade, isto é, uma aplicagao biunivoca de S
sobre S’ que transforma segmentos de recta em segmentos de
recta (e, por isso, rectas em rectas, planos em planos, subespacgos
afins de S em subespagos afins de S’, conjuntos convexos em
conjuntos convexos, etc.). Se S e S’ sédo espagos euclidianos
unidimensionais (portanto isomorfos as rectas de &), ndo hé
distingdes entre semelhancas e afinidades. -
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NOTAS:

. Geralmente, por comodidade, diz-se apenas ‘espaco eucli-
diano’ em vez de ‘espago métrico euclidiano’, embora haja uma
distingdo a fazer entre os dois conceitos (alids de pouca impor-
tancia na pratica). Por exemplo, o espago usual & é um espaco
euclidiano (é mesmo o protdtipo dos espagos euclidianos) mas
ndo & um espagco métrico, por nao estar nele definida, natural-
mente, a nogdo de distdncia como numero. Com efeito, ndo faz
sentido dizer, por exemplo, que a distancia entre dois pontos
do espago € 3 — a nao ser que se tenha fixado previamente uma
unidade de comprimento, cuja escolha é, como se sabe, arbitréria.
No entanto, como se vé€, 0 espaco ¢ torna-se um espago métrico,
e portanto um espago meétrico euclidiano, desde que se adopte
uma unidade de comprimento.

Il. A nocgao do ‘produto interno de dois vectores’ pode ser
estendida a um espago vectorial V, real ou complexo, com qual-
quer nimero de dimensdes (finito ou infinito).

Se V é um espaco vectorial complexo, as (nicas modifica-
coes a fazer na definicao anterior sao as seguintes:

1) O produto interno u-.-v é uma fungao complexa dos
vectores u . v.
2) Em vez de E1 tem-se a condicao:

UeV=Vs.U , VuveyV,

em que v . u representa o conjugado do niimero complexo v . u
(se u-v é real, tem-se v.:u=v.u=u-vV).
Nestes termos, deduz-se de E3:

us(av) =a(usv) , VaeC;u veV

e ja nao podemos dizer que a fungao u - v € bilinear (é no entanto
distributiva, a direita e & esgeurda). Diz-se agora que u . v é uma
forma hermitica definida positiva e o espago V diz-se hermitico
(é ainda um espago métrico). Em particular, se V é um espago
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hermitico real e tem um ndmero finito de dimensdes, entao V
¢ euclidiano.

Entre os espagos hermiticos com uma infinidade de dimen-
sOes, reais ou complexas, merecem especial mengao os ESPACOS
DE HILBERT, que desempenham um papel fundamental em
mecénica quéantica e, de modo geral, em toda a fisica do 4tomo.

lll. No ESPACO ~TEMPO DE MINKOWSKI, que designare-
mos aqui por A, define-se uma nogdo de produto interno que
ndo é uma forma definida positiva, mas sim indefinida, como
vamos ver.

) e I
Suponhamos dado um referencial de espaco (O, j, k, m),
ortonormal, fixo num sistema rigido S, por exemplo a Terra, e

um reldégio fixo no mesmo sistema. Fica assim definido um

. I I
referencial de espaco e tempo (O, j, k, m, e) em S. Segundo a

TEORIA DA RELATIVIDADE, a distancia entre dois pontos mate-
riais, assim como o tempo decorrido entre dois acontecimentos,
dependem do sistema S (e até da posicao do relégio em S).
Distancia e tempo decorrido sao pois propriedades relativas (e
nao propriedades absolutas), pois que variam com o sistema S
em que sao medidos (ndo sao por exemplo os mesmos na Terra
ou em Marte), supondo, é claro, que se adoptam as mesmas
unidades de comprimento e de tempo.

Seja agora G) um vector do espago —tempo, isto é, um elemento
do espago vectorial associado a /. Dar um tal vector equivale
a dar os 4 nameros reais x, y, z, t, que sao, por exemplo, as
componentes do vector no referencial de espago e tempo fixado

em S. Ter-se-& entao

> > > > >
u=xj+yk+zm-+ te

- - -~ -9 ~
Posto isto, consideremos a fungdo de u dada pela expresséo:
(1) Xty 22 -t 1Y,

em que ¢ é a medida da velocidade da luz no vazio, relativamente
ao sistema de unidades adoptado (aproximadamente 300 000, se
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a unidade de comprimento é o quildmetro e a unidade de tempo
é o segundo). Ora, em RELATIVIDADE RESTRITA, o valor desta
expressao é invariante, isto é, ndao muda quando se passa de S
para outro sistema S’, animado de movimento de translagéo recti-

lineo e uniforme em relagdo a S. Isto sugere que se chame qua-
~> - _
drado do mddulo de u e se represente por |u [* (ou simplesmente

4
por u?) o valor de (1). Nesta ordem de ideias, & natural definir
produto interno de dois vectores de espago —tempo

3 (x z, t) —\7 (X, y', 2/, t')
q ' y: ’ ’ q ’ 4 4
mediante a férmula
-> =
u.v =xx'+yy’ + zz’/ — citt

. . R -
Facilmente se vé que, neste caso, u«v é uma forma bilinear

simétrica (real). Mas esta forma nao é definida positiva. Com
efeito, por exemplo:

-> > > o
quando u = j, tem-se uu=x2=1>0;
- - > >
quando u =1¢, tem-se u-u = — ¢c2<0;
- > > > >
quando u=cj+ e tem-se u-u=c? —-c2=0

> »
A forma é pois indefinida: ha vectores u tais que u? > 0,

vectores?n tais que 32 < 0 e vectores 3 nao nulos tais que 32 = Q.
Por conseguinte, #l ndo é um espago métrico euclidiano:
diz-se que é um espago pseudo-métrico euclidiano ou um espaco
pseudo-euclidiano.
Sejam agora « e B dois acontecimentos definidos por dois pon-
tos de M, respectivamente A_,(xyzt)eB_ X,y 2, V)
no referencial adoptado; isto é:

> o 5> o > o > o
A=0+xj+yk+zm+te , B=0+x"j+y’k+z'm-+t’e
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Ja sabemos que a distdncia entre os dois pontos propria-
mente ditos (x, y, z) e (x/, y’, '), bem como o tempo decorrido
entre os instantes t e t’, dependem geralmente do sistema S e,
portanto, do referencial de espago—tempo adoptado. Mas, em
RELATIVIDADE RESTRITA, é invariante 0 moédulo do vector B—A,
ou seja

|B—A| =/ (x=x)+(y=y)? + @=2')=c* (t—t)?

A este nimero é natural chamar distdncia relativista entre os
pontos A e B (ou entre os acontecimentos « € 8) (). Mas, pelos
exemplos anteriores, desde ja se vé que a distancia relativista
entre dois acontecimentos pode ser real (positiva), imaginaria
ou nula (mesmo que os acontecimentos sejam distintos). Isto
basta para ver que o espago - tempo M, com tal nogao de
‘disténcia’, ndo € um espaco métrico, segundo a definigdo anterior.

Deve ainda notar-se que muitos autores chamam quadrado de

um vector Zq (x, y, z, t) ao valor da expressao ¢t?—x2—~y2?—z2,
e nao ao da expressdo x2+y?+z?-c%*?2 simétrica da primeira.
E claro que isto altera a definicdo de ‘distancia relativista’”, mas
é indiferente uma ou a outra definicao, para caracterizar a geome-
tria do espago pseudo-euclidiano M. Primeiro que tudo, deve
notar-se que o grupo das isometrias de M & 0 mesmo com qual-
quer das definicbes (chamando ‘isometria’ a toda a aplicagao
biunivoca de /[ sobre si mesmo que conserva as distincias).

Entre as isometrias de M tém especial importancia as trans-
formagées de Lorentz, que formam um subgrupo do anterior
(grupo de Lorentz). Concretamente, interpretadas como mudancas
de coordenadas de espaco e tempo, as transformacdes de Lorentz
sao as mudangas que permitem passar das coordenadas relativas
a um referencial de espago —tempo fixo num sistema rigido S, para
as coordenadas relativas a um referencial fixo num sistema S’,
animado do movimento de translacdo rectilineo e uniforme em
relagdo a S (em dindmica relativista, exige-se que os sistemas

(*) Os fisicos chamam-lhe habituaimente intervalo entre « e B.
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considerados sejam de inércia, isto &, que ‘ndo rodem em relagdo
ao conjunto das estrelas’). Nestas mudancas, o tempo pode
converter-se parcialmente em espaco e vice-versa.

O grupo de Lorentz estd na base de toda a fisica relativista.

O fisico LORENTZ chegou as transformagbes que tém o seu
nome, procurando interpretar o resultado negativo das experién-
cias de MICHELSON e MORLEY, que, juntamente com outros
factos, conduziam a esta conclusdo, aparentemente absurda:

A luz (e mais geralmente todas as ondas electromagnéticas)
propaga-se no vazio com a mesma velocidade em relacdo a
todos os corpos, apesar de estes estarem em movimento uns
em relacdo aos outros.

Consideremos, por exemplo, um raio luminoso e uma particula
atdmica que se move na mesma direcgcdo e em sentido contrério
ao da luz, com a velocidade de 100 000 km/s em relacdo a Terra
(no vazio). Entdo a velocidade da luz em relagdo a particula
deveria ser, ao que parece,

300 000 + 100 000 = 400000 (km/s)

Mas néo: a velocidade da luz em relacdo a particula é sempre
a mesma (300000 km/s), qualquer que seja a velocidade da
particula bem como a sua direcgao e sentido (em relacédo a Terra
ou a qualquer outro sistema de referéncia).

Isto mostrou que era preciso abandonar os conceitos tra-
dicionais, ilusérios, de espagco absoluto e de tempo absoluto, e,
em particular, a férmula cléssica de composicdo de velocidades:

S
u =u-tv,
quando alguma destas se aproxima da velocidade da luz.

O grupo de Lorentz define, precisamente, a geometria do
espago —tempo, que nao sO explica a invaridncia da velocidade
da luz relativamente aos diferentes referenciais, como ainda,
mais geralmente, permite fundar uma nova mecénica, com-
pativel com as leis do electromagnetismo (ao contrario do que
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sucede com a mecanica classica). A nova mecénica, fundada por
EINSTEIN, conduz a conclusdes revolucionarias, como por exemplo
a LElI DA EQUIVALENCIA ENTRE A MASSA E A ENERGIA, que
estd na base da produgcao da energia nuclear. Segundo esta lei,
deixa de haver uma disting@o nitida entre matéria e energia:

1 g de matéria equivale a cerca de 25 000 000 kwh.
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