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CAPITULO V

ALGEBRAS DE APLICACOES LINEARES
E ALGEBRAS DE MATRIZES

O assunto de que vamos tratar é da maxima importancia em
matematica moderna. As suas aplicagbes a fisica, a quimica, 3

engenharia, a estatistica, a economia, etc., sdo cada vez mais
frequentes.

1. Produto de duas aplicacdes lineares. Isomorfismos vec-
toriais. Comegaremos por provar o seguinte facto:

O produto de duas aplicagcées lineares é sempre uma apli-
cagdo linear.
Mais precisamente, vamos provar o seguinte:

TEOREMA 1. Sejam U, V, W trés espacos vectoriais sobre
um mesmo corpo K. Se f é uma aplicagao linear de V em W e g
uma aplicagédo linear de U em V, entdo fg (‘aplicacdo composta’
ou ‘produto’ de f por g) € uma aplicagao linear de U em W.

Demonstragcao ():

Suponhamos verificada a hipdtese e sejam u, v dois vectores
quaisquer de U. Entdo sera

g(u + v) = g(u) + g(v) (porqué?)

(*) A técnica desta demonstragdo, bem como de outras que se seguem,
€ muito semelhante as que foram usadas, no 6.2 ano, para as demonstragdes de
teoremas sobre isomorfismos.
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donde
(1) f(g(u + v)) = f(g(u) + g(v))
= f(g(u)) + f(g(v)) (porqué?,
Mas

f(g(utv))=(fg) (utv) , f(g(u)) = (fg) (u) , f(g(v))=1(fg) (v)
(porqué?) e, portanto, de (1) vem

(2) (fg) (u+v) = (fg) (u) + (fg) (v)

Seja agora « um elemento qualquer de K (escalar) e u um
vector qualquer de U. Entao

g(a u) =ag(u) (porqué?)

donde
f(g(a u)) =f(ag(u))=a f(g(u)) (porqué?)

donde finalmente
(3) (fg) (a u) =a(fg) (u) (porqué?)

Ora a conjuncao de (2) e (3) significa, precisamente, que fg
é uma aplicagao linear (de U em W).
Vamos agora provar o seguinte:

A inversa de uma aplicacdo linear biunivoca ainda é uma
aplicagao linear.

Mais precisamente:

TEOREMA 2. Sejam U e V dois espacos vectoriais, sobre
um mesmo corpo K. Se f é uma aplicagao linear biunivoca de U
sobre V, entdo f' é uma aplicagéo linear (biunivoca) de V sobre U.
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Demonstragéao:

Seja f uma aplicag@o linear biunivoca de U sobre V. Entao
f' é uma aplicagio biunivoca de V sobre U. Queremos provar
que f' também é linear.

- Sejam u, v dois elementos quaisquer de V e ponhamos
u’ = f1(u), vV = (v). Entao

u="Ffu) , v==Fv) , u+v=1Ffu) + f(Vv)

e portanto

u+v=fu +v) (porqué?)

Ora daqui deduz-se
fFlut+v)=u +Vv
ou seja

(1) ' (u+v) =" (u) + ' (v)
Seja agora « um elemento qualquer de K. Entao

u="Ffu) , au=af(u)

e portanto
au = f(au’),
donde
' (au) = au’
ou seja
(2) ! (au) = af’ (u)

A conjuncdo de (1) e (2) significa, precisamente, que 7 é
linear.
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DEFINICAO. Sendo U e V dois espacos vectoriais sobre
um corpo K, chama-se isomorfismo de U sobre V toda a aplicagéao
linear biunivoca de U sobre V. Diz-se que U é isomorfo a V, sse
existe pelo menos um isomorfismo de U sobre V. |

Tudo o que foi dito no vol. I, 2.° tomo, para isomorfismos
entre grupdides, entre anéis, etc., estende-se agora, mutatis
mutandis, a espagos vectoriais.

Em particular, chama-se automorfismo dum espago vectorial U
toda a aplicacao linear biunivoca de U sobre si mesmo. Dos
teoremas 1 e 2 resulta o seguinte

COROLARIO: Os automorfismos de um espago vectorial U
formam um grupo multiplicativo.

EXEMPLOS:
l. O conjunto 0} de todas as funcdes ¢ na forma
e(x)=a cos x + b sen x , com a, belR,

é um espaco vectorial sobre IR, relativamente as operagdes usuais
de ‘'soma de duas funcdes’ e de ‘produto de uma fungdo por um
namero real’. Suponhamos agora fixada num plano = uma base

> 2 - s > 9 >
(J. k). Entéo, se fizermos corresponder, a cada vector u=aj+bk
do plano =, precisamente a fungdo ¢(x) =a cos x+b sen x, fica

definida uma aplicagao linear biunivoca 3 — ¢ de Cﬂz sobre
(prove por analogia com Capitulo IV, n.° 1). Logo estes dois
espagos vectoriais sao isomorfos.

Por outro lado, se fizermos corresponder a cada fungao
¢(x) =a cos x + b sen x, a fungdo ¥(x)=—= b cos x + a sen x,
ficara definido um automorfismo ¢ ¥ do espago qd.

Il. O conjunto P, de todos os polinémios em x reais
ax® + bx + ¢
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de grau<2 (a+0 ou a = 0) & um espago vectorial real, rela-
tivamente as operagOes usuais de ‘soma’ e de ‘produto por um
nGmero real’. Prove que j;’Da é isomorfo ao espago M dos vectores
do espago ordinario.

NOTA. Dados dois espagos afins E, F sobre um mesmo
corpo, chama-se aplicagao afim de E em F toda a aplicagao f de
E em F que determina uma aplicacao linear, f, . do espago vecto-
rial associado a E no espago vectorial associado a F, segundo
a férmula

f (ab) = f(b) —f(a) , Va, beE

E facil ver que o produto de duas aplicagcdes afins também
é uma aplicacao afim e que a inversa de uma aplicagdo afim
biunivoca também é uma aplicacéo afim. Os conceitos de isomor-
fismo, automorfismo, etc. estendem-se de modo trivial aos
espacgos afins.

2. Soma de duas aplicagdes lineares. Sejam U e V dois
espagos vectoriais sobre um mesmo corpo K. O facto de estar
definida uma nogdo de ‘soma de dois vectores’ em V (assim
como em U) permite-nos definir ‘soma de duas aplicagdes linea-
res de U em V"

DEFINICAO. Dadas duas aplicagées lineares f, g de U em V,
chama-se soma de f com g, e representa-se por f + g, a aplica-
¢do h de U em V assim definida

h(u) =f(u) +g(u) , VuelU
Ter-ée-é, pois, por definicdo:

(2) (f+9g)(u) =f(u) +g(u) , VueU
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TEOREMA 1. A soma de duas aplicacbes lineares também
é uma aplicagdo linear.

Demonstragao:
Sejam f, g duas aplicacdes lineares de U em V e ponhamos

h = f + g. Queremos provar que a aplicagao h é linear.
Sejam u, v dois elementos quaisquer de U. Entao

h(utv) =f(u+v)+g(u+v) (porqué?)
= [f(u) +1(v)]1+[g(u) +g(v)] (porqué?)
donde
h(u+v) =[f(u) +g(u)1+[f(v)+g(v)] e portanto
(2) h(u+v) =h(u) +h(v) (porqué?)

Seja agora « um escalar qualquer. Entéo

h(eu) = f(au) + g(au) (porqué?)
= af(u) + ag(u) (porqué?)
= a[f(u) + g(u)] (porqué?)
donde
(3) h(au) = a h(u)

De (2) e (3) conclui-se o que se pretendia.
Posto isto, designemos por L o conjunto de todas as aplica-
¢bes lineares de U em V. Vamos demonstrar o seguinte:

TEOREMA 2. O conjunto L é um grupo comutativo a res-
peito da adigdo (portanto um médulo).
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Demonstragéo:

Da definicdo (1) resulta imediatamente que a adigdo é uni-
versal e univoca em L. Portanto (L, +) & um grupdide. Provemos
que este é comutativo.

Sejam f, g dois elementos quaisquer de L (aplicagoes linea-
res de U em V) e seja u um elemento arbitrario de U. Entéo:

f(u) + g(u) = g(u) + f(u) (porqué?)
e, como u é arbitrério, tem-se
f(u) + g(u) = g(u) +f(u) ., Vuel,
donde
(f+g)(u) =(g+f)(u) ., Yuel,
e portanto
f+g=g-+f (porqué?)
Analogamente se prova que o grupdide (L, +) é associativo
e portanto um semigrupo.
Além disso (L, +) tem elemento neutro, que é a aplicagéo
nula, ou seja, a aplicacao f definida por
f(uy) =0 , VYueU
(faz corresponder a todo o vector u de U o vector nulo de V).
Podemos designa-la ainda pelo simbolo 0.
Finalmente, qualquer que seja fel, a aplicagao ¢ tal que
p(u) = — f(u) , Vuel,
é simétrica de f, isto é, tem-se ¢ + f = 0, como facilmente se

reconhece, e podemos entdao escrever ¢ = — f.
E assim fica provado tudo o que se pretendia.

199



J. SEBASTIAO E SILVA

NOTA. Sendo E e F dois espagos afins sobre o mesmo corpo
(por exemplo, E= ¢ e F=fouE=¢& e F um plano =)} nao
se pode definir em geral ‘soma de duas aplicagdes afins de E em F’,
precisamente porque nac faz sentido, em geral, falar de ‘soma de
dois pontos de F'

3. Produto de uma aplicacdo linear por um escalar.
Consideremos novamente dois espagos vectoriais U e V sobre
um corpo K.

DEFINICAO. Sejam dados um escalar a (isto é, um ele-
mento de K) e uma aplicacdo linear f de U em V. Chama-se
produto de « por {, e representa-se por o f, a aplicagcdo h de U
em V assim definida

h(u) =af(u) , Vuel,
Sera pois, por definigéo:
(ef){(u) =af(u) . VueU

TEOREMA 1. Se f é uma aplicagdo linear de U em V, o
produto de um escalar « qualquer por f ainda é uma aplicagéao
linear de U em V.

Deixamos a demonstragdo ao cuidado do leitor, como
exercicio. ‘

Continuemos a designar por L o conjunto de todas as apli-
cagoes lineares de U em V. J& vimos que L é um médulo. Mas
podemos dizer mais do que isso:

TEOREMA 2. O conjunto L é um espago vectorial sobre K
(relativamente as operagGes definidas de ‘soma’ e de ‘produto
por um escalar’).

E claro que para demonstrar este teorema resta sé provar
as seguintes propriedades:

1. a«(ft+g)=cf+ag ., VaekK f gel
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2. (a +B)f=af+Bf , Va BeK; fel
3. a(B 1) = (apB)f , VaBeK; fel

4, 1.f=1f , Vfel

Todas essas demonstragdes sdo muito simples e podem
ficar ao cuidado do leitor.

4. Anel das aplicacdes lineares de um espaco vectorial
em si mesmo. Temos até aqui designado por L o conjunto das
aplicagoes lineares de U em V, sendo U e V espagos vectoriais
sobre um mesmo corpo K, distintos ou coincidentes. Daqui por
diante vamos supor U = V. Assim, L designard o conjunto das
aplicacées lineares do espago vectorial U em si mesmo.

Segundo o que vimos no n.° 2 estd definida em L uma
adicdo. Por outro lado, segundo o estabelecido no n.° 1, também
esta definida em L uma multiplicagdo, que & a composigio de
aplicagbes no sentido usual. Em virtude do teorema 1 do n.° 1,
o produto de dois elementos de L — isto &, de duas aplicagdes
lineares de U em U — ainda é um elemento de L (neste caso
tem-se U =V = W). Surge agora a pergunta:

Sera (L, +,.) um anel?

Ora ja vimos que:

1) (L, +) é um mdédulo.

Por outro lado, é facil ver que:
2) (L, -) é um semigrupo.

Com efeito, ja ficou provado que (L, « ) é um grupdide (em
virtude do teorema 1 do n.° 1). Além disso, a multiplicagdo é
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associativa, por se tratar da composicao de aplicacbes no sen-
tido usual. Logo (L, - ) é de facto um semigrupo.
Resta provar que:

3) A multiplicagéo € distributiva a respeito da adi¢cdo em L.

Comegaremos por provar a distributividade a direita. Sejam
f. 9, h elementos arbitrarios de L e u um elemento arbitrario
de U. Entdo

[f(g + h)] (u) =fl(g + h)ul - (porqué?)
= f[g(u) + h(u)] (porqué?) (*)
= f(g(u)) + f(h(u)) (porqué?) (*)
=(fg) (u) + (fh)(u)  (porqué?)
= (fg + fh) (u) (porqué?) (*)
Por conseguinte
[f(g +h)] (u) = (fg+fh)(u) , Vuel,
o que significa que

f(g + h) = fg + fh (porqué?)

Fica assim provada a distributividade a direita:

f(g+h)=1fg+t , vf g hel

(') Por definicdo de ‘soma de aplicagdes lineares’.
(®) Porque f é uma aplicagédo linear.
(*) Por definigdo de ‘soma de aplicagdes lineares’.
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Demonstremos agora a distributividade a esquerda. Sejam ainda
f, 9. h elementos arbitrérios de L e u em elemento arbitrario de U.
Entao

[(f + g)h] (u) = (f + g)(h(u)) (porqué?)
= f(h(u)) + g(h(u)) (porqué?) (%)
= (fh) (u) + (gh)(u) (porqué?)
= (fh + gh)(u) (porqué?)
Por conseguinte

[(f+g)h]l (u) = (th+gh)(u) . Vuel

Fica assim provada a distributividade a esquerda:

(f+gh=fth+gh , Vg hel

e portanto 3), o que acaba de provar que (L, + ,-) é de facto
um anel.

Convém, desde ji, notar o seguinte:

O operador identidade, 1, é obviamente uma aplicacdo linear
do espago U em si mesmo e portanto elemento unidade do anel L.

Assim, em conclusao:

TEOREMA. O conjunto L das aplicagées lineares de um
espago vectorial em si mesmo é um anel, relativamente as ope-
racoes de soma e produto de aplicagées lineares atras definidas.
Este anel tem elemento unidade que é a aplicagdo |.

Veremos mais adiante que o anel L ndo é comutativo, excepto
no caso trivial em que o espago U tem dimensédo 1.

Pode ainda perguntar-se:

Sera L um anel de diviséo, tal como, por exemplo, o anel
dos quaternides?

(}) Por definicdo de ‘soma de aplicacdes lineares’.
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Como é sabido (vol. I, 2.° tomo, pag. 93, n.° 7) dizer que L é
um anel de divisdo equivale a dizer que toda a aplicagao linear
nao nula de U em U é bijectiva. Ora isto sé é verdade, se U for
unidimensional.

Note-se finalmente que o grupo dos automorfismos de U
(aplicagéo linear biunivoca de U sobre U) ndo é um anel, mesmo
que lhe juntemos a aplicagdo nula — a ndo ser que o espaco U
seja unidimensional.

5. Conceito de algebra. Seja ainda U um espago vecto-
rial sobre um corpo K e seja L o conjunto das aplicagbes lineares
de U em si mesmo. Acabamos de ver que L € um anel relativa-
mente as operagcdes + e « definidas. Mas ja no n.° 3 tinhamos
visto que L também é um espago vectorial sobre K. Assim, em
resumo:

1) L é um espago vectorial sobre K (a respeito das opera-
¢oes de ‘soma de duas aplicacoes lineares’ e de ‘produto de um
escalar por uma aplicacao linear’).

2) L é um anel (a respeito das operacoes de ‘soma’ e de
‘produto de duas aplicagdes lineares’).

3) As operacoes de ‘produto de duas aplicagdes lineares’
e de ‘produto de um escalar por uma aplicagdo linear’ tém as
seguintes PROPRIEDADES DE ENLACE:

(a1)d = alfn) ZVaeK' f, geU

f(eg) = a(fg) )
Ora exprime-se a conjun¢ao de todos estes factos, dizendo
que L € uma algebra sobre K. Dum modo geral:

DEFINICAO. Diz-se que um conjunto ¥ de elementos a, b,...
de natureza qualquer é uma &lgebra sobre um corpo K (ou um
sistema hipercomplexo sobre K), sse sao verificadas as seguintes
condigoes:

A1. Estdo definidas operacoes de ‘soma de dois elementos
deyd’ e de ‘produto de um elemento de K por um elemento de {’,
a respeito dos quais {} é um espago vectorial sobre K.
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A2. E além disso definida uma operagcdo de ‘produto de
dois elementos de #}’, de tal modo que ¥ é um ane! a respeito
da adicdo e da multiplicagdo definidas.

A3. As operagbes de ‘produto de dois elementos de ' e
de ‘produto de um elemento de K por um elemento de ¥l° satis-
fazem as seguintes CONDICOES DE ENLACE ():

(ra)b=2x(ab) | o, .k a bl
a(Ab) = A(ab) o

Assim, em particular:

TEOREMA. O conjunto L das aplicagdes lineares do espaco U
em si mesmo é uma algebra sobre K, munida de elemento unidade.

Podem dar-se inimeros outros exemplos importantes de
algebras. Assim, o corpo € dos nimeros complexos é, em par-
ticular, uma algebra comutativa sobre IR (ou sobre C); o con-
junto |H dos quaternidoes de Hamilton € uma élgebra ndo comuta-
tiva sobre IR (ou sobre €); etc.

Note-se que, no espago vectorial N, com a operagcao do
produto externo definida no n.° 8 do Capitulo IV (pag. 163),
s6 falta uma propriedade, para que Q seja uma algebra sobre IR:
a associatividade do produto.

EXERCICIOS:

I. Diga se € uma é&lgebra sobre IR, a respeito das operacdes
usuais:

a) o conjunto @8 de todos os polinomios em x reais de
grau inferior a 3;

b) o conjunto @w dos polindmios em x reais de todos os
graus;

c) o conjunto dos polindmios em x reais de todos os graus
que se anulam para x = 0.

(*) Também poderiamos chamar-lhes ‘propriedades associativas das duas
multiplicagdes entre si’.
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Indique quais das algebras consideradas sdo comutativas e
quais tém elemento unidade.

Il. Sendo U um espacgo vectorial sobre um corpo K e sendo
L a algebra das aplicacOes lineares de U em U, considere a
aplicagdo

a a | de K em L

-
Mostre que esta aplicagdo: 1) é biunivoca; 2) respeita as
operagoes de ‘soma’ e ‘produto’.
Podemos assim identificar o corpo K a uma subédlgebra L *
de L, escrevendo a =al , Vae K. Em que caso é L* = L?

NOTA SOBRE A TERMINOLOGIA. O termo ‘élgebra’ tem
sido usado com diversas acepcgdes, 0 que por vezes pode dar
lugar a equivocos. Primeiro que tudo, aparece-nos a Algebra,
como ramo da matematica que tem evoluido ao longo dos séculos
e que, em nossos dias, é definida como sendo o estudo das
estruturas algébricas (grupoéides, semigrupos, grupos, quase — gru-
pos, anéis, corpos, algebras de Boole, espagos vectoriais, alge-
bras, etc.). Por outro lado, também se usa algumas vezes
o termo ‘algebra’ com significado de ‘estrutura algébrica’ (siné-
nimo de ‘sistema algébrico’ e ‘espaco algébrico’). Mas, em sentido
restrito, o termo ‘algebra’ tem hoje, habitualmente, o significado
que foi atras definido (sindnimo de ‘sistema hipercomplexo’).
E é cada vez mais importante o estudo das d&lgebras, nesta
acepgao.

Mas é preciso notar que as &lgebras de Boole nao sao
algebras segundo esta definicdo. Basta lembrar que as éalgebras
de Boole ndo sdo anéis, nem sequer modulos, como se viu no
Capitulo VI, vol. I, 2.° tomo.

6. Soma de duas matrizes quadradas. Neste numero e
nos seguintes vamos ocupar-nos exclusivamente de matrizes
quadradas de 2.* ordem com elementos reais. Mas as nossas
conclusdes estendem-se facilmente a matrizes quadradas de
qualquer ordem e com elementos num corpo K qualquer.
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Consideremos uma matriz quadrada de ordem 2:

A= 2. © b delR
“[b d , com a, . G, e

Seja = um plano qualquer (') e suponhamos fixada em ‘:)Q,c

> > . .
uma base (j, k). Entao, como sabemos, a matriz A define uma
aplicacao linear f do espacgo Cﬁm em si mesmo, dada pelo sistema:

x’ = ax + cy
y’ = bx + dy

A aplicacao f faz precisamente corresponder a cada vector

.._)
u_ (% y) o vector u’q(x’, y’).

Consideremos agora outra matriz

a’ ¢
B = [b’ d’]' com a’, b’, ¢’, d’ e IR

| Entao B define uma aplicagdao linear g do espago Cﬁn em
si mesmo, dada pelo sistema

I

x"" = a’x + ¢’y
y’" =b'x + d’z

>
e que faz corresponder a cada vector u__ (x, y) o vector

->

ulf (X”, yfl) Y

(*) Estamos a referir-nos a planos do espago usual ¢. Mas 7 pode ser
qualquer espago afim real com 2 dimensées (Capitulo IV, n.©0 11). Por sua vez,
no lugar de C)Qﬂ podemos considerar qualquer espago vectorial real com
2 dimensdes (Capitulo IV, n.©o 10), Com efeito, todos esses espagos afing, ou
0s respectivos espagos vectoriais sdo isomorfos entre si. Como protétipo de
espago vectorial (ou afim) real de dimensdo 2, podemos tomar o espago !R2
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->
Ora a aplicagéo f + g faz corresponder ao vector u _ _ (X, y)
o vector

"9’ '->I’ ’ " 4 r?
Wt u (XY + YY)

e €, portanto, dada pelo sistema

x' +x’"=(a+ a)x+ (¢c +c)y
v +y’"=(b+b')x+ (d+d)y

Deste modo, a matriz que representa f + g seré
a+ a’ C + 8
b+ b’ d+d’

Serd, pois, natural chamar a esta matriz a soma das matrizes
A e B, e designa-las por A + B. Teremos, pois, por definigao:

a c i a” ¢ . a+ a e+ e
b d b* & | | b+b d+d
Mas ja vimos no Capitulo IV, n.° 1 (teorema 1, pags. 126-127)
que a correspondéncia f __ A, entre as aplicagdes lineares f e as

matrizes A que as representam, € bijectiva. Daqui e da definicao
de soma de matrizes conclui-se que:

O conjunto das matrizes quadradas reais de ordem 2 é um
médulo, isomorfo ao médulo das aplicagées lineares do espago O
em si mesmo.

Representaremos o conjunto dessas matrizes por M. e o
conjunto destas aplicagbes lineares por f,.

Note-se que, em particular, a matriz nula é a matriz

o o

de elementos todos nulos; e que a simétrica da matriz A é a

matriz
ol —g ——C
—-b -d
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7. Produto de um escalar por uma matriz. Suponhamos
que se mantém todas as convencdes e as hipdteses anteriores.
Como se disse, f é a aplicagdo linear definida pelo sistema

x' = ax -+ cy
y' = bx + dy

(com a, b, c, d e IR)

Seja agora r um namero rea! qualquer. Entdo rf, produto do
escalar r pela aplicacdo linear f ¢ £, (ver n.° 3, pag. 200), é a

. - ->
aplicagdo que faz corresponder a cada vector u._5(x, y) ©

- >
vector rf(u) = ru’___ (rx’, ry’) dado pelo sistema

S rx” = (ra)x + (rc)y
( ry’ = (rb)x + (rd)y

Deste modo, a matriz que representa a aplicacdo rf seré

ra re
rb rd
E, portanto, natural chamar a esta matriz produto de r por A
e designa-la por rA. Assim, por definicao:

a c ra rc
r e
b d rb rd
Por outro lado, atendendo mais uma vez a que a correspon-
déncia f A ¢é bijectiva e a conclusdo do ndmero anterior,

: ~r
conclui-se:

O conjunto M, das matrizes quadradas reais de ordem 2,
é um espacgo vectorial sobre IR, isomorfo ao espago vectorial £,
das aplicagoes lineares do espaco Cﬂ“ em si mesmo.

209

13



J. SEBASTIAO E SILVA

8. Produto de duas matrizes. Consideremos novamente
duas matrizes quadradas reais de 2.* ordem

a c¢ a cf
A”[b d] ‘ B“[b’ d']

> >
e suponhamos fixado, num plano =, uma base (j, k). Entdao A
representa a aplicagao linear f (de %ﬁ em (—ﬁ,) que faz corres-

> -
ponder, a cada vector u y). o vector u’q (x’, y’) dado por

R

x’ = ax + cy
y’ = bx + dy

(1)
Por sua vez, a matriz B representa a aplicagao linear g
>
(de Cﬁw em CE_N) que faz corresponder ao vector u’ 5 (x’, y’)

>
o vector u” y’’) dado por

(X,’,

X" = a'x’ + cfyl
@) b o 4

- -~ - a
Ora a aplicacao gf transforma directamente o vector u no

>
vector u”. E portanto dado pelo sistema que se obtém, substi-
tuindo x’, y’ em (2) pelas respectivas expressoes dadas por (1):

x"”” = a’(ax + cy) + c¢’(bx + dy)
y” = b’(ax + cy) + d’(bx + dy)

ou seja

x" = (a’a + c¢’b)x + (a’c + ¢’d)y

3
(3) y” = (b’a + d’b)x + (b’c + d’d)y
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Como se vé, a aplicagdao gf (produto de g por f) é repre-
sentada pela matriz

a’a + ¢’b a’c + ¢’d
b’a + d’b b’c + d’d

E portanto natural chamar a esta matriz produto de B por A
e representa-la por BA. Assim, por definigcdo:

a’ ¢ a c] [aa+ch ac+cd
b" d’ b d | |ba+db bc+dd
Como se vé, o produto de B por A é obtido por meio da
seguinte

REGRA: O elemento de BA situado na linha r e na coluna s
é a soma dos produtos que se obtém, multiplicando ordenamente
os elementos da linha r em B pelos elementos da coluna s em A.

Esta técnica de calculo é abreviadamente designada pela
expressao ‘multiplicar linhas por colunas’.

Analogamente sera

a ¢ g [ a@’ + ¢’ ac’ + cd’

b d| | b d | |ba+db be +dd
Por exemplo, o produto da linha (b, d) de A pela coluna
(a’, b’) de B da o elemento ba’ + db’ da linha 2 e da coluna 1

de AB.
Mas convém, desde ja, notar que ndo se tem necessariamente

AB = BA
Por exemplo
- 0 17  —1 0] 1 =17
-1 2] L1 -1) |38 -2
=1 0 [~ O 17 0 ~17]
1T -1 " | =1 21 L1 -1
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Portanto

0 1 ) —1 0 -1 0 0 1
[—1 2] [ 1 -1]#’[ 1 -1] ' [-1 2]
Por conseguinte: a multiplicacdo de matrizes quadradas reais
de ordem 2 ndo é comutativa.
Diz-se que duas matrizes A e B sdo permutédveis sse AB=BA
(e analogamente para as respectivas aplicagbes lineares).

Finalmente, atendendo mais uma vez a que a correspon-

déncia t ,’A é bijectiva, conclui-se:

O conjunto M, das matrizes quadradas reais de 2.* ordem é
uma élgebra (ndo comutativa): isomorfa & &lgebra L, das apli-
cacoes lineares do espaco C),Qw em si mesmo.

Em particular, o elemento unidade desta algebra — a aplica-
cao | — é dada pelo sistema

It

xf
y’

X X' =1T.x+0.y

YV =0.x+1.y '’

I

é%g

ao qusl corresponde a matriz

t=lo 1]

£ natural chamar-lhe matriz unidade, visto ser o elemento
unidade da algebra M ,:

AE=EA , VYVAe M,

Chama-se matriz escalar toda a matriz da forma

r O _ 1 0 _
Lo ]=rlo1]-"
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em que r € um numero real qualquer (*). De acordo com o que
se pede para provar no exercicio |l do n.° b, a aplicacao

r _5fE de IR em M,

é ‘biunivoca e respeita as operagoes de ‘soma’ e de ‘produto’;
além disso, faz corresponder ao nimero 1 (elemento unidade do
corpo IR) a matriz E (elemento unidade da &lgebra M;). Por
conseguinte:

As matrizes escalares formam uma subélgebra de M. que
é isomorfa ao corpo IR e que podemos identificar a este corpo,
escrevendo
rE=r , VrelR

Nesta ordem de ideias, serd licito escrever também

Rc M,

Convém notar que a aplicagdo linear correspondente a

matriz rE é precisamente a multiplicacdo por r, isto é, a aplica-

~ 6 -) - - - -
¢do u_ ru do espago Q,Qx em si mesmo, definida pelo sistema

x' = rx %’
y =1y y

rx + Oy
Ox + ry

A este corresponde efectivamente, como se vé&, a matriz
escalar rE, que se identifica ao escalar r.

EXERCICIO. Mostre que, sendo a e b nimeros reais, a
aplicagdo

a —b
a+bi\,;,|ib a]deCamﬁZ2

() Tal como se disse logo no inicio do n.o 6, todas estas consideragdes
se estendem a matrizes quadradas de qualquer ordem e com elementos num
corpo K qualquer.
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é um isomorfismo do corpo € sobre uma subalgebra €* de .,
transformando o nimero 1 na matriz unidade.

Depois disto, note que
a =b} 1 0 ¢ -1
(1) [b al %o 1]TPl1 o

Como vimos, a matriz unidade, E, pode ser identificada ao
numero 1. Por sua vez, a matriz

0 -1

1 0
representa a aplicacao linear definida pelo sistema: x’ = —vy’,
y" = x. Ora esta aplicacao linear € a rotagcdo de 90° no sentido

positivo, representada pelo nGmero i. Assim, o facto demons-
trado e a formula (1) permitem-nos fazer a identificagio

el T
b 5 = a 1

Podemos entao escrever
Cc ./Ee

Note-se, porém, que existe uma infinidade de outras subélge-
bras de M. que sdo corpos isomorfos a €. A que indicAmos
aqui é precisamente constituda pelas matrizes que representam
semelhangas positivas do plano.

9. Inversdao de matrizes. Continuaremos a designar por
L, o conjunto das aplicagdes lineares do espaco M_ em si
mesmo (!). Vimos que £, é uma algebra isomorfa & 4lgebra Y/
das matrizes quadradas reais de ordem 2. Um elemento f de .2,
é regular, sse tem inverso no anel .Z,, ou (o que é equivalente)
sse f € uma aplicagéo biunivoca do espaco Q,Q,r sobre si mesmo.

() Convém rever a nota do n.© 6 a propdsito de A, -
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Na mesma hipétese se diz que a matriz A correspondente a f é
regular. Portanto a matriz A é regular, sse existe uma matriz X
tal que

(1) AX = XA =1,
em que ‘1" designa a matriz unidade (também designada por ‘E’).
Mas, se existe pelo menos uma matriz X que verifica (1), sé

existe uma (porqué?) e essa matriz é designada por A™'.
Seja

A= € (com a, b, ¢, delR)
b d

Entdao A representa a aplicagcdo linear f definida pelo sistema

9 ‘x’—ax+cy
(2) { ¥y =bx+dy

-> ->

que transforma cada vector u__5 (x, y) no vector u’_5 (x" y’).
- -~ . . -)

A aplicagao inversa, se existe, transforma o vector u’_5 (x’, y’)

no vector Eli_a (x, y). Como obter entao o sistema de equagoées
que define essa aplicacao inversa? (Pense, antes de ler o que vem
a seguir.)

E claro que se trata simplesmente de resolver o sistema (2)
em relagao as variaveis x, y, como fungdes de x’, y’. Ja sabe-
mos que:

Quaisquer que sejam x’, y’ e IR, o sistema (2) de equagédes
em x, y é possivel e determinado, sse ad — bc + 0. Neste caso
tem-se

dx’ — cv’
x’ = ax + cy i

3) & o be
! = bx + d . ..

g - o ad — bc
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Por conseguinte, nesta hipotese (e sO nesta), tem-se
> — -> -
voed , 'ueW : v =1()

0 que significa que f é uma aplicagdo biunivoca do espago 99,:
sobre si mesmo. A aplicagdo inversa (também linear) € definida,
segundo (3), pelo sistema:

d c
X = __xr_______,yr
ad — bx ad — bc

" b ’+ a r
y ad—-—bcx ad—bcy

(4)

Por outro lado, se ad — bc =0, é facil ver, pelo estudo
feito no 6.° ano, que o sistema de equacgdes (2) em x, y é umas
vezes impossivel e outras vezes indeterminado, conforme os
valores de x’, y’. Portanto f ndo é elemento regular de L, se
ad — bc = 0.

Também ja sabemos que se escreve, por convengao,

ad — bc=det A=|a c¢

b d

Entdo, no caso em que ad — bc # 0, o sistema (4) assume
o aspecto

d , c ,
X = X' — y
det A det A
— e ’ ’
dtAr T detA
A matriz correspondente sera portanto
- d __cm__
det A det A
(3)
b a
. det A det A -

Mas esta é a matriz inversa de A (porqué?).
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Por conseguinte:

TEOREMA. A matriz A é regular, sse det A+ 0. Nesta
hipétese, tem-se

1 d —c¢
b Al =
o det A [—b a:l

EXERCICIO. Verificar directamente que a matriz (3) é a
inversa de A, multiplicando-a a esquerda e & direita por A
(supondo det A + 0).

NOTAS

I. A matriz

d —c
—b a
é chamada a adjunta de A (matriz cujo produto por A é det A - E).

lIl. O conceito de ‘determinante’ pode ser generalizado a
matrizes quadradas de ordem qualquer e com elementos em
qualquer corpo. Bastara saber que se mantém —com forma
inteiramente anéloga as que foram indicadas para determinantes
de 3. ordem (Capitulo IV, ne° 8, pags. 161-167) — a nogao de
‘complemento algébrico’ e a regra do desenvolvimento dum deter-
minante segundo os elementos de uma fila qualquer. Deste modo,
por exemplo, o célculo de um determinante de 4.* ordem pode
ser reduzido ao célculo de determinantes de 3. ordem (ha no
entanto processos mais simples para o célculo dos determinantes).

Posto isto, chama-se adjunta de uma matriz A, e designa-se
por adj A, a matriz que se obtém, substituindo cada elemento
de A pelo seu complemento algébrico e transpondo depois a
matriz obtida (isto &, trocando nesta, ordenadamente, as linhas
com as colunas).

Ora o teorema anterior, que demonstramos para matrizes
quadradas reais de 2.* ordem, estende-se a matrizes quadradas
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de qualquer ordem e com elementos num corpo K qualquer,
bastando substituir a férmula (4), pela féormula mais geral

& 1 .
A" =———adj A

Ill. A férmula anterior, para inversao de matrizes quadradas,
tem grande interesse teorico, mas diminuto interesse pratico,
quando se trata de aplica-la directamente a inversao de uma
matriz quadrada de ordem muito elevada. Neste caso, os métodos
habituais para resolucao de sistemas de equacoes lineares (método
da substituicdo, método da reducao, etc.) deixam de ser aplicéa-
veis e tém de ser substituidos por métodos de aproximagdes
sucessivas (ou métodos de iteracao). Alids, estes mesmos méto-
dos s6 podem ser geralmente aplicados mediante computadores
electrénicos, que invertem matrizes quadradas com grande apro-
Ximagdo — permitindo por vezes calcular os elementos da matriz
inversa com 12 algarismos decimais exactos.

A inversao de matrizes de ordem elevada é um problema
que se poe com frequéncia a computadores (por exemplo em
questoes de programacao linear). A poténcia de um computador
costuma ser avaliada, precisamente, pela rapidez com que inverte
uma matriz de ordem elevada.

Antes de existirem os computadores electronicos, era geral-
mente impossivel inverter, por exemplo, uma matriz quadrada de
ordem 100. Basta lembrar que uma tal matriz tem 100?( =10 000)
elementos e que o calculo de cada um desses elementos é por
si s6 laboriosissimo.

10. Matrizes singulares. Recordemos as nogdes de ‘ele-
mento singular’ e ‘divisor de zero’, num anel A qualquer:

Diz-se que um elemento a de A é singular sse a nao é regular.
Diz-se que a é divisor de zero, sse a+ 0 e existe b+ 0 tal que
ab=20 Y, ba = 0.

Vimos que todo o divisor de zero € um elemento singular
(cf. 1.° vol.,, 2.° tomo, teorema 1, pag. 92). Mas a reciproca
néo & verdadeira, mesmo se nos limitarmos a elementos singu-
lares néo nulos:
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Consideremos por exemplo o conjunto @ de todas as fun-
¢Oes reais definidas e continuas em IR. Entédo @ & um anel
(comutativo) relativamente as operagOes usuais de ‘soma’ e
‘produto’. Ora a fungdo x, por exemplo, € um elemento singular
deste anel (porqué?) (*); mas este elemento de € ndo & um
divisor de zero. Com efeito, seja f uma funcado tal que

fe 0N xf(x) =0

Entdo x# 0 = f(x) = 0 (porqué?). Assim, f(x) = 0 para
todo o x+0 e, como f é continua em [R, também f(0) =0
(porqué?). Logo f = 0, 0 que prova que a fungdo x._5»x nao é
um divisor de zero (embora seja um elemento singular de @).

No entanto prova-se o seguinte:

No anel MM, (e, mais geralmente, em qualquer anel de matri-
zes ), todo o elemento singular ndo nulo € divisor de zero.

Ndo demonstraremos este teorema. Limitar-nos-emos a dar
um exemplo, que contém a ideia da demonstracao. Consideremos
a matriz singular

1 2
A= (det A=1X4-2X2=0),
2 4
que representa a aplicagao linear f definida pelo sistema
3 x'= x+ 2y
y’ = 2x + 4y

(") A funcg@o real 1/x néo é definida em IR.
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: " > e .
Ora esta aplicag@o transforma os vectores de base j, k, respecti-

> >
vamente nos vectores j° (1, 2), k" _, (2, 4) que sdo coli-
neares

(por isso mesmo a matriz A é singular). Entao f transforma cada

= - >
vector u = xj + y k no vector

: > >

u’ =X}' -+ YI(' = (X = Zy)j’

- >
Portanto f transforma todo o vector ue ), num vector u’

. ? r - ~ » .
colinear com j’ (o contradominio de f ndo & pois Qﬁn; qual é
entao?).
Consideremos agora a matriz

_ 2 -1

que representa a aplicag@o linear definida pelo sistema

X'=2x—=y
y’ = — 4x + 2y

>
Esta transforma o vector )’ __ (1, 2) no vector nulo: foi
escolhida precisamente com essa finalidade. E portanto facil ver
a priori que

BA=0 , embora seja A+0e B+0

Isto alids pode ser confirmado efectuando o célculo. Note-se
entretanto que

AB+0 , apesar de ser BA = 0.
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Mas, seja como for, ficou provado que a matriz A é um
divisor de zero, de acordo com a definicdo geral de ‘divisor de
zero', atrds recordada.

Analogamente, sendo A = ! - e B= £ =4
2 4 -1 -

tem-se, como é facil verificar
AB =0, com A+0 e B+0, mas BA+0

Como se vé, as algebras de aplicacoes lineares ou de matri-
zes, além das aplicagbes praticas importantissimas que oferecem,
constituem um manancial de exemplos sugestivos e variados,
aptos a ilustrar a teoria geral das estruturas algébricas.

Fica ao mesmo tempo confirmado o interesse da teoria
abstracta das estruturas algébricas, que permite uma extraordinaria
economia de pensamento. Este grande poder de sintese é um dos
caracteres essenciais dos métodos axiomaticos da matemética
moderna, que se tornaram indispensaveis, precisamente, para se
poder hoje dominar a imensa variedade de teorias, muitas delas
isomorfas entre si, que comegaram a surgir desde o século
passado.

Em poder de condensagdo, a matematica moderna esta para
a matemaética de hd 10 anos, como esta se apresentava em rela-
¢do a matematica de PEDRO NUNES.

O Livro de Algebra de Pedro Nunes, que, no seu género,
foi um das obras mais notaveis da Europa, era um volumoso
tratado, supra-sumo da ciéncia algébrica desse tempo, que nao
fa contudo além da equagdo do 2.° grau (*). Mas o facto de nao
se ter introduzido ainda o método simbdlico da algebra, bem
como a relutancia do Autor em aceitar a existéncia dos nimeros

() Pouco depois deram-se as descobertas dos grandes algebristas ita-
lianos relativas as equagdes do 3.0 e do 4.0 graus, Pedro Nunes refere-se a
este facto num aditamento ao tratado.
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relativos, e ainda a auséncia de uma teoria simples dos nameros
irracionais, obriga-o a expor em numerosas péaginas, de leitura
dificil, a teoria da equagao do 2.° grau — que se pode hoje apre-
sentar, com perfeito rigor, e sem dificuldade, em breves paginas,
a alunos do ensino secundario.

EXERCICIO. Sendo f, g duas aplicagdes lineares dum espaco
vectorial U em si mesmo, indique uma condigdo necesséaria e
suficiente para que seja fg = 0. [Obs.: chama-se ndcleo de f o
conjunto dos vectores u de U tais que f(u) = 0].
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