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Vi

OBSERVACOES AO CAPITULO V

1. As consideragoes dos n.°® 1 e 2 podem ser resumidas para
o aluno, reservando-se para esclarecimento do professor a leitura
minuciosa desses nimeros.

2. A nocdo de grupdide desperta bastante interesse nos alunos,
sobretudo quando se parte de exemplos. O exemplo recreativo do
‘Bailado das Horas’ que aparece s6 na pag. 27 do 2.° tomo, pode
ser apresentado logo no n.° 4, atendendo a que se trata de um
exemplo muito rico em sugestées. Em vez de considerar os seus
elementos como classes de congruéncia mddulo 72, é preferivel
comegar por considera-los como entes arbitrdrios, nhomeadamente
rapazes e raparigas, como se indica no texto (de preferéncia alunos
da turma ou seus conhecimentos). Isso ndo sé concretiza bastante
mais o exemplo, como prepara o terreno para os conceitos de iso-
morfismo e de identidade de estruturas, que serdo dados mais
adiante. E claro que o préprio exemplo conduzird as referidas
classes de congruéncia (em N ou em 2 ), como elementos de uma
das possiveis concretizacdes desta estrutura.

Um exercicio entre muitos:

Determinar o numero total de grupdides que é possivel definir
com o conjunto {1, 2, 3}.

Trata-se, é claro, de achar o nimero total de aplicacdes de
{1.2,3 }* em {1, 2,3 }, nlmero esse muito elevado (3° =19683).

3. Podem imaginar-se diversos modelos para concretizar o
conceito de grupdide. Convém que tais modelos se aproximem,
mais ou menos, de maquinas de calcular.
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Seja, por exemplo, A= {1, 2, 3, 4 } e seja 0 a operagdo definida
pela tabela seguinte:

Um modelo muito simples para este grupdide pode ser cons-
truido com dois cartdes como vao a seguir indicados.

1
| 1 1 1 1 Operagdo 0
| 2 Ee—
||
1 2 3 4 1 2 3 4
3 I tE T T
1 3 3 1 E comutativa?
4 E associativa ? 3
1 4 1 4

No segundo cartdo sdo abertas 5 janelas. A da esquerda,
isolada, destina-se a mostrar o primeiro dado. As restantes quatro
sdao encimadas pelos valores do segundo dado e destinam-se a
mostrar os correspondentes resultados.

O primeiro cartdao deve deslizar verticalmente por trds do segundo,
entre dois encaixes laterais. Se as posi¢gdes relativas das janelas
estiverem bem calculadas, a mdquina executari correctamente a
operagao 0. Por exemplo, quando 3 janela da esquerda aparecer
o numero 3 (primeiro dado), deverdo aparecer 1, 3, 3, 1, respec-
tivamente, por baixo de 1, 2, 3, 4 (valores do segundo dado).
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Podem construir-se modelos deste tipo para varios grupdides,
0 que contribuird, certamente, para animar o ensino e torna-lo mais
eficiente.

E claro que também se podem concretizar, com tais modelos,
operacdes para as quais o conjunto dado ndo é um grupdide. E o
que sucede, por exemplo, com as opera¢oes de adicdo e multipli-
cacdo no conjunto dos ndimeros digitos. Conviria até comecar por
estes dois exemplos familiares, em que as tabelas sdo as tabuadas
usuais da adicdo e da multiplicacao.

4. Quando uma operagdao é dada por uma tabela, é muito
facil verificar se ela é comutativa ou ainda se tem elemento
neutro ou se é reversivel;, mas é fastidioso, nesse caso, verificar
directamente se a operacdo é associativa. O problema pode
amenizar-se bastante, por meio dum isomorfismo, como veremos
mais adiante.

5. O conceito de isomorfismo tem importancia primacial na
matematica moderna. Tudo o que neste capitulo se refere a iso-
morfismos pode ser assimilado com interesse pelos alunos, desde
que o ensino seja bem conduzido. A equipa guiada pelo Prof.
Suppes consegue transmitir estas nogdes, com éxito, a alunos de
10-11 anos, mediante exemplos adequados (de caracter elementar,
bem entendido).

Um exemplo bastante eficaz, que convém explorar a fundo, é
o do ‘Bailado das Horas:.

Um exemplo ao mesmo tempo eficaz e utilissimo é o que se
desenvolve através de todo o capitulo, como /eit-motiv, até final:
o da funcao exponencial e sua inversa. Este isomorfismo — que
s6 por si justifica todo o estudo geral que se faz sobre tal conceito
— acabard por ser concretizado, de maneira excelente, com o0 uso
da régua de célculo, que é um exemplo notdvel de associacdo da
teoria com a pratica.

6. Quando dois grupéides (A, 0) e (B, @) sdo dados por tabe-
las, é bem facil verificar se uma aplicacao f de A sobre B é ou néao
um isomorfismo. Basta substituir cada elemento x de A, em todos
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os lugares da tabela de 0 pelo correspondente elemento f(x) de B:
a aplicagcdao f serd& um isomorfismo, sse a opera¢dao definida pela
tabela assim formada coincide com &.

Seja, por exemplo, A={-1,-1}, B={0, 1}, e conside-

remos os grupdides (A, -) e (B, +) com as operagdes definidas
pelas tabelas seguintes:

Xy X +vy
\\y—1 1 x 0 1
X X

-1 1 -1 0 0 1
1 -1 1 1 1 0

S 1 0\ , .
Trata-se de saber se a aplicagao (_1 1) é um isomor-
fismo de (A, -) sobre (B, +).

Feita a substituicdo de — 1 por 1 e de 1 por O na primeira
tabela, obtém-se a tabela seguinte:

Ora a operacdo definida por esta coincide manifestamente com
a anterior, +.

N 0 1 I
Analogamente se vé que a aplicagdao 11 ndo é um
isomorfismo de (A, -) sobre (B, ).
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7. Vejamos agora como se pode, por meio de um isomorfismo,
averiguar se uma opera¢dao definida por uma tabela € ou ndo asso-

ciativa.
x 0y

4 1 {4 1 4

Seja novamente a operacdo O considerada no n.° 3, operacédo
definida no conjunto A = {1, 2, 3, 4 }. Note-se que, a cada ele-
mento a@ de A, corresponde a aplicacdo x -~ ax do conjunto A

em si mesmo, aplicacdo que podemos designar por S,. Teremos
assim:

1234 _ (1231 (1234
Sy = (1 11 1)'32"l ' 83"(1331)'54 (1 414)
Alids, estas aplicacGes sao bem evidenciadas pelo modelo-maquina
descrito no n.° 3.

Formemos, agora, a tabela do produto de aplicagées definidas
no conjunto A* = {S,, S, S, S,.}

x0y
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Confrontando esta tabela com a anterior, imediatamente se
reconhece que a aplicacdo a \2 S; é um isomorfismo do grupdide
(A, 0) sobre o grupdide (A*, -). Ora, jd sabemos que o produto de
aplicagcdes é associativo. Logo, pelo PRINCiPIO DE ISOMORFIA, 3 ope-
racdo 0 também é, necessariamente, associativa.

Vejamos um segundo exemplo. Seja, agora, A= {1,2 3}e
seja 0 dada pela tabela seguinte:

x 0y

Entao:
123 123 123
S"'(1 3 2) 'Sz"(s 2 1) 'Ss"(z 13

s o AV & D
Neste caso, a correspondéncia a\ xS, é a aplicacdo
S; Sp S3

biunivoca do conjunto A sobre o conjunto A*={S,, S, S3 }. Mas
nao é um isomorfismo. Por exemplo, tem-se

123 {28
Sp S = 231)e &%=%=(213)

portanto S,g, # S;S.,. Mais até: S;S, ndo pertence a A* e, deste
modo, (A*, <) nao é sequer um grupdide.

Podemos ndés concluir daqui que a operacao 9 nao é associa-
tiva? Vamos ver que sim, tendo em conta o seguinte teorema,
cuja demonstracao pode ser feita ou nao na aula. conforme o estado
de adiantamento da turma:

TeoremA. Seja (A, 0) um grupdide qualquer. Pondo S,(x) = afx
para todo o a€ A, e A* = { Sy :a €A}, suponhamos que a corres-
pondéncia a\.» S, é uma aplicacao biunivoca de A sobre A*. Nestas
condigbes, a operacdo 0 é associativa, sse a aplicagdo a\»S, 6é
um isomorfismo de (A, 9) sobre (A*, -).
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Demonstragao:

a) Se a referida aplicagdo é um isomorfismo, a operagdao 0 é
associativa, em virtude do PRINCIPIO DE |SOMORFIA, visto que o
produto de aplicacoes é sempre associativo.

b) Reciprocamente, suponhamos que 0 é associativa. Vamos
provar que a aplicagao a \.2 S, € necessariamente um isomorfismo
de (A, 0) sobre (A*, -), isto é que Sgep =S, - Sp, Va, b € A.

Com efeito temos, por definicdo de S;g4:

Sagp(x) = (abb)bx , W¥x €A,
donde, visto que (afb)0x = a0(b0x),
Sapp(x) = Sa(Se(x)) , VxeA

e portanto Sggp = Sa.- Se-

Este teorema exige a hipétese de a aplicacao a~> S, ser biu-
nivoca (é 6bvio que é sempre uma aplicacdao de A sobre A*). Vamos
ver dois casos em que se verifica a hipotese da biunivocidade:

1.2 caso. O grupdide tem elemento neutro. Com efeito, se u
é elemento neutro de 0, tem-se:

a#b <« abu#bbu = S, #Sp, Va, beA

2.2 caso. O grupdide verifica a lei do corte. E f4cil fazer a
demonstracao neste caso.
Assim se conclui, em particular:

CoroLARrRIO. Todo o semigrupo que tenha elemento neutro
ou verifique a lei do corte é isomorfo a um semigrupo de aplica-
coes (também se diz: '‘pode ser realizado ou representado por um
semigrupo de aplicagdes’).

E claro que qualquer das hipdteses é sempre verificada por um
grupo. Note-se que a representacao de grupos por meio de apli-
cacOes de outro tipo tem grande importancia em fisica moderna e
em outros ramos da ciéncia.

A titulo de curiosidade, pode ainda registar-se o seguinte tecrema:

Um grupdide (A, 9) que ndo tenha elemento neutro pode ser
sempre prolongado num grupdide (A’, 9') com elemento neutro, e
que é associativo sse o primeiro for.
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Com efeito, basta por A’=A u {u }, onde u é qualquer ele-
mento que nao pertenca a A, e por

ub'a=ab'u=a , VaeA
a'b=abb , Va beA

Assim 0’ é uma extensdo de 0, u elemento neutro de 6 e vé-se
que 0’ é associativa sse 0 o for.

Deste modo o anterior método poderda ser sempre aplicado com
éxito. E convém ainda notar que os anteriores teoremas sdo validos,
quer A seja finito quer seja infinito.

8. Ja atras falamos de numerais cardinais (nomes de nimeros
naturais) e de numerais multiplicativo-partitivos (nomes de nimeros
racionais positivos). Observe-se agora a correspondéncia biunivoca:

1 2 3 .o n
v ¥ V !

O mesmo o dobro o triplo o n-uplo ...

Aqui ‘o mesmo’ designa o operador identidade x \» x, ‘o dobro’
designa o operador x \_» 2x, etc. Estes operadores sio numeros
racionais, postos em correspondéncia biunivoca com numeros natu-
rais. Ora tal correspondéncia é um isomorfismo relativamente a
multiplicacdo. Por exemplo, tem-se:

2x3= 6 o dobro do triplo = o séxtuplo
3 x4=12 o triplo do quadruplo = doze vezes

e assim por diante.
Mais ainda: essa correspondéncia é também um isomorfismo
relativamente a adicao. Por exemplo:

2+3=5 0 dobro mais o triplo = o quintuplo
3+4=7 o triplo mais o quadruplo = o séptuplo

E este duplo isomorfismo que leva a identificar os numeros
naturais com os correspondentes numeros racionais, permitindo

escrever:
N cot

Por um processo anédlogo se identificam os numeros absolutos
com os correspondentes nimeros relativos (ndo negativos). Mas
isso serd tratado a seu tempo.
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9. Assim como o conceito de correspondéncia biunivoca da
origem a relacdo de equipoténcia, assim também o conceito de
isomorfismo da origem a relacdo de isomorfia. E assim como a
relacdo de equipoténcia da origem, por abstraccao, ao conceito de
numero cardinal, assim também a relacao de isomorfia da origem

ao conceito de estrutura (ou forma).

Diz-se que dois conjuntos
tém o mesmo numero cardinal,
sse sao equipotentes.

Donde;

Numero cardinal dum con-
junto A é a propriedade que pos-
suem todos os conjuntos equi-
potentes a A e sO esses.

Com efeito:

Diz-se que dois grupdides
tém a mesma estrutura (ou a
mesma forma), sse sao isomorfos.

Estrutura (ou forma) dum
grupdide G é a propriedade que
possuem todos os grupadides iso-
morfos a G e sd esses.

Um exemplo andlogo, que convém citar, é o da forma duma
figura F (propriedade que possuem todas as figuras semelhantes
a F e sO essas).

Mas, assim como nao faz sentido falar do conjunto de todos
os conjuntos (por causa do PARADOXO DE RusstLL), assim tam-
bém nao faz sentido falar do conjunto de todos os grupdides
(pela mesma razao). Neste caso, uma solugao é utilizar o termo
‘classe’ com significado mais amplo que o de ’‘conjunto’ (ver
pags. 105-106); entdo o universo em que é definida a relacao de
isomorfia serd a classe de todos os grupdides, que ficara repartida
em classes de equivaléncia pela referida relacao (1).

MUITO |MPORTANTE:

No Compéndio define-se ‘estrutura dum grupdide’ (1.° vol.,
2.° tomo, pag. 36) de maneira diversa da anterior, embora lhe seja
equivalente, em virtude do PRrincirio DE [soMORFIA. Mas talvez seja
preferivel a definicdo anterior, para estabelecer uniformidade com
as definicoes de nimero cardinal, forma duma figura, etc.

Sendo assim, o principio de isomorfia admite um segundo
enunciado que vem esclarecer o significado de ‘estrutura’, como

(}) Recordemos que, segundo vérios autores, & a estas classes que deve-
riamos chamar estruturas de grupdide.
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propriedade equivalente 3 conjun¢do das propriedades formais da
opera¢dao do grupdéide:

A estrutura dum grupdide (A, 9) equivale & conjuncdo de todas
as propriedades /6gicas da operacao 0.

Mas, nos casos usuais, verifica-se o seguinte facto, em que se
revela a prépria esséncia da matematica moderna:

Entre todas as possiveis propriedades l6gicas de 0, é possivel
escolher algumas, em numero finito (e geralmente pequeno), que
implicam todas as outras.

As propriedades assim escolhidas sdao chamadas os axiomas e
as restantes os teoremas da estrutura.

Nestas condicées, dar uma estrutura equivale a dar um sistema
de axiomas ().

Por exemplo, dar a estrutura do grupdide (N, +) equivale a
dar um sistema de axiomas (propriedades da adigdo em N), equiva-
lente ao sistema de PEANO., como se verd no 7.° ano.

Entretanto, como preparagao do terreno psicolégico, serd muito
importante resolver os exercicios da pagina 37.

Eis mais dois exercicios esclarecedores:

i. Os grupéides (z, +) e (,@ +) sdo isomorfos? Porqué?
Il. Os grupdides (Qt, -) e (R*, *) sdo isomorfos? Porqué?

Trata-se de procurar propriedades l6gicas que sejam vélidas
num e nao no outro. Por exemplo, a propriedade

Va, Ix:x +x =a

¢ vélida em (0, +) e ndo em (=2, +).
Por sua vez, a propriedade

Va, 3x:x * x = a,
é vélida em (R*, -) e ndo em (Q*%, ).

Convém que sefa o aluno a descobrir por si estas propriedades.

10. Dum modo geral, os assuntos marcados com asterisco sa@o
facultativos. Mas a nocdo de quase-grupo deve ser dada, pelo
menos sob a forma de exercicio, a propésito do teorema:

(*) Note-se que este facto se verifica ndo s6 com as estruturas do grupdide,
mas ainda com qualquer outra que se considere em matemética.
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A operacao dum grupo é sempre reversivel.

Para concretizar melhor o conceito de operacao reversivel,
apresente-se o exemplo sugestivo do n.°c 4, pag. 13. Aqui a ope-
racdo é reversivel, mas o grupdide nédo é um grupo (ndao é associa-
tivo). Exemplo andlogo, igualmente sugestivo, é o do grupdide
(z, —=). O aluno deve, por si s6, chegar a esta conclusao:

O facto de a operacdo dum grupdide (A, 0) ser reversivel equi-
vale a serem biunivocas as aplicacées

Xurabdx , xwaxbxe , VaeA

No caso em que a operacao é definida por uma tabela, estas
aplicacoes sao dadas respectivamente pelas linhas e pelas colunas,
e é assim que o aluno se pode aperceber do referido facto.

Os termos ‘quase-grupo’ e ‘quadrado latino’ surgem agora como
necessidade de dar um nome as situagbes encontradas.

Quanto aos teoremas 'Um quase-grupo é um grupo, sse for
associativo’ e ‘A matriz dum grupdide finito define um quase-grupo,
sse é um quadrado latino’ ficam & mercé das circunstancias e a
titulo de curiosidade.

Note-se que no primeiro teorema ha um ponto delicado, rela-
tivo a existéncia de elemento neutro. Se (A, 0) é um quase-grupo,
tem-se

(1) VceA JueA:cbu=c

Isto leva o aluno precipitadamente a concluir que todo o quase-
-grupo tem elemento neutro. Mas os exemplos apresentados
mostram que isto ndao é verdade.

Para ver que a conclusao é precipitada, basta lembrar que o
elemento u indicado em (1) depende de c e néo verifica necessa-
riamente a condicao ufc = c. Para a existéncia de elemento neutro,
deveria ter-se, em vez de (1):

JueA, VceA:cbu=ulc =c

o0 que é bastante diferente de (1) e acaba por ser demonstrado,
aplicando a associatividade.

11. A introducdo ao estudo dos logaritmos, feita no n.°c 22,
tem ainda caracter intuitivo, como se diz ai, e devera ser comple-
tada logicamente no 7.° ano. Mas, para ja, € necessario tirar o
mdximo partido do estudo anterior sobre isomorfismos.
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Assim, os cldssicos teoremas sobre logaritmos (do produto, do
quociente, etc.) devem aparecer como simples consequéncia do
teorema relativo a aplicacao inversa de um isomorfismo. Alias, isto
ira tornar-se perfeitamente claro no espirito do aluno, quando fizer
uso consciente da régua de calculo.

Os alunos costumam reagir quando se trata de dar uma ideia
de demonstragdgo do teorema fundamental (n.c 24, pdag. 65),
notando que, para além do algarismo das décimas, o cdlcuio do
logaritmo se torna excessivamente laborioso. Deve-se entao expli-
car-lhes que nao se trata propriamente de recomendar um método
de calculo dos logaritmos (que, em matematica superior, se pode
fazer, de maneira muito mais expedita, por meio de séries), mas
sim de ver como se pode demonstrar a existéncia e a unicidade
do logaritmo, visto que, teoricamente, sera possivel determinar
tantos algarismos decimais do logaritmo quantos se queiram.

Em todo o caso, para que esta ideia se torne mais clara no
espirito do aluno, sera aconselhdvel fazer, como exercicio, o cal-
culo de logaritmos, na base dois, de ndmeros escritos igualmente
no sistema de base dois — por exemplo de 3 na base 2, ou sefa
o logaritmo de 11 na base 10, usando o sistema de numeracao
binaria. Serd entdo muito mais facil determinar varios algarismos
exactos do logaritmo. Exercicios como este, além de esclarecerem
o conceito de Jogaritmo, chamam novamente a atencao para o
sistema binario, de que os computadores electrénicos mostram o
grande interesse e actualidade.

12. Que o professor nao perca esta oportunidade para demons-
tragoes simples da irracionalidade de logaritmos na base 10, como
se faz por exemplo no Compéndio de Algebra adoptado, para o
logaritmo de 2 (pag. 242).

Além disso, serda do maior interesse resolver os 11 primeiros
exercicios do Capitulo XXl deste Compéndio, pag. 250, nao sé
para esclarecimento da teoria, mas ainda para desenvolvimento no
aluno da técnica de célculo. Um dos factos alarmantes que a actual
experiéncia tem posto em foco é que a preparacao adquirida pelos
alunos no 2.° ciclo é deficientissima, até no que se refere a técnica
de célculo algébrico elementar.

13. A aprendizagem do uso da régua de calculo devera ser
gradual, ocupando pouco tempo em cada aula e limitando-se a
operagoes simples no 6.° ano.
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A primeira coisa a estudar é a teoria da régua de calculo, em
intima ligacao com a teoria dos logaritmos. Neste sentido, é muito
recomenddvel que o aluno construa ele préprio uma régua de cal-
culo rudimentar, com dois bocados de cartolina sobre os quais
deve marcar duas escalas logaritmicas, numa base conveniente.
Alids, a nocao de escala logaritmica é por si s6 muito importante
e virad a reaparecer no 7.° ano, ao fazer-se uso de papel logaritmico
ou semilogaritmico.

Devem seguir-se as instrucoes que acompanham a propria
régua, utilizando a régua de demonstracao para que o ensino possa
ser rapidamente apreendido por toda a turma.
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