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OBSERVAGOES ACERCA DO CAPITULO 1
DO 2. VOLUME

1. O n.c 1 deve constituir assunto para discussdo na aula e
leitura em casa. A 'Nota Histérica’ do Cap. IV do Compéndio de
Algebra (6.° ano), relativamente a fil6sofos gregos, bem como as
palavras de Castelnuovo citadas no inicio deste Guia, também deve-
riam ser motivo de leitura e reflexao.

Alids, logo na primeira aula se deve comecar (ou recomecar)
0 uso da régua de célculo, que pée o aluno em contacto directo com
a ideia de aproximacgéo.

Numa outra aula devers dizer-se que ha dois tipos princi-
cipais de computadores (ou calculadores): os computadores
numéricos (ou digtiais) e os computadores analdgicos. Os pri-
meiros fornecem directamente os resultados dos célculos com
algarismos exactos em maior ou menor nimero; os segundos
baseiam-se na medigdo de grandezas (tais como comprimen-
tos, tensdes eléctricas, etc.), geralmente com um grau de aproxima-
¢80 ndo muito elevado, Varidvel e pouco preciso. Os computado-
res digitais vdo desde a simples méquina de somar de Pascal até
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aos modernos computadores electronicas, com transistores. Os
computadores analégicos vao desde a simples régua de célculo
até aos computadores analdgicos modernos, igualmente tran-
sistorizados. Em particular, os métodos gréficos, cujo estudo
sistemético se chama nomografia, pbdem ser inclufdos na classe
dos sistemas analégicos. E a propdsito, chamando a atencéo
dos alunos para um campo de pesquisa hoje em rdpida expan-
s80, convém citar os sistemas analdgicos da autoria da Senhora
Dr.2 D. Marilia de Lima Monteiro, bem como os computadores
eléctricos de valores |6gicos da autoria dos alunos do Liceu
D. Jodo de Castro, Senhores Anténio Vitor Adragdo Anunciada
e Lufs Henrique Borges de Aimeida.

2. No n.° 1 fala-se j4 de probabilidades. Embora este assunto,

segundo aconselha a experiéncia adquirida, deva ser reservado para
o final do 7.° ano, conviria que o conceito empirico de probabilidades
fosse dado mais cedo, de maneira informal, em conversa, partindo de
exemplos sugestivos, susceptiveis de despertar curiosidade e conduzir
a discussdo. Um tal exemplo poderia ser a seguinte frase:

'E.pequena a probabilidade de ouvir boa musiea em emis-
sores portugueses de radiodifusao’

Néo se trata agora de discutir o valor {dgico desta afirmacéo,

mas apenas o seu significado. Compare-se esta frase com as seguintes:

‘E impossivel ouvir boa misica em emissores portugueses
de radiodifuséo’

‘E raro ouvir boa musica em emissores portugueses de radio-
difuséo’ g
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O aluno imediatamente reconhece que a primeira ndo equivale
3 segunda, mas tem praticamente o significado da terceira. Como
definir esse significado?

Primeiro que tudo, é preciso supor que se dispde de um critério
que permita distinguir musica boa de mdsica que nio é boa (critério
necessariamente discutivel). Posto isto, teria de se proceder a uma
estatistica, que consistiria em sintonizar um receptor ao acaso, em
numerosas ocasiées com emissores portuguesse. Se for m o nimero
de provas (ou experiéncias) em que se ouviu boa miusica e n o
nimero total de provas em que se ouviu musica, o nimero m/n
(que se pode exprimir em percentagens) dard um valor aproximado da
probabilidade de ouvir boa musica em emissores portugueses — valor
este que sera tanto maijs aproximado quanto maior for n.

Suponhamos que o valor achado foi cerca de 4% (ou 0,04),
isto &, que, em 100 emissdes de musica, hé em média 4 que d3o musica
boa. Sera pequena neste caso a probabiiidade? Parece bem que sim:
mas é claro que este juizo terd igualmente caracter subjectivo.

Tudo isto pode ser desenvolvido em didlogo. Ndo quer
dizer que deva ser logo numa das primeiras aulas, mas sim
num momento oportuno, em que convenha variar de assunto
para amenizar. Numa outra ocasido, poderéa fazer-se a experiénéia
do langamento da moeda ou da punaise (por exemplo, cada
aluno fard 20 provas e relinem-se depois numa Unica as estatis-
ticas parciais). Assim, quando mais tarde se iniciar o estudo sis-
tematico das probabilidades, j4 o aluno estard mentalizado
para o assunto e o rendimento serd bem maior.

3. A majoraglo do erro duma soma, dum produto ou dum quo-
ciente, @ os respectivos prohlemas inversos, sdo assuntos centrais,
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aos quais é preciso dedicar uma atenc¢do especial. Alids, o assunto
s6 comeca a adquirir um certo grau de dificuldade (e portanto maior
interesse), no problema inverso relativo ao produto (n.c 9).

A orientagao seguida no texto ndo é cem por cento heuristica.
As seguintes observagOes permitirdo ao professor aproximar-se
mais deste tipo de orientagdo, com vantagem para o aluno, que
‘entrard assim muito mais facilmente no assunto.

Depois de formular o problema como se faz na pg. 32 e de o
esclarecer como vem nas Gltimas cinco linhas da pg. 33, pergunta-se
ao aluno:

Qual é a férmula que parece indicada para resolver este problema ?

O aluno diréd certamente que é a férmula deduzida no nimero
anterior:

|A(xy) IS X | Ax|+y | Ay

Mas deve ser usada em sentido contrério, raciocinando do seguinte
modo:

Se |Ax[< ¢ e |Ay|< ¢ entdo
| A(xy) |< (X+y) <
Logo, para que seja | A(xy) | < 8, basta que seja

(X+y) e < 3
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ou, o que é equivalente,

o
A

(1)

b4
+ | oz
-3

O problema parece pois resolvido, mas ndo esti. Porqué? Tem
de intervir neste momento o espfrito critico. O que sdo X e y?
Segundo a convengdo anterior, X é um majorante de | x |, enguanto
y é um majorante de |y | ede |y, |. Mas y, é precisamente um dos
valores procurados. Portanto, a fé6rmula (1) n3o permite, sem mais,
determinar e, visto que ndo se conhece ainda y,. A dificuldade esté
pois neste pequeno pormenor, a primeira vista insignificante (podem
mudar-se os papéis de x e de y, mas a dificuldade subsiste).

Para simplificar o problema, comecemos por supor X e y posi-
tivos. Entdo |x|=x , |yl =yv.

Em que consiste a /deia-chave aqui?

Em obrigar primeiro x e y as condigbes

X2x y >y

e em procurar depojs um nimero positivo ¢, que verifique ndo sé a
condigdo (1), mas também a seguinte:

Se y, é um valor positivo aproximado de y a menos de e,
entao y,<y (deste modo y ficar& a ser, automaticamente,
majorante de ly| e de |y,]).

Impde-se, neste momento, recorrer a intuigdo geométrica para
acabar de resolver o problema. Convide-se o aluno a representar sobre
um eixo y e y de modo que se verifique a relagdo 0 < x < ¥:

0 Y

-.-.<’
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O problema estd, agora, reduzido ao seguinte:

A que condicdes deve satisfazer = para que todo o valor apro-
ximado de y a menos de = sefa menor que y?

Olhando para a figura ndo é dificil responder:
A condicéo =< y —y.

Convide-se o aluno a indicar na mesma figura uma vizinhanga
(e) de y nestas condigdes. Por exemplo:

0 y-¢ y y+e ¥

O raciocinio, pode agora, aparecer sob forma puramente Idgica,
independente da intuicdo geométrica:

Se c<y-vy tem-se y +c<y. Entdo, se y, é valor aproximado
de y a menos de ¢, tem-se:

yi<y+¢c e portanto y,;< V¥

Assim, o problema est4 resolvido quando se consideram apenas
nimeros positivos: basta tomar ¢ de modo que se tenha simulta-
neamente

®
N -

sendo X >x e V>v.
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No caso geral de nimeros reais quaisquer (e ndo apenas nimeros
positivos), é preciso passar aos médulos e basta entido aplicar o teo-
rema 2 da pg. 26. para o problema ficar reduzido ao caso anterior.
E assim se chega ao teorema da pg. 35.

Vale a pena gastar tempo com este teorema porque, uma
vez esclarecido o assunto, tudo o resto vird com facilidade,
por acréscimo. Podemos mesmo dizer que este é um dos teore-
mas-chave da teoria dos limites: o tipo de raciocinio que exige
vai repetir-se vérias vezes com pequenas variantes.

Uma dessas variantes aparece logo no n.° 11, a propésito do
problema anédlogo para o quociente. Neste caso, o bom aluno j& seré
capaz de caminhar facilmente pelo seu préprio pé.

Problemas anédlogos se apresentam depois a propésito da potén-
cia e da raiz. Mas af néo valeré a pena fazer as dedugbes para o pro-
blema inverso: bastard indicar o resultado (que ndo serd preciso
fixar no caso da poténcia).

Note-se que a demonstragdo, alids facultativa, do teorema
do n° 13, pg. 47, é feita segundo uma orientagdo diametral-
mente oposta & do método heuristico. Como se pode verificar,
essa demonstrac8o oculta a génese das ideias, ndo deixando
tragos do caminho seguido na investiga¢éo, para chegar aguele
resultado. As demonstragbes como esta — do tipo expositivo
cldssico ~ apresentam a matemética como ciéncia feita, esté-
tica, cem por cento I6gica, e ndo como ciéncia em via de cres-
cimento, impulsionada pela intui¢cdo criadora. Tal orientagdo sé
permite av aluno conhecer a mateméatica por fora, dando-lhe a
impresséo de que jamais poderia colaborar na construgdo desta
ciéncia.
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3. As fdrmulas aproximadas dos desvios tém a vantagem de
familiarizar desde logo o aluno com regras de derivacdo (ou dife-
renciacado), que s6 mais tarde vird a identificar como tais. Em par-
ticular, a férmula aproximada do desvio da raiz seré utilmente aplicada,
logo a seguir, na redescoberta do método de Newton para raizes de
indice qualquer.

Quanto a erros relativos, bastard que o aluno adquira a nocéo.
Seré interessante dizer-lhe, a propésito, que os melhores computadores
analégicos permitem uma aproximag¢dao da ordem de 0,05 %, o que
j& pode ser considerado muito bom para certos fins. Também haver
interesse em que o aluno aprenda, de modo informal, que o desvio
relativo do produto é aproximadamente igual & soma dos desvios
relativos dos factores, etc.

4. O assunto do n.° 18 coloca o aluno imediatamente em con-
tacto com a ideia dos métodos de aproximag¢do, que domina toda a
anélise numérica moderna, ligada ao uso de computadores. Constitui,
por isso também, uma excelente motivagdo concreta para a intro-
dugédo do conceito de convergéncia duma sucessdo. O aluno sente
que tal conceito é algo de real e de importante, que interessa estudar
a fundo. Convém, pois, dedicar um interesse especial ao referido
assunto, fazendo-o surgir e desenvolver-se de modo acentuadamente
heuristico. Como? Discorrendo mais ou menos do seguinte modo:

Uma vez que tenhamos um valor abroximado, X4, de Va, o seu
quadrado, x2, serd um valor aproximado de a. Entdo, se designar-
mos x? por a., a férmula aproximada do desvio da raiz d&(1):

(') H4, aqui', apenas uma troca entre os papéis de a e a ,, relativamente
& férmula que foi dada. Mas q aluno j4 estd habituado a essa espécie de simetria
das férmulas, em relagdo ao valor aproximado e ao valor exacto (consequéncia
do principio de substituicdo de varidveis aparentes em quantificadores universais).
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‘/— a'—a1
a-—-VvVas ¥ ——
2Va1
ou seja
- a-x2
‘/a "‘X1 ~
2X 4
ou ainda
2
o Xs—a
1
(1) Va RXqy — —
2x 4

Mostra a experiéncia (e depois se verd porqué) que é sempre
mais eficaz comegar com um valor x, aproximado por excesso:
foi, por isso, que escrevemos x'f—a em vez de a—xf, mudando
o sinal.

Mas a férmula (1) é apenas aproximada. Quer dizer, se pusermos:

X, =X, — —x—z——i
2x,

X, ser4d um novo valor aproximado de Va.O qué interessa é que X,
seja mais préximo de Va que x 4o

Vamos ver se isso acontece, na hip6tese em que xf > a. Neste
caso, a férmula (1) mostra imediatamente que x, < x,. Resta saber
se Va<x, Para isso, basta considerar a diferenga x,—Va e ver
que é positiva, como se fez no Compéndio.

Surge, agora, espontdnea a ideia de proceder para x, como se
fez para x ., pondo:

2
xza
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e para x, como se fez para x,, pondo:

—4a

Xp=Xg=
4 =X3 -
2X 5

e assim sucessiva e indefinidamente.
Deste modo se gera uma sucessdo, cujo primeiro termo é x,
e cujos termos seguintes sdo dados pela férmula de recorréncia

X3 —~a

f

(2) Xn4q = Xp = ——— . + ¥a€IN
: 2xp

e fica automaticamente provado, pelo principio de substituicdo das
varidveis aparentes, que

Va < Xpyq< Xn

Posto isto, o aluno pressente que os valores aproximados

X,.X,,... S80 cada vez mais préximos de a, isto é, tem a intuigéo

- de que a sucessdo assim definida converge para Va. Uma pri-

meira justificagdo intuitiva deste facto é dada nas péaginas 57

e b8 do texto, mas pode ser omitida (os exemplos numéricos

dados a seguir jd sdo bastante esclarecedores, nesta fase intro-

dutéria). A demonstragdo rigorosa s6 pode ser dada por meio

da teoria dos limites, que tem assim, no estudo anterior, uma
boa motivag¢ao.

5. Os processos de recorréncia (baseados no principio da indu-
¢do matemdtica, que depois serd estudado em pormenor) consti-
tuem um dos muitos assuntos da matemaética que tém sido postos na
ordem do dia pelos computadores.
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Uma vez escolhido o valor inicial x,, da sucesséo atras conside-
rada, a determinacdo dos valores X ,.X4,... SEQUE-se automaticamente
— mecanicamente — por meio da férmula de recorréncia. E é esse
automatismo, essa rotina, que o computador — como servo fidelis-
simo do homem — executa com velocidade prodigiosa. Vé-se neste
exemplo, bem delimitado, o que compete a maquina e o que com-
pete ao homem(1).

Convira talvez, para esclarecimento do assunto, que o aluno
resolva um exercicio, no caso da raiz quadrada, efectuando os
célculos pelos processos usuais. Mas ndo fard sentido maga-lo
com calculos fastidiosos que competem a méaquina. Nas cidades
onde haja computadores electrénicos acessiveis a populagdo
escolar, ser& do maior interesse que se organizem visitas de
estudo, em que os alunos vejam como a maquina executa pro-
gramas, relativos a problemas desta ou de outra natureza.

6. A teoria dos limites, que se come¢a a desenvolver no n.°c 19
com todo o rigor l6gico moderno, esta na base do calculo infini-
tesimal (ou anélise infinitesimal). Mas convém, na devida oportu-
nidade (nota da pg. 71), analisar o significado etimoldgico da palavra
‘infinitésimo’, em ligacdao com a histéria do calculo infinitesimal, que

(') Também se pode dizer, num certo sentido, que os computadores mais
evoluidos sdo capazes de efectuar escolhas e tomar decisées. Uma anélise apro-
fundada do assunto permitird mostrar que tudo isso é feito segundo planos pre-
estabelecidos pelo homem e em que ndo se exclui eventualmente a intervengao
do acaso, segundo as leis do cédlculo das probabilidades. Mas isto conduz-nos
ao campo da cibernética, em que as opinides se dividem: ha quem pretenda que
o cérebro humano ndo é mais do que um computador extremamente evoluido e
ha quem considere essa hip6tese simplesmente absurda.
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também poderiamos chamar ‘célculo de infinitésimos’ (ou ‘de quan-
tidades infinitamente pequenas’).

O aluno ja sabe o que significa ‘um décimo’, ‘'um centésimo’,
‘'um milésimo’, etc. Por exemplo, um milésimo de uma dada grandeza,
que se toma para unidade, é a grandeza que se obtém dividindo a
unidade por 1000 (ou, como também se diz, em mil partes iguais).
O que sera entdo um infinitésimo? Deveria ser a grandeza que se obtém
dividindo a unidade num numero infinito de partes iguais. Mas o que
se pode obter, dividindo por exemplo um segmento de recta num
ndmero infinito de partes iguais? Obtém-se pontos, dirdo os alunos.
Como o comprimento dos pontos é nulo, um infinitésimo deveria ser
entdo uma grandeza nula. Mas como pode um comprimento nao nulo
resultar da soma de comprimentos nulos? A intuigdo diz-nos que tal
nao é possivel: somando grandezas nulas, por maior que seja 0 seu
ndmero, apenas se obtém grandezas nulas. Mas é pensando assim
que se chega ao paradoxo da seta —um dos trés paradoxos com
0s quais Zenao pretendia provar que 0 movimento é uma ilusdo dos
sentidos.

Por isso, os precursores do célculo infinitesimal foram levados
a conceber um infinitésimo como algo que é ao mesmo tempo nulo
e ndo nulo (o que é impossn’vei, segundo o PRINCIPIO DA NAO
CONTRADIGAO), ou entdo como algo que estd numa posigdo inter-
média entre ser nulo e ndo ser nulo (o que é impossivel, segundo
o PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO). Esses mateméticos tinham
mais ou menos consciéncia de que tal conceito era ilégico; mas, como,
por outro lado, conseguiam obter assim facilmente resultados certos
e Uteis, ndo se preocupavam com a validade dos meios, atendendo
apenas aos resultados.

E verdade que estd hoje posta de lado essa ideia contraditria
de infinitésimo (chamado ‘infinitésimo actual’), a qual foi substituida
pela ideia de ‘infinitésimo potencial’ (como varidvel que tende para
zero). Mas, no fundo, continua-se muitas vezes, em consideragfes de
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ordem intuitiva (sobretudo em matematica aplicada e em fisica), a
fazer uso implicito de tal ideia, como veremos a propésito de con-
ceito de diferencial.

Nesses casos, chama-se ’‘infinitésimo’ a uma gquantidade tio
pequena que pode ser considerada como nula para certos efeitos
(embora ndo seja necessariamente nula).

_ Como quer que seja, o método dos infinitésimos conserva
um valor heuristico consideravel, do qual ha que tirar partido no
ensino da matematica, se queremos que este seja autenticamente
vivo e fecundo — ensino de ciéncia que se faz e ndo ensino de
ciéncia feita.

Na ‘Nota Histérica’ do capitulo V do Compéndio de Algebra
indica-se como o método dos infinitésimos pode ser usado para
descobrir a férmula da area do circulo (uma vez conhecida a férmula
do perimetro). Poder-se-ia entdo encorajar os alunos a redescobrirem
por este método a férmula do volume da esfera, supondo ja conhe-
cidas as férmulas que ddo o volume do cone e a é&rea da esfera(1).

Mas isto, afinal, j4 deveria ter sido feito no 2.° ciclo, antes de
se passar a demonstragdao pelo método dos limites, que, como é
sabido, permite alcangar mais tarde um completo rigor I6gico. Na ver-
dade, o interesse do aluno serd muito maior, quando se trata de redes-
cobrir um facto que seja rea/mente novo para ele. Um exemplo simples
e sugestivo, no 3.° ciclo, serd o da fédrmula da 4rea da elipsse,
redescoberta pelo referido método, a partir da férmula da éarea do
circulo.

(') Estas consideragbes podem ser transmitidas ao aluno sob a forma de
leituras, antes de se entrar no céiculo integral.
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Consideremos uma elipse de equagéao

x2 y2
— o —
a2 b2

num referencial ortonormado ('). Resolvendo a equagdo em ordem
a y obtém-se:
b
(1) y=21 —Va2-x2
. a

(') Nao é indispensdvel que, nesta altura, j§ tenha sido feito o estudo
sistematico das cénicas. Basta que o aluno saiba que é esta a equacdo da
elipse, quando se tomam para eixos coordenados os eixos de simetria da elipse,
ficando o eixo maior (de comprimento 2a) sobre o eixo dos x, e 0 eixo menor
(de comprimento 2b) sobre o eixo dos y. Antecipagdes informais como esta podem
mesmo ser Uteis do ponto de vista didactico.
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Consideremos, por outro lado, a circunferéncia de equacédo
X2 +y2=2a2
Resolvendo esta em ordem a y obtém-se, agora:
(2) y =+ Vaz—x2

Comparando (2) com (1), vé-se que se passa afinal da circunfe-
réncia para a elipse, por meio da transformacao que transforma cada
ponto da circunferéncia no ponto da elipse de igual abcissa, sendo a
ordenada desta igual ao produto da ordenada da primeira por b/a.
Como b/a é constante, vé-se que as ordenadas sdo assim todas
reduzidas na mesma propor¢do, enquanto as abcissas se mantém
inalteradas (esta transformagdao é pois uma afinidade, como podera
ser reconhecido mais tarde).

Consideremos, agora, vérias rectas paralelas ao eixo dos y, muito
préximas entre si. O circulo limitado pela circunferéncia e o dominio
limitado pela elipse ficam assim decompostos em tiras muito estreitas,
que se aproximam de rectdngulos. Usando a linguagem intuitiva dos
infinitésimos, pode entdo dizer-se que cada um dos referidos domi-
nios fica decomposto numa infinidade de rectangulos de bases infini-
tésimas. Entdo a drea de cada um desses dominios é a soma das
dreas dos respectivos rectangulos. Ora a 4rea de cada rectidngulo é
o produto da base pela altura respectivé. Além disso, a cada rectan-
gulo em que fica decomposto o circulo corresponde na elipse um
rectdngulo de igual base e de altura igual & do primeiro multipli-
cada por b/a. Logo a é&rea limitada pela elipse serd igual ao produto
da &rea do circulo por b/a('). Representando a primeira por A,

(') Subentende-se que o aluno é levado a fazer por s/ todas estas con-
sideragbes, de contrdrio o método perderd o seu interesse, que é essencialmente
heuristico.
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vira, pois:

(3)

A=-—ma2=mab
a

Assim, a validade desta férmula surge clara ao nosso espirito,
por via da intuicdo. E como se estivéssemos a vé-fa directamente
com os olhos do espifrito (usando a linguagem de Platdo).
Mas imp0Oe-se depois a andlise critica do resultado, lembrando mais
uma vez o seguinte: o método usado é intuitivo, mas nao rigo-
roso: nio devemos confiar inteiramente na intuicdo, pois esta
por vezes ilude-nos. A férmula (3) pode ser estabelecida com
rigor, pelo método dos limites. Alids, como se vera depois, o
célculo integral oferece meios por assim dizer mecénicos, para
a dedugdo desta e de outras férmulas de é4reas e de volumes.
Trata-se porém de técnicas de célculo, sem divida muito valiosas,
e que por isso0 mesmo convém aprender e dominar, mas que
néo iluminam o esplrito com aquele lampejo de visao intuitiva

 imediata, prépria do método heuristico dos infinitésimos.

_Foi aplicando este método que o frade italiano Cavalieri,

professor de matemaética na Universidade de Bolonha a partir de
1629, conseguiu descobrir varias férmulas novas de é&reas e de
volumes. Em 1627, Cavalieri escrevia a Galileu, de quem fora aluno:

‘Aperfeigoei uma obra de geometria [...] e é coisa nova, ndo

sé quanto as coisas encontradas, mas também quanto ao modo de
encontrd-las, por ninguém utilizado até agora, que eu saiba’.

Mas, de acordo com o que sucede geralmente na histéria da

ciéncia, a novidade do método de Cavalieri & relativa. Ele préprio
admite como seu precursor Kepler, e & muito provével que tenha
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sido também influenciado por Galileu. O método dos indivisiveis
foi aperfeicoado por Torricelli, que o aprecia nos seguintes termos:

‘A nova teoria dos indivisiveis vai pelas maos dos doutos como
milagre de ciéncia, e por ela aprendeu o0 mundo que os séculos de
Arquimedes e de Euclides foram os anos da infancia para a ciéncia
da nossa adulta geometria!’

Mas, como era inevitdvel, comegaram a chover as criticas ao novo
método, 3as quais respondia Pascal do seguinte modo em 1568:

"Tout ce qui est démontré par les véritables régles des indivisibles
se démontrera aussi a la riguer et a la maniére des anciens. Et c'est
pourquoi je ne ferai aucune difficulté, dans la suite, d’utiliser ce
langage’.

Alids, é muito provavel que também os antigos, em especial
Arquimedes, tivessem seguido na investigagdo caminho semelhante
ao deste método e o que sé depois tivessem procurado demonstrar
com rigor, alias relativo, os resultados obtidos.

Note-se que os fundadores do célculo infinitesimal foram forte-
mente influenciados por Cavalieri. Assim, por exemplo, Newton
adoptou os termos ‘fluentes’ e ‘fluxdes’ (introduzidos por Cavalieri),
para designar, respectivamente, as fun¢des e as respectivas derivadas.
E os indivisiveis reaparecem sob a forma de diferenciais com Leibniz,
que introduziu o sinal [ de integral (deformagdo da letra S, inicial
de ‘soma’), para representar a soma dos indivisiveis, segundo
Cavalieri.

A anélise infinitesimal procurava exprimir o que, segundo os anti-
gos, era inexprimivel: a mudanga, o eterno fluir da realidade, também
chamado devir (do francés ‘devenir’), simbolizado por Heréclito
na sua- célebre imagem do rio que nunca é o mesmo. Para os
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filésofos racionalistas (ou filésofos do Ser), cujo pensamento se reflecte
na estrutura¢ao légica da geometria, @ mudanca (e, em particular,
0 movimento) é uma série de contradigbes (ver os paradoxos de
Zenao). Nao é, pois, de admirar que tais contradigbes reapare¢am
no método dos infinitésimos cujo objectivo era nada menos do que
matematizar o fluir do mundo fisico. Ainda em fins do século XVIII
Lagrange resumia nos seguintes termos o estado da andlise infi-
nitesimal (ver ‘Nota Histérica’ do Cap. V, Compéndio de Algebra):

‘Esta ciéncia é um formigueiro de contradicGes e se, apesar disso,
conduziu a grandes resultados, é poque a infinita cleméncia de Deus
dispds as coisas de modo que 0s erros se compensassem uns aos
outros’.

Tais contradi¢cdes s6 puderam ser completamente eliminadas
em fins do século passado, depois de se ter construido a anélise
sobre uma teoria dos limites, deduzida logicamente de uma axio-
mética ndo contraditdéria (p. ex. a das grandezas ou a dos
nimeros reais). Mas, note-se bem: aquelas contradicbes nao
impediram que a analise, associada a fisica, tivesse sido até
entdo o mais rico manancial de ideias e de resultados, em toda
a histéria da matemética. Mais, ainda, na logificagdo da anélise,
perde-se um elemento precioso, sem o qual é impossivel qual-
quer progresso na ciéncia: o dinamismo da intuicdo criadora.
Por isso mesmo, é de toda a conveniéncia que, na fase inicial
da investigacdo, bem como na fase heuristica do ensino, e nas
aplicacbes concretas, se continue a usar a linguagem intuitiva,
embora contraditéria, dos infinitésimos, como se pode ver cla-
ramente a propdsito dos integrais. Se ndo se proceder assim,
corre-se o grave risco de criar sucessivas geragoes deformadas
mentalmente, inibidas de criar, por uma preocupac¢do intem-
pestiva de rigor ldgico.
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7. A teoria dos limites de sucessdes, tal como se desenvolve
no Compéndio, em estreita ligagdo com o célculo numérico aproximado,
estabelece desde logo uma sintese da teoria com a prética, na forma
em que esta se apresenta com mais viva actualidade: a do célculo
numeérico por meio de computadores. Escusado serd acentuar quanto
esta orientacdo devera contribuir para despertar o interesse do aluno,
que reage quase sempre com desagrado ao aspecto exclusivamente
tedrico e abstracto de uma teoria dos limites dada a priori, sem
qualquer motivagdo. E note-se que, ao estimulo prético-intuitivo, se
segue depois uma estruturacdo légica perfeitamente rigorosa. £ claro
que faita ainda, como base, uma teoria dos nilimeros reais. Mas esta
s6 deve ser dada a posteriori, segundo 0 método analitico da inves-
tigagdo, tal como se indica na ADVERTENCIA, E, deste modo, tam-
bém se estard a seguir em parte a ordem histdrica. |

No n.c 30 faz-se o estudo do limite da funcdo exponencial
af, definida em [N, depois aplicado ao estudo da série geo-
métrica no n.° 31. Desnecessario salientar a importancia destes
assuntos. No que se refere as expressdes sindénimas ‘crescimento
exponencial' e ‘crescimento em progressdo geométrica’ bastard
lembrar que estas fazem hoje parte da linguagem das pessoas
cultas; e adquiriram actualidade, alids, inquietante, a propésito da
tendéncia para crescimento exponencial que se manifesta hoje na
populagdo do Globo, e, por isso, também na populacdo escolar
(fenébmeno conhecido por ‘explosdo escolar), no consumo da
energia eléctrica, etc.

0 exemplo histérico do tabuleiro de xadrez deveria ser familiar
a todos os alunos que passam pelfo ensino secundario.

Alids, estes e outros assuntos deveriam ser tratados logo no
2.° ciclo, por via intuitivo-racional, como se fazia hé cerca de 35 anos.
O programa de matemética no 2.° ciclo era entdo bastante mais
desenvolvido e, sem duvida dtvida, mais interessante, mais rico em
sugestbes e em ligagbes com o concreto, portanto mais atraente e
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formativo. E certo que o regime de 3 tempos lectivos por semana
ndo chegava para um desenvolvimento eficaz desse programa. Mas
trés circunstancias concorriam para que os bons professores pudessem
cumpri-lo de maneira satisfatéria, pelo menos em relagdo aos alunos
bem dotados: 1) menor nimero médio de alunos por turma;
2) inexisténcia de colecgbes de exercicios-cliché, como as que se
difundem actualmente, criando a ansiedade de os resolver, em nldmero
cada vez maior, para se conseguir passar no exame; 3) menor exten-
sdo dos programas de caracter informativo, que exigem grande esforgo
de memdria e bloqueiam o espirito do aluno, impedindo-o de se con-
centrar e reflectir.

Nos tempos actuais o ja referido fenémeno da explosdo escolar,
aumentando rapidamente a quantidade dos alunos, tende a degradar
a qualidade do ensino.

A instituicdo de turmas-piloto, como esta a ser feita em vdrios
paises, tem exactamente por fim salvar da avalanche a qualidade do
ensino.

8. Impde-se aqui uma observacdo quanto aos exercicios |,
b), d), e) da p. 110 do 2.° volume. Bastard considerar o primeiro.
Uma vez resolvido o exercicio |, @), o aluno néo ters dificuldade em
descobrir a ideia-chave do que se lhe segue. Tem-se:

'{/351—2? = Vsn [1+(£)"] = 5'{/1’:—(%7‘

Ora

7.
1+(-5-—)"—>1 +0m1

68



GUIA DO COMPENDIO DE MATEMATICA

Por intuigdo ou por habito em situagdes anadlogas, o aluno acei-
tard em seguida que

n /= o5 _ -
\/1 + (i)n_>"‘/1 =1
5
Dum modo geral ele aceitard que
(1) Xn =12 Vxg—>1
qualquer que seja a sucessdo X, que tenda para 1. Porém, a demons-
tracdo rigorosa deste facto ndo é tdo facil como 3 primeira vista
parece. O que se pode e convém ¢é levar sucessivamente o aluno a
tomar consciéncia do seguinte:
1. Nenhum dos anteriores teoremas sobre limites permite

demonstrar (1), pois que, no caso presente, o radicando e o indice
da raiz sdo ambos variaveis.

2.° Utilizando, por exemplo, logaritmos decimais, tem-se:
rvz - (10|0QXn)1/n - 10—:‘—|09Xn
donde se deduz Vx, — 107'!'T = 1, admitindo que
(2) lim (log up) = log (Iim Up)
(3) lim 10°" = 10"M Yy

quaisquer que sejam as sucessées convergentes u, e v, , sendo
up > 0, Vn. Mais geralmente, vé-se deste modo que

(1) Xy >a=> Vx,>1 , VaelR"
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3.c Na&o vale a pena demonstrar, por enquanto, os factos intui-
tivos (2) e (3), aos quais se reduz a demonstragdo de (1°).

Estaremos assim, mais uma vez, a proceder a semelhanca do
que se faz em investigagdo. Se porventura Newton, Leibniz,
Euler, Lagrange, Laplace e outros mais tivessem ficado a espera
de uma demonstracdo rigorosa dos seus resultados antes de os
publicarem, ndo teriam sido possiveis 0s enormes progressos que,
desde entido até hoje, se tém realizado em matematica e nas ciéncias
afins.

Os referidos exercicios conduzem, de modo natural, a redescobrir
um método geral para o célculo numérico de todas as raizes de uma
equacgdo algébrica: o método de Graffe. Os fundamentos deste
método, relativamente elementar, sdo acessiveis a qualquer bom aluno
que, porventura, sinta curiosidade pelo assunto. Por outro lado, as
dificuldades de célculo numérico inerentes ao método estdo hoje em
grande parte removidas pelos computadores electrénicos. Por isso
ndo resistimos a tentacdo de o inserir no texto, a titulo facultativo,
com exemplos numéricos, pensando sobretudo numa das vérias
incongruéncias que se verificam no ensino universitdrio da matem4-
tica: os alunos aprendem al teorias, mais ou menos profundas, rela-
tivas a equacoes algébricas; mas se alguém lhes perguntar como se
calculam todas as raizes de uma dada equacédo algébrica, de grau arbi-
trério, com a aproximacdo que se queira, terdo de reconhecer que
ndo sabem. Isto d4 bem a nota de guanto o ensino tradicional da
matemaética tem sido afastado da realidade. |

9. Para um ensino realista e actual da matematica, afigura-se
indispensével a sintese da andlise numérica com a anélise infinitesimal,
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A separacao dos dois aspectos parece-nos um erro pedagdégico, pelo
menos na fase de iniciagao.

J& se viu como os teoremas de célculo numérico aproximado,
de que se tratou no capitulo |, servem para demonstrar os
teoremas do limite da soma, do produto, etc. No fundo, esses teore-
mas dizem-nos que as funcées x +y, xy, x/y (comy # 0) e Vx
(com p € IN) sdo continuas, tal como se observa no n.° 39,
p. 147-148.

Depois, as formulas dos desvios, em que esses mesmos teore-
mas se baseiam, vao-nos fornecer as regras de derivacdo da soma,
do produto, do quociente e da raiz. Deste modo, a coesdo entre os
diversos assuntos é reforgcada consideravelmente e estamos a apro-
ximar-nos de um dos ideais em ciéncia e pedagogia, que é: A UNICI-
DADE NA MULTIPLICIDADE,

Mas a ideia inicial, langada no § 1. do capitulo I, ainda nao foi
explorada completamente. Para apreender todas as suas potencialida-
des, hé que introduzir o conceito de diferencial. Aliés, este é indispen-
sével para realizar eficazmente a sintese da analise infinitesimal com
as ciéncias experimentais (em especial com a fisica), o que se impée
igualmente na fase de iniciacdo. E é ainda o ponto de vista do
célculo numérico que nos permitird introduzir tal conceito de modo
simples e natural, tornando-o palpével. Eis pois a orientacao que
propomos, para corrigir o aspecto demasiado formal com que o con-
ceito é introduzido no texto.

Consideraremos, por exemplo, as FORMULAS APROXIMADAS DOS
DESVIOS DA POTENCIA E DA RAIZ:

— 1
n ~ n-1 Y ~
A(X') =~ nx Ax , AVx ~ Y= Ax

Como se vé, os coeficientes de Ax sdo, respectivamente, as
- i n .
derivadas de x" e de V'x em ordem a x. Assim, dum modo geral,
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dada uma fung¢do f que admita derivada finita num ponto x, é-se
levado a considerar como fdrmula aproximada do desvio de f(x) a
seguinte:

Af(x) ~ f(x) Ax

ou ainda, pondo f(x) =vy:
(1) Ay ~ f'(x) Ax
sendo Ay o desvio (ou acréscimo) correspondente a Ax, isto é:

Ay = f(x + Ax) - f(x)

Resta, porém, saber qual o grau de aproximacéao que a férmula (1)
pode fornecer. Para isso, recordemos que

Ay
= lim ___
f'(x) x'_} e
Entao, se pusermos
Ay ‘
——=f(x)=r
o (x)

vé-se, por um lado, que

r—>0 quando Ax—>0

e, por outro lado, que

(2) Ay = f'(x) Ax + r Ax
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Mas o termo rAx, dividido por Ax, tende para 0 com Ax.
Portanto, passa-se da férmula exacta (2) para a férmula aproximada

(1), desprezando o termo rAx, que é um infinitésimo com Ax de ordem
superior @ de Ax. Na prética, isto quer dizer o seguinte:

O erro que se comete ao adoptar a férmula (1) para calcular
Ay torna-se desprezgvel quando |Ax| é suficientemente pequeno.

Mas, o significado desta afirmagdo ndo sera devidamente
apreendido pelo aluno, se ndo se der logo em seguida um exe m-
plo numérico simples. Seja

Entdo y' = 2x e, assim:
(3) Ay ~ 2xAx = 2 x 1,3 x 0,03 = 0,052
Ter-se-4, pois:
y + Ay & x2 + 2x Ax = 1,32 + 0,052 = 1,742
Por outro lado, o valor exacto de Ay é:
Ay = (x + Ax)2 — x2 = 2x-Ax + (Ax)2 = 0,0524

O erro que se comete usando (3) é portanto (Ax)?2 = 0,0004, e
serd desprezével se quisermos apenas o resultado amenos de 0,001,

Posto isto, podem seguir-se as consideragbes da p. 155 do
texto, a partir da linha 13, assim como a do n.° 42 sobre as
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regras de diferenciagao. A propdsito destas convém talvez chamar
desde j& a atengdo do aluno para o seguinte:

A fim de simplificar as notagées, convenciona-se escrever dx?2
em vez de (dx) 2, dx3 em de (dx)3, etc. Assim, sendo n um ntimero
natural qualquer, a poténcia n de dx serd representada por dx" e o
diferencial de x" por d(x"), isto é:

d(x") = nx"- 1 dx

Por isso, também conviria escrever a férmula aproximada do
desvio da poténcia sob a forma

A(x™) ~ nx™ " Ax
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