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RACIONALIZAGAO MATEMATICA DO CONTINUO

‘A harmonia do universo ndo conhece sendo uma forma musical — o /egato;
enquanto a sinfonia dos nimeros s6 conhece o oposto — o staccato’.

TOBIAS DANTZIG (O numero, linguagem da ciéncia)

1. O conceito de ndmero irracional, que obriga a substituir o
esquema discreto dos nuimeros inteiros pelo esquema continuo dos
numeros reais, nasceu de um drama na histéria do pensamento: a
descoberta dos incomensurdveis em geometria, por necessidade de
coeréncia légica. ‘Diz-se que as pessoas que primeiro divulgaram os
nimeros irracionais pereceram todos num naufrégio; porque o inex-
primfvel, o informe, deve ser mantido absolutamente secreto’. O que
estas palavras de Procio encerram de emo¢do dramaética deve
surpreender todos aqueles que, ndo tendo vivido a experiéncia da
investigagdo, se obstinam em ver na matematica uma ciéncia 4rida
e fria.

S6 em fins do século passado se conseguiu chegar a uma teoria
I6gica dos numeros reais, com a qual se procura racionalizar o
devir continuo do mundo fisico. Dizia Platdo: ‘O Tempo é a imagem
mdvel da Eternidade’. Moderramente, os filésofos do devir, desde
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Hegel a Bergson, dizem algo de semelhante em sentido inverso,
que se pode traduzir mais ou menos nestes termos:

‘O continuo matematico € uma imagem imdvel da mobilidade;
uma imitagdo descontinua do devir continuo’(').

Os paradoxos de Zenao renascem, sob novos aspectos, no campo
filos6fico. A polémica entre nominalistas e realistas ressurge, mais acesa
do que nunca, sob novas e variadas vestes, revelando uma inquietude
de espirito que é sempre salutar, dentro de certos limites.

Mas, entretanto, continua o éxito espectacular da araélise infini-
tesimal na exploragao do mundo fisico. O sistema dos nGimeros reais
6 apenas um esquema ldégico, como tantos outros, que hd muito
ndo pretende ser uma imagem fiel da realidade, mas que se tem
revelado indubitavelmente cdmodo e eficiente. Interessa, portanto,
estudar a fundo esse esquema, aperfeicod-lo de maneira a eliminar
dele toda a possibilidade de coiitradigao interna e assentar sobre essa
base sélida, por via dedutiva, todo o edificio da anélise.

2. Vimos como, nas demonstragfes mais delicadas relativas a
ndmeros naturais, intervém essencialmente o PRINCIPIO DE INDUGAO
MATEMATICA, que traduz uma propriedade caracteristica do gru-
péide (IN, +), e que da origem a novos tipos de raciocinio dedu-

(') Para Bergson, o protétipo da continuidade é o tempo, considerado
como duragdo pura, esséncia da vida, de qué tomamos consciéncia no interior
do nosso eu. Assim, o tempo é reunido de passado e presente, num processo
evolutivo em que hd interpenetragcdo de estados conscientes,'e que n#o se reduz
portanto a um conjunto de elementos distintos (instantes). Segundo Bergson,
‘distintos’ significa "sem ligagdo mitua’, o que é precisamente o oposto da
continuidade.
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tivo. Pergunta-se agora: ‘Nado haverd, no sistema dos nimeros reais,
uma propriedade anédloga (embora diferente) na qual se baseiem
necessariamente as demornstragGes mais delicadas? Vamos ver que
sim. Mas para isso é necessério substituir o principio de indugéo
matemética em \N por um outro equivalente, formulado em termos
da relagao <.

Seja A um conjunto de nuimeros naturais. Diz-se que um numero
m é elemento méximo de A, sse m pertence a A e é superior ou igual
a todo o elemento de A, isto é, sse:

meA A VxeA : m>x

Analogamente se define ‘elemento minimo’. H4& conjuntos de nimeros
naturais que ndo tém elemento méximo (por exemplo, o préprio con-
junto [Ny, 0 conjunto dos nimeros pares, o conjunto dos ndmeros
primos, etc.); mas, quando um conjunto A de nimeros naturais tem
um elemento méximo, ndo pode ter mais nenhum elemento méximo,
como é facil ver (se tivesse dois, um deles teria de ser menor que o
outro e ndo seria, portanto, maximo).

O elemento méaximo de um conjurto A, quando existe, repre-
senta-se por max A, e também se chama dftimo elemento de A.
O elemento minimo de A representa-se por min A e também se
chama primeiro elemento de A. Exemplos (em IN):

max {3, 2, 7, 5}=7 , min {3, 1} =1
max {6} = min {6} =5
max{x:5x< 23}=4 , min{x:5x>23}=5
max {n:n2< 27}=5 , min{n:n2>27}=6
max{n:n—4aAn-b}=m. d.Ac.(a, b)

min{m:a—4 mAb—- m}=m. m. c (a, b)

179



J. SEBASTIAO FE SILVA

Alids, estas notagdes podem ser introduzidas com vantagem
logo no 6.° ano, ou mesmo antes, e usadas em diversos exercicios,
sem qualquer teoria prévia.

Diz-se que um conjunto A de nimeros naturais é /imitado, sse
existe pelo menos um numero natural k superior ou igual a todo
o elemento de A. E Sbvio que, se A tem elemento méximo, A & limi-
tado (pela prépria definicao). Mas a reclproca também serd verdadeira ?
A intuicdo diz-nos que sim, isto &, diz-nos que:

PROPOSIGAO 1. Se um conjuhto A nao vazio de numeros natu-
rais é limitado, tem com certeza elemento méximo.

Mas, para demonstrar esta proposicdo (que nos parece evi-
dente, por intuicdo), temos de recorrer a0 METODO DE INDUGAO
MATEMATICA, associado ao METODO DE REDUCAO AO ABSURDO(').
Suponhamos que A é /imitado, mas n&o tem elemento méximo,
e designemos por X o conjunto constituido por todos os ndmeros
naturais inferiores ou iguais a algum elemento de A, isto é:

X={xelN : JyeA : x<y}

Entdo 1eX e é facil ver que, se neX, também n +1eX (de con-
trario n seria elemento maximo de A). Logo X = IN. Mas existe um
nimero natural k superior ou igual a todo o elemento de A (por-
qué?) e esse numero serd também superior ou igual a todo o ele-
mento de X (porqué?). Mas isto é impossivel, por ser X = IN.

(?) Esta demonstra¢do e as seguintes sio aqui dadas apenas a titulo de
curiosidade.
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A partir da proposi¢do anterior, demonstra-se agora facilmente a
seguinte:

PROPOSICAO 2. Todo o conjunto A ndo vazio de ndmeros natu-
rais tem elemento minimo. |

(Basta considerar o conjunto A’ dos niimeros inferiores ou iguais
a todo o elemento de A e ver que: 1.° A’ ndo é vazio; 2.° A" é
limitado; 3.° max A’ = min A.) |

O mais curioso 6 que, a partir da PROPOSICAO 2 e dos
axiomas A1-A4 dos numeros naturais, se pode demonstrar o
PRINCIPIO DE INDUGAO EM IN (definindo a relagdo < a partir da
adicdo, como se tem indicado, e o nuimero 1 como o primeiro
elemento de IN).

Com efeito, seja X um subconjunto de IN que verifica as duas
seguintes condigdes: |

1eX , neX == n+1eX

Queremos provar que X = IN. Suponhamos 0 contrério, isto &,
que X # IN, e seja Y o complementar de X em [N, isto é:

Y = INNX

Entdo Y ndo é vazio e tem, portanto, um elemento minimo, m.
Mas m#1 e m-1€X (porqué?). Portanto m € X (porqué?). Mas
isto é impossivel, porque meY.

Assim, em conclusao:

A PROPOSICAO 2 é equivalente ao PRINCIPIO DE INDUCAO EM IN,
desde que se admitam os axiomas A1-A4, bem como as referidas
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definicbes da relagio < e do nimero 1. E 0 mesmo se pode
dizer quanto 3 PROPOSICAO 1, visto que:

PRINCIPIO DE INDUGAO EM IN = PROPOSIGAOD 1

PROPOSIGAO 1 = PROPOSICAO 2
PROPOSIGAO 2 => PRINCIPIO DE INDUGAO EM IN

Verifica-se, pois, equivaléncia entre as trés proposi¢gées conside-
radas, desde que se admitam os axiomas A1-A4 e as referidas defi-
nigdes ('). E ndo haverd c/rculo vicioso na teoria dedutiva, desde
que uma destas proposigoes seja admitida como axioma.

3. Vejamos, agora, 0 que se passa no universo IR, quanto as
propriedades de maximo e de minimo. Para isso, convém desde j&
introduzir as seguintes definigdes:

Dado um conjunto A de numeros reais, diz-se que um ndmero
real kK 6 majorante de A, sse X é superior ou igual a todo o
elemento de A, isto 6, sse:

VxeA : k>x

Diz-se que k é minorante de A, sse:

VxeA : k<X

(') Pode parecer que, para provar que a prop. 1 implica a prop. 2, seja
necessério admitir como axioma a existdncia do primeiro elemento de IN, Uma
andlise mais fina da questio mostra que tal nlio é necessério.
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O conjunto A diz-se /imitado superiormente, sse existe pelo menos
um majorante de A em |R; diz-se /imitado inferiormente, sse existe
pelo menos um minorante de A em |R; diz-se limitado, sse é limitado
superiormente e limitado inferiormente. Por exemplo, o conjunto R*
é limitado inferiormente, o conjunto [R~ é limitado superiormente
e o conjunto [0,1] é limitado.

Se existe um majorante de A que seja elemento de A, este chama-
-se elemento maximo (ou ultimo elemento) de A, e representa-se
por max A. Se existe um minorante de A que seja elemento de A,
este chama-se elemento minimo (ou primeiro elemento) de A, e
répresenta-se por min A. Por exemplo:

max [0,1]=1 , min[0,1] =0

Estas definicbes podem ser estendidas a qualquer conjunto
ordenado, em vez de |R. Quando se trata do conjunto ordenado
(IN, <), todo o conjunto A contido em IN é limitado inferiormente;
por isso, neste caso, dizer que o conjunto A é limitado superiormente
equivale a dizer que é /imitado, o que justifica a deflmcao deste
conceito dada no ndimero anterior. ' |

Voltemos ao universo IR e seja A, por exemplo o conjumo dos
nudmeros positivos menores que 1, isto é: |

Ol  A={x:0<x<1}=]0,1[

Este conjunto é, evidentemente, limitado: sdo majorantes de A
o nimero 1 e qualquer niimero maior que 1; sdo minorantes de A,
o nimero 0 e qualquer nimero negativo. Mas, pergunta-se:

Tem este conjunto elemento mdéximo? Tem este conjunto
elemento minimo?
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A resposta a qualquer das perguntas é negativa, embora o
conjunto seja limitado. Com efeito, vejamos:

O ndmero 1 é majorante de A, mas nao pertence a A. Se existisse
um elemenio m méximo de A, teria de ser, segundo (1):

m<1

Mas entdo existiria, pelo menos, um nimero real m’ tal que

1-m

(2) m<m <1 , porexemplom =m+

01 f ; 11

Entdo, segundo (1), m’ seria elemento de A, e, segundo (2), m
néo seria elemento maximo de A, contra a hipétese.

Analogamente se prova que nao existe minimo de A.

Assim, como se v8, a PROPOSICAO 1 do numero anterior ndo
se estende a |IR. No entanto, observa-se o seguinte:

A demonstragdo anterior mostra que 1 6 o menor dos majoran-
tes de A e que 0 é o maijor dos minorantes de A. Exprimem-se
estes factos dizendo que 1 é o extremo superior (ou o supremo)
de A e que 0 é o extremo inferior (ou o Infimo) de A: e escrevendo:

=sup A , O=inf A
Dum modo geral: /

DEFINIGOES. Diz-se que k é o supremo de um conjunto A
(limitado superiormente), sse k 6§ 0 menor dos majorantes de A,
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isto 6, o elemento minimo do conjunto dos majorantes de A. Diz-se
que k é o Infimo de um conjunto A (limitado inferiormente), sse k é
0 maior dos minorantes de A, isto 6, o elemento maximo do conjunto
dos minorantes de A. No primeiro caso escreve-se k = sup A @ no

segundo k = inf A.
Facilmente se reconhece que um conjunto ndo pode ter mais
de um supremo nem mais de um infimo. Por outro lado, é evidente

que

supA=maxA , sse supAcA

infA=minA , sse infAeA

Por exemplo:

sup |0, 2] =max 0, 2] =2

inf [0, 2[ = min [0, 2[=0

Mas ndo existe max [0, 2[, porque 2 ¢ [0, 2[ , etc.

Analogamente, se designarmos por M o conjunto dos numeros
inversos dos numeros naturais, isto é:

1 1 1
M={1 T TS s g T ---}
2

teremos supM=1=maxM , infM=0¢M.

Ora a propriedade que, em IR, substitui a PROPOSICAO 1
(em IN) é a seguinte:

PROPOSIGCAO 1. Todo o conjunto de numeros reais limitado
superiormente tem supremo em IR.
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Esta propriedade pode ser demonstrada, se admitirmos que os
numeros reais sao representados pelas dizimas infinitas (precedidas
ou nao do sinal —), com as convengoes usuéis relativas a rela-
¢do <.

Com efeito, seja A um conjunto de nimeros reais limitado supe-
riormente. Dois casos se podem dar:

1. 3IxeA: x>0. Ponhamos A* = {x: x€A /A x > 0}. Entdao A*
nao é vazio e o conjunto das partes inteiras dos elementos de A*
é limitado (porqué?). Seja a, o elemento méximo desse conjunto
de inteiros e designemos por A} o conjunto dos elementos de A”
cuja parte inteira é a,. Entdo A’; ndo é vazio. Seja a, 0 maior dos
algarismos das décimas dos elementos de A’. Dum modo geral,
seja (')

a, = méx. algarismo decimal de ordem n dos elementos de A

o1 ={x:xeA] Aalgarismo decimal de ordem n de x =a,}

Posto isto, seja s o numero representado pela dizima infinita
cuja parte inteira é a, e cujo algarismo decimal de ordem n € a,,
Vn € IN; isto é, em notagao intuitiva:

$=2ay, a,3, ... @, ... (2)

Entdo s =sup A* =supA (porqué?).

(') Seria mais correcto dizer: ‘a,, é o maior dos nimeros representados pelos
algarismos decimais de ordem n dos elementos de A™".

(2) Se a dizima for periédica de periodo 9, pode substituir-se pela dizima
normal equivalente.
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2° VxeA: x< 0. Tomemos arbitrariamente acA , k<a, e
seja B o conjunto dos nimeros y = x — k com x€A.

Entdio O <a—-keB e assim B estd no 1.° caso:

Seja r=sup B, s=r+k. Entdo s =sup A (porqué?).

DA PROPOSICAO 1’ facilmente se deduz a seguinte:

PROPOSIGAO 2. Todo o conjunto de numeros reais limitado
inferiormente tem Infimo em |R.

Com efeito, se for A um tal conjunto e se designarmos por M
o conjunto dos miriorantes de A, M é limitado superiormente e é
facil ver que sup M = max M = inf A.

De modo andlogo podiamos deduzir a PROPOSIGAO 1’ da
PROPOSICAO 2°. Ora bem:

A PROPOSICAO 1’ (ou a PROPOSIGAO 2° equivalente) é muitas
vezes tomada como axioma da teoria dos numeros reais, desem-
penhando al papel anélogo ao do PRINCIPIO DE INDUGAO EM IN

4. Para ver como a PROPOSICAO 1° pode ser tomada para
axioma de uma teoria dedutiva dos nimeros reais, convém adoptar o
ponto de vista geral das estruturas de ordem.

Consideremos um conjunto ordenado (U, =) qualquer (suben-
tende-se que se trata de uma relagdo de ordem total estrita). As

definigbes de ‘majorante’, ‘minorante’, ‘supremo’, ‘infimo’, etc. podem
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ser dadas como em |R. Para indicar que um elemento k de U é majo-
rante ou minorante de um subconjunto A de U, escreveremos, respec-

tivamente:

A=k , k=2A(Y)

Ser4 pois, por definigéo:
A=k < VxeA : x=2k

e analogamente para k X A.

Por sua vez, as definicbes de sup e max serao:

m=supA<>A=m A(Aik?mik)

m=maxA<>m=supA /AmeA
Analogamente se definem inf e min.

Designando agora por .Qs a classe dos conjuntos limitados
superiormente em U, tem-se, por definigdo:

Ael < JkeU : A=k

Analogamente se define a classe -ei dos conjuntos /imitados
inferiormente. Posto isto:

DEFINIGAO. Diz-se que o conjunto ordenado U é completo

(') Recordemos que o sinal =X se |8 ‘precede ou 6 igual a’.

188



GUIA DO COMPENDIO DE MATEMATICA

sse todo o conjunto limitado superiormente em U tem supremo
em U, isto é, sse:

VAes , 3ImeU : mL=supA

Racilmente se reconhece que esta condigdo é equivalente 2
seguinte: '

VvAe , dmeU : m=infA

A propriedade de ser completo chamaremos ‘completude’.

Desde logo se v@ que sdo completos os conjuntos IN, INg
e Z, com a relagdo de ordem usual. Mas, em qualquer destes
casos, o0 supremo é sempre méximo e o Infimo é sempre minimo,

Vejamos ainda um exemplo concreto. Seja 2 o conjurito das
palavras do Novo Diciondrio da Lingua Portuguesa, de Céandido de
Figueiredo. E evidente que @, com a ordem alfabética, 6 um
conjunto ordenado completo (limitado). Seja @B 0 conjunto das
palavras de @ comegadas por ‘B’; o supremo de (DB é a palavra
‘Bisantino’, que, por pertencer a @B, é também o méximo (ou
tGitimo elemento) deste conjunto. |

Alids, é intuitivo e pode-se provar que:

Se um conjunto ordenado U é finito, todo o subconjunto de U
tem primeiro elemento e ultimo elemento (e portanto U é completo).

A reclproca desta proposicdo também é verdadeira e pode servir
para uma nova definicdo de ‘conjunto finito'.

Vejamos mais dois exemplos:

1) Designemos por (Q* o conjunto de todos os niimeros reais
que podem ser representados por dizimas finitas, precedidas ou nao
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do sinal —. E claro que (Q*c:(Q. Serd (Q* um conjunto ordenado
completo (com a relagdo de ordem usual)? E fécil ver que ndo.
Seja, por exemplo, A o conjunto dos nimeros

06 ; 066 ; 0666 ; .. ,

representados por todas as dizimas finitas cuja parte inteira é O e
cujos algarismos decimais sdo todos 6. O conjunto A tem supremo
em (Q (o nimero 2/3), mas ndo em(Q*, visto que 2/3 nao é represen-
tavel por nenhuma dizima finita.

2) O conjunto Q dos numeros racionais, ordenado segundo o
critério usual, ndo é completo. Seja, por exemplo, A 0 conjunto dos
numeros racionais cujo quadrado é menor que 2:

A={xelQ : x2<2}

Este conjunto tem supremo em IR (o nimero V2), mas rdo
em (Q, visto que V2 ndo 6 racional.

O conjunto ordenado |R obtém-se precisamente completando
Q (ou Q*).

5. Chegou, agora, o momernito de apresentar uma axiomética dos
nimeros reais em termos de ‘aaicdo’, ‘multiplicagcdo’ e ‘relagdo de
grandeza’. Trata-se de caracterizar axiomaticamente o sistema
(IR, +, X, <). Uma *al caracierizagdo pode ser a seguinte:

) IR é um corpo a respeito das operagbes + e X,

I1) IR é um conjunto ordenado completo, a respeito da rela-
¢do <.
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ill) Va,b,celR : a<b=>a+c<b+c

IV) va, b,celR : a<bAc¢c>0=ac<bc

A propriedade Il é a monotonia da adigao e a propriedade 1V, a
monotonia parcial da multiplicagéao.

E claro que esta axiomética se apresenta j& extremamente con-
densada. Assim, o axioma | é a conjun¢do dos seguintes: axiomas
de grupo comutativo (IR, +), axiomas de semigrupo comutativo
(IR, x), axiomas da existéncia de elemento unidade, axioma da
existédncia de inverso para todo o elemerto # 0 e distributividade
da multiplicagdo a respeito da adicdo. Por sua vez, o axioma Il
é a conjungdao dos seguintes: axioma de conjunto ordenado e
axioma da completude.

Provaremos mais adiante que esta axiomatica & categdrica,
isto 6, que duas realizagdes da axiomética sdo necessariamente
isomorfas (a respeito das operagbes +, X e da relagdo <). Por.
conseguinte, a axiomatica define efectivamente a estrutura do
corpo ordenado (|R, +, ., <), mas nd3o o conceito de numero
real.

Assim, todas as proposi¢cGes verdadeiras relativas a numeros
reais — todos os teoremas de anélise real — podem ser demons-
tradas a partir do anterior sistema de axiomas e das definicGes que
forem sendo introduzidas para simplificar a linguagem.

Quanto ao conceito de numero real, ja sabemos que surge
naturaimente no PROBLEMA DA MEDICAO DE GRANDEZAS (de
que trataremos mais adiante), assim como o conceito de nimero
natural nasce do problema da CONTAGEM DOS ELEMENTOS DE UM
CONJUNTO FINITO.
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6. Observemos entretanto que, nos conjuntos ordenados (Q,
(Q* IR, etc., se verifica a seguinte propriedade, muito importante:

Quaisquer que sefam os elementos a, b, sendo a # b, existe sem-
pre, pelo menos, um elemento x do conjunto situado entre a e b.

Com efeito, em qualquer dos conjuntos considerados, existe
at+b

por exemplo o nimero x = , que estd situado entre a e b.

Assim, se for por exemplo a< b, tem-se 2a <a+ b < 2b, dondes,
dividindo por 2:

a< <b

Ora bem:

. Diz-se que um conjunto ordenado U é denso, sse tem mais
de um elemento e possui a referida propriedade. Esta pode traduzir-
-se do seguinte modo:

VabeU : a=<b=3IxeU : a=x=b
Il. Diz-se que um conjunto ordenado U é continuo, sse é denso

e completo.

Desde logo se vé& que:

1) Os conjuntos IN, IN, e Z ndo séo densos e, portanto, néo
sdo continuos, embora sejam completos.

2) Os conjuntos Q e (Q* sdo densos, mas ndo continuos,
visto que néo sdo completos.
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3) O conjunto IR é denso e completo, portanto continuo. E o
mesmo se pode dizer dos conjuntos IR*, IR™ e, dum modo geral,
de todos os intervalos em IR que ndo se reduzem a um ponto.

Convém, agora, registar uma terceira definicao:

Illl. Diz-se que um conjunto ordenado U é discreto, sse todo o
subconjunto limitado de U, nao vazio, tem méaximo e tem minimo em U.

Desde logo se vé& que todo o conjunto discreto é completo, mas
ndo continuo. Com efeito, seja 8 um elemento qualquer de um
conjunto discreto; entdo, trés casos se podem dar:

1. dxeU : a—=x. Neste caso, seja X, um tal elemento e
ponhamos

A={xeU : a=x=x,}

Como A é limitado tem minimo em U: seja min A = b. Entédo é claro
que ~3IxelU: a=x—<b e diz-se que b é o sucessor de a (ou que a é
0 antecessor de b).

2.°- dxeU : x = a. Analogamente se prova que, neste caso,
a tem antecessor em U.

3.2 U tem um s6 elemento. Neste caso U também nao é denso,
por definicao.

Posto isto, néo é dificil reconhecer que:

Todo o conjunto ordenado discreto, com primeiro elemento e
sem dltimo elemento, é isomorfo a IN. Todo o conjunto ordenado
discreto sem primeiro e sem Ultimo elemento é isomorfo a Z. Todo
0 conjunto ordenado discreto com primeiro e com dltimo elemento
é finito.
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Viemos pois, aqui, caracterizagoes axiomaticas dos conjuntos orde-
nados IN (ou INy) e Z.

Quando um conjunto discreto U tem primeiro elemento, chama-se
segundo elemento de U o sucessor do primeiro, terceiro elemento
de U o sucessor do segundo, e assim sucessivamente. Os adjectivos
‘primeiro’, ‘segundo’, ‘terceiro’, elc., sdo numerais ordinais, que se
distinguem nitidamente dos numerais cardinais ‘um’, ‘dois’, "tr8s’, etc.

Convém ainda notar que um conjunto ordenado pode néao
sor discreto e ndo ser continuo; exemplos: os conjuntos @, (QF,
Q°*, etc.

7. Pde-se, agora, a seguinte questao:

Entre as nogdes anteriores, qual o minimo que se deveré exigir
a um aluno do 3.° ciclo?

Em primeiro lugar, parece-nos que seria conveniente dar-lhes
as nogdes de ‘majorante’, ‘minorante’, ‘supremo’, ‘infimo’, ‘méximo’,
‘minimo’ (de um conjunto), bem como as de ‘conjunto ordenado
completo’, ‘conjunto ordenado denso’, ‘conjunto ordenado conti-
nuo’ e ‘conjunto ordenado discreto’ — com exemplos, mas sem
demonstragoes.

Em segundo lugar, haveria todo o interesse em apresentar-lhes
uma axiomética da teoria dos nlimeros reais, como a anterior.

Mas ndo conviria ficar por aqui: mais tarde, quando o con-
dicionalismo do nosso ensino secundédrio o permitisse, deveriam
fazer-se algumas demonstragbes em que interviesse 0 AXIOMA
DA COMPLETUDE, para o aluno ficar a ter uma ideia do seu
papel na estruturagdo I6gica da andlise — papel esse compargvel
ao do PRINCIPIO DE INDUGAO em IN, como j& foi observado
atr8s. Na verdade, quase todos os teoremas importantes da anélise
fazem intervir o axioma da completude: deixam de ser verdadeiros
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num dominio em que ndo se verifique tal axioma (por exemplo
em (Q).

Exemplos de teoremas em que intervém o axioma da comple-
tude:

1) Teoremas de Cauchy e de Weierstrass sobre fungoes cont/-
nuas (em particular, o teorema de Cauchy permite afirmar a existéncia
de Va e logya, VabelR*; nelN, comb #1).

2) Os teoremas que relacionam o sinal da derivada de uma
fungdo num dado intervalo com o sentido da variagdo da fungdo
nesse intervalo.

3) O teorema segundo o qual toda a fungao continua num inter-
valo limitado e fechado é integravel nesse intervalo.

4) O teorema segundo o qual toda a fun¢cao mondtona num
intervalo limitado é integrdvel nesse intervalo.

Acontece, porém, que as demonstragoes destes teoremas sdo
pouco acessiveis a alunos do 3.° ciclo, a ndo ser talvez as dos
teoremas indicados em 1) e 2), que foram admitidos intuitiva-
mente (trata-se efectivamente de factores muito intuitivos).

Haveria bastante interesse em que, pelo. menos os alunos
muito bons, vissem a demonstragdo de alguns desses teoremas.
E, para tornar mais atraente 0 assunto , conviria mostrar-lhes
primeiramente que, tal como sucede com o PRINCIPIO DE INDUGCAD
MATEMATICA, o PRINCIPIO DE COMPLETUDE d4 origem a novos
métodos de raciocinio dedutivo, alguns dos quais se podem
apresentar com aspecto bastante pitoresco, apto a excitar a
imaginagdo juvenil. Um desses é o METODO DAS SUBDIVISOES
SUCESSIVAS DE INTERVALOS, a que certo matemético chamou
humoristicamente, 'METODO DE CAGAR LEOES’. Em vez de ’‘ledes’,
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poderiamos falar de ‘jacards’, ‘bandidos’, ‘pulgas’, ‘mixordeiros’,
otc.: depende do gosto e da fantasia de cada um. Adop-
tando a interpretagdo de caga aos bandidos’ ou ‘caga aos
mixordeiros o método pode ser apresentado sob a forma de
histéria de tipo policial, que, como j& sabemos, se presta muito
para exemplificagbes de raciocinio légico. Imaginemos a seguinte
versdo:

‘Na cidade X do pals Y comecaram a aparecer no mercado grandes quan-
tidades de carne ensacada imprépria para o consumo. Posta em campo a policia,
descobriu-se que o artigo: provinha de certo bairro da cidade.

Para proceder metodicamente, a policia marcou, numa planta da cidade,
o bairro em questdo, tracando & sua volta um rectéingulo R, que dividiu em
4 recténgulos iguais. Apés vérias pesquisas, as suspeitas concentraram-se prin-
cipalmente num desses ractdngulos, R,. Este foi entdo dividido em quatro rec-
tdngulos, R,. Procedendo assim, por aproximag¢des sucessivas, a policia acabou
por se encontrar defronte de um tapume alto, entre dois prédios. Ora, atrés do
tapume e encoberto por este, achava-se uma vivenda de aspecto romantico, meio
arrulnada: era ali que se fabricavam (pelo menos em parte) os referidos produtos
de salsicharia. Com grande surpresa, verificou-se que estes eram feitos com
cerne de jumentol’(?)

(') O caso deu muito que falar e a arglcia dos detectives foi justamente
louvada. Alids, tudo decorreu pacatamente — sem aquelas cenas emocionantes

196



GUIA DO COMPENDIO DE MATEMATICA

Como se pode ajuizar por este exemplo pitoresco, o METODO
DAS SUBDIVISOES SUCESSIVAS é j§ em si um método de apro-
Ximagoes sucessivas. Na realidade, os variadissimos métodos de apro-
XimagoOes sucessivas que se usam na pratica do célculo numérico
exigem o axioma da completude, para poderem ser inteiramente
Justificados.

No exemplo anterior, tal como foi esbogado, o método é aplicado
no plano. Na recta, em vez dos rectdngulos R, R,, R, ..., é-se
conduzido a uma sucessdo de intervalos,

I=fa, b] , I,=[a,b,] , .. , ly=1[ap byl . ..

cada um dos quais, a partir do segundo, é uma metade do anterior:

(1) A% 8,8 B8 o » DEDS... 3D, B
b-a b-a b-a
(2) b1‘-a1=—'—§"" 7 b2-82=—4— - ¥ bn—an= 20 2
a, b, b,
: B b

Nestas conrdigdes, a sucessao a, converge para um ndmero A
(por ser limitada e crescente em sentido lato), a sucessdo b, con-

dos filmes de suspense, com que, por esse mundo fora, a TV se esforca por
melhorar o intelecto e os instintos dos cidad&dos. O método seguido foi, na verdade,
engenhoso. E claro que hd muitos outros processos para detectar mixordeiros.
Mas, como a imaginagdo humana ndao tem limites, séo também muitos os
modos de vender carne de jumento.
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verge para um numero p. {por ser limitada e decrescente em sentido
lato) e tem-se A = p, visto que, de (2), resulta:

lim b, = lim a, = lim b =0

Em concluséo:

Existe um e um s6 ponto \ que pertence a todos os intervalos
I, 1, .... ly ... nas condigdes indicadas.

Este ponto A é o /edo que foi cagado, segundo a primeira inter-
pretagdo humoristica que foi citada (1).
Resta um ponto importante a esclarecer:

Onde intervém aqui o axioma da completude ?

E precisamente na existéncia do limite das sucessdes a,. by,
No 2.° volume do Compéndio, p. 85, o CRITERIO DE CONVER-
GENCIA DAS SUCESSOES MONOTONAS é demonstrado, admitindo
que os numeros reais sao representados pelas dfzimas infinitas
segundo as convengdes usuais. Ora é ai mesmo que intervém
0 axioma.

(') No plano, as consideragdes sdo anélogas, tomando as coordenadas
dos vértices das sucessivos restdngulos considerados. Analogamente para 0 espago,
tomando paralelipipedos em vez de rectdngulas.
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