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Elementos de 

Geometria ~escri ti v~ 

A Geometria Descri ti va ensina a representar as fi .. 
guras do espaço trldimensio:nal sôbre um plano, mediante 
~ sistema de convenções que per.mit~reoonstituir as 
propriedades geométricas da figura - a ~~ forma e as 
suas dimensõe s reai s , 

Para %:lesolver este problema utiliza-se o : 

QQar-ei to (I&....E:2.1~Q.iªQ - Dadol3 wn plano a!. e uma direção 
d não paralela a d., ehama"'seJ2t'o,iecção dum. Eont2.J sê-, L ~ '" , ~~o a d!...~cção 

d \\ P d ao ponto p., intersecção 
de <:/.. com uma recta parale-

,--- -_/ lá a d conduzida por P. L:- \"t' / Como d não é paralela 
...... a d, cada ponto do espaço , . 

tem uma, e uma so, proJec-
ção sôbre tX, segund.o a direcção d. 

As rectas cem a direcção d dizem-se proiectapteg; 
entre estas:, a que passá 'por P diz-se a projectana deP. 

Dado um ponto M qualquer' sôbre o! ~ existem i:c1'initos 
pontos do espaço cuja projecção sôbre cI. segundo a direc­
ção d coincide ~M: todos os pontqs;da recta paralela 
a .i conduzida por Iv!. 

Em particular, quando ,dê perpendi~ar a ó.., a Jm2" 
iecção diz-se ~rtOgO~; por oonseguinte: projecção.~ 
togonal _Q9~onto p sôbre o plan~ ~ é o ~ da ~erpendi~­
~ll d... S,QEP-uzida ~ox; P. Neste 'ooso, as rectas ~Qj~" 
tantes serão as rectas perpendiculares a d... (a projectan­
te de P será a reota que passa por P e é perpendicuJ.ar 
a ct ). 

Projecção duma. figura (g:' sôbre um plano 01. segundo a 
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direoçao d e o conjunto ~ das projecçoes de todos os 
pontos de ;r, sôbre e>C 

segundo a direcção d· 
Conside:remos o caso 

em que a figura !.r é wna 
recta *=- não paralela a 

\ \ \ \. \ \; Q.,; as reo'tas projectan-
..LL-L.v. tes.dos pontos de Ã, ou 

of. S-- ãe·jam as rectas que se. a-
~----------.----~ poiam ~~,e são parale-

las, a !l têm como l1}gar geométri co UlU plan~ f - o plano 
que:passa·· por r e e paralelo a, d .. plano este que se 
chama ~.B2."p'rolli.!.~2. de r 
segundo a direcção d e que in" 
taraeta o plano 0(., segundo uma 
recta r~" projecção de r 00-
bre ol. segundo a direcção d· 
(Q.uaD:do se'trata de projecções 
ortogonaisa o planO projectan­
~eder será o plano q,ue passa por r e ê perpendicular 
ao plana de projecção). 

Se r fór projectante~ aa projectantes; dos seus pon-

\

. tos coincidem com r e todos os 
d \rpontosse- projectam num só; doai-

,guaramos esse ponto por (rll!) • 

D' '\ 7 :Em Geometria Descri ti va usam-
o ti -se .... váriQs si atema:a- dtl represen-

ct ~ taçao; eatudarem.os dois: o da du-
"p1a p!Djec2ão 9FtosgE!1l (ou de 

Monge) e o das Rf.2J.~egl. ootA.c!!..~. . 

A) M!!todo das pro~Cç§f.g:. co~: 

Neste método, o plano de pl.'ojeoção (g,y~t...Q ou J2±8:gQ. 

it~....I~f9riP-..Q.:U) supõe-'ae geralmente em posição horizon'· 
tal; desigr'..a-lo"'emos pela nDtação ~, . 
!l~A~~§';j,7-t~ão._do_I!9nt.2. .. Dado um, ponto p~ ohamaremos 
.P.l:2.kÇ.2g~ .h9~.zontª*- ou simplesmente .PLÇ.;i~~C2 de:: Pt à 
pro jecção ortogoIl.al deP sô'bré ~ r rep:resentá. ... J.a··p.Jllos 
por p'. 
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Por outro lado Chama-se cota de P à distância de P -a ~, oem o sinal + QÍI. o sinal -, conforme P-estiver si-
tuado ,ªcima ou abaixo de oe. ; em particular, a cota será 
müa se o ponto esti~8r sôbre lb-

SeguDdo o que vimos, existem int'ini tos pontos do es· 
paço ~ja projecção horizontal 

P 1 coincide com a de P.Por conseguinte, 
não basta dar a proje~ção pt de P, 

I para que êste ponto fique determ:i.-

~ Q". R' nado. . ~. ~ # 

I Mas o ponto P ficaradete:rmi-
~ ___ p_f ________ ~~-.J nado se~ à projeâção pr, associar-

1 R mos a cota de p. Mais ainda: "~ 
estabelecer-se uma cOrreapoqaência biunívoca entre os 
pontos P do espaco e os pares·(pi ,z) constituídos por um 
ponto do plano t\! e por um número re:al z. 

Resul ta êste :Cacto das seguintes considerações! 
Dado um. ponto tdo espaço exi ste .. S'empre· um determinado 

ponto de '% que é a sua projecção hol!lizontal e um déter­
minado número real que é a sua cota. Reolprocamente, da­
dos um ponto l,{t de')1ó e um. número real z, exi. ste um e um 
só p'nto M do espaço cuja projecção é MI e cuja cota é z; 
com efeito, existe uma só perper.dicular a .li. conduzida 
por M', o semi-espaço em que M 'se" enoont~ está detenn:1,­
nado pelo sinal de· z~e sobre 1vM', nesse' semi-espa90, 
exi ste um e um. só ponto M tal que l WvI' I = I z 1 . 

Na prática considera-sa como plano de projeoção o 
plano. do papel sôbre o q1ia1 se' faz o desenho, es:crevendo­
-se a cota como indioe do slmbolorepresentati vo da pro-

, . 

B' 

. jeoção do ponto· (à figura anterior 
cOrr.e&l;londe-rla a figura junta). 

# # . 

Tambem e costume desenhar ao 
lado da figura um segmento que re­
presenta a unidade de: medida. 

°R. Ohama-SEf di stância hori zontal 
...2 de dois pontos à d,i.stânoia entre 

--------~ as: suas projecçÕes horizontais e 
distânoia vertical ao valor absoluto àa diferonça das su" 
•• cota83. 

3. 

Dum modo geral, no sistema de projecções; cotadas, ao 
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falar de Mxojeccãoduma fi~ sr. Gubentende-$e que se 
. N " " trata da $ua PEojecçao ortogo~e1 ~9~rJ! o guad~, isto e, 

sôbre 1.10 D A projecção de [J:: serâdesignada por' tF~ 

Represen>cação (la recta - Chamam-se· rectas) horizontais 
ou ª,~_,~ÚE21 as -re;;;a'; par~elàg. ao plan;a:; proj;;ç~;':-­
Chamara-,se .!.~<1i~~."'yerti 01~1§!.s .!:~:tª~""",1J.r.o j!l.ctant~, ou sim­
plesmente .m:?...i~.Q..t~es.~ aG rectas perpendiculares ao pla­
no de projeoção. 

Uma recta horizontal; nf fica pe~feitamente determi-
:nada pela sua projecção, n', associada a um indice que re­

Af 
-3 

• B' 5,,2 

presenta a cota camumde todos 
os seus pontos (p. ex -, n'; ,4,:)-e-
presenta uma hori zontal doo cota 
3~4)_Uma recta vertical r fi­
ca~ãr~ei t~née determinadape-
1a"'proJecçao (r') que se reduz 
a um ponto. 

No caso geral, podemos re­
presentar uma recta r por meio das projecções:; cotadas de 
doi s doa, G'eus pontos;, a projecção r' será a recta que une 
-~rojecções:,desses pontos:; mas.,é claro que r'ê insufi~ 
ciente para d~tel~nar, r. 

DefiD:!&92s." Ohama"'se declive duma,recta r à tangente 
trigon~trica do â~o que r fODma éom o Plano do quadro 
e 1~~~ de r ao inyerso do declive de r. 

Suponhamos a recta'r definida por dois doa seus pontos 
M,Nl} e seja l\r* o ponto da projectante de M cuja cota é 

'----............M 
~ r 

MiI.:._.~N 
I':'~ 
j I, 

I I 
1_' 

...... /:14-/ _-l_~g __ N_' --II' T 
i V,.) . =-

a dl stânoia vert'i cal de doi s 

igual à de N; designando 
por <f o ângulo que r faz 
cam o quadro,deduz-se do 
triângulo rectângulo 
CM l.t1rNJ que o declive de , 
r e.: " 

d = tg 'f =!Mf:l =1 MM':tl • 
i~N 1 '\ MfNf! 

O dealive duma recta será 
pois igual à razão entre 

pontos quaisquer da recta e a 



sua distância horizontal. 
O intervalo de r é: 

.. _\ .. 1-.1:* N I • i = co~g 'fi,' = 
1M iIi""l ' 
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em parcicular~ se 1M M~l= l~ ser~ i = \lt" N\; quere di.­
zer: o ~t~f'1êJ.o é a-ª.l:.~tânQ;Lª- hox:~ç>nt..alqàe 4,Q},s .:pr,>l}~Q.f!:; 
fI.~'Z.,e6t.L9.1Üª~ª.~~.si.fe,E~ .. ª_~lmJ:!m.dª-de . 

O declive costuma expri.llli.r-·se em percentageD.Sj assim 
uma recta com o declive de 5% se~á urna reata 'cujo declive 
é igual a 5/100. Por exemplo; dizer que uma estrada tem, 
InlDl dado troço: o declive de 5% quere dizer que, a um per'" 
curso de 100 metros medidos: em projecção horizontal (su~ 
pondo o declive constante), corresponde nesse troço uma 
diferença de cotas de 5 metros. 

Gràticap;tente pode' construir-se o intervalo, dado o 
declive; ' ouo declive, dado o intervalo Sobre uma recta 
qualquer marquemos \AB i= i e sôbre a perpendicular a AB 
num dos extremos (B, por exemplo) marquemos I BC I = 1; tI'a'" 

i . 1· çando~ agora CD1.AC obtemos ° sôbre a recta AB um ponto D 
/i\ tal que\BD!= d; com efeito, 

// 1,' \ como o tri~-ulo[ACD] é rec'" 
/.... tângulo em·o, vem: 

< '. 

A ,1B D 12 =.i.IBDI 
donde I BD J = ~. = d. 

1 · 
Em . projecções cotadas., costWJ!8 geralmente representar­

-se uma recta obliqua r desenhando sobre o quadro a sua 
projec.çãor', e marcando sôbre r' · as projebções de alguns 

!_" ~-I ponto~ de· r, cuja.s"~ cotas se-
. jam numeros inteiros conse-

i ~J:-~ cutivos Diz-se que as pro-
. L---~--- b jecções dest. e~.· PODo tos cons. -

r'~4 ' - ' tituem a Btaduaçi,ç ou jL~ 
--- :3 S~~çl!'y~ da recta e o in-

o • _ , ' • • 

tervalo desta sera manifestamente a dista."lo!a entre dois 
quaiflquer -pontos . consecutivos da graduação. . 

Fàclllilentese reconhece que o declive dUma recta ver .. 
tical é 00 e ose'uintervalo ê zero, enquanto numa recta 
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hori zontal o deoli ve ê zero e o intervalo é intini to. 

!tepresentascão do plaJ!Q - Um plano o.. pode ocupar, em 
relação ao quadro, uma da a ' ~guintes-- posições:: 
a) mt'a;t~lo ao quadro - J1!..§!!l0 hori z2.nt~ ou de ni vel.:3 
b) .Rerpendicu1a~ ao guad~ - :Ql~U9.....YErtiQa1 ou projec­

tan~j 

c) nem paralelo nem perpendicular ao quadro .. ~<l 
t obl;,!ll!Q 

Um. lflano de ni vel não tem representação especial e 
desigDa~se: por l'h sendo .n a cota COIllU!ll de todos os seus 
pontos, ou simPlesmente porv~ quando a cota náo inte-
resse. 

. .- " Em particular, ~ e o plano de lU vel de cota O ... o 
plano de referência. 

Chama-se traço horizontal ou simplesmente traço dum 
pl~no r.((nãohorizonta1), a intersecção de.<' d. oom »0; dasi'" 
gna-Io-emos por h ~t· 

Se um plano e é projectante f é claro que todoa. oS 
~i seus pontos se projectam sô-

./ ~I bre o traço horizontal de" G; /.1 II o plano fica então determi-,/f ! .. ~ · I nado pel'a. sua projecção hori-

j--" --:I,'T'''''1'''' I .. /1 :~~::l~o{~~i::n~:d:~ ah;: 

I e') = he que designa.remos por (9 -). 
~ # ~ 

, /.iI) Um ~lmx>obl1quo ficara 
perfeitamente determinado 

pelas' projecçõe5 cot~das: de tres quaisquer seus pontos 

" B' 2 

- N . -~- . 

taçao mais oomodo. 

não oolinearesjpor exemplo,o pla­
no'Tt definido pelos pontos A,E;C, 
ficará determinado pelas projeoções · 
cotadas~ de A,B,C, indicadas na figu-
ra junta. Mas: na prática oostuma 
utilizar-se um processo de represen-

Entre todas as rectas: dum plano d- , as que têm menor 
declive são as . horizontais (o seu deolive é nulo, e as su· 
as projecçÕes são paralelas a h«> e as que têm maior deoli­
ve são as rectas perpendiculares às horizontais (:eecta$ 
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de !DEiior declive de cX.); as projecçõea:das .rectas de maior 
declive de 0(.. s;o evidentemente pernendiculares a hc(.; o 

deeli ve e o internüo dessas ,.. ., 
rectas sao tambem chamados ros!!' 
pecti vamente, o ~9.~~ e o !!!­
~",,!a~q .do plano do. • 

Dada uma recta obliqua exis-.. . 
te sempre um: e u..'1l so, plano 
que admita essa recta oomo li­
nha de maior declive; cam efeito, 
como o traço horizontal do pla­
no passa pelo ponto de cota zero . .. ~ 

da ree·ta de maior decJ.i ve e e 
perpendicular a estav ficam a conhecer-se: duas:: rectas do 
plano que o determinam: o traço horizontal e uma recta de: 
ma! or de-c:live. ' 

Por cada pollto dum plano pasSa uma só linha de: ma! or 
deo.live do plano; Ina$ ê claro que ex:isteminfinitas linhas-. 
de maior deC'.live do mesmo plano. 

Em geam.e·triaeotada,costun:n rept'esentaI"-"sa um plano 
-'/~1 por urna qualquer das suas: reatas de maior declive; pa.'"'8.. 

salientar que se trata da representação dum :plano cosjrumam. 
represen,tar"'se as projeaçõos graduadas,-, de duas rectaa: de­
maior deClive muito prénr.:imas·; (~~lfi_ct~ d~;"v.fi...r!2..J2J:,?l1O)~. 
designando uma de=la:s'" por d~. ~ claro que :na. reaolução dos 
probletlk"ls podemosem.pre'gar urna ou outra das duas. reo'lias:· 

t-.L... \ da escala de decl:i,ve. 
\ As ho:çoizontais temprojec-
\ ções·· perpendiClll~es a d~ ; :na 
\_--= figura junta estao deaenhadaS3 

d' ;:-.::~ : \ n3 a.S311Dhaa de""tivel de· cota 3 9' 

e( \n:, == hct. -de cota O (tra ço hori zontal) . 

ª~~!t.=!:!~P...t!Lª-~.Jll-lm.Q.ê.. m:oieotQ1!t.El~ '" ~~~2E. um plano 
~sobre outro plano (:. consiste em fazer rodar ex em torno 

da interseoção de eX. can (3 até le~la'r d.. a coincidir oam. (3 : 
Consideremos um plano v'ertioal e definido pela sua pro ... 

jeoção (e~) e suponhamos que Ela: :Pro-tende rebater o plano 
S sobre o plano ele: referência. 

Dado um P9utó P ~e e~ o se~nento (pp~ 9 durante o re~ 
:!Jatimento Illc'lnteI""'se-a :perpendlcu1ar a. (e g ) ·e oo:nsi;a.ute l"'Jn 
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comprimento; isto é, se designarmos por P a posição de 

P 
f--~ 

P depois do rebatimento, -ter-se-a: 

plp J..... (e') e . , 

\ p'p I = ! prp ! =\ cota de l' I 
I " 

(e r ••• : •••• ?], "Oi: Em conclusão: Paioa obte~2. 
. I ,..,,"" .r ,;:~bat~ento de P <.:!ll.:to_~ 

t ..,. .12Qsi <tão de P depoi s do rFt 
P~ , . 

,l>a"'::imento d~ e ~9E.!:~ V,-s)' 
. basi~ c.Q.nquZiJ.:_l1.oJ: P)' ~ . 

. 'E9~ncl~~;..ar-:at'a(e') ~L[o&"t'e e~~r'Oep.dicular E2?fcap ~ 
seg:'!lento, LP' IS J.2~....22?E~j;o igu--ê,la~,2!:..§:e~1i.Q.-ª.,ª" 
c01:a d.e P, !lJ!1l nu noutro sentido~Q.n:f~o~...9 sinal-ª-~--ºQ.:. 
ta e c.o~or.me o lado pa~. gue se tiver !~ito a~1:ebati~­
!~.i.._a RQ.~i9_P seT.U~ª9_.o r~ba;;t..i.men·1:;o de_~. 
~ A Na figura iunta: c<?uaiderau-

8'= he . -se um triangulo LABcJ 1 as" 
At. B sente em e, e determinou-

:> -se o rebatii:n.ento(Ã B ã 1 
deEfte tl"'i ânoC7U1 o , áohando OS 

rebatimentos dos vértices 
pelo procesSo·indicado.Oo­
mo os vértives tem todOs· 
cota positiva, ficaram, 
depois do rebatimento, to­
dos para um mesmo lado de 

(e'l(Na figura a seta indica o sentido considerado posi­
tivo para a marcação daa:, cotas, apôs o rebatimento). 

--L Se, em vez do rebatimen-
( e. ) ._ X, to sôbre Jt, se pretendesse 

_ ... \- - efectuar. o rebatimento de A!.. .., 
--j e sobre um plano de ;uvel 

qualquer, o processo ~ se­
guir seria em tudo analogo .. 
ao ante ri ar i com a u.ni ca di .. 
ferença de que, em vez daa 
cotas> dos pontos se deveriam 
marcar as .9J. ferençaê; eIl:~ 
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as eota-s. dos FOI;tos.,ça c:'Ç.t.~.dE plano de n! va1 sob..t.e-p.. 
gua). ~_:raz ore?frt.,imeniQ. .. Na última figura da página an­
terior considerou-se='o rebatimento de 9 sôbre o plano 
de Divel de cota 1. 

'p'ada a K.9jeo9ão d.um 'Ronto duma ;eata obl1gua .. deteImi-: 
par 'Utq.t~L~~..;eon;tC?2. _S\1:J2.0~~o a rea~~~ªª~ 
.sua escaJA~ .. ~"~~~ .. Consideremos, por eJ!l~1ÜO a recta 
r representada na figura e seja pr a projeeçao dum ponto 

.-L.... de r. Para determiDar a cota 
de P temos doi s métodos:! 

4J. .. II' . 

lQ .. Metodo graficq - Con-
\ \ siste em rebat~r 'o_piano 
,~ projectante da recta sôbre 
" \ Bt um plano de n!vel de cota 

inteira (na figura o reba­
timento está feito sôbre o 
plano denivelde cota 4). 

Basta então achar os rebatimentos de dois pontos. da recta, 
segundo o proceSSQ atrás indicado, e unir depois os pcn­
tos obtidos. No caso da figura eseolhel'8+ll-se os pontos A 
e Bt de cotas· 4 e 6 reflPectivamente (ê claro que o ponto 
A se mantem fixo no rebatimento. por existir no plano de 
n! velds cota 4 sôbre o qual se faz o rebatimento). Unin­
do A caD. lrtem"se-l', rebatiIl1ent,o de r. Etn seguidat cO~ 
duz"'S§, por P' uma perllendic~ara r' que vai encontrar 
r em P. A cota de P' e portanto igual à cota do plano 
sôbre o qual se: fez' o rebatimento aumentado da medida aJ.­
gébri ca do' seglIiento Ep'p'J (no caso da figura teremos 
cota deP = 4+ l,7 == -5 t 7) • 

L-L : l' 

" , 
I 

2 3 

1'" 
O pi B' 

iVI€ 

20 .. :"létodO nu.méri 00 .. Con---......-------
tinuemOs a considerar uma 
reata r definida pela sua "".' . projecçao graduada, sendo 
dada a projecção pt dum 
ponto der. Suponhamos e­
fec"tuado o rebatimento do 
~ano projectante de r so­
bt'e o plano },lo. O ponto H 
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de cota O mant= .. se fixo e o ponto :,Lde cota 1 passará 
a ocupar a posi ção R; o rebatimento P do P2nto P est.ª-­
rá sobre ri Dos triângulos semelhantes(H MM') e (H P PI'} 
deduz-se: 1- ~ I , f 

. p pt H P' • 
tM MIL-o' = I H ~I.f , ' 

como 1!Jl Mil = 1, e I H M.'t = i, o comprimento do se~nto 
tp 'p'J é : . 

f p p~ f :;, I H P' f , 
1 

quere dizer: Sl_.9ç!?~,Çlo 12~0 P é, em valor absoluto, 
!~ a2.. ~qif!.D.,je da. di ~tâ~eia de p~ ao traço hori zontal 
mt. reO:1f~~lo ~qtervalo _9A:..~ '. N'" .. 

, l'l'á prati ca', em ,geral, o que se mede 000 e a di stan-
eia da projecção do ponto P dado ao traço horizontal-da 
recta~ mas' sim a distância de' pi á projec~ão do ponto A 
da recta; 'aecotaintei:r.a imediatamente inferior; divi·· 
dindo 'esta distância pelo intervalo da recta 'e SOllU:l.ndo o 
re~ultado obtido à cota do ponto A considerado, obtem-se 
a cota de P. 

'luanc1o se não exige grande rigor, calcula-se a cota 
pro ourada por estiíliati va~vendo qual é a parted01nter­
valo aozit.pre'erididàentre a projecção ão ponto de cota in .. 
teir.a imed.iatamen~óe inferior e a projecção do ponto dado. 
(NocáSl\) da figura. anterior comotAlpfj é senslvelmente 
igUal a Ó,7 do interValo da recta,a cota de l' seráapro­
ximadamente 2 + 0 , 7 = 2~ 7). 

!?ada ,a cota dumpo!!to" d.U!]!.. recta det~rm.imra projecçã~ 
~P!o - Suponh~os por exemplo que se,trata de deter~ 
minar o ponto de cota l,3 da recta r representada na fi ... 

. 1 .gura 
'---- 10 ... f\Iêtol!;1..g;:ático - Faz" 

~,- "'se o rebatimento do plano 
B __ -- r projectante da recta sobre 
1, - ' L um plano de n! val (sobre~, 

l,3 r ' 
i H ~_~...Ji:õfr-22 por exemplo).. Determinada r 

P (rebatimento de r)~ marca-
-A ''''se a partir de r i 1 no 'senti­
do oonvelliente:;- um 13egmento(AB) perpendicular a r' e de 

, comprimento igual ao -valor absoluto da diferença entre a 
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cota do ponto e a do plano sobre 6 qual se fez o rebati­
mento (no caso da figu.ra 1,3 - O = 1,3); :pelo ponto' B 
~nduz"se uma paralela a r' que vai encoD.iirar r no ponto 
P; não temos agorama1s do que inverter o rebatimento 
paraobt~ p't (isto é, pi será o pê da per:oendi oular bai ... 
xada de P sobre r 9. .' 
2Q .. MétQ!lo mnpêl:~ ... O método é análogo (iO usado para 
o problemaànterior;reportando-nos à mesna' fiSura tere­
mos: IHPti= i·1 P pi t, em que são conhec1doS',o intervalo 
i e o oomprimento Iptpi= l cota de'pt.Entáo, calculado 
t HP·l, marCa .. se êste comprimento sôbre r' f a partir de H, 
no senti 40' conveniente.' Em geral, o que s:e fàz na prática 
é multiplicar o intervalo pela diferença entre as: cotas 
do ponto P e do ponto A da recta de cota inteira imedia­
tamente inferior; o resultado obtido dá-nos a distância 
de Af aP'; para ter 1'" basta pois marcares'sa distância 
a :P8rtir ae A' ~ no sentido crescente daS': cotas. 

, Gradt\9-r moA reem - .:&11 particular, O que acabámos de es .. 
tabelecerpermite-nos resolver o problema que consiste 
em. graduar.uma recta definiclapelas projecções .. ; cotadae 
de doi s seus pontos A e B. Se as cotas: doS pontoS" dados 

1 forem inteiras::'(3 ê 6, por 
~ exemplo) basta dividir o se­

gmento LA 'B t1 nUm número 11 
de pirtes: iguais, sondo n 
igual ao valor absoluto da 
diferença' entre as. cotas de, 

A' A e B. No éaso da figura, 
. 3 n = [> - 3 = 3 e os poritos de 

divisão dão-nos os pontos de cotas 4 e 5; ficando portanto 
a recta graduada. ' 
, 1 Se as cotas:.-dos pontos dados não são inteiras.(1,2 e 
'-.J B' 5'3,5, por exemplo), procede-

2 ., mOs como no problema ante-
rior: rebate-se sôbre ~o 

\ plano projectante·darecta 
\ r e sôbre uma perpendicular 

r' \ a r' marcam-se, a partir dá 
2 _. '2 \ \ r' se~ntos iguaiS a 1, 2, 

Y. .. - - -.... - 3 lf' 3 uni dades; pelos ~tremos 
~es~~_~, se~~~os conduzem~seê' paralelas a r f que vao en­
ISA·,GD .. f2 
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- - - .. coIi-trar r nos pontos 1, 2 t 3 ; mo temos agora mai s do 

que inverter o rebatimento. 

Da.da a projecção dum ponto dum planodeteIminar a cota 
do ponto ~ Consideremos um plano ~ definido pela esca-
~ la de declive e seja P' a projec­

ção de um' ponto P de:Q(. Para de­
terminar a cota de, ,P, basta uti­
li zar a hori zontal n do plano que 
passa por Pi conduzindo por P' 
~ perpendicular a d!c tem-se n', 
que encontra d" em U', ponto de 

'.3 + (!.fIfi' , dll(com cota igual à de P.O proble-
t ma reduz-se portanto a achar a co-

, , dot.. ta do ponto :4 de. recta d~ conheci-
da a projecção de 14 - ~ que se pOde reso! ver PQr qual­
quer dos processos atras", indi cados • 

Verificar se duaS rectas são ou' não complanas, ~ Suponha­
mos ' as rectas dadas pelas' suas escalas de declive. Se as 
duas rectas ex! stem Xl1ml mesmo plano as rectas que unem 
'~ , , " pontos da mesma cota serão rec· 

, tas de rd vaI desse plano e en-
tão as suas projecÇÕes hori­
zontais serão paralelas (no ca­
so da' figura, 4 e ii não são can­
planas). A coridi ção ê não só 
neca ssária, # ~0tI10 também ~i ci .. 
ente, isto e, se as re'ctas que 

unem pontos da mesma cota são paralelas, as' duas rectas 
são camplanas .. Pooemos e,ntão representar o planadas duas 
L2:.._J ' " ',.... rectas pela ~escala de decl: i -

.... ve, atendendo à que a proJe.c-

r 

ção d!. duma linha de maior de­
clive do p[ano, é,perpendicular ... ,.,' , 

o 4 as projecc;oea. das rectas de lU-

velo Para determinar a cota do 
~ __ .. o,' .. _ _ 3. __ " t 3 p~nto P de encontro das rectaS3 
, f' r, s, bastava resolver o proble-

s d «: ma considerando P como ponto du·, 
ma. das:' rectas., do qual é eonheoida a projecção P' (int~· 
seoção de r' com Sf)~ 
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Interseccão de dois pl.aMS - Suponhamos que OS planos 
estão definidos pelas suas escalas de declive e que es'" 
tas: não são P8.ralelas. Se jam -1., !3 os planos dados . Como 
... ~-' li as esoalas: de declive de (J.. e (3 

fi ~ N . # N 
nao sao paralelas, tambem o Aao 

N ~ 

2 \ \ sao as rectas de m vel da mesma 
.. ~ ... ' 2 cota dos dois planosi mas duas 

.... _ "'" "" \\ t 
~ rectas de mvel da mesma cotas 

1 2 
~ ,7 \. uma de d. e outra d.e i!. existem no 
-lo \;:. mesmo :plano. de ni velo logo en-f --....... '~ \ .... ,.....-\ 3 contrf.llD-ae num ponto que perten-
r -~ \ oe à intersecção de d-. oom (3; 
f a ~ \ i f \\ n' basta portanto dateminar dois 

(3 pontos l1f3 atas· condi ções=. para 
obter a interseoção idos dois planos, já Sradttada. 

N • II 

Se as escalas de decl! ve seo paralelas" je.o proble-
ma. não podesar. resolvido assim, mas êste Caso não nos 
interessa por agora .. 

Se' um dos plailos_ ( por exemplo Ot.) é den1 vel, sem o 
ser o outro P1ano~ a interseçção de r~ can(3 será a 00-
ri zontal de (3 ouja cota é ig..tal à do ~anoo<... 

Se um dos planos ( por exemplo ~) é projectante, sem 
~_.... ,4 o ser o outro plano, a projecção 

3 \ de i será coincidente com (,;x') :I 

obtendo-se imediatamente a gra­
duação de- i, como está indicado 

d~ na figura • 
. F1nalmente se ambos os planos 

são projectantes, é evidente que 
a ,inte~aecçãoi .. dOSdOis planos 
( seex1 ate) sera uma recta tem­
bem. perpendicular a ),lo; a sua 
projecção (i') êportanto a in­
teTsecção de (0<') can (~') . 

lE.~~:!o~ão dtl!!!ft.....!:~cta ..E~ ...... l?:-g....J2!.a.E2 0'. - Comace:nos pelo 
caso em. que r e d... nãos8.o perpendiêulares nem paralelos 
a ti-. Oinetodo geralmente usado oonsis,te em. aonduzir por 

v "'''' - . r um plano e arMo trario nao projectante. Determinando a 
i;ntersecção i de 'X oan 9, como r e i são oompJ.anas, o 
seu ponto de enc()ntr.o (se existe) s,ará o ponto it procurado. 
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(Se r// i, então será também r//..x..). 
Para que o plano e fique determinado basta dar a di-

I~.J r recção das suas rectas de 
n,~ 3 ni vel que pode s,e:- qualquer) 

, " roas convem que seJa esco-
n.2 '. .. _ lhida de modo li cortar as 
X' ,,2 _..-; ... " horizontais do plano ('l( se-
~ . , gundo ângulos próximos de' 

..... _~ '-. 900. Na figura utilizamos 
:~__ as hori zontai s de' e de co~ 

.- 3" tas 2 e 3 (que passam pe .. 
~..t. los pontos de r com as 

mesmas' cotas); em segu:i.da 
de '" com e. A intersecção de 
deX; restava agora determi-

determinamos a intersecção i 
ii cam r' dá-nos a projecção 
nar a cota, de )[. 

No caSQ 'parti muar 
---!_J 

de a recta r ser projectante (não 
o sendo o'. ) a projecção X' da in­

'V' "",,: ',' ........ ,nf 'tersecção de r com Q( está eviden~ 
.3 ";fJ temente' em (r'); de modo que bas ... · 

ta determinar a cota deZ; trata~' 
/'/ ~,;' -se pif1rtanto de aohar a oote d~m 

(f~ )~' 2'\ ponto J[ do plano -:.::.! ,. conhecida a 
, ~\ projecção hori zontal de X - pro-
~ +" (!, 'II blema que já aprendemos a resolver, 

,.l~à. f 'No caso de r ser horizontal 
cI... '(sem o ser «. ) basta achar a ho­

ri zontal. n de a( cu'ja cota é igual à de r: a intersecção 
de r cem n ê o~ ponto pedido. 
~ Se o plano r,:,I é hori zontal 

Csemo ser r) t a intersecção de 
r.X com r é o ponto de r cuja co-

p " ta e igual a de- o<. • 

c: " ',Fina.lmente~ se o plano ex. é pro" 
jectante(sem o ser r) a interseo­

'ção de r comc~ é o ponto de' r ou­
ja projecção está sôbre (d') (vis-

to que sendo u. projóc;tante2 todos os pontos:. de cR se pro­
jectam sobre «Y:.~) == h()() .' 

. IE~ ... c?'~.Q~.!W9 __ ~innê-....:r..e.E.ÉL.22!!L1WLtri~~ - Como exemplo de:' 
apli cação veja.mos como se pode detemj.na:r a interser::ção 
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duma recta com o plano dum triângulo. Seja o triângu.J.o 
rABO); pode proceder-se' do seguinte modo: 
- 1 Determina-se a es-
L---' cala de declive do 

'/ 
1/'_" 

p;~"'-
7' 

2 

plano otdo triângu­
lo; toma-se um·pla­
no qualquer e passan­
do por rt o qual fi­
ca definido por r' 
e pela direcção das 
rectas'; de nível; de­
termina-se a inter-. . iii . 

secçaoidoa.dois 
Planos. e finalmente 

, d!t. o ~nto. X procUr~o 
sera a intersecçao 
·de i com rr.: . 

. Supondo o triângu.lo· opaco convenciona-se considerar 
como1nvi.s1veis·os ,~ontos:.Situad?Sabaixo do tri~o 
e vi sivei.s os' pontos situados., aCl.lD8 (a parte illVl. Sl. vel 
desenha"~ea pontuado). . 

Que~tõea.de. paralelismO 
. .:.H.. • N 

Se duas rectas sao paralelas:, as suas;: proJecçoes· se-
rão também para1elas~ e, 'c0m6 formam âJlgtÜos iguais com 
o plano de referência, têm o mesmo de eliv,e(e portanto 
o meSl'll<?"1.~te.rvalo); ... ~ êPl:· .d1:s:eo. as. co.tas .. hãó.~de::cresaer 

1 no meSlJO sentido. , ..... _.-\. . 

Por outrólado;fàcilmen'" 
te se 'reconhece 9,ue,verltica­
da's estas.:' condi'çoea;, as rec· 
tas são paralelas {na figura 
as setas indicam os sentidos 
de crescimento 'das=> cotas) 

Portanto: 
-t condição necessária e 

'suficiente para que duas rec­
tas 'sejam paralelas, que te­

nham projecçõe~paralelas.t intervalos iguais e cotas cre&­

t' 

r/l..s 

sI/to 

cente~;no mesmo sentido" 
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.?t.:o~i~. ~IICoIlduzir pOI." 10 uma recta s paralela à recta rI! 
Conduz..:.se s~· passando :por pt 

2y e paralela a r~; depois gradua­
""se s': a partir' de pg de modo 
que os intervalos sejam iguai s­
aos de r e asootas cres~ no 
m.esmo sentido. , 

s r É ainda tãoil reconhecer 
que· dois llJ.,ªB.Q.§I~~~~l} têm elmal.aa..de declive para1e­
l.aá: e . que reélprocamente, dois planos 'são paralelos, des­
de queas:súss- êsca1as de declive o sejam. Portanto: 

"CoDdiçã~ necessária e suficiente de para;te1ismo de 
dois planos é, que tenham paralelas: as projecções 'das, eS'!' 
. Câlasde deêlive, intervalos iguais' e .cotas crescentes.: no 
meSmo . senti'à6 I!; . . . ~ 

PÍ'0f~~' .• CoIÍduzir por P 1.UD. plano e .paralelo ao plano 1T., 
~ Começa-se por determinar a 

\\~. . :recta de n!vel do Plano e de 00-

. 4 ta igwA à do· pont.o . P (esse rec· 
ta será .·per.pendicular a drJ; . de­
pois' :raça-se dê II dr.:. e gradua­
:-S$de: cOlll:intervalos iguais e 
.cotas crescendo no m.esmo senti" 

\\ " 2do que ak. .' . 
l~ .dá 'dft .. 

Uti11 ~êiodeum ~egundo plaao de pro jeccão 
• • •• d~ '~'.: • 

. 1hitas..vezes. .e., COlDO,do o uso de um plano auxiliar como 
. .' 2ó, .pJ.aziq '4e :Pr~j~.cçã~, o qual dàve ser vertical. 

1 Seja.por~o o. plaDt) projectante e, re~es~ntado 
. t....::..J ,', .na figura pela sua proJecçao (9'). \ P3' ··e~· .' Suponhamos dado um ponto P definido 

.'. ' pela sua' projecção cotada; condu­
zindo por P Uma per:pendi cular a 
e. esta recta vaienoontrar e num 

Bp , • N . pQnto que e ·a .12roJe~ao o:tl9..::. 
.:~. . gonal de P ~~l1~e; rebatendo em .. 
;' ;;pnseguida e sobre "'h~.opon:to IIp ira 

ooupar 'lb"na nova posição Q.ue designaremos po!' P",sendo rá .... 
oi1 :reconhecer que a dis·tânoia de-}lw a (@V) ê igual ao va'" 
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de li.CNa 2a f'ig\lra estão :r:wpr6S6JJ.­
tados em ~~spectiva os planos ~:e e. o 
ponto P ea sua pro­
jecção sobre €lt' an­
teme depois dgroba- ' 
ti~entoj~Por oo~se­
guinte, pOdemos c'on-

, cluirL 
,... . . \I 
. Para· obter P , - .. -~ 

. projecção,rebài.iS~· 
de P~sobre e, b~ 
IQnduzir por P' ll.IDf\ 

~nd.icula~a_C.a·)~ sobre~e1a msr_~F a pértir de (e.!) 
.. a 'cata. de}),; pum': ou. lloutro sentidÇ>, oont'orm.e o silial da 
cota.. , ... " . , : . 

-Na 1 a t:igura, a seta ,indica o sentid~ ~nsiderado 
,posi ti:vo 'para: ~ 'màrcação" da cota. ' 
. '.~ ~;. .' ~~ . '."", .:; :; ;.., .' ... 

, Exg'Pls,sde fil?J.J?E\Xã2: 1) m,stanoia de d!l)is 'POntos; ALB • 
1: OQnaidereInos' um.Plano projectanteS pa,rale1o' ã ... rec-
~': ~.. ;~4 ta ABL~a .. sua projec~o 

'" :.\ " (9') sei'à paralela a pro· 
-... '" , .... A'B' d t AB 'Af,' , ", ,,' ,.\ Jec;Ç8.o,. f··." are.0 a 

2, .,Ir '.As proje~9oea. (rebati-
\"aas)dQ~ ~tos' A,B ~'. sobre 
\, 8 obtêai.seta1,QQm9 foi 
) <#" ... " ..... , ... ,,' ". , 

'\., ,,~pou.C9:~~F10, Como o 
" \ Se~nto(ABl e paralelo a 
~ , \ ',8"a: súaprojecMo ortogo-
- ,.....~., Dai" 'Sôbre 'e" ser&-um seiJI1en-

to igual. A di stância :'dos ;ponto&"A" B é portanto dada 
por/AnBIII.. ,," ' ., , 

t claro-que 'pira reáo1verêsteproblema:,bastaX'1a re-
bater o plano Fo~e-otante da recta :,A:S .,' • , 

Dê resto,'9'facil reconhecer 'que a· Clistãncia dos' 
dois pontos:;:AfB c-é igu81.<A, hipotenusa :dum/triâilgulo'rec-
'tângul,ocujos oatetos Sejam 'iguais à distâneiahorizon­
tal e à: distâ."lcia vertival'dos pontos coll8i,derados~'Oom 
ef'eito, o triânsulo LAmtJ, re ()"tângul o em ,B*~ tem po:r. 
oatetos::' '. 
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{AB-I =-!A'Brf = distância hori- d B 

zontal.de A, B .' l 
I BB"-t = I dif~reiiça . de cotas de A,B \ , 

2)J1!ters.ec2ãod~_<!ois ple.nos 01., A . : 
(3' com escalásde declive J)8.rl!!~: I 

. '." ..... ~.. . / I i 7 

~:i:;bi=::~.:=':a:oa se / ~j 
TonJen).os um ~plano projeotante 

e cUje;projecção (e') seja paralela a d~ e d@ ; então 
e será,perpendicUlar às horizontais de o<. ~ l~ e portanto 
~ .... a esses' planos. Como 

r eX..Le, a projecção ere- J 
batida) de do .. sobre e re-

.,3 duz-se a uma recta (ata) j. 
p8ra a obter cieterminámos 

{O(~)as FOjecçõesH~·,AiI .. 'de 
. .' (lo:i,s,pontos.H, . .A dedo( 
i n) (de 'êotas O: e 'i) e unimos 

. 'Ao' canH!i.· ProcedeIldo aBá-
~lI .({3ft . 'logamente Pata' ~ ,:tem-se 

d' . '.::'.' at , (e') (~.) . Oano oe. e ~'·são per-
.. d.., ':"'~ .': :pendiculares a e' também 

a(fntér~ecç~o.·:Í~ destsSõ planos é perpendicular a' e; a pro­
jecçâo:de't;:'sôbi-ê;9 sê-rá portanto um ponto (ia), 'intersec ... 
çãode f ( ~ .}: óQíi ('~"If»:Para ter i', rasa conduzir- por 
( i·) umiipérpe:D:di Oúla~ Ji (e t ). FiDalmente t a cota de i é 
dada }Jela"qf-~~ci'a . de (i II) a (e t ) • 

. . ':' : .. : ~:" ...~.; :~;- :; .;'~. ': ":.~: .. 

" .. QUeatÕ6S3'de·Wrpendicularidade 
. -, . . 

·:Pa:t"~; deduzir a cqndição'de perpend1cularidade entre 
unn recta e um plano, consideremos uma recta reum' -pla-
no 04.' t'pe~ndioulares:éntre;si .:i.rácil'ver:,que o plano 
projectant~ de r (.,p;tano' quede$i'gnaremos porE> )é~8gen­
dicular..'ao· traço ·do .plano,~::em. ·~o ; portanto (> cortara os 
dieib:QstÓl'D1ados-.·por Dte~o sesuna~ rectilíneos. e! como a 
medida 'dUJil',d1edro é igúàl à me.d1dado seu réctiliIJeo~ de­
duzimos da .. figura ( ~g. seguinte) que· 

? = O(~ Üingulo de- óL com )0)' 900 - rp= r"'~o( àng. de r com "Ib) 
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Isto é: o ângulo que o pleno ai... forma can "o é complemen ... 
tar do ângulo,que a recta 
r farma. . com l>t,)JaaS' o deoli .. '. ve do plano .e t~ ~ e o de-
clive da recta e . 

tg (900-r)= ootg <p = -:.i.._; 
tg 't" 

logo os de 01 i ves de r e (J( 
( , {).i o) 

h.",.) são imersos e porttmto o 
intervalo da' reeta será também' inverso do intervalo do 
plano (eondição neeessária de' perpendicula...-idade de r e 
~). 

t fácil reoonhecer,IJOr outro lado, que selldo r per--­
pendicular fi or-. a projecção de r é ;per~D.a.icular às ree­
tas' de n1 vel . de r.X e portanto paralela as. rectas;, de maior 
declive àe «. ; aiêmdisao as cotas dos pontos de r e de: 
01.. crescem em sentidos -opostes 

Podemos finalmente estabelecer a seguinte regra: 
R.Q9.Il.Qi gão nIl9?S_~L!W.t1i1~E},.A!L..mntªn4i-.:m~!aridaª,q, 
~_nt.fe ~. recta e ~tI}_.m.~e gUfll.~o,ie-<l.w.o, da F.~ti\ 
§eja pârale1!!_~ W,2,.t~o2&9"",,ªas r~g~.:'Làe mai.or_~çJ.!!2 
,do manQJ;o§. interya1qsda ~~...Q.:t.~do pIam· ~mJ,nv·ér;.'" 
SOS" e as:co~as erea9.@!!! em se,p..i.f:i:dos c2R-t~ .. ~. 

Problema~ Conduzir por um ponto P uma. recta perpendicu­
;-ar ~ Umpl~no qt ~ 

o 

~ I . 

ABVl5 r' 

Por pt traç~~se r' II d~; 
depoiS determina-se o re­
cIproco i' do intervalo i 
d~ 0(.'" e gradua"'se r' can 
o intervalo i' determinado 
e cota.s·a crescer em. sen-
t' id : ........... d d' ,0 con_arJ.o as., e oe. 

Para, determinar i' 
grà:r± cáDÍente marca-se sô­
bre uma recta um sagmento 

(AB] de ca:nprl.mento igual a ii numa 'das extremidades. 
deste segtnento (B~ por exemplo) traça-se BCl.A.B, senão 
\BCI= 1; por C conduz-se a :recta OD perpendicular a .AC 
e que encont:t'a a recta A.B num :ponto D; do tr:i.ângulo 
lAonJ tira-se: 
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tBC~2 = IABI.IBDI ou 1 = 1.1' donde i'= 1 
é pois \BD'= i·o intervalo da recta. 

i 

De maneira a~oga à anterior se resolve o problema 
de oonduzir por um. ponto um plano perpendicular a uma 
recta . 

.Ef'.9...~lem~ .. "De'terminar a'distânoia de UlU ponto a um. pIa-­
:no ll • .., Podemos resolver êate :problema oOl.lduzindo pelo pott .. 
to dado li uroo. recta perpendioular ao plano; deteminarrlo 
a intersecção X desta perpendicular com o plano e acnan-
do em seguida a distânciaip.tt. ' 

Mas o proble.'I'Jla pede xesolver··se mais oàmodaibente uti'" 
lizando um 2º plaho de projecção. 

Dado o ponto);' e o :plano no() tememos como plano au.."'tili~· 
.. ~ ar um plano 'de projec-

Bt ~ ção 9perpendioular ao , nó! 
,"\ '"I 

\ 
. plano 01'. ; a sua projec-

2 , ç~o hori zontal Elem 
. (e',) \/(et)//d~".como(X...Let 
u1» - I'~ Bll a projecção(rebatida) 

'. de oi. sobre 9 reduz-se 
'" ~ . a uma recta (ot'·). Para 

P", '.!{Qtll) determ1mr 'P" e ('76), 
", ~ prooede-se como ja foi 
~ \ indicado em problemas 
~ Ali anteriores. nnalmente 

como oeê perpendicular a 9, a distância de P a ~ é pra­
cisa.."11entea distância de P" a - (eX") • 

Rebatimento!.,. 

, COJIlQ atrás f'~idi to, rebateX' um :p1ano'-=x sôbre um 
'plano (3 conSiste em fazer rodar 61.. em tô;rno da ·interseo­
ção dos dois ,planos até fazer coinoidir~ com (3 ; à in­
terseo,Ção dos dois:P1anos chania.-se' ..Q]larneirn do rebati ... 
mento • Vim.o~ também oomo se execut'8; o rebàtimento. dum 
p1 ano, pro j eota~te. sôbre. um, plano de ni vel; ve jamos egO"" 
racomo'se',eJI;ecuta o J:'ebati.mento dum plano Obliquo sobre 

.' . , A . l' 
'))0" ou ,mai s geralmente, sobre. u.'U plano de m vel qualquer. 

Considere~noa U.!..l} plano n<. definido pela sua escala de, 
decl.ive e suponhamos dada a projecç~o (A'B'c'l dum trl.â.n .... 
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gulo (ABC 1 ex:istente em. ~ ; pretende-se rebater o<, sobre 
»0 e dete~nar a posição do tri~o depois do rebati­

mento. A charneira .do rebatimento e hQl e enq~o Q( gira 
em torno da charneira os ~ontos do plano descrevem arcos 

1 

I • , 
ho( I . : 

tlll'~ 
I 

\ 
.. 

-"'-...... 
"-

\.. 
""" 

de' circü.n:tei-~ncias· de centros em h <" e cujoá planos são 
. perpendiculares a ·h ... ; além disSo, as distâncias. dos pon· 
,tos à . charneira mantêm-se çonstaites:.:.. Portanto para ter 
o rebatimento do pontoA., bastara· conãuzir por A' UlM 

perpApç)icula];: a h.t e sobre elà mercar. no QO.Dtidg coD.m,­
mente, umpopto ·Icujà distância a h~ seja isua1 à dis­
tância deA ah«. Ce anàlogamente para os pontos B e C) 

.. -.. : ".. .' . Mas como achar a distancia de A a h()l, '? 
Para isao podemo:s recorrer· E\ um plano de projecção 

e perpendicular ~ hoc:e que pode ser o Próprio plano pro­
jectante de ~.AProjecção de ~ sôbre e reduz-se a um 
ponto (h!) t e a projecção de «. sobw e reduz .. se a uma 
recta (o<, It). Na i'igq.ra detel'1llinámos (.-.x"), achando a pro .. 
jecção sôbre e do ponto deoota 2 de di'" e unindo-a com 
(h~). A.projecção Alt. de A estará sobre (?(.w) e .~_2:~~:. 



.t.iACàa de A !! (~) .!ieráprecisamente igual à distânaia 
~ A1l ~ (h~) ... o que reaPOIlde à questão fo:nnulada. 

Determinados os rebatimentos ,i, B, Õ dos pontos 
AiB; C , basta uni-los para têr o rebatimento elo triân­
gulo (ABO) 
T;ri~~-2s de repatimento .. ,3uponhamos agora que se tra­
ta de fazer o rebatimento dum plano obliquo pt., sobre wn. 

t . N .' .. 

p.lano de m. vel )}, qualquer; entao a charneira sera a ho-
rizontal n, interseoção de (,li.. oam .)). No caso da figura su­
pÕe-se o plaDO ~J.. definido pela horizontal n (de cota 3) ,e 
JlOX' um ponto ,1' fora de- n. Para ter o ponto P em I'&bati-

1. mento, basta cond.uziX' pOX' 
~ piPi uma perpendiculax- a n l 

........... "\ 5 e IDar'car sôbre ela, no sen-
p'" .... ..' \. tic!oc,o~em.ente, um pon-
;~:.- - ,to P'cuja distância a n f 

• 

• , 
• 

\ 

\ 
\ \p. 

........ - - .... ~ ... ", . 

seja igual à distância de 
P a n. Ora esta distância 
como se pode verificar é 
igual à hipotenusa dum 
triângulo rectângulo cu'" 
jos·catet~s sejmniguais 
à distância de- P' a n t e 

- 7'" à diferença. das, cotas' de P 
/' ... - - - -- oL e de',)I (2 no 08SD da figu-

," "I rl1). Um. tal triângulo (cha-
I /'. 'mado triângulo ie rebati-,:.c, .....', "7 meAto) pode cons,tru1X""'se'. 

I;:~ _-: ___ :.:___.. /" " 'tráçaiido' o seanento [~'P~ 
" I . paralelo' 11 n' e igual. ã 

n I I ,v" 'diferença' de cot~ de P e 
t ,"" I' ': ," ''lI:' t e unirido' p:ll' 'ét;m o' 
I I I ponto po,' pé da 'perpendicu-

I '. :A I :7 lar baixada de pt'sobre n', 
~f- - -, - ;... -.- - - - ~ pt A ~stân2ia. de- P à charneira 

. ~ n~ _ sera eatao 19ual ao segm.ento 
[PoP"J. ' 

", , -- _. 
Apl! caçoeados rebatimentoa - E taoi1 reoonhecer que 

tod~ a !igura 9' exist~~te Il'\llD.W:aDO. paralelo ",a Po t~ como. 
proJeoçao uma figu:ra [( 19ual a <:r ; d1Z-se entao que (,1 s~ 
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projecta em: ~.9.~ª~.1!~&nd.aza. Ora; se a figura dada 
existe num plano I;i.., Obliquo ou projectante, para obter 
essa figu.!'a em verdadeira grandeza, basta rebater o plano 
Ol. sobre um plano de nível - em. parti cular sôbre 110. 

Exemplos" - 1) "Dete:tminar o ângulo de duás rectas". 
Camo o ângulo de' duas reotas.·não canplaDaS:: é' igual 

ao ângulo de duas' paralelas a essas rectas' conduzidas 
por-um ponto qualquer, o problema. reduz""JIa sempre à de­
terminação do ângillo de duas' rectas:, eomplanas . 

Para determinar o ~gulo de duas:,rectsm r,s com um 
~-1 ponto cOmum P, basta re-

p* _ _ _ _ _ _ 1" bater o plano oL definido 
- rI I pelas:, duaa,reotaa:, sobre 

" um plano. de n! ve1. No ca-
" so da figura; o rebati-
, mento é feito sobre o 

\ 

\ 
\ , 

.... ... .. 

. e 
plano' de m. ve1 de cota 1 
e portanto a charneira se­
rá a horizontal de cota 1 
de c;( que se obtem unindo 
os pontõS) de cota 1 de r 
'e s.' O rebatimento de P 

. . " 
. pode obter-se pelo meto-

do do triângulo de rebatimento; há pouco indicado. Como 
os pontos:'de cota 1 das' duaa recta.s se mantêm fixos, 
baata unir P com esses.· pontoa. para obter os rebatiluen-
tos,de r, fi, . . . . 

O ângulo f.b·das duas'~ectas' é põis o ângulo :tomado 
~ -" ".l, . por rt·e s·. 

2) "Determinar oâIl@ilo. de dois planos'! domo o ângulo 
de dois planos o(, ~.~ é igual ao .ângulo de.duasrec·tas 
que lhes sejam perpendiculares; pa:.re.. Q,etetm.inar oângu ... 
lo t::J..A..(J basta conduZir por um Janto PClua.tquer do espa­
ço duas:irectas'r~ s respectivamen'te pe:rpendicul~res a 
I:x. e a ~ , e achar 'depois '0 ângulo ::;''''s', 
3) "Determinar o ~gu10 duma' recta r uem um. plano oJ.. !' 

Basta cc~uz.ir por um ponto P qualquer de r uma 
recta t.l .. C/..' O . ângJ.lo de' r oom d.será o acmp;J.ementa-r: do 
ângulo de ~ com t. 

I...CUs.,'" G D'" 1: 3 



26 

.§.E!22õe~..; ~@as de pirâmi!ies e :e~~ .. Consideraremos 
arenas o caso duma pirâmide triàngula:J?. com. a base assen-. ~ . ~ ~ 

te em V., (no caso geral t o metode a usar e anslogo). 
Para determillar. a. intersecção da pirâmide [ABC"v} com 

um plano oe.. definido pela esoala de declive, podemos re­
oorrer a um 2Q plano de projecção, 9, perpendicular a ::x-

l 
o--..:.A 

... 

d ' . ()(. .. 

(será (e') II d!e).As projecções-:A", B", CII, V" dos pOIl," 
tos A,Bje, V· determinam-se cano foi atrás indicado. 
Como «.L S, a projecção de «. sobre e reduz-se a uma rec­
ta, (1)1;.11); a secçio [ri!lNPl feita na pirâmide pelo plano..-x. 
terá portantos sua projecção ~MlIN"P~J na recta (ot.") Os 
pontos M,N, ~'são as interseoçõea::de o(. com as arestas 
AV, BV, CV,.re~otivamente;' asprojecções A1, B', C' ea.,. 
terão poi~ sobre as projecções horizontais das reapecti .. 
vas_ arestas. 'Rest~ portanto conduzir por 14" ,N" ,P" perpen­
diculares a (e' ) até encontrar A'V', B'V', Oi'V', reapecti­
vamente~Para ter a secção em verdadeira graIldeza,' bastaria 
rebater sôb~e -. ;,)/0° plano Pt , o que serW fácil agora recor­
rendo à p:!'ojecção [M1INllpnl da secção r sobre e. 



B) ivlitodo da dUllla proj~..2.Xão ort2S2~\ 

~ mét°2-2_de ~~ 

No sistema de l~nge usam-se sistemátioamente dois 
planos de projeoção. Um destes - 1E~nQ..i!&Ji...!2..~~ 
ou ~.hompn~l.. .<!.E'~.,m::Q.~~ ., supÕe-se em 'posição 

.horizontal e será designado' pela r~tação ~o, enquanto o 
outro.- p 2Q pl..lk~Q de ;m::ojecçi2 ou Jll-1!BQ • ..Y~i.<t~.Ae W o-
jecçãó - será.' designado. pela notação 'fio' A intersecção 
destes;dois planos tem o nome'de !inhã de~qrra e desi­
gna-se por LT. 

O plano ~o divide o espaço em duas regiões - uma das. 
. quais se di1~â~-

rior (acima de ~o) --e a ·outra in1"erior .. --==--~ (abaixo de Vo ). .Anã-
logamente, o plano 
'Po divide 0-~spa.ço 

em duas regioes. -
uma das:;quais !IS di­
rá .!!Bte.ri 0X: (aquém 
de 'ft)e a outra ]2os­
tenor (além de 'fo). 

3° Q. V 4° Q.Dado um ponto P 
qualquer do e8IJB.ço, 
~.sua projecção or:t~~ 

. gona! sobre v" <mama 
,·se ~~irª. J!roli~' OUEroj..ê.S~O ·l!gtmIlt.@.k de P e 
designa"'seporpF.;a su.a projecção .ortogonal sobre 't cha.­

. ma-se. ~nda :Pl?Q.i~.w..9_"Y2N..9~Í'eo2iQ....:.v:~..i.;"~.~ .. de­
signâ"'la-emos' por "P. 

'Desta maneil'a ficam os 'po,ntosdo espaço representa" 
dos sôbre dois planos distionto&:; mas como o objeotivo 
a.a Geometria Deser:l.ti!a éte;- as figxraa· do espaço re'" 

. presentadas sobreum.Y.a1-cQ; plano recorre-se ao segu:i.nte 
t . ",. .. 

artifl.cl.o: ·rebate~se o ~ :plano de projecçao sobre o 10, 
. ~ #. • 

de modo que a parte superl.or de'f'o va o.oincl.~l.r· aQ1U a par-
te posterior de ))0 (indo portanto apa:ctei:c.fenor d.e \fJo • 
coincldir com a parte ante:t'ior de 1)0) . Cano é fâGil reco .... 
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nhecer a projecção' hori zontal e a projecção verti cal dum. 
mesmo ponto ficam, depois do rebatimeu'l:;o, numa mesma 

.,pn 

I. .-......... ----!--- T 

1 
I ' 
.1" 

i 
I, 
f 

perpendicular a LT . 
As perpendiculares à linha 

de terra chamam-se linh~!L9..~­
ferêngiã,. A projecção vertical re­
batida do ponto P passará; por co­
modidade de linguagem, a chamar-se 
simplesmente .m:ojee.2ão~r.ti~ de 

'P; àesignâ·,la-emos por pI!. Em to-
das as questões·uráticas tratadas 

pelo método de 11.4Qnge; iren.os supor que o - plano hori zontal 
de projecção' é o' plano (do papel ou da ardósia.) sôbre o 
qual se' executa o desenho . 

I «f 

J. cada ponto do espaço fica~ :por este proce'sso, a cor­
respol'lder.. um' ê'um só sistema de dois pontos do plano situ .. 
adas numa me'ama linha de referência, sendo o r.rimeiro a 
projecçãohori..zontal e o aegundo a prOjecção vertical do 
p()nto~" 

Re~lprocamente, dado aI'bitr~riamente um sistema (M:M") 
dedais pontos do plano ~~-ª2L~ me~j.nh§. ..!~~~-
~ ... "na. lh ,.. o '" • 2~~_cgl!, co~espô' er- e-na, segJ.Ildo este cX'~ t~l"l.O, um 

. e um Bt> ponto !ii do efij;)a.ço. Com ef'eito$ se invertemos' o 
rfloatimentodo plano lfiolevanão-o a ser novamente perpen­
díQ1Ü1.ar a '))0' o ponto 101" tanará uma nova posição,"M; se, 
em segUida, :conduzirmos por M' e "M perpendiculares reS1" 
pecti vamente a»o e a 'fio ~ estas:. rectas irão encontrares e:' 

IlUlll dado pontoM que tem Xvi' por projecção horizontal e 
IvIII por projec.ção vertical (rebatida). 

Os dois planos ~ e 'Po dividem o espaço eni 4. diedros 
'guas!!:...ante..§) que se numeram, vemo está indicado na figura: 
1 g quadrante (limi tado pela parte anterior de:'lJo e pela par­
te superior de 'Pu); 2Q g,uadran~ (limitado pela parte su· 
perior de c.po e pela parte posterior de )lo); 3Q quadrante 
(1imi. tado pela parte posterior de )I., e pela parte inferi or 
de ~), e 4Qquadrante '.linlitado pela parte inferior d&,~ 
e pa.l:"à parte anterior de \>0 ). 

Chama-se· ggta do ponto P à distância: de P a »., com 
o sinal +, se está acima., e can o sinal ., se está abaixo 
de' l). (11Ula se está em ~)~ 
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'Chama-se afastamento do ponto pà distânoia de P a 
%' OClll o sinal +~ se está aquém do 'fJo, e· oom o sinal 

p _, II, 
... , se esta alem dsV .... \.nulo 00 esta",em 'fio~. 

Por oonseguinte i se o pontO nao esta em neIlhum dos 
planos de projecção~ terá: 

no la quadrante - oota~_siti~ e afastamento !>~~1Ê:.!2. 
no ,a II . • 1I0S;" ti 'ta e " mgati'V:Q 
no 30. n ~egativ~ e II ~~tivg 

. no 40 . tr n ,!lemtiv:a e '11 129~ 

Um ponto sobre 'lIo tem 09t8 :nula, sobre 'fo tem afastamen-
to nulo (sobre LT terá cota a atas:tam~~to nulos). 

Como f·àoilmente se reooIlhece , a~ cóJ:ãd13 pé igual à 
distânoia de' ptr·a LT - positiva so pn eatã acima e nega­
ti va· se )?II satá abaixo da: LT; e o ll!:ª-ª;t;_~n1Q. de P ê igual 
à distânoia de. P' a LT - positivo se P' está abaixo e ne­
gati vo' se P'eatá acima. do LT. 

Em particular, se pr esta em LT, o afastamento é nulo 
b p. ~ 

e o ponto~ea<taeln.tp,,; se pli esta emI.T~ a cota e nula e o 
ponto esta em 'ilc' " 

·Dada·illm tigura,'!',qualquer do espaço, chaIr.a"'se .Ero~E!.~~· 
si-o hm~~de c':7:"~ e designa-ae por S4i ,. a sua projecção 
ortogon81 sobre ~ .. ; chama"'se projecção vertical de 8-~ e desi­
gna-se por _fFti; a sua projecção' ortogonal sobre 'P .. , 

Repr~sentação da ~~~ - Dá-se o nome de recta deJee~"~ 
a toda a recta perpendiCÚlara LT~ isto é~. existente so'" 
bre um. pl,ano ·perpendicular !t LT {.P.J.ahCLde' Jm'fil) , 

Q;Ue.ndo uma recta não ~ de perfil, fi Cá sempre· deter"" - . . . . ~ 

minada pelas- ~s' projeoçoes, nenhuma. das.. quais e perpen-
dicular a LT. Reclprocamente, dado um sistema de duas,­

..=L=___ __________ T 

---------r' 

rectas quo não sejam perpendieula"" 
res;a LT, existe sempre uma e uma 
só recta do espaço que tem a pri" 
meira como prOjecção horizontal 
e a segunda como projecção verti-
cal. . 

. ~ . 
Naa·· rectas: de pertil hB. aJ.Ma 

a distinguir o caso de a recta ser 
perpendi cular a um dos planos de 
projecção : 
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a) ~erpendicu1ar: ao pIrano horizo:n.tal .. aiz-fJe· então que 
e uma recta ~9~nt@..1!~m}"t,a!.. ou uma ~ect~.:ti. .. 
,ggl. 

,) '!!) • 1 1 . cal' ... ,. o AerpendJ.cm ar ao p..·ano verti· ... dl,z...se entao que e 
uma recta ;PF,oj~g;t~1l.te~;;:j;j.2f1:l ou uma !:,ecl.ª-_tie,. ~9P.?. 

Em qualqUer dos oasos a recta ainda'fieadeteDnir~aa 
pelas suas... p:t'ojecções! no:Pr1meiro .('200; a projecção ho­
rizontal da recta reauz~·se a um POJ:.l.t0:1 enquanto a projec"l' 
ção vertical é perpendicular aLT (recta a da figura); no 
segundo O8so, a projeoção vertioal da recta reduz-se a um 
ponto. enquanto a projecção hô.l:'1zontal é perpendicular a 
LT (reotab da figura). 

Mas:, uma r~ta de perfil que não seja projectante, já 
Dão ficadefini~ 

j da pela a: sua&' pro-
a· ~a) t":tt jeoçÕes, visto I que tOdaff.ôa& re 0-

tas.nãO projeotan~ 
L~. ____ ~!~ _____ +-______ ~ ________ ~ ____ T te&'existentea; 

b' 
no mesmo plano 
têm as; mesmas: 

B' projeo9õe~ 
;. . • (t';:: t R l' LT). 

Pa~uma talrectafioar determinada basta dar as projec~ 
ções:. de dois seus' pontoS3 distintos (recta AB da figura)_ 

.&:21?1~ ~!lgª-?...:...a proje~o ~~.&~tal dum' ,Ee.nto PdUIll8;. 
dtlª~~~~.1m;..!'..e~!!.~t~!! Pe~~:.!lJ!.~f!~E1'...aJ~2.~e_sz det..E'~ 
~~~-"eI'ti ~-1tL.:f ( supõe ... se: que ·a reotanãoé de 
pe:êf11). .. 

comO P" tem de e$ta.r sobre rl~ e· tem de estar na lillha 

"1''' .pll _______ ~ 
~. , 

I· 
"'T" 

j p.g --~.---- . 
~~----

'I' 

d.e 'reí'erênciaqu.e passa por pt 
"" ~ra () ponto de enopntro de r II 

cCJm a li.nha de l'efereneia que 
passa por p~ 

Dada a oota dum nonto P 
--~.~ .. _-~,.., .j---~ 

sl';,~~t;a a ,n.ao d.~.J!..~.9 
fu:!1.~~l'!~,i:r. a~~~12ro j a c.: .. , . 

.22!!.~ 
Sobre uma. linha de re1'e-



rênoia qualquer, marca-se um ponto 1\1 a uma distânaia de-
. ~ L11 igual à cota (para eima ou 

pn " _____ 'I M para baixo confome a cota é 
~'!. : "!'" positiva ou negativa); por ivI 

I, ; T conduz-se uma para10la a LT 
i que vai encontrar a n em pa ; 
~ pr fica determinada por a' e 

pela linha de referência que' 
passa por PI!. 

Em }:articular~ o ponto . em. q~e uma recta r não para­
lela a v~ encontra este plano, e o seu ponto dê cota nu­
la (mço h9n~PJl*ª" de ;.:) e terá.a sua projecção verti­
cal em LT; designa"lo-emos' por Hr; . 

O ponto em" que uma recta r, 000 paralela a'fot encon­
tra estepl.ano~ é o seu ponto de af'astalmnto nulo (e­
.xo vertical de r) é terá a sua projecção horizontal em 
LT; desi~-lo-emospo~ Vr " . . 

Dada uma recta r nao paralela' a vQ , para determinar 
Hr" acha-se a inters-ecçãode r" com LT~ que nos' dá lÇ.; 

I V; condãzindo por ~ uma li-
I . _ ... . 

t Ilha de ref'erenc1a testa 
HO I iraf encontrar' ri em 
r' II -,..::~~ _____ .--_...,.:I___ Hf ::; H • De maneira analo-

L j V; T se. ~e ~etemina o traço 
:; vertical (quando o hajà) 
I As rectas- paralelas:. 

a Yo chamam-se mQta./J· de' 
nível. 0'.1 horizolltais· e 
as· rectas paralelas:.; a fa 

chamam-se- recta$ \le f're~ ou frontai,!",. 
Imediatamente se reconheca que a projecção vertical 

duma recta de nivel n é paralela a LT e de duasuma.: 

n" 
~ t" ._-_._-

L. T 
~. 

ni ............... f' ti 

... ,.. #I 

ou n'~ coincide com LT e entao a recta n esta assente 
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em llo'; ou ti" não coincide com LT e entãó a reo·ta n não 
tem traço horizontal (a distânoia finita). 

~Vnà1ogamente a projecção-horizontal duma récta de 
frente f. é :garalela a LT, e de duas. uma: ou fI: LTs e 
en.tão f (ista asaenJe9 em \fI",~ ou fi i= LTp e então a recta 
nào tem traço vertical. 

Ainda S"1:l pode dar o caSo de ambas: as projecções.: da 
recta serem paralelaa;a LT~ - trata-se então duma recta 
piralela a LT. 
~E..a1.el!§p'!Q...§L rec1z~"- Condição necessru."ia para que 
duas.. rectas" sejam pa;ml:elas ê 'que as S'J.as projecções;; ho-

$ . . ". ..• . 

niontmas. sejam paralelas.E:toluido ocaso M&rectas.-. de 
• ... • N . Q • ;. _ ~~ ., • ~ ~ . 

per1'l..L, esta condl.çaoe nao só D.eBeSsarJ.a, como tambem 
suficiente~ . 
. ' .' ' .. ~ ... ' ..... .• '.M . 

,E!:oblem .. "Dados. um pontoP e uma rectá r, nao de perfil, 
conduzir por' P uma recta s paraleJ,a ar'~" 

É claro 'que Qasta QOndumr por 
. P" u.nla;"ecta ã"11 r" ,e por P' 
uma-rectás' Ilr' ~ Pará ter·as 
projecções:: s' ;s" da recta s. 

L """'--r---.-:-;.----... --.~. rr pedida'. 
: ri' 
I 

~r Re:p;esentação do plano po,! 
~io dostracos - Chama-se 
lE890 hoJj.zo;t]al dwn pl~ 

H lel '. H 
c:>(.. , nao para' .. (Y a Vo', a sua l.n'tersecçao com ))., ; re-

presentâ-1o-emos por h~.Chama-se traço vertical dum 
plan~ ot.. nã~ paJ;"al(9J.º 'a'C(>o à sua intersecção com 'f,,; repre­
sentad1ô~àmos'por v~. 

Em particular os planos paralelos a'li,,- planos de-n{ ... 
ve.J. ou horizoptais-nãotêm traço horizontal; 'um tal pla­
no fica perfeitamente deteminado pelo seu traço vertical., .. . # 

que e paralelo a LT. 
Os planos' parale-

L ______ _ . ___ . T los a Cfo - ~la~s ~ 
--- ~~~ - nao tem 

traço verti cal )um 
tal plano fi ca p~r'" 

1'ei tamente deterfutnaclo pelo seu traço horl zontal, que e 
pa:a."'alelo a LT. 
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Se -o' plano não fôro paralelo a' nenhum dos planos' de 
proje6ção ficará determinado pelos seua dois traçossho­
ri zontal e vel."ti cal, excepto no oaso em que o rJlano pas­
sa por IJI'. 

É fácil reconhecer que os dois traços se encontram 
/. num ponto de L1J.' ou são ambos pa ... L Vd. ralelos a LT. 

i claro que o~traço horizon-
L ~ . T tal dum plano tX e uma recta de;, 

~ \,)~ e~ como tal. coincide com a 
sua proiecção ~or1zontal j a sua 

hoi projecçao vertl.cal es'tara em LT. 
Por sua vez o tl'aço vel'ti cal de' 

ct ~ uma recta dê ~ e portanto coincide COlIL a sua pro ... , N ,o. _, • 
jecçao vertical;, a suaprojeeçao horizontal estara em 
W. :" ' 

Um caao, particular importante' é aquele em. que o 
plano é paralelo a LT; neste caso os traços do plano 

vI? são, paralelos à lillha de', ter-
,ra. 

L ----------T 

-I' 

Um. plano ~rpendi culal' a 
um dos Planos de projecção 
diz-se projectante: J2l....511l~­
jectant.e ~~zoilta! ou plallQ. 

'\' 1" v8= he' yerticaJ. se fôr 1..)10 ; &!l2 
J?rQiectante vert;~~_ou ;plan.Q 

L ,de topo se tôr.L (pc • 
--~----~-4-------~, N I'CS ,planos de mvel sao 

um caso parti cU1ar dos planos 
h~\ ~j, ' d~ topo e os planos de frente 

sao um caso parti culal' dos 
planos verticlais (nestes dois casos" o plano além de ser 
perpendicular a: um dos planos de projecção é paralelo ao 
outro). 

Excluídos este:$caoos" particulares. podemos dizer 
que um plano vertical tem sempre o traço verti cal .l. LT, 
e 'um plano ae topo tem sel1l1>l"e o traço hor! zontal 1 LT. 

, ' -
Um ll1..~ de-p"'e~f11 e ao mesmo tempo projectante no" 

rizontal e projeotante ver'l;ical - os seus traços são 
poié perpelJdicularea a LT e portanto oo!ncidentiea.:" 
(vo= b.~. " 

_ ..... m I ._ .... 
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·~ lftI • Como Ja dissemos um plano que passe por LT nao e de'" 

terminado pelos seus traços, poi s que ambos coincidem 
cam LT. Para que um plano de atas col'l..di çõea fiClue deter­

minado baata dar um seu ponto qual­
q,uer fora deLT. 

L---.---
t 
I 

.p' 

Dum modo geral um plano fi oe de·· 
-·T terminado quando se conhecem: tres 

ponto,s;· quaütquer do plano que não es­
tejam. em linha reota; ou uma recta do 
plano e um ponto do mesmo si tuado fo­
ra da recta; ou duas rectas distintas 

"do plano" paralelas ou conoorrentes. 
" , N"" l 
.Qpndiçao:.de pe;::Çença duma recta a um plano- ~ando uma 
·re.cta r t-em traçoS distintos, Hr F Vr~ condição necessâ-

L 

,"" ria e sufi ciente' para "que r 
esteja sobre um dado plano 

# " 
c( e que os seus traços este-
jam sobre os traçOs homóni­
mos do plano. 
b:'..QQ.l.~_ .. Dados um. plano o/. 
representado pelos seus traços 
e conhecida a projecção hori­
zontal r f duma. re cta r de:: 01... , 

determiD~ a prOjecção verti­
cal de r. 

1!! claro que- Hrserá o ponto de encontro de r' com 
h,J{'; a partir" ~e Hr, determinamos H~ que está em LT. Por 
sU,a vez V~ 'sera o 'ponto de ena.ontro de" r t com LT; deter­
minamos em seguida Yr que está em ~.(. Finalmente rI! será 
a recta que une Hf com -V r. 

Anàlogrunente se~resolvia o problemat~ue consiste em, 
dada 'a projecção ~ertical da recta detexudnar a sua pro-

j .. 

@ fn jecção horizontal. 
"~ Em partieu1ar pode aoon'l;e-

I "n Cer que aprojecçáo horizontal 
I , da ":ecta seja paralela a~ t~e.ço 

. '"" T hor~ zontal do plano. Entao e 
tãQil reoonhecer que se trata 
duma recta de nt vaI do plan./') , 
Dada a projecção horizontaln t 

du."Da recta nestas--co:ndi'çõcs~ 
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para ter a projecção v-ertical de n, basta dete..""mlnar o 
seu traço vert-ical e por Êlle conà'..l.zir n"//"I...T. 

Anà.logarnente as rectas f'rolltai s do plano terão a sua 
projecção ver'j;ical paralela ao traço vertical do plan.o. 

Problema - lIJ)ado um plano do, e conhecida a projecção 11.0-
;i~;~i P' dum ponto P de IX, determinar a projecção ver­
ti cal do mesmo ponto I! 

o plano o{ não é projectante 
e não passa por LT. O pro­
blema resolve~se traçando 
a projecção r' duma recta 
r qualquer pertencente a 
'!)(. e passando :por P ( r' 

Comecemos por supor que 

L-~~-~---!,----''''''r'''-'T deverá então passar por 
P')i determinada ... rll~ p" 
sera a intersecçao de r" 
com a linha de referência 
que passa porP~ 

ho(.. .Anàlogam.ente se proce ... · 
deria, se fosse dada a projecção vertical dum ponto do 
plano e Se pedisse a sua. projecção. horizontal. 

Em particulart se o plano ~ ê projectante vertical, 

J 

qualquer ponto dO plano tem a sua 
projecção vertical em v~ e portanto, 
dada a projecção horizontal dum pon­
to A de rr ; imediatamente se deter­
mina a projecção vertical do mesmo 
ponto; mas dada a projecção verti­
cal do pontoB, êste não fica deter~ 
minado pois há uma iDf'inidade da" 
pontos do plano tr que se projectam 
vertioalmente em B" .. todos os da 

reota de topo cuja projecção vertical coincide oam BD, 
~oblema .. "Dado um plano ~ definido por duas rectas dis­
tintas.:, a; b, determinar os traços do plano". 

# .. 

Ja atras foi reoordado que dadas duas rectas distin-
tas:~ paralelas ouoonoorrentes,; fica sempre definido' o 
plano que as oontem. Para que duas reatas a, b (não de 
pertil) se enoontrem é necessário e suficiente que os 
pontos de encontro das projeaç.-óea'l homónimas estejam 



na meamalillha de re1'er~no1a 
Para de-ter.n.ixl8.r ost:-a.ços do plano bastará det.ermi-

V Dar Ha' 'Hb e VaI 'bi se 
a ~ . ~ ~ 

for Ha ;cHb e Va .~ Vb , bas-
tará unir na com Hb para 
ter h e unir. Va can Vbpa-

L T ra ter v 
Como os traços do Pla­

no se encontram num mesmo 
pOnto da linha de terra 
bas.tave. determinar Ha,Hb' 
uni-los para obter h e 

. Hb depois ullir o ponto em que 
h encontra LTcom otr~ço vertical'duina das rectas:; 

Se os traços hOrizontais ou OS" traços', verticais das.; 
duas ~~tas coincidiasam·deter.minávamoso traço do Plano 
hOInÓmmo doS traços ".Qâo·cai..ncidentea> (unindo ê.s:l;e~ e pe" 
lo seu ponto d'e ell3~ Gom. Irr e pelos traços coincidentes· 
das- à'llaS::, rectas' de-terminavamos o outro tra.ço do plano 

Em. particularee 'as duas reatas se: encontram. num pon­
to de tTpa1;'adoter.m1nar oe traços do plano tertamos de 
ut.ilizar outra recta do planO' de:f'il'ld.daper um ponto de ca-
da uma asara atas· dadas· . 

Se (, plano estiver" definido por t:nes' pontos: não em li­
nha recta. passamos :r.ara o caso IlnteIior unindordois dos:. 
:pontos: com ô. terceiro; pbr ex6l"U~o' sé fosse ::A B1 0; fi-

. 1 
caria :: a,b can fI == A B 

L. --~-"-----:: 

t 
I 

I 
I 

e b g B C 

Inters.ecçã<L{tg- planos, - Vamos 
. supor os planos definidos pelos. 

__ T traços (o que ê sempre: possr .. 
vel desde que o'Plano não pas­
se por LT) Como a intersecção . . 

e a recta. oomum aos~· dois pla-
D.oS·; o seu trà.çohorizontal (se 
exista) tem de eatar sobre os 
traços horizontais dos dois 

#' .... 

1'1an.05: sara pais o ponto de encontro destes' traços; ana-
logamente para .os traço's vertiGais Para obter as projec-



ções da intersecção i de Qt. ~ t'?, não temos mais do que u­
nir Vi com Hi obtendo i R e 111 com Hi obtendo i' - isto, 
na hipótese de a recta ter traços:- horizontal e vert"ical 
distintos. . 

" • N i u1 Podem:,- porem apresentar-se poSl.çoes part c area. 
l'ol' exemplo, se os traços hoti zontai s: dos-o dois. planos: 

~--~~~------------T 

~K 
oi.., ~ são paralelos e, di st'l ntos~ Sêlll 'o' serem os -traços 
verticais, a inters.ecção l' deOF.. oom la não tem traço ho­
ri zontal ~ é portanto uma recta da n:! -v-el. Por outro lado 
Vi é a intersecção de V-.i com. v !~. Port8nto~aprojecção 
vertical de' i passa por Vi e é '11m; enqúanto a pxiojec .. 
ç[o horizontal dê i }nssa- pC):r V.$. 'o é paralela aos tra­
ços horizontais dos dois ,:p1ancs-(v1sto aer re'otá de? n:!~ 
val de ~ e de f! ) • -

OUtro caso' partioular é~ogoé aquelsem que os 
traços verticais são paralelos, sem o serenihorizontais . _. c 

50 os traços hanonimos 
, vQI" dO,~.,planos são paralelos,is­

to e, sevQ../~v(:. e:-hvJ/hfl os 
doi s planos sao paralelos, 

L T exoepto no ~so das Planos' 
s-er.em. todos paralelos a LT 
(neste caSD os planos podeM 
àer. ou não ser paralelos). 

" Suponhamos agora que um 
dos planoseprojeotante .. :por exemplo p."'Ojectante v·er­
tical· 

Sendo ,,~. pro jeotante ve:rti oaltodos os setis pontoS".> 



têm proje'C9ãc 've,rt:tcal eín vrcs portãnto, -i" 'S'! vT(: A projec'" 
ção hori zou:~al i~' determina-se como no caso geral. 

--~~-----------------------v~ 

--~ ______ ~~~ _____ v~ 

----~--------T-~~----- i* 

L-i--'t---'-4----T L:---:.-=---~--,----':.,--- T 

----------~~~--~--~., 

h 01-

---------------------~---- h~ 
Para detel'J:Dinar a intersecção de 2 planos paralelos 

a LT, pOde recorrer-se a um plano aunliart e convém. que 
êste seja projectante (mas não de- pertil~ nem paralelo a­
nenhum dos .. plallQS de' projecção). 

Sejam. os planos ClC.,p paralel'os:;:a LT e ,consideremos um. 
plano au,xiliar « projectante vertical (mas não de n!vel 
nande perfil). ,Determinada a intersecção r de''It com la(. e 
a int~rsecção S' 4e 1'(" com ~ ; a~ .. se- o ponto Idaencon­
trodas rectas:;r;'s (Se' es:t;a{i:; sao concorrentes~. Por I de­
v~ passar a intersecção i de ~ cam~ e, como i deve~· 
bem.s~ //LT, ,basta conduZir por I' e por t· paralelas:' a, 
LT, para terrespecti vam.ente i' e i tt ' 

Se as rectas r; s tôssatt paralelas, podemos concluir 
", " # -

que oS:.> pl~os :CJl, 11, ,tambemo sao. 
Este metodo do plano projectante auxi,liar poda ai:kla 

ser utilizado nOutros oa$Os particulares. 
io) • "Os qoispl~s d 'l! encontram·se num mesmo pont~ 
de LT e por conse-Q.uencia os traços dEr:6o( tt' encontram--se 
todos nesse ponto ." 

, UtilizaQaoum plano projectante horizontal ~f de­
teImi~emos sucessivamente a intersecção a de 1'C cam do , 

aintérsecção b de 'Tl com ,(3 e o ponto X de:, encontro da:: a 
., . -'" N' 

com b. E alara que X :pertence a intersecçBo i de 01. com. 
() e ~ como o ponto Y de encontro dos traços com. LT tem. .... 

bém pertence à intersecção1t esta fios detinida pelos pon-
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tos x, Y 1 isto é: i·:: X'Y' ti·. X"YD (figura seguin-
te). v~ 

L T 

"hol.. st... f:=.h , - - ~ 

20 ) "Oaso em queU!lldos planos passa por LTl! 
O ponto X de encontro dos traços can L.T pertence ã 

intersecção. Para determinar wu outro pontol' podemos 
utilizar um plano projectante horizontal e ~ tal que 
h(o:» passe por MJ (M é 1lm. ponto do plano que passa por LT) 
mas não por x. Detenninadás aS" intersecções. r, s do · pla­
no ~ re s:pe ot ivament e com d. ; j3 i o ponto Y em ·que · as:; 

, ~ # ~ 

rectas:; r I ." se enoontram pe1'tooooo:a tambem a intersGe'" 
M ". ," . ) . _ " . 

çao; esta sara portanto a rea'tai defini.da :polóa pontos 
X, Y (!claro que SD deve passar por Mil e pelo ponto de 
enoont;ro de hl' Qom LT). . 

1»:t.erse ~..2-ª~ reÇj~J . C,?lB. U!l1.,.J4l.aB,Q, r:i.... Como no si s ... · 
tema de projecçoes cotadas~ o metado geral para resol~ 

ver este problem.a consis'" 
te em utilizar um plano au­
xiliarf arbi trá:riot ps.ssan­
do por r. MaS". ago~ convern 
que o ple.no seja projectan­
te ... por exempIo~ o plano 
projecta.nte horizol1tal às. 
recta; este plano que ãesi" 
gnarem.os por (' ; interse-l,;a () 
plano ~ segundo uma recta 1 
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(desde que ta não seja paralelo a C)/. ) • COlno as rectas i~, 
:r. estão num. mesmo· 'Plano? de duas uma: ou se. cruzaUl InlDl 
ponto X que é o pon~o procurado ou são ps.raleIas e en.tão 
r j,/ """-. Na p:ri:'neira. hipótese, X" é a interse0ção de r lJ 

éO.íll i lIe X' a intersecção de rI" com a linha de referência 
que passa· por X ~ 

Esti vemÓs a supor t imp.l.l el, temente, que nem o plano...:. 
nem a recta r.são projectantes. 

Sé o planoCILêprojectante, ~ problerr,a simplifica-se. 
Suponhamos, por filxemplo, que cl- e projectante vertical; 

~
v . então,de duas uma. oU r" corta 

• v. ou 'tal não sucede. Na primei-
"'" jJ 

r,. .. -:1.. ra hipotese,r encontra cl. num 
ponto X, cuja projecção vertical 

L Testá necessànamente em v"" (vi sto 
1 . . o/.. ser projectante vertical). Na 

segunda hipÓtese, será rll r;L-

h Finalmente, S\iLpoIlhamos que r 
# . 

e projectante - porex~plo pro-
jectante horizontal (sem. o ser 
ot.). Então, r encontra Q(. num 

ponto X, tendo-se:: ·X' er'; trata-se portanto de achar a 
~ojéc9ão vertical do -Ponto de « cuja projecçãohorizon­
tal é x' - problema que já sabemos resolver . 

. ~ .. "Dad,()s um plano QI.. e um ponto P, conduZir por 
P um. plano (J paralelo a ~ ~ 

Se o plano ~ estiver definido por duas rectas r, s. 
" . r- bastara conduzir por P as rectas 

X-ril . . S.~l . ... l'l.'lh t res-P6ctivamente paralelas 
.• a r,s : o plán~f definido ~laa:, 

. I . ~ "- rectas X'J.,sl? e, evidentemente 
. I. . . i· • o pleno procurado. 

L 1 I T Suponhamos agora que o plano 

7-: ;iS' j s! QI.. está clefiDido pelos traços; se 

r-dÇ. -lo qui zer.mos que o plano (!fique talU-
rI 1 bem definiClo pelos tra,ços., convem 

/ P proceder da seguinte maneira: 
oonduz-se por P uma ho~~zonta1 ou uma frontal paralela a 

t:Il.... por exemplo a hori zontal n II di.. (será n I II hOl.' n 1111 L':t') ; 
dete:rminado Vn, conauz ... se' por Vn a rec'tav(Sllv~ e rlCl pon.­
to em que v~ enoontra LT t traça-se a reota ht/I hel' faoi1 



ver qu'e hfJ i v~ são de t~cto ,os traços do plano pedido. 
~S'te pro(\Jesso talha se o plano Ql. rôr :paralelo" a LT; 

v: l'lSsteoaso. oemeçaremos rJOr tra'" 

i n~P em seguida,traça"'se s/I r e pas .. ~/ (3 Ir çar uma. reota r de ~, obliqua.; 

:t L_---L. T sando por P; deteminados os 
, "" ~ ~_ . tra9. os de r, oonduzem-se por Hr 

~ ~f n f e VI" respeotivamente ~//hot// 
h hl1'" //LT e v@I/v.,.//LT .. 

. ~ \,~ 

_~~anx,as·. de pl,!lU?S';;:,.·· 

Vimos que, no método dasprojeoções cotadaaf é 'P01.' 
v'szes oÕniodo reoorrer a um segundo :plano de projeoção. 

" . . .p . ..,,p 
Pois bem,. :1.10 metodo de lVXollge tambem ~a por vezas" conve ... 
meneia em. reeorrer.·. a um 30 plsllO de projeoção, que d.eve ... 

. rá· ser. perpandi oular a um dos dois planos de projecção 
(')l. ou t,p) ,; 

S'..lponhamos que se utiliza um plano vertical iTCo.110 

'llOVO ·pi.llno·de projecção em substituição detp~A I\Ova 15. ... 
Ilha de teX'I'a, que designaremos pOr .. Ll '11.;,: s~ra evidente-

... mente o traço deste· plano 'IT' em ~1Da:do uitt, ~nto P qua;Lquerf 
,.<- p* . se' conduZimos :pOr .p lima per ... 

.. -~.- ~ I pendi cular a TC ~ esta. enoon-
cota 1; ~. tra.lT IlUDll?Ont~ '''P; se d. epois l i rebatermos rr sobre ))0 o ponto 
L' t h'p irá ooupa1" Uma nova pos1-

pt».~ çâo que designaremos por P'" 
o • N 

e que e a ~.J!'9J.e..9~'?...Y~ 
t1q~. rebati.dã de P. (ou sim'" 

, plesmente a A9.,!a :e:~..1~~? 
.' \ pfY !"..~:f.:tf!....~, de 1"). ÀS projeoções. 

pi p.lv hão"'de estar eviden'tementei numa mesma perpendiO'u .... 
lar ia L1T:t. (isto é11 numa a.as'jnovas linhas de I'ereEên~ia); 
por outro ladooomo o plano horizontal de projecçao e o 
me~ot. ~F,t.._ck..F~~~'i§;. Portanto, pat'a obter l>\\'~ 
:não temos maif3ào que luaroat' sobre a nova liDhe. de refe" 
'rÊ!no1aque' passa po:r P'f, 8 ootader p~ a }?B-:ct1:r de::~T:L1 
ne . sentido convenien'te .. No desenho devera iDd·tcar"'se oom 
1.t1Da Sf;ta o ~ntid.o considerado COOlO posi ti v'o pat'e. a ma.'t'­
nação das_ ootas, sentido este que dependeg eviden.tementes 
~ __ ~-.t-_. __ _ 
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do lado para o qual se tiver; arbitràriamente, rebatido 
a parte superior de: n:: l. 

Mais geralmente consideremos uma figura qualquer - por 
exemplo um cubo com 
uma face assente em 
o~ e outra paralela 

a tpo. Tomemos wn no­
vo plano vertical 
de prOjecçãol defi­
nido pe~o seu traço 
horizontal ~Tl;pa­
ra obter a nova 
projecção ~tltool 
do cubo '- não temos 
mais do que aplicar 
a cada um dos vér­
tices- o processo in­
dicado. 

Estas=, considera-
o Tl o çõeao, referem-se a' mu-

danças de plano o vertical de projecção. Mas é fácil verque,de 
maneira anaJ,oga,se exe~tam mudanças de plano horizontal de . ',.. 
pro J~ C9liO. 

RebatimentofE. 

Começaremos por estudar o rebatimento dum plano projec· 
tante ~bre ~oou sopre: If'o • Limita:r-nos .... emos ao caso dum pla­
no e./., project~te vertic~, considerando o seu rebatimento 

'" " ... .......... sobre ))0' 
. " ... /' "Imaginemos um 'Cri-

/ ' ""A'--~-""''''"" '\ v~ ângulo (ABOl colocado 
" ,,1< "10 II sobre o plano c(. A cha~-
I I I neira do rebatimellto e / I I' , 

: / h~. Enquanto fi... "rod.a em 
L ,.' ,,~ t T torno de h CI.' cada pon-

p I I,: toP do plano descreve 
-"'-"i'-- -'_-l~-- ' .. 
, 'I I • um arco de circúnferen-

I I I 
• 1 I eia de centro em hQ(. e ---;- _____ , O' 

LV :!::i:U= ~~(por-
:Q\- ...... A i tanto II '+lo); wa. tal ar" 

co a.e ciX'C' .. uo'llt.'erê:nota 

_I 

O 
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projecta-se horizontalmente segundo um seg.'1lento de recta'. 
perpendicular a hlJl e projecta .... se verticalmente segUndo um 
aroo igual ~ de centro no ponto em que ht>{ encontra LT . :En·" 
tão~ para obter o rebatimento de P, basta prooeder do se­
guintemodo: 1"azendo oe~tro no pon~o em que h':.l"encontra lO 

LT" traçar um arco de clfcunferenc~a ~assando por pu, ate 
encontrar LT num ponto (a direi ta ou a esquerda confO:t'llle 
o lado para o qual se efectua o ~e'batimeIito); conduzir 
por este ponto e Ilor pt recitas ~rpendicularesg respeoti ... 
!.amente il,.:1.~o1i),~.n("1!íL~..di::;:Bntersecçao destas, rectaS': e o ponto 
1> procurado. . .. 

. Procedendo como acaba de Ser indicado para os pontos 
A~B,C~ . obtem-se o rebat1mento II ir C ldo triângulo C..~BCJ, 
.. o qual fi ca assim representado em verdadeira .grandeza, 
visto tal." sido transportado para ~. 

Se em vez dum plano projeotante vertical 19:. tratar 
dum plano -qualquer; que sepre:tende rebater sôbre v; PO" 

• .. p .. Q 
.de.-nos previamente torna-lo projeotante vertioal permeio 
duma mudança de plano vertical ef'eotivand.o depoiS: () reba­
timento como 1"oi indioado. Suponhamos, por exemplo, que se 

tra ta de rebater 
d.e .:rebater-um pla.-
. N '. no d. DaO proJeo .. 
tante~ definido 
por tl"ea pontos 
A.B~O. 

Começaremos por 
determinar os tra­
ços horizontais de 
duas. rec"tas do pla .. 
no (B). ,BC t por ex.) 
que unidos..dêm hO(.. 

" . . Tomando agora' 
" ~Tl..Lh~, deterrni" 

r-"""tr:~ __ ~ naremos A~v B'v) C1V , 

:B \v como se di sa.e ao 
/ tratar da mudança 

d.e planos (Atv ~B'V ~ 
01 ... devem fi car 0011" 

!leare~ pois o })la'" 
D • no agora e proJeC)-" 
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~ante relativame~te ao novo plano vertical). 
Finalmente podemos rebater Q. sôbre \>0 'cano no caso an'" 

terior? referindo-nos ao novo sistema de projecções. 

Af1li-2~~gR.;.,Sg§:.x~..At.i.Plent.ºf!' .. No método de Monge ~ . os 
rebat:i.mentos encontram. as meSl".as aplicações;g:ue no metodo 
das projecçõeS:: cotadas .. Se U1lla dada fig.n'B. II"' existe mml 

plano ~ não pa:r:alolo '8 nenhum dos· planos deprojeoçãQ, 
paraconheQer essa figura em verdadeira grandeza,. basta 
rebater o pla:no Q(. sobre um dos planos de- projecção (ou 
sobre um plano paralelo a esse); então a figura rebatida 
~ ~ H . 

~, tera oomo projecçao sob~e o plano considerado uma fi-
gllra igual a lt e POrtanto a$. POdam a13s1in resolver"'se­
vm..ios problemas. l'.elativos a ângu].os;;e distânc1a~ tal 
oomo: se fez em projecções:. cotada$. 

Em particular, os problemas. relativos: a rectas=.. de" per­
fil, que deixémosatráa.em suspenso, podem resolver-se pe­
lo método doas rebatimentos'~ Como' vimos, uma reota de: per­
fil não fiqa determinada: pelaa suas' projee9õe~ para que: 
fique de>terminada é necessário dar, por exemplo,' as pro­
jeaçÕessde· dois dos:, seus ponto a. . 

:Pam resolver problema13 sobre rectaS3 de: perfil, PO" 
demos rebater o plano de: pertil da recta sobre wn dos, 
planos de projecção; reaolver-se então o problema· propos­
to na figura rebat:i.da e inverte-8& depois· o rebatimento. 

Seja por exemplo o problema: 
"Dada uma recta d~ perfil .AB 

, e .coDhecida a projecção hori-
" " zontal p' dum dos=.. &eua:. POntos=, 

P" -.... '\ determinar a projecção verti-
A" - ..... , .... \.' oal: P' dease ponto~ 

" \ 'Rebatelldo.sôbre 110 o plano 
L---+--·-'I--+---t------T de perfil da recta AB, obtemos. 

a recta I Bt sobre a: ,g,ua1 se en­
contra o rebatimento P de P.Por­
tanto, conduzindo por pt uma 
recta paralela a·LT' essa recta 
i.ré enoontrar r Bem'. Inver-
tendo o rebatimento obtem-
... sa·P". 
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§ecções~: PlanaAAe . pP smgs. e de pi:râmid~!> 

Basta-nos considerar o ~so de secçÕeS:' feitas. por 
planos projectanteso, poi.s ques se o plano secante não· . . ~ -for projectante, ~º-,I!""§!s'QnL.~E!Y'~,::~o_a essa pos:tcaó 
m(ü.aAte Hm@ convem~!litL.ItJlld@c'Ià ... ~~~.· . 

Umi tar"'nos-emos a es;t,-udar a seação te! ta por um 
plano y,de topo~ IlUtI8 pirâmide lABovl~ o~ a, baSfr (ABO] 
assente em. VI) (Em qualquer out:oo "asQ" o metodo a se-
guir ê. análogo). . 

.. . V· _ - - - - - - - __ .... ~ 

~------

.... 

............ , 

" , , 

..... 

\ 

"' 

\ 
\ 

" " \ 
\ 

\ 

L---+------r---~~----~~~II~----~------~-----··.,~~·~ 
'" " ! 
I' : 

I I 
. I --'-1-­

I I 
f I 
, I 

I -f.-r--
! I 
t I 

I 

.·1 . -----------, 
I 
I 

I 

No. casa. da figUra; o plano r 'encontra ·as. aresta~ 
VA, VB, VC~ .re~c~vainente nos pontos ~ $ Bl f C1;. Poro­
tallto Alf~l;~ C1 sao os pontos.. de encontro de: vr CaD. 

as projecçoes',verticais V"A.·,· V"B", V'C"j das arestas 
eo:rreS3.POndenteso; por. outro 1ado1 A:l.. BJ. .s Ci são oa 
pontOEi' de enContro daa-. projecçõeEJ-,horizontais-, dasjIDeel­
mas· arestas. com 8&. linhas:.; de referência que:- passam raa ..... 
llecti vem.ente por A f·· ~ Bf ; CI. '" 

Para ter a secção. em verdadeira grandeza"; não temos 
mais do que rebatel' o plane secante sobre '>.lo. 



C) l!SSage!I1 da, geanetria analítica 

~ometria descri ti va 
, , 

g':!PE,~~~~o Cl2..P211to - Consideremos Wll sistema 
O x y z da eixos oooluenados rectangulares.Relativamen-

A('-' _.-..,. __ --'o-, _.".- te a este ref'erenci a1 i 

/ 
1 z "p , 'f~/ ~ada ponto P do espaço 
'I / ~ 1 e, como sabemos, deter-

,/ / / I I' minado por um si stema 

).{ç~ P~;', (a,b~c) _~e três"; números 
reaiss uuamadosrespec-

ai c I ti vamentea abcissa~ a 
\ O ! ._~ .. t.! x ,2.rdenada (ou atastamen-

~~ / i 1m> e a ~ de P. 
\ ..' / Em tudo o que se se-

'I p' gue~' tomaremoS" o plano 
1>0 . xy para plano horizontal 

~----, ------:~ de pI'ojecção (plano )}o). 

Entãó o ponto P ficará determinado pela sua projec~o ho· 
rizontal; P', (projecção ortogonal de P sobre ~) e pela 
sua cotá, Cj por sua vez o ponto P' é dado pelas suas co­
ordenadas.· a, b a res:peito do sistema O :x: y. Portanto~ 
supondo que o plano doS" x y (ou seja o plano va ) coinci­
de oan ó plano do papel ou da ardósia, sobre o qual se· 

a.esenha~ uma vez fixado Desse 

" 

plano o sistema O x y, podemos 
O 3 marcarP' ; utilizando as. swm. 
, I • • , t coo~enadaEB a~b. O ponto pfi-

1 'cara representado pela sua- pro-
: jecção' cotada, P~. Por exemplo, 

2 v-' _,a. - - - _i P4' :na segunda figura, fez-se a re-
Jpr&sentação do :ponto P()~2,4) 

em projeoções,cotadg$. . 
Nota: 'Na ~ figura considerámos o eixo dos x orien­

tado da esquerda para a direita e o doa y~ orien­
tado de cima. para bai.xo~( ou mellior? de trás' :para 
diante) ~ para que houvesse acordo com.·a la figu­
ra.' MaS- COlDe) se trata duma questão de' convenção 
ê claro que temos a li berãade de. adOPtar a ori" 

N ' 

',entaçao que nos aprouver. 
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Para' a representação do ponto PC a~btc) pelo'método 

de Monge; identiticaremoso plano xy cem ).1~ e o plano 
,.. # .., 

xz com fi!!!. ; entao, os numeros, b,c 4.ao-oos respectivamen ... 
~o ~ 

te o atastamento e a cota de P; o eixo dos r sera a 
z ", ___ , ____ • " liIlhn. de te:cra. Fei to ... o reba'·" 
4 r t'P timento de lf'Q sobre ~ a manai-

I ra usual, e supondo lJo coinci­
dente ()0II1 o plano do de senho ~ 
o eixo dos Ys bem cano o eixo 
dos... z rebatido, ,coincidirão 

L T cam uma. IDesm perpendicular a 
13 LT; mas, enquanto o primeiro 

, fica orientado de<, cima. para 
21' ______ -1p. baixo~o ~o fica orien-
, tado de ba1xo para cima ( o 
Y eixo dos x supÕe-se orientado 

da esquerda para a direita). Então , a abcis!B ~ de P 
(a' respeito da origem O fixada sobre LT) da-nos., Si liIlha 
de: refe-rência ,corre&pondeute a 1", sobre a qual marcmDoS'J 
pl' e p" ~ 'segundo o pro'cesoo já conhecido~ atendendo à 
cota e ao afastamento de P. Na 3a figura está: reprasen­
tado o ponto (3,2,4) pelas suas' projecçÕes: ?' ~p~ 

• N ' 

Reprasentacao i1a recAA., - Continuemos a referir-nos' ao 
sistema de eixoa: O x y z . Como sabemos, uma r,ecta rpo· 
de sempre. ser represéntada por um 'sistema de equaçÓe$ 
do tipO:, x-x" y-y, • z-z 

__ 0_= 9 = o 

a ''O C 

em q~' Xc. Yo' Zo são as coordenadas. de um ponto Pode 
r e a; b, c as ocmponentes',dum vector u não nulo com. a 
direcção de ,r. . . 

Para ver como se pode passar desta~equações para a 
representação usual da recta em projecções cotadas, (se­
gundo as convençÕes precedentes::), convem distiDgUir dois .. 
caso: -, ". 

lQ caso... a ='b = O . 'Então as:,equàções: da recta 
reduzem-sEl 6. x""'Xo=O, ryo=O (ou 8e'ja x=oco~ Y=:Yo); tra .. 

~ '" ta-se, c.ano e facilver~ duma rec.ta pl.'ojectante horizon-
tal (perpendicular ao plano xy); a recta ficará portanto 
dateminada pela sua projecção {r~h que ê o ponto do 
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plano xy de coordenadaS2.a,b. 
'. • _ N. . ~ ~ 

20 caso - a,' b ~o sao s!mult@2 • ...»te· ~ ~ Entao e 
fácil reconhecer que a equação-

b( x"'xo} = a( y.oYo) 

representa no plano xy a projeoção r' de r (projecção 
ortogonal de r sobre eS$ plano). Podemos pois traÇar 
r' servina~·nos daquela equação e reportando-nos ao rê­
ferencial Oxy. Para graduar a recta, há ainda que dis.tin-
guir duas:'hipotea.es: - , 

I) C=Ó. 'Bntão uma ~.afE equaçôea da recta será z-zo~O~ 
ou Be'ja z:=zo; trata-se portanto duma horizontal de cota 
ZOS' basta.ndo eserever essa 60te oomo !r.d.ice da notação ri 
(ao lado-'~da projecção) para que a: re·cta . fique representada: 

TI) cto.COmo a,b não são simultâneamente nulos~ seja 
por exempI'o" a;éo. Ent.ão~ at:;;:i;buindo a z sucessivos valores 
inteiroS3, ,o, 1;2; •. , ;·:·poaáirios determi~e:sjabcissa:i: 
GO:r:.ros:pondenteEfl :pe1ç. j'ônnula:· . . ' . , ....• : . 

. a ("-z ) • X :.~ Xc '1" - u-~ o· , .' c 
marcando depois lla. rectar f 03 . pontos. cOm essas' abcissas, 
teremos represe~tadoso~ pontos.- de l' de cotaa; O'i 1; 21~" 
e a: recta f~caraportsnto gradúaae:. . ....... ' . .' 
Exemplos.: 1) Sej~ árecta de equaçõeS;, 2:X =-X...= z"l . '. . ...... ..... 2 :3 2 

o 

. Y . .., 2-x· v -
~ ~quaçao,_=-- da~nos a 

, . .. 

r' 

x 

·.·..2 :3 
recta r t , que podeDlÓS traçar; 

~ . 
. . atendendo a que e r-:3. para X=O 

(ordenada na origem e %=2 para 
y=O 'e abciSsa' m origem). . . 

Por outro ládo a equação 
2-x z-l : . 

ou seja. x=Q-z 
2 2' ,~ , . ', .. ': ," 

da-nos: x=3, para Z=O; x=2,. 
para Z=l j x=l;para z=2~ Pode­
mos . então graduar a. rec.ta. em 

conf'o:tmid~de CaD. estas indi ca.çõesj -,- -, 
2) S'· . . ta d ... . . x'Ml v z-l . aJa a reG e equaçoe~' _ ..... _ = .~ = . . ... 

. '. O' 3 2 
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N • # Neste caso a equaçao de r e' 

! r' 
-- 2 

1 
--~---~--------. 

o~_+ x 

O . 

---._.~(r·) 

x-1 = O ou seja x = 1; 

trata-s& portanto da paralela a 
Oy de abcissa 1· A recta gradua-

d • _.~f, .. -se fi JDane1ra a.&.t:u.oga a ante-
rior o 

3} Seja -a rect$ de' equações:: 

X=2y=2:l.. , O 
A equa~o de r' ê 

x=2y. 

Por outro lado, como se tem 
~3=0 sobre r,trata-sa duma ho­
rizontal de cota 3 . 
4) Seja a ~cta de:' ~quaçõea; 

4" Trata*se, camo é fácil ver, 
. I __ da recta projeéte.nte q1,1e enoontra 

. . x, o plano xy no ponto (2;1). 

Para obter a representação da recta r d&'~~açõe$ . ' , 

x-xo = no _ .. zc'Zo 
a b - c 

no sistema de Moll8e~ basta observar que a equação 

b(x-xo) = a( 7'70) 
representa a projecção horizontal r' a respeito do re­
ferencialOxy; . enquanto'. a equação 

cC x-Xc) = s( z",zo} 

repres-enta a projecção vertical; r", a respeito do re­
fereneia1.O::~z (sem. esC),ueoer que; depois doa: rebatimen .. 
tos os eixos Oy e Oz ficam orient-ados em ssntidos- oon'"' 
trários).Em particular, se a=O a recta é paralela. ao 
plano yz, sendo pol'tantO uma recta de- perf'i1; para a 

. . • ~ # 

definir. sera necessario ãetermina:r dois pontos> da recta, 
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o que se- oonseg'J.9 por exemplo atribuindo a z dois valo .. 
res:, arbi trários mas di1'erente~ e calculando os valoreS'\ 
oorresponden.te&1 de::...y por meio· da 1'óllmlla 

,b 
Y' :; Yo'"1" Õ (z""zo) .. 

B~~~-ªnta.2.ã,L.a.2.J).lane. -A .reapei to do ref'e;rêncial 
Oxyz, um plano .ci. pode sem:p:l:'e ser representado por uma 
equação do tipo 

Ax+By+Cz+D=O, 
sendo A, B, O não siIml1 tâneamente nulõs .. 

~ra' ver como desta 'equação se pode.' lX3:ssar' para a re­
presentação usual do plano em. geometria cotada,. convem 
dis~t;inguir .. dois.: casos;:.. . . 

19 caso '0=0 ~ Então, já s.abeIllOs· que se trata durl1 
plano prQ jéctante hori zontal ; o plano r.J. fj.oará portanto 
deterJll:inado pela SUa projecção (ot!);' que é a recta do 
planó-,de equação. T . . 

.PJ!:. + By + D = O 

. 2Q caat> 01:0. Neste caso há ainda a <listinguir duas. 
• .t!fi'. -,- -. 

hl. potesaS'!· : .. ' 
. I) A =B = o. . Então a equação do. plano redu~"se' a 

C.z ... D = .0 ou 'seja ..... z = _D/C ; trat8'';;'sé' pOis do plàno 
de n! vel . de ,cota- -( PIo) que ; como . Vimos~ não tem repre· ... 
sentaçáo'eapecial em geo1netr!a cotada. -

II) A; B não-'-são sj.muitâneanlen-te· nulos~< Fazendo su-__ ___ ~ .4.... ____ .-.-

cessi vamente-- z = O ~ 1 ~ 2,. ~ . I na equação do plano, obtêm .. 
-se- a<aGquaçÓes: Âx~By +D =_ O, ~+ By + .çc+~) = o, . 
~ + By +( 2C+D) =O~.,~,. que.nosdao, como'e 1'acil ver., 
as projecções das:.horizontais· decotas:.O" 1, 2, •.. do pla'" 1Y .' . . no c{. Repre-sentadaa; esta'S::horizozr:. 

taiSsiIilediatamente SEr de:tarinina 
a eacala de-' declive do plano o(, • 

~Q - Seja o plaIl0 de equa'" 
.~~. . . 
çao 6 3. x + 2 Y ... 3 z =.. . . 

Fazendo sucessivamente z=O 
e z-l'i' Obtêm-se as:- equações:. 

3:x:+2.y:;6,3x·t·2Y=3 



que llôs dão as horizontais ·de cotas. O e I do plano Qfo ; 

a partir das. quais se oonstroe wm esnala de' declive 
de> 0'. . 

Pa:ra obter a representação do plano de equação 

Ax+By+Oz+D=O 
no si stema de ~a" basta observar que o traço hori zon.,. 
tal (se existe) é a recta do plano xy de equação 

A x + B Y + D = O; 

enquanto o traço ·verticBl (se_ ~ste) ê a recta do p'la­
no xz d&equação 

Ax-+Cz+D=O .. 

Em particular, se· A = D = O; o plano d.. PisBapelo 
e~xo dos x (ou seja, por L!); parap definir; será neces­
sario dar um ponto d& ~ mo pertencente a !.T, o qUé se. ,. - ~ 

consegusi atribuindo por exemplo a z um valor arbitra-
rio, Dão müo; e calculando o val'or oo:tTeSpomente d.e:; 

~ ,.. -
'1 por meio- da formula: -B 

y=1r z .. 
N' N-Resolucao analJ.tica e resolucao Afica de Foble" 

§ :; . 

mas de gec:unetita do espaq2, - Oomo se ~u, os metodos· da 
geometria anal tios e os da geometli.adesc..-i.tiva- :pexm.~ 
tem-nos resolver os probl-emaa',rela'tivos ao espaço tridi­
mensioDal,. por õ.uaS' via~ diferentes: apal.l~camente (is ... 
to éS! por meio de- oálculos D.llDénoos ou algebricos) e 
g;:àt1camentq'( isto é; por meio de desenho.c:l:: sobre um pla­
no) • i claro que o primeiro prõces$) .. terá sempre' um ri­
gor absoluto. enquanto O· segundo sera sempre aproximado. 
Mas.:, em certos casos, o s9@1Il4o é mais expedito e, satis-

.. .. p .. 

f.az plenamente, para o fim pratico que so tenha em vista. 
Do pont.o de vista padagogiCOl1 oferece interesse re'" 

solver um problema pel.os dois processos· e cOnfrontar da~ 
poia, os , resultados obtidos .. t·· este ummoClo de õ aluno 
se tamiliari za:r com qualquer desses métod~ e -de: desen­
lItol V&l" a snaintui ção geauétr.t ca . 


