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Elementos de

Geometria Descritiva

A Geomeisria Descritiva ensina a representar as fi-~
guras do espago ‘cridimeneional sObre um plano, mediante
um sistema de con\rengoes gue permite reconstituir as
proprledadés geo*net.r:.cds da figzura - a sua forma e as
suas dimensdss reais.

Para mesolver este problema utiliza~se o @

Conceito de projecsao - Dados um plano st e uma dlregao
a nao peralela a «, chama-se proicccio dum ponto P sd-

bre x , segundo a direccao
a \ \ d ao ponto P*, interseccao

de « com uma recta parale-
- la a 4 conduzida por P.
/\ \P Como d ndo & paralela

a «, cada ponto do espago
tem uma, e uma so, projec~
gao sobre o, segundo a d:.recgao d.

As rectas com a direcgao d dizem-se projectantes;
entre estas, a que passa por P diz-se a projectante de P.

Dado um ponto M qualquer sobre oy existem infinitos
pontos do espago cuja pro;;ecc;ao sobre o segundo a direc-
¢ao d coincide com M: todos os pontos:da recta paralela
a 4 conduzida por M.

Em particular, quando d € perpendisular a s @ JEQ-
jecq@o diz~se ortogonal; por conseguinte: projecgio or=-
$ogonal do ponto P sobre o plang ~ & o pe da perpendicu=~
iar a o gonduzida poy P. Neste caso, as rectas projec-
tantes. serdo as rectas perpendlculares a ot (a projectan=
te de P sera a recta que passa por P e e perpendicular
ae ).

Projecgao duma figura # sobre um plano o segundo a
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direcciio 4 & o conjunto & das projecgdes de todos os
pontos de &, sObre ot
\ segundo a direcgao 4 .
d Q Consideremos o caso
(W\/ em que a figura F e uma
\ j\ . recta r nao paralela a
[} d; as rectas projectan~

S s
..\_,‘-;l'-'-\-’L tas. dos pontos de r, ou
&F dejam as rectas que se a-

poiem em L e sSao parale-
las a g tem camo lugar geometrlco uin plano ¢ - o plano
que passa-poT T e € paralelo a d -~ plano eéste que se
chama plano proiectante de » ; .
segundo a direcgdo 4 e que in~ 3 I‘/ﬂ
terseta o plano ol . segundo uma 01
recta r¥* - projecgao de r so= ‘
bre ot segundo a direcgao 4- L____l_—-———-—'\
(quando se trata de projecgaes o \
omogona.ls, o plano projectan~
te de v sera o piano gque passa por r e e perpendicular
a0 plano de projeccao).
Se r for projectante, as projectantes dos seus pon-
o tos coincidem com r e todos os
pontos se projectam num so; desi=
\ , gnaremos esse ponto por {(r*).
h En Geometria Descritiva usam-
/ (r*) -se var:.os sistemas de represen-
A , tagao; estudaremos dois: o da du~-
‘ Dla pojeceio ortozonal (ou de
Monge) e o das projecgoes: cotadas:.

A) Método das projecgdes: cotadas:

Neste método, o plano de projecgio (quadro ou plano
de referencla) supoe«se germente em posigao horizon-
tals des:.gx‘a-»iovemos pela notagao .

Reprz—,mentagao do_ponto - Dado um ponto Py chamaremos
prone(,gdo hopizontal ou si mpieme nte p?’o;eogao des Py a
Projeccao orjogonal de P sobre M b “enreqentaw] a=emnos
por P}
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Por outro lado chema=se cota de P a distancia de P
a ),y com 0 sinal + ol 0 sinal =, conforme P-estiver si-
tuado acima ou abaixo de o ; em particular, a cota sera
mula se o ponto estiver sobre -
Segundo 0 que vimos, existem :|.ni'1n1tos pontos do es=~
pago cuja projecgao horizontal
Lg coincide com a de P.Por conseguinte,
‘nfo basta dar a projecgao P! de P,
para que este ponto fique determi-

I
9. P i Mas o . ponto P fJ.cara detex
2 = nado se, a projecgio P, associar-

J.R mos a cota de P. Mais ainda: ‘pode

estabelecer-se uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos P do espago e os pares-(P',z) constituidos por um
ponto do plano ~ @ por um numero real z.

Resulta éste facto das seguintes consideragdes:

Dado um ponto,do espago e:us te sempre um determinado
ponto de v, que & a sua pro;ecc;ao homzontal e um déter=-
minado nimero real que e a sua cota. Rec:.procamente, da~
dos um ponto M! de ¥, e um numero rea:l Z, existe um e _um
80 monto M do espacgo cuja projecgao e M e cuja cota & Z;
eon efeitoy; existe uma 80 perpendicular a % conduz:xda
por M', o semi-espag¢o em que I se encon‘b;:a esta determi-
nado pelo sirel de z; e sobre MI', nesse semi-espago,
existe um e um sO ponto M tal que TI\/JM'I =1z].

Na pratica consn.dera-sef como plano de projecgac o
plano do papel sobre o qua.l. se faz o desenho, escrevendo-
-se a cota como {ndice do simbolo representativo da pro-
jecgao do ponto (& figura anterior
’ ,._’-_1_.__4 ‘ corresponderia a figura junta).

Também & costume desenhar ao
‘lado da figura um segmento que re-

Pt % presenta a unidade de-medida -
3 ‘R Chamnese distancia horizontal
- =2| 4de dois pontos & distancia entre

as suas projecgdes horizontais e
distancia vertical ao valor absoluto da difercnga das su-
as cotas,

Dum modo geral, no sistema de projecgdes cotadasy a0
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falar de po 1ecgao M igura #, subentende~se que se

trata da sua Epoieccao ortogonal sobre o quadro, isto e,
sobre v, , A projecgao de ¢ sera designada por &

Represen C8.CA0 ﬁa recta = G‘mmm-se reutas. hon ontais

Wrriev i SOyt vy

Cnamam-se rectas vertica:.s, restas vrojectantes, on sim-
plesmente g,_ro_legt tes, as rectas perpendiculares ao pla=-
no de 'oro,]acgao
Uma recta horizom;al s Dy fica purfeltamente determi~
nada pela sua projecgdo, nf, associada a um indice que re-
presenta a cota cormum de todos

/ os seus pontos (p.ex., n3 sFe~

né_ I . (xt) presenta uma horizontal de~ cota
! 374 ). Uma recta vertical r fi-
» L ca_perfeitamente determinada pe-
Al B lavprojecgao (r’) que se reduz
3 5,2 a um ponto.

No caso geral, podemos re=-
presentar uma recta T por meio das progeugoesa cotadas de
dois dos: seus pontos; a progecqao r' sera a recta que unhe
_as-projecgoes:. desses pontoa, mas. e claro que r' e insufi~
ciente para determinar r.

Deflm_goes ~ Chamawse declive duma recta r a tangente
trigonometrica do angulo que r forma ¢om o plano do guadro
e intervalo de r ao inverso do declive de T.

Suponhamos a recta r definida por dois dos seus. pontos
MNy e seJa M* 0 ponto da projectante de M cuja cota e
igual a de N; designando
por © o angulo que r faz
com o quadro, deduz-se do
tria.ngulo rectangulo
(1 NI que o declive de
re,:
d=tg ..imvr"\ lMM‘!

= ermtmsvewe =2

M N1 | N

0 declive duma recta sera
pois igual a razao entre
a distancia vertlcal de dois pontos gquaisquer da recta e a

.
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sua distancia horizontal.
0 intervalo de T o:

A\ ¥
i =cotg o= “_L-t_'i N >
- iMoo

em particular, se |M M* i=1, sera i = IM* N|; quere di=
Zzer: o intervalo e a e _a_distancia horlzon;g de dois . pontog:
da recta cujas cotas: diferem de uma unidade .

0 declive costuma expmmr-‘se em percen*agens ; assim
uma recta com o geclive de 5% sera uma recta cujo declive
e igual a 5/100. Por exemplo, dizer que uma estrada tem,
num dado trogo. o deelive de 5% quere dizer que, a um per=~
curso de 100 metros medidos: em projecgao horizontal (su=
pondo o declive constante), corresponde nesse trogo wma

diferenga de cotas de 5 metros.

Graf:.camente pode construir~se o intervalo, dado o
declive; ou o declive, dado o intervalo Sobre uma recta
qualquer marquemos {AB{= i e sobre a perpendicular a AB
num dos extremos (B, por exemplo) marquemos |BC! = 1; tra-

1 gando, agora CDL1AC obtemos

sobre a recta AB um ponto D

/\ tal que |BD!= d; com efeito,

7 N como o tr:.ang,ulo{ACD] @ Tec~
e 1 tangulo em-C, vems:

A .1, B D 12 - i.|8D|
donde |BD) = 1 =4a. ‘

Em prOJecgoes cotadas, costuma geralmente representar-
~se uma Tecta obiiqua r desenhando sobre o quadro a sua
projecgao r', e marcando sobre r' as projecgoes de alguns
pontos de r, cujas: cotas se=

Inma———t———

PR
1 jam ntmeros inteiros conse-
T cutivos Diz=se que as pro=
i ‘/"""//Z jecgBes destes: pontos cons=
Tt ' » tituem a greduagao ou escala

- 3 de declive da recta e o in-
tervalo desta sera manifestamente a distaneia entre dois
quaquuer pontos. consecutivos da graduagso.

racn Imente se reconhece qQue o déclive duma recta ver-
tical & o0 e o seu intervalo e Zero, enquanto mma recta
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horizontal o declive e zero e o intervalo e infinito.

Reggesentagao do plano =~ Um plano okpode ocupar, em
relagao ao quadro, uma das: seguintes posigoes:

a) paralelo ao quadro ~- plano horizontal ou de nivel;

b) perpendiculat ao guadro - plano vertical ou projec-
tante;

¢) nem paralelo nem perpendicular ao quadro =~ plang
obligue

Um plano de nivel nio tem representagio especial e
designa=se por “n sendo 1 a cota comum de todos 08 seus
pontos, ou simplesmente por Y, quando a cota nao inte=
resse.

Em particular, )3, e o plano de nivel de ecota 0 - o
planc de referencia-

.Chama~se traco horizontal ou s:.mplesmente tragco dum
plano «(ngo horizontal), a intersecgdo de- < com Y,; desi-
sna-lo-emos por h,L

Se um plano © e projectante; e claro gue todos. os
seus pontos se projectam S0~
bre o trag¢o horizontal de- 0;
o plano fica entao determi=
nado pela sua projecgao hori-
zontal, que se reduz a uma
recta coincidente com h? e
que designaremos por (©'j).

Um plamoobliquo ficara
verfeitamente determinedo
pelas- pro;ecqoes cotadas de tres quaisquer seus pontos

ndo colineares; por exemplo, o pla=-
Y no T defim.do pelos pontos A,B, C,
* B ficara determinado pelas projecgoes
cotadas-de A,B,C, 1nd1cadas na figu-

* Cﬂ ra junta. Mas: na pratica costuma
utllizar-se um processo de repressn-

tagdo mais comodo.

Entre todas as rectas. dum plano o. 4 as Lque tem menor
declive sao as. horizonta:.s (o seu declive & mlo, e as su-
as prosecgoes sao paralelas a hd) e as que teém maior deeli-
Ve s2o as rectas perpendiculares as horizontais (zectas
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de malor declive de «); as projecgoes:das .rectas de maior
declive de ~ sao evidentemente pervendiculares a h s o

p declive e o intervalo dessas
/"r _ rectas sfo tambem chemados resw
£ vectivamente, o declive e o in-
/ ' tervalo do plano et

Dada uma recsa o“llqua exisg~
te sempre um, e um so, plano
que admita essa recta como li-
nha de maior declive; com efeito,
como o %rago horizontal do pla=
no passa pelo ponto de cota Zero
da recta de maiox declive e &
perpendicular a esta, ficam a conhecer~se duas:rectas do
rlano que o determinam: o trag¢o horizontal e uma *’ecta de.
maior declive.

Por cada ponto dum plano passa uma s6 linha de-maior
declive do plano; mas: & claro que existem infinitas linhas
de maior declive do mesmo plano.

Em geometria cotada,costuma represeni:arwse um plano

e poxr ume qualQuer das suas rectas de maior declive; para
salientar que se trata da represem:agao dum piano cospuman.
representar~se as proj 1e ¢oes graduadas: de duas. rectas: de
maior declive muito prosx:.mas (escala de desiive do 131'*_"__) 2
designando uma delas:por 4l . ﬁ claro que na respliugio dos
problemas podemos emp*egar uma ou outra das duas.rectas:
da escala de declive.

As horizontais tem projec~
goes- perpendiculares a df, ; na
figura junta e&tao desenhadas
, as: linhas de- divel de cota 3 e
\ n;, =h, ‘de cota 0 (traco horizontal).

Rebatimento de plenos projectontes: - Hebater um plano
& Sobre cu Tro vlano cons:.ste em fazer rodar « em $orno
da .Ln‘aersecgao de < com (3 ate levar o« a coineldir com 3:

Considersmos um plano vertical @ definido pela sua pro-
jecgao (©%) e suponhemos que se pretende rebabter o plano
6 sobre o plano de referéneia.

‘Dado um ponto P de €; o segmento [PF’), durante o re-
batimento manter«se-a perpendicular a {07) e gonstante em
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comprimento; isto e, se designarmos por Pa posigao de
P depois do rebatimento,
ter-se-a:

PP L (o)

e
| PP I=1P'P| = |cota de P
Em conclusao: Para obter o
Trebatimento de P (isto &, a
posicao de P depois dc re-
/ batimento de © sobre », ),
2 basta conduzir nor P' uma
perpendi caJ ar a(@’) e_sobre esgsa pervendicular marcar um
segnento LP‘ P‘de conprimento igual ao valor absoluto da
Lota de P, num uwu _noutro sentido,conforme o sinal da co-
ta e co"l:f‘oz'me o) lado para gue se tiver feito o .rebatimen-
to: o nonto P sera entao o rebatimento de P,

1 N Na figura junta considerou~
~se um triangulo [ABC], as-
sente em €, e determnou-
-se o rebatimentot.& B 01
deste triangulo, achando os
rebatimentos dos vertices
pelo processc "indicado. Co~-
mo os vertives tem todos
cota positiva, ficaram,
depois do rebatimento, to-
dos para um mesmo lado de
(e')(Na figura a seta indica o senyido considerado posi-
tivo para a marcagdo das:cotas, anos o rebatimento).

Se, em vez do rebatimen=
to sobre xl, se pretendesse
efectucr. o rebatimento de
@ sdbre um plano de nivel
gualquer, o processo a se-
guir seria em tudo analo'ro
ac anterior, com a unica di=
ferenga de que; em vez das.

otass dos pontos se deveriam
marcar as diferencas enire

(e
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as cotas dos pontos e a cota do plano de nivel sobre o
gqual se faz o rebatimento.Na ultima figura da pegina an-
terior considerou=se o rebatimento de © sobre o plano
de rnivel de cota 1.

Problemas:

Dada a_projecglo dum ponto duma recta ob.’_L_gua determi~
nar a_cota desse ponto, supondo a recta definida Dela
sua escala de deglive - Consideremos, por e:semplo a recta
T representada na figura e seja P* a projecgao dum ponto

- de r.Para deternﬁ.nar a cota
' de P temos dois metodos:

12 - g_i;_c_xi_c’__g;aﬁco - Con-
siste em rebater o ulano
projectante da recta sobre
. \'B' um plano de nivel de cota
inteira (na figura o reba-

Tt timento esta feito sobre o

plano de nivel de cota L4).
Basta entao achar os rebatzmentos de dois pontos. da recta,
segundo o processo atras indicado, e unir depois os pon-
tos obtidos.No caso da figura eseolheram-se os pontos A
e By de cotas I e 6 respectivamente (& elaro que o ponto
A se mantem fixo no rebatimento, por existir no plano de
nivel de cota 4 sdbre o quel se faz o rebatimento) Unin-
do & cam B tem~se-¥, rebatimento de r. Em seguida, cons
duze~sg por P’ uma perpendicular a r’ que val encontrar
r em P. A cota de P' e portanto igual 2 cota do plano
sobre o q_ual se fez o rebatimento sumentado da medida al-
gebrica do'segmento [ P*P'] (no caso da figura teremos
cota de P = L + 1,7 = 5,7),

Ll / 20 - ietodo mumerico - Con-
tinuemos a considerar uma
recta r definida pela sua
nro:jeccao graduada, sendo
dada a projecgao P! dum
ponso de r . Suponhamos e=
fectuado o rebatimento do
plano projectante de r so-
bre o plano ¥,. 0 ponto H
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de cota O mantem-se fixo ¢ o ponto il de cota 1 passara
a ocupar a posigao M; o rebatimento P do ponto P esta-
ra sobre F; Dos triangulos semelhantes(H if 17} e [H P P}

deduz-se: :
(3p)  _ lup
‘ PR oarl | H u )
como |MM°l=1 e!HM)=1i, o comprimento do segmento

[Frlé [$p| - lE®
‘i

quere dizer: a_cota do ponto P &, em vzlor absoluto,
igual ao cociente da distancia de P* ao. trago horizontal
da recta, pelo intervalo da mesma .

~ Na pratlca, em geral, o que se mede nao e a distan-
cia da pro,)ecgao do ponto P dado ao trago honzontal da
recta, mas sim a distancia de P a projecgao do ponto A
da recta, de cota inteira imediatamente inferior; divi-
dindo esta distancia pelo intervalo da recta e somando o
resultado obtido & cota do ponto A considerado, obtem=se
a cota de P.

Quando sé ndo exige grande r:.gor, calcula~se a coba
procurada por esyimativay vendo qual e a parte do inter=-
valo compreendida enire a projecgao do ponto de cota in-
teira imediatamente inferior e a 'oroaecqao do ponto dado.
(No case da figura antemor como#A‘P‘; e sens:.velmente
igual a 0,7 do intervalo da recta, a cota de P sera apro-
ximadamente 2 + 0,7 = 2,7).

Dade _a cota dum ponto duma recta determinar a projecgao
do_ponto = Suponhamos por exemplo que se trata de deter=
minar o ponto de cota 1,3 da recta r reéepresentada na fi-
] gllra & Ld

19 ~ iletodo grafico - Faz-
~se o rebatimento do plano
rrojectante da recta sobre
un plano de nivel (sobre o1
por exemplc). Determinada ¥
{rebatimento de r), marca-

4 ~se a partir de r’¥, no senti-

do conveniente, un segmento[AB] perperdicular a ¥’ e de
-ecmprimento igual ao valor absoluto da diferenga enire a
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cota do ponto e a do plano sobre 0 qual se fez o rebati~
mento (no caso da figura 1,3 = 0 = 1,3); pelo ponto B
conduz-se uma paralela a r' que vai enconirar r no ponto
P, nao temos agora ma:Ls do que - 1nverver o rebatimento
para obter P' (isto é s P! sera o pe da perpendicular bai=-
xada de P sobre '),

20- Mg;ggg_m;,gg - 0 método & analogo ao usado para

o problema anterior; reportando-nos & mesma figura tere-
mos : |HP'|=i.|P P'|, ém que sBo conhecidos.o intervalo
ieo compr:.mento | P*Pi={ cota de P! Entao, calculado
|HP*{, marca-se este comprimento sobre r', a partir de H,
no sentiflo conveniente . Em geral, o que se faz na pratica
e multiplicar o intervalo pela diferenca entre as. cotas
do ponto P e do ponto A da recta de cota inteira imedig-
tamente inferior; o resultado obtido da-nos a distancia
de A' a P'; para ter P' basta pois marcar essa distancia
a partir de A', no sentido crescente dass cotas.

-Graduar uma Tecta - Em particular, o que acabamos de es-
tabelecer permite-nos resolver o problema que consiste
em graduar uma recta definida pelas projecgdes: cotadas:
de dois seus pontos A e B. Se as cotas dos pontos dados
1 forem inteiras:(3 ¢ 6, por
—_ exemplo) basta dividir o se-
gmento [A'Bf] num nimero n
de partes iguais, sendo n
igual ao valor absoluto da
diferenga' entre as.’ cotas de:
Aé A é B. No ¢aso da figura,
n=0(=3=3e 03 pontos de
divisdo dao-nos os pontos de cotas 4 e 5, ficando portanto
a recta graduada.
' . Se as cotas:dos pontos dados nao sao inteiras (1,2 e
B, ,5 3555 por exemplo), procede-
mos como no problema ante~
rior: rebate-se sobre % o
plano projectante -da recta
T e sobre uma perpendicular
, a r' marcam~se, a partir de
vt segmentos iguais a 1, 24

!

destes segmentos conduzemmsc varalelas a rf que vao en-
ISA At G‘ D had f <
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contrar T nos pontos I, -2', 3 ; nAo temos agora mais do
que inverter o rebatimento.

Deda a projeccso dum ponto dum plano determinar a cota

do ponto - Consideremos um plano « definido pela esca-

la de declive e seja P' a projec-
'¢30 de um ponto P de «. Para de-
terminer a cota de P, basta uti-
lizar a horizontel n do plano que
passa por P; conduzindo por P!
uma perpendiculser a d% tem=-se n',
que encontra df em M', ponto de

~d,., com cota igual & de P.0 proble-

ma reduz-se portanto a achar a co-
ta do ponto M da recta d, conheci-

da a projecqao de M - o que se pode resolver por quale~
quer dos processos atras. indi cados -

Verificar se duas rectas s80 ou n3c complanas - Suponha-

mos a8 rectas dadas pelas suas escalas de declive.Se as
duas rectas existem num mesmo plano as rectas que unem

pontos da mesma cota Serao rec-
tas de nivel desse plano e en-
t8o0 as suas pro;ecgoes hori-

zontais serao paralelas (no ca-
so da figura, r e s nao sao com~
planas) A condigao é néo soO

necessana, como tambem sufici-
ente, isto e, se as rectas que

unem pontos da mesma cota sao paralelas, as duas rectas
~sd8o complanas.Podemos ent@o representar o plano das duas

g

rectas pela sua escala de decli~

e ve, atendends a que a projece-

gao 4! duma linha de maior de-
cllve do plano e, perpendxcular

4 as projecgoes das rectas de ni~

vel. Para determinar a cota do

/ 3 Dponto P de encontro das rectass

a

r, s, bastava resolver o proble-

< ma considerando P como ponto du=-

ma das:rectas, do qual & cornhecida a projecgao P' (inter=~

seacao de r' com s87).
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Igtgrsecggg de dois planos - Suponhamos que os planos

estao def:.mdos pelas suas escalas de declive e que es-
tas nao sao paralelas.Sejam ¥, (# 03 planos dados . Como

as escalas de declive dg « e G

nao s30 paralelas, tambem o ndo

sdo as rectas de rnivel da mesma
cota doa do%s planos; mas duas
rectas de nivel da mesma cotas
uma de 4% e outra de (£ existem no
mesmo vlano de nivel; logo en-
contram~3e mm pohto que perten-
ce 3 intersecgso de oL com /2 ;

. basta portanto deteminar dois
@pon-'-os nestes condi gOes: para
obter a intersecgdo i dos dois 'olanos, Ja graduada.

Se as escalas de declive sao paralelas, Je o proble-
ma nao pode ser resolvido assim, mas este caso nao nos
interessa por agora.

Se um dos planos {por e:"emploat) e de m'.vel, sem o

ser o outro plano, a interseggao de o. com @@ sera a ho-
rizontal de {3 cuja cota. e igaal a do plano .

Se um dos planos (por exemplo =) & projectante, sem

4 0 ser o outro plano, a projecgao
de i sera coincidente com (&),
obtendo~se 1med1atamente a gra-
- duacgao de i, como esta indicado
na figura.
Finalmente se ambos os planocs
sdo progectantes, e evidente que

a intersecgao i dos dois planos
{se existe) sera uma recta tam=

bem pprpendlcular a Y% ; a sua

pro;ecgc.o (i*) & por'tanto a in-
tersecgao de (%) com ((3

‘\if

I’nte;sac,gao dama recta r com bm plano » - Comescemos pelo
caso em que T e nao seo perpendiculeres nem paralelos
a2y, C metodo geralmente usado consiste em conduzir por
» un plano @ arbitrario nio proje «.tam,e Determinando a
.:ntersecgao i ce~ com®, comoreiti sao compJanasg o
sen ponto de encontro(se existe) sera o ponto X procurado,
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(Se v//i, entdo sera tambem r//x).

_Para que o plano 9 fique detexmnado basta dar a di-
‘ recqao das suas rectas de
nivel que pode sSer gqualquer,
mas convem que sSeja esco-
lhida de modo a cortar as
horizontais do plano o« Se=
gundo angulos proximos de:
202, Na figura utilizamos
as horizontais de- € de co-
tas 2 e 3 (que passam pe-
los pontos de r com as
mesmas- cotas); em seguida
determinamos a 1nterseogao i de ot com ©. A intersecgao de
i’ com r' da-nos a prOJecgao de X; restava agora determi-
nar a cota. de X.

No caso ‘particular de a recta r ser projectante (nao

i s g © sendod-) a projecgao X! da in-

N\_-"1 " terseccao de r com esta eviden-
3 / temente em (r'), de modo que bas~

ta determinar a cota de X; trata-

/ \\ -se portanto de achar a cota dum

rv):x:v ponto KNdo plano =¥ , conhecida a
o ‘projecgao horlzontal de X - pro=-

Q4+ AB: X\ ‘blema que Ja aprendemos a resolver

No caso de r ser horizontal
‘(sem o ser =~ ) basta achar a ho-
rizontal n de cuja cota e igual a de r: a intersecgao
de recamne o ponto pedido.

RS Se o plano =~ H horizontal
(sem o ser T); a intersecgdo de
=~ com T e ° ponto de r cuja co=-
ta & igual a de «.
«—— Finalmente, se 0 plano « e pro=
jectante (sem o ser r) a intersec-
G ‘ (") gaodercommeopontodercu-
ja projecgao esta sobre (=') (vis-
to que sendo L p'r'o,]éctante, todos os pontos: de <t ge pro-
jeckam sobre (»f) =h, ).

’ Interueogao duma recta com um triangulo ~ Como exemplo de
’,::‘.waqao vejemos como se pode determinar a intersecgao
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duna recta com o plano dum triangulo. Seja o triangulo
[ABC; pode proceder-se do seguinte modo:
Detem:.na-se a es~-
cala de declive do
plano « do triangu=
lo; toma=se um-pla=-
no qualquer @ passan~
do por ry © qual fi-
ca definido por r!
e pela direcgao das
rectas de nivel; de=
termina=se a inter-
secgao i doa dois
rlancs e finalmente
o ponto X procurado
sera a intersecgao
de i eom r.
Supondo o triangulo opaco convenciona-se considerar
como invisiveis os pontos: situados abaixo do tria o)
e visiveis os pontos situados. acima (a parte invisivel
desenhawge a pontuado)

@estoe& ae paraleli smo

Se duas rectas sao paralelas, as suas: pro;ecgoes se=
rao tambem paralelas, ey, ‘como formam angulos iguais com
o plano de referencla, tém o mesmo deel:.ve (e portanto
o mesmo intervalo); além-disso as cotas hio=de crescer

1 no mesmo sentido .

Por outro lado, facilmen-
te se Teconhece gue,venfn.ca-
das estas: condigoes, as rec-
tas sdo paralelas (na figura
-as setas indicam os sentidos
de crescimento dass cotas)

Portanto:

" condigdo necessaria e
suficiente para que duas rec-

‘ " tas sejam paralelas, que te-
nham projecgdes:; paralelas, intervalos iguais e cotas cres-
centes: no mesmo sentido"

Lo et
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froblema ~wlonduzir por P uma recta s paralela a recta r
,...‘!'__, Conduz~se s* passando por PF
/ 2, e paralela a r'; depois gradua-
vP§ =ge s° a partir de P’ de modo
que os intervalos sejam iguais
aos de r e as cotas crescam no
mesmo sentido.
£ ainda facil reconhecer
que dois ;glanos varalelos tem escalas. de declive parale-
las. e .que- rec:.procamente, dois planos sao paralelos, des-
de que as’ suas escalas de declive o sejam. Portanio:
1Condi gao necessaria e suficiente de para*eh smo de
dois planos e que tenham paralelas: as projecgoes:das es+
‘calas de declive, intervalos iguais e cotas crescentes: no
mesmo sentlao"

g_g%;gg--'(}ondumr por P un plano € paralelo ao plano wn
: : . Comega=se por determinar a
.Tecta de nivel do plano © de co-
ta igual a do-ponto. P (essa rec-
ta sera. perpend:.cular a d); de=
pois traga-se dy //dg e gradua-
~Se. d ‘cam intervalos iguais e
.cotas crescendo no mesmo senti~-

-Muitas vezea e comodo o uso de um plano auxiliar como
20 plano de projecgao, o quel ddve ser vertical.
I Sejay por exemplo o plano projectante €, representado
A L ~ na figura pela sua projecgao (8').
: - Suponhamos dado um ponto P definido
pela sua projecg¢do cotada; condu-
zindo por P uma perpendicular a
O, esta recta vai encontrar € mum
. _ponto "P que e a projeccio_orio-
o gonal de P sobre e, rebatendo em
S - -seguida © sobre v, o ponto "P ifa
ocupar uma nova posicho que des:.gnaremos poroP"; sendo fa=-
¢il reconhecer gue a distancia de P* a (8°) e igual ac va-
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lor absoluto da cota de ¥.(Na 22 figura estao represen-
tados em pErspectiva
os planos e €; o
ponto P e a sua pro-
jecgdo sobre 0, an-
tes: e depois do reba~- -
timento). Por conse-
guintey podemos con-
. c...u:.r. ..

Para obter P,

projecgao. reb ma.-
de P sobre €, basta

' Bonduz_aa_v_qz.l"._,
_g_gaendz.cular a (@') e sobre ela marcar a partir de (6')
a ceta de T ,’ o ou noutro sentido, confome o s:.nal 1al da
cota '
Na 18 flgura, a seta. indica o sentido oonsxderado
.posz.tivo para a marcagao da cola.

. Exemplos de ap_l cagao. 1) D:Lstano:.a de dois pontos:A,B =
Gons:.deremos um plano projectante @ paralelo ?a rec-
: B, ta AB; .a_sua projecgdo
(e') sera paralela a pro=
Jecgao A'B' @a recta AB
As progecqoes.(rebati-
.cdas)dos pontos A;B. sobre
-] obtem-se tal .como foi
tha pouco i.nd:.cado Como o
seguento[AB] & paralelo a
LBy a: sua pu:ojecgao ortogo=-
nal sobre 6 sera um segmen—
to igual. A distancia: dos pontos A, B é -portanto dada
por/A"B".

£ claro que’ para resolver esteproblema,baetaria Te-
bater o plano projectante ‘da recta AB.

De restoy e facil reconhecer que a- distanoia dos-
dois pontos: AB e igual:a. hipo-benusa ‘dum’ triangulo TEC~
'tasngulo quos catetos sSejam iguais a distancia horizon=
tal e a dlu‘f;:al'lcla vertwal dos pontos considerados.Com
efelto, O cr,.angulo [aBB"], rectangulo em B*, tem por
catetos: . .

A
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[{aB*|={a'Bf| = distancia hori=

zontal de Ay B. g‘
|BB*| = | diferenga ‘de cotas de A,B|

i

. 1
2) Interseccio de dois planos ol 4 : |
@ com escalas de declive parale- . '
\

las - Ja atras nos referimos a / .
este problema sem indicar como se /3'
resolve. ' Al
'I‘omemos um- plano projectante _
@ cuja projecgao (e') seja paralela a dl e 47 ; entao
e sera perpendicular as horizontais de « , (2 e portanto
1 ; a esses planos.Como }

o« 1.8, a projecgao (re=-
batida) de o sobre © re-
duz-se a uma recta (cc'),
vara a obter determ:.namos
(oum)as pro;ecgoes H,A" " Qe
N\ .~ dois pontos H, A de d.
P vi") (de cotas 0Oe 1) e unimos

) ‘A* can H".- Procedendo ama-
- Iozamente para @ s tem=-se
(g") . Como o e (sdo per=

' pendn.culares a®, tambem

a intersecgao, i ’ destes planos é perpendicular a ; a pro-
jecgao ‘dei"sobre ‘@ sera portanto um ponto (i®), intersec-
gdo de' (e *) cum ( g") . Para ter i', resta conduzir: por,
(i) uma’ perpendieular & (0'). Finalmente, a cota de i &
dada pela distancia de (i") a(e').

sstoesa de "per ndicularidade

Para. deduzir a cqndigao de perpendicularidade entre
uma réecta e um plano, consideremos uma recta r e um pla=
‘Do o« perpendiculares entre ‘si. £ facil ver que o plano
projectante de T (rlano que designaremos porp) e ‘Derpen~
dicular ‘ao trago do plano« .em ), ; portanto ¢ cortara os
diedros fomados POr ot © Vo Segundo: rectilineos ey como a
medida dun-diedro e igual a medida do seu rectilineo; de-
duzimos da-figura (pag. seguinte) que -

¢ = oV, (angulo de ol eam ;)  90%=p= rv,(ang de T com %)
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Isto o: o angulo que o plano « forma com Y, & complemen-
tar do angulo,que a recta
r forma -cam YolMas o decli~
ve do plano 3 tg y e o de-

r clive da recta e .
tg (90%-¢)= cotg @ = —kun;
g !lf‘
: : (N logo os declives de T e o
(hy (o) sdo inversos e portanto o

intervalo da recta sera também inverso do ingervalo do
plano (condig20 necessaria de perpendicularidade de r e
o).

£ facil rec comhecer,por outro lado, que sendo T per-
pendicular a e& a projecgdo de T e perpend:.cular as rec~
tas de nivel de o e portanto paralela as Tectas de maior
declive de « ; alem -disso as cotas dos pontos de T e de:
ol erescem em sentidos opostos

Podemos flnalmente estabelecer a seguinte regra:
“Gomm.a..mgm.a_e_.m:_g;m -de_perpendivularidade,
gatre uma recta o um plano ¢ que: _a. projecsio da recia

e

seja ggralela Broleegao das rectas de maior declive
uw‘wecmm_ﬂw_o Llano seiam inver-

Sos e ag. eotas A8 cregcam em gentidos contrarios.

Problema - Conduzir por um ponto P uma recta perpendicu-
lar a um plano k.
et ' " Por P' traga~se r'//d' ;
depois determina~se o re-
ciproco i' do intervalo i
de « e gradua=se r' com
o intervalo i* determinado
€ cotas .a orescer em sen-

¢ tido contrario as de du .
/]X Para determinar i®
a > graficamente marca~se so-
£18 1i'D bre uma recta um segnento

{AB] de comprimento igual a i; ruma das extremidades
deste segmento (B, por exemplo) %sraga=-se BCL AB, sendo
|BCi= 1; por C conduz~se a recta CD perpendicular a AC
e que encontra a Tecta AB num ponto D: do triangulo
[ACD] tirawse: .
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IBct? = {AB|[BD] ou 1 =4i.i' donde i'=

e pois |BDI= if o intervalo da recta.

De maneira analoga & anterior se resolve o problema
‘de conduzir por um ponto um plano perpendicular a uma
recta.
Problema - "Determinar avdistancia de wm ponto a um pla-
no® - Podemos resolver esie probiema conduzindo pelo pon-
to dado P umga recta perpendioular ao planos determinando
a interseccdo X desta perp\,ndlcdar com 0 plano e achan~
do em seguida a distancia |BK|.

Mas o problema pode rcsolver--qa mais comodamente uti=
lizando um 29 plaho de oro*ec.gao

Dado o ponto P e o plano of,tcmemos como plano auxili-
. ar um plano de projzc-

B' . ¢3o @ perpendicular ao

' Plano o ; a sua projec~
cao horizontal sera
{e*) //d’ - Como o1 O,
B a projecgao(rebatida)
de <« sobre 8 reduz-se
a uma recta («").Para

\ (OL") ‘Geterminar P" e \0("),
Procede~se como Ja foi

(N

Scmapmns v

indicado em problemas

anteriores. F:.nalmente
como x & pernenc‘l:.oular a 9, a distancia de P a » & pre-
cisamente a distanciz de P a - («0).

Rebatimentos:

, Gomo atras f01 dito, rebater um planooc sobre um
'plano # consiste em fazer rodar o em torno da- intersec-
gao dos dois. planos aje fazer coincidire« com (3 ; a in-
,tersecgao dos dois ‘planos chama-se cl*grneirg do rebat.L-
mento .« VJ.mo_. tambem como Se executa o rebatimento dum
plano nro.]ecta'xte sdbre um plano de nivel; ve jamos ago~
Tra como Se eXecuta o rebat:mento dum plano oblfquo sobre
Yo = oa,ma:s geralmente, sobre um plano de. nivel gqualquer.
Consideremos um plano ~ defini do pela sua escala de
declive e suponhamos dada a projecgao (A'BY c'l dum tmanaa
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gulo [ABC| existente em ~ ; pretende-se rebater  sobre
¥ e determinar a posigdo do triangulo depois do rebati=
mento. A charneira do rebatimente e h, e enquanto « gira
em torno da charneira os ,p'ontos do plano descrevem arcos

meebe . an

de circunferencias de centros emhae quos planos sao

‘perpendiculares a h, ; alem disso, wg_u_;mém

. £0S8 & charne man em-se onstan: - Portanto para ter
o rebatimento do ponto A, ha.mwm'_ma_

mente, um pggto x cuqa dw;ancia a h,,‘ seja igual a dis-

tencia de A a hy (e analogamente para os pontos B e C)
 Mas como achar a disténcia de A a hy ?

- Para isso podemos recorrer a um plano de projecgao

© perpendiculer a ho e que pode ser o proprio plano pro=-

Jectante de 4,-A pro,)ecc;ao de h, sobre @ reduz-se a um

ponto (h ), ea prOJecgao de =< sobre € reduz~se a uma

recta (o(") Na figura determinamos ("), achando a pro-

jeegdo sobre € do ponto de cota 2 de d,, e unindo-a com

(h".). A.projecgio AT de A estara sobre (") e a dis~
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s8ncia de A & (h,) sera precissmente igual & distémoia
de A% 2 (ha) - 0 que responde a questao formilada .
Determinados os rebatimentos X, B, G dos pontos
A; B; C , basta uni~los para ter o rebatimento do tria*r-
gulo (ABC)
g_g'_laggglos de rebatimento = Suponhamos agora que se fra-
ta de fazer 0 rebatimento dum pldno obhquo ol sobre um
rlano de nivel Yy qualquer“ entao a charneira sera a ho-
nzontal n, intersecqao de« oam . v, No caso da figura su-
poe-se o plano -+ definido pela horizontal n (de cota 3) e
por um ponto P fora de n. Para ter o ponto P em rebati=-
mento, basta conduzir por
‘P! uma perpendicular a n'
e marcar sobre ela, no sen-
tido converiente, um pon-
to P'ouja distancia an'
seja igual a distancia de
Pan. Ora esta dzstancla
como se pode verificar e
igual 2 hipotenusa dum
triangulo rectangulo cu=
JOS catetqs sejem iguais
a distanocia de P' an' e
- & diferenga das cotas de P
e dey (2 no casp da figu~
ra). Um tal triangulo (cha-
. ‘mado griangulo de rebati-
» mento) pode construir-se,
tragando o segmento [E'P"j
baralelo a n' e igual a
‘diferenca de cotas: de Pe
3V S 1 unindo P com ©
, ronto By, pe da perpendicu~
lar baixada de Br sobre n*,
A distancia de P & charneira
sera entao igual ao segmento

. (22"l
Aplicacoes dos rebatimentos -~ & facil reconhecer que

toda a flgura F ex.asten*'e num g}.ano paralelo a % ten; como.
projeccao uma figura & ‘igual a F; diz~se entao que & sa
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projecta em verdadeira J___gandeza Ora, se a f:.gura dada

existe num plano oL, obhquo ou projectantey; para obter

essa figura em verdadeira grandeza,; basta reba ter o plano
sobre um plano de n.{vel - em particular sobre v

Exemplos - 1) "Detexminar o angalo de duas rectas”.

Como o angulo de duas rectas-nao canplanas e igual
ao angulo de duas paralelas a essas rectas: condu"zdas
por-um ponto qualquer, o problema reduz-ge. sempie a de~
terminag¢ao do angulo de duas rectass complanas .

Para determinar o angulo de duas-rectassTysS com W
ponto comum Py basta re-
bater o rlano = delinido
pelas: duas.rectas, sobre
um plano de nivel. No ca-
so da f:.gura, o rebati-
mento & :t‘eito sobre o
plano de nivel de cota 1
e portanto a charneira se-
ra a horizontal de cota 1
de « que se obtem unindo
os pontossde cota 1 de r
‘e s. 0 rebatimento de P
.pode obter=se pelo mé o=
do do triangulo de rebatimento, ha pouco indicado . Como
os pontos:de cota 1 das duas rectas Se mantém fixos,
basta unir P com esses. pontos para obter os rebatimen-
tos.de RS s.

0 angulo m das duas rectas & pois o angulo formado
por T¥-e S'.

2) "Determinar o angulo de dois planos” Como o angulo
de dois planos o 5 & e igual ao .engulo de duas rec tas
que. 1hes sejam per pnndlculares, para. determinar o angu-~
lo ol (3 basta conduzxr por wa gonte P qualquer do espa~
go duas:srectas r; S respectlvamenbe perpnndlculares a
o« e a (3, e achar depois o angulo r7s’.

3) "Determinar o angulo duma recta r com um pleno o "

Basta cc:ndm/ir por um ponto P qualquer de r una
recta tlex. O angulo de T com o sera o vomplemt.nta:c' do
an,gu.to de » com .

ISh-« GD ~ £ 3
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Secgdes. planas de piramides e prismas -~ Consideraremos

apenas o caso duma plramlde triangular. com a, base assen-
te em y, (no caso geral; o métode a usar e analogo)-

Para determinar a interseccgac da piramide [ABCV) com
um plano ot definidoc pela esuma de declive; podemos re=
correr a um 20 p"ano de pro,]ecgao, @; verpendicular a =

/(e")

(sera (€') // a. ). As projecgbes<A", B", C", V" dos pon-
tos Ay By C; V- determnam-se como foi atras indicado .
Como ~J. 8, 2 p1~03ecgao de ~« sobre 6 reduz-se a uma Tec-
ta, (x"); a secgdo [INP] feita na piramide pelo plano~
tera portanto a sua projeccio LLII"N"P"] na recta (x") Os
pontos M, N, P sao as intersecgdes: de o4 com as arestas
AV, BV, CV,y . resmectlvamente, as projecgoes A', Bf, C' es~
tarao pois sobre as progecgoes horizontais das respectl-
vas.arestas. Resta ,portanto conduzir por M",N",P" perpen-
diculares a (') ate encontr& A*V', B'Vfe C'V', respecti-
vamente. Para ter a secgao em verdadeira grandeza; bastaria
rebater sobre . ¥,0 pleno oL 5 o que Serbe facil agora recor=-
rendo & projeccdo |M*N"P*] da secgdo, sobre ©.
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B) ietodo da_dupla projeccio ortogonal
ou metodo de Monge

No sistema de Monge usam~se sistematicamente do:.s
planos de projecgao. Um destes - lﬁ_pmano de_“pm}eogao
ou plano horigz ontal de ,___QMQL_QQ“_Q_ - supOe=se em Posicao
vhorlzontal e sera designado pela notagao Y, , enguanto o
outro - o p.Lano de_proiesgio ou plano vertical de pro-
Jecgao - sera ‘designado. pela potagao Por B 1n’cersec§ao
destes=dois planos tem o nome de linha de torra e desi-
gna~-gse por LT.

0 plano v, chnde o espago em duas regioes - uma das
quais se dira su
rior (acima de »a)
e a outra inferior
(abaixo de ¥, ). Ana-
/’,-"’P‘T“'“"" 'TP logemente, o plano

- [
1
d
P!

20 @ Bl 198

Po divide o espago

,/"1‘:' em duas regices. =
/ : una das:quais ge di-
pr 17 T ra anterior (aquém
: T | de @) e a outra pos-
/ terior (além de o) -
32 @ Lo @ Dado um poato P

gualguer do espagoy

< a sua projecgao orto-
L~ gonal sobre w, chema="
~se primeirs Qrol_agm ou proje ;;go horizontal de P e
desrgna—-se por P%; a sua progecgao ortogonal sobre ¢ cha=
‘ma~se segunda projevqao ou: p'ﬂo*eccao ver_g:.cal de P « de~
signa~la~emos por "P.

Desta maneira ficam os ‘pontos do sspago representa

dos sobre dois planos distintos; mas como.¢ chjectivo
da Geometria Deseritiva é ter as figuras do espago re=
'presentad s sobre um. umco plano reoom'e-sre a6 seguinte
artificio: wrebate~se o 22 plano de progecf;ao stbre o 12,
de modo que a parte superior de g, va soincidir-eom a par-
te posterior de v, {indo portanto a parte 1n.f'r=“10r de wo
coincidir com a parte anterior de ¥, ).Como & facil Teco
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nhecer a projeccao horizontal e a projecgao vertical dum
mesmo ponto ficam , depois do rebatimento, numa mesma
perpendicular a LT.

As perpendiculares a linha
de terra caamam~3se lirhas de re-
ferencia . A projecgdo vertical re-
batida do ponto P passara; por co-
modidade de linguagem, a chamar-se
simplesmente projeccao _vertical de
P ées:.gna-la—emaa por P*. En to-
‘das as quessoes nratlcas tratadas
pelo matodo de Monge, iremos supor que O plano korizontal
de projecgdo & o plano (do papel ou da ardosia) sobre o
qual se executa o desenho-

L cada ponfo do espago fica, por este processo, a cor-
responder. um e um S0 sistema de dois pontos do plano situ-
© ados numa mesma lirha de refere*xc:.a, sendo o primeiro a

projecclo horizontal e o segundo a projecgdo vertical do
ponko
Reaiprocamente, dado arbitrdriamente um sistema (MIM")
de dois pontos do plano situados numa mesma Jinha de ro-
erenc*a, corresponder-lhe="4, segundo este G’('l'B”I'lO, um
e vm so ponto M do espago. Com efeito, se invertermos o
rabatimento do plano %levando-o a ser novamente perpen~
dicudar a V,, o ponto LM tomara uma nova posigao,M; se;
en seguida, conduzirmos por M' e "i pe rpend:.culares resr
pectivamente a v e a ¢, » estas rectas. 1rao encontrarese
mun dado pon'l:o M que tem M' por projecc¢ao horizontal e
i* por projeegao vertical (rebatida).
0s dois planos % e y, dividem o espago em L4 diedros
(guadrantes 8) que se numeram wvomo esta indicado na figura:
19 guadrante (limitado pela parte anterior de», e pela par-
te superior de ,); 29 guadrante (limitado pela parte su-
perior de ¢y, e pela parte posterior de ¥ ); 32 guadrante
(limitado pela parte posterior de », e pela parte inferior
de ¥ ); e 4oquadrante [limitado pela parte inferior dey,
e pada parte anterior de Y ).
Chema-se gota do ponto P a distancia de P a . 3 com
o sinal +; se esi:a acima, e com o0 sinal =, se esta abaixo
de v, (mla se esta em ).

o
2
2

I

=

D SRSy

]

-t s b ey

L
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‘Chama~-se afastamento do ‘ponto P & distancia de P a
¥,9 cam o sinal +y se esta aqnem de ¢, 3 €e-com o sinal
-, Se esta além dey,(nulo &e esta em uo)
Poxr consegulni-e, se o pon't:o nao esta em nephum dos
planos de projecgao, ter
no 12 quadrante - co-‘.;a Dositiva e afastamento positivo

no 82 n - " positiva e L] negativo
no 39 L - " negativa e " negatiwo
‘no 492 " - " neggtiva e ‘" posiiivo

Um ponto -sobre \, tem cota rula, sobre o tem afastamenw
to mulo (sobrn 1T tera cota a afastamento: nulos)

Gomo facilmente se Trecomhece, a gdta de Pe igual a
distancia de Pfoa LT - positiva se P" esta acima e nega=
tlva se P% esta abaixo de LT; e o afas::a:nﬁntp de P e igual
a distancia de P’ a lT - pos:.'a:.vo se P' esta abeixo e ne-
gativo-se P! esta acima de LT.

Em particular, se P* esta em LTy o af Tastamento e milo
e o ponto’ esta emp,; Se P" esta em 1Ty a cota e nula e o
ponto esta em v,

- Dada uma Pigura & qualqaer do espago; chama=se B"“o’ew
gao Lom_g tal de &, e designa~se po*"&‘, a sua projezgao
ortogonal sobre 3, ; chamawse proJeoc;ao verticsl de &, e desi~-
gna~se por g", a sua projeccgéo ortogonal sobre ¢,.

-

R@resentagao da rec-‘-a - Da=se o nome de recta de pe"fil
a toda a recta perpend:.cm.ar a LT, isto e, existente so-
bre um plano pervendiculer a LT (plaho de perfil).

Quando uma recta nao 3 de perfil, fica sempre deter-
minada pelas suas: progecgoes, nerhuma das.quais e perpen-~
dicular a LT. Reciprocamente, dado um sistema de .duas.

rectas que nao sejam perpendicula=

n_ res:a LTy existe sempre uma e uma
: S0 recta do espago que tem a pri-
meira como projecgao horizontal
L T e a segunda como projecgao verti-
cal.
e Nas:rectas: de perfil hé ainda
r! a distinguir o caso de a recka ser

perpend:}'cular a um dos planos de
projecgao :
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a) pernendlcular ao plano horizontal - dizZ-se entfo que
e uma recta projectante horizontal ou uma recta verti=-

Ocl...

0w

b) Perpendicular ao plano vertical « dizwse entao Que e
wia recta projectante vergical ou uma recta de tcpo.
Em gualquer dos cazos a recta ainda fica detenmnada
pelas suas. projecgdes: no Trimeiro caso, a projeccao ho-
rizontal da recwba reduz~se a um ponito, enguanto a projec~
cho vertical & perpendicular a LT (recta a da figura); no
segundo casoy a prOJeogao vertical da Trecta reduz«se g un
ponto, enquanto a projeecgiao horizontal e perpendicular a

LT (recta b da figura).

Mas~uma recta de perfil que nao seja pro;eetante, Ja

v LAn
a" ',tb') to=t?
! : -Bn
L z .
i(ai) bt 1A
{ .
4

nao fica defini~
da pelas sumas: pro-
jecgoes, visto

. que todas as rec-

tas. nso projectan®
tes existentes:

no mesmo plano

tém as mesmas:
projecgoes

(¢'= t" 1 LT).

Panuma tal recta ficar determnada basta dar as projec=
goesr. de dois seus pontoss distintos (recta AB da figura).

Problemas: = Dada a_projeccio horizontel dum ponto P duma
dada recta representada pelass suaS' projenoses, determinar

e NPTt

& _projeceso. fer’cl cal de P ( supde=se que a recta nao e de

pars .:.1)

Como P tem de estar sobre Tt e $em de estar na linha
de t‘e:eren cia que passa por PF

e aera o ponto de encontro de xr?
P can a linha de referéncia que
o , passa por P'
L. 1 Dada & cota dum vonto P
, duma recta a nao de perfil,
__,;i‘i_.———-—--:,‘""" ‘ determinar as suas projsc-

9086«

Sobre uma

linha de refe-
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rencia qualquer, marca=-se um pon’co M a uma distancia de

LT igual & cota (para cima ou

% M para baixo conforme a cota o

af—- : + positiva ou negativa); por il
1 . T ¢ conduz~se uma parelela a LT

que vai encontrar a'" em P' ;
a’»v__,‘_f',_i,/ P fica determinada por a' e
pela linha de referencia que

pagsa por P" .

Em particulary; o ponto em que uma recta T nao para-
lela a v, encontra este plano, e o seu ponto de cota mu=
la ( ;MW) e tera a sua projecgdo verti~
cal em LT; designa-~lo-emos por Hy-«

0 ponto em que uma recta Iy nao paralela a Ry encon-
tra este plano, e o seu _ponto de afastamento mlo (tra-

o vertical de r) ¢ tera a sua projecgao horizontal em
LT; designa-lo~emos por V

Dada uma Tecta T nao paralela a v, , para detem:.mr
Hpy acha-se a intersec¢ao de r" com LT, que nos da X-Ir,
¥+ condiizindo por Hy uma li-

nha de referencla, esta
ira*encontrar r' em .
V' P H.r = I-In De mrfme:.ra analo-
T 8a se determina o trago
' vertical (quando o haja)
As rectas paralelas.
e a 90 chamam~se rectas de
Hp nivel ou horizonteis: e
as rectas paralelasa o
chamam=3¢ rectas ds de frente ou frontais.

Imediatamente se ::-ec:orxl:lec'.<;-,c que a pro;}eogao vertical
duma recta de nivel n & paralela a LT e de duas uma:

= / "

\ . ' e
ns\ £ g9

. . @
ou n" coincide com LT e entao a recta n esta assente
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em»,; ou n" nao con.nvide com LT e entdac a recta n nao
tem trago horizontal {a distan ia finita).

Andlogamente & pro jecedo- -horizontal quma récta de
f*ent fe garalela a Ly e de duas. uma: ou f' IT; e
entdo f esta assente em @, ou £' # LT, e entfo a recta
nzo tem trago vertical.

Ainda st pode dar o caso de ambas as p*‘o;ecgoes- da
recta serem paralelas. a LI = trata-se entfo duma recta
peralela a LT.

‘Paralelismo & rectas: - Condd ¢d0 necessaria para que
duas. rectas. sejam paralelas e _que as suas projecgces ho-
monimas. sejam paralelas Ebtclu.zdo o cago dassrectas:de
perfil, esta condig20 € nfo %) n.,ﬂessarla, como também
suflelente. .

Proolema - "Dados um pon-bo P e uma Tecta T, nao de perfll,

conduz:.r por P uma recta s paralela a r."
claro que basta conduzir por

st~ : P uma recta s"/r", e por P'
W uma - Tecta s'//r', para ter as
projecgoes: s', s" da recta s.
/"" . a Pealda .

Pl Representaqao do plano por
Lk‘g' meio dos tracos - Chama-se
trago horizontal dum plano
X 3 nao paralelo a v, a Sua intersecgao com v, ; re-
presenta-’lo"emos ror h, Chamae-se traco_vertical dum
plano o nao paralelo aqo, & sua interseccio com tpﬂ, repre-
senta=1o=emos por v_.

Em particular os planos paralelos av,- planos de ni-
vel cu hgnzggal - nao tem trago nonzorrtal, un tal pla-
no fica perfeitamente determinado pelo seu’trago vertical,
que e paralelo a LT.
, Os planos parale-
1 ¢ 1los a g, - planos de
frente - nao tem

h., trago verticalj um
T tal plano fica per-
feifjamsnte deterwinado pelo seu frag¢o horizontal, que e
paralelo a LT.

Ve
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Se o plano nao for paralelo a nenhum dos planos'de
Projeccao ficara determinado peloa seus dois tragos; ho-
rizontal e vertical, excePto Do caso em que o plano pas-

sa por LT.
£ fAcil reconhecer que os dois tragos se encongrem

= nzn ponso de LT ou sao embos pa=~

Vot ralelos a LT.
2
B claro que o trago horizon~
L - — T tal dum plano < & uma recta de

<

v, €7 como tal, coincide cam a
h sua progecgao horizon'aal' a sua
ol projecgao vertical estara em LT.

~
Por sua vez O trago vertical de
ol e uma recta de w,e pori;an-bo coincide com a sua_ pro-
Jecgao verti cal; a sua pro:;ecgao horizontal estara em
7.

Ihn'caso parti cular importante e aquele em que o
plano e paralelo a LT; nesme caso os trac;os do plano
sdo. paralelos a linha de ter-

M)
: Ta.
L T Un plano perpendicular a
, um dos planos de projecgao
h diz~se projectante: plano pro-

o jectante horizontal ou plano
ve= hg vertical se for i % ; plano
projectante verji ou ptano
L 'de topo se for_l.(pg .
\ ' - Os planos de nivel s3o
Y 1 un caso particular dos planos
ha.:\ hi de topo e os planos de frente
J'I
sao um caso partlcular dos
planos verticais (nestes dois casos, o plano além de ser
perpendicular a un dos plancs de projecgao & paralelo aoc
outro).-
'Exclu.{dos estes casus particulares, podemos dizer
que um plano vertical ‘tem sempre o trago vertiecal L LT,
e wn planoc de topo tem sempre o trago horizontal 1 IT.
Unm plauo de vperfil e ao mesmo tempo proaec'ban'tze ko~
rizontal e projeectante vertical - os seus tragos s30
poi$ perpendiculares a LT e portanto coincidentes

(veg h'e):
ISA ~GD = f 4
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Como ja dissemos um plano que passe por LT nao e de-
terminado pelos seus trag¢os; pois que ambos coinciden
cam LT. Para que um plano fesgas condigﬁea fique deter-
minado basta dar um seu ponto qual=-
quer fora de IT.

Dum modo geral um plano fica de-
terminado gquando se conheccm: tres
pontos- quaigguer do plano gque nao es-
tejam em linha recta; ou uma recta do
B plano e um ponto do mesmo situado fo=
. ‘ra da recta; ou duas rectas distintes
‘do plano = paralelas ou conoorrentes .

Cond:.gao de pertenca duma recta a' um pleno = Q;uando uma
‘Tecta r tem tragos distlntos, Hy Z Vr, condigao necessa-
ria e suficiente para que r
esteJa sobre um dado plano

o & que 0s seus tragos este-
jam sobre os tragos homoni -
mps do plano.

Problems -~ Dados um plano ~¢
representado pelos seus tracos
e conhecida a projecgdo hori-
zontal r' duma recta T de:ot,
determinar a projecgio verti-
cal. de r

£ ciaro que Hp serd o ponto de encontro ,de T’ com
h, a 'oa.tlr Qe Hy determinamos H3 que esta em LT . Por
sua vez V; Sera o ponto de eno.ontro de r' eom LT; deter-
minamos ef seguida Vy que esta em V. Finalmente r" sera
a recta que une Hj cam Vip.

Analogamente Seresolvia o problema,que consiste em,
dada a projeccao vertical da recta determinar a sua pro-
jeegao horizontal.

En particular pode aconte-
cer que a projecgao horizontal
da recta seja paralela ao traco
hor:.zonta... do plano. Entao e
facil reconhecer que se trata
duoma recta de nivel do plano .
Dada & projecgao horizontal n'
duma Tecta nestas- condigoes,

«
o
M

|

[ IRPRS —




5

DPara ter a projecgao ve‘ctJ cal de n, basta determinar o

seu trago vertical e por ele conduzir n"//iT.
sndlogamente as rectas frontais do plano terso a sua

projecgio vertical paralela ao trago vertical do plano.

Problema ~ "Mado um plano o e conhecida a progecgao ho~
rlzontal P dum ponto P de =, determinar a projecgao ver-
tical do mesmo ponto”

Comecemos por supor que © plano « n3o e projectante

e nao passa por LT. O pro-

blema resolve-se tragando
a projecgao r' duma recta
T gqualquer pertencente a
=L e passando por P ('

7 devera entao passar por
P') determinada r", P®
sera a intersecc;ao de b ol
com a linha de referencia
que passa por P

b, An3logemente se proces

deria, se fosse dada a pro,]ecc;ao vertical dum ponto do

plano e se pedisse a sua. pro;ecqao horizontal.

Im particular, se o plano ¥ & projectante vertical,
qualquer ponto do plano tem a sua
projecgao vertical em vr e vortanto,
dada a projecgao horizontal dum pon-
to A de T , imediatamente se deter-
mina a projecgao vertical do mesmo
ponto; mas dada a pro;ecgao verti-
cal do ponto B, este nao fica deter-
A minado pois ha uma infinidade de

pontos do plano W que se projectam
verticalmente em B® - todos os da
recta de topo cuja projecgao vertical coincide com B™

Problema - "Dado um plano o definido por duas rectas dis-

tlntas ay b, determinar os tracos do plano",

Ja atras foi recordado que dadas duas rectas distin~
tasy paralelas ou concorrentes, fica sempre deﬁ.m.do )
plano que as contem . Para que duas recias a, b ( nao de
perfil) se encontrem 8 necessario e suflm.ente gue oS
pontos de encontro das projes¢-dess homonimas estejam

[ GRSRE U N
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Dna mesna linha de referéncia .

Para determinar os tracos do plano bastara determi=-
par H, 'Hy e Voy V3 se
i‘orH #£Hp e Vo # Wy, base-
tara unir H, com Hy para
ter b e unir V, com Vi pa-
ra ter v

Como os tragos do pla=~
no se encontram num mesmo
ponto da linha de terra
bastava determinar HgsHy,
uni~los para obter h e

b depois unir o ponto em que
h encontra LT com o trago vertical ‘duma das rectas
~ Se os tragos horizontais ou os: tragos  verticais dass
duas rectas coinc:.dissem detexrminavamos o trago do plano
homdOmimo dos tregos ndo coineidentes (unindo estes) e pe=
lo seu ponto de encontro com LT e pelos tragos coincidentes.
das duas: rectas: determinavamos o outro trago do plano

Em particular se as duas Trechas se encontrsm mun pon-
t0 de LT para determinar os tragos do plano teriamos de
utilizar outra recta do planc defimida por um ponto de ca=~
da uma das rectas dadas ’

) Se o plano estiver definido por {res ponios nao em li=
nha recta passamos vara o caso anterior unindo‘dois dos:
ontos com O ‘berceiro, or exemplo g8 fosse = A B'C, fi=-
caria' =a,b com a=4AB
e b=B C

Interseccdo do planos:~ Vamos
‘supor oS planos definidos pelos-.

p tragos (o que & sempre: possi-
vel desde que o plano nao pas-

se por LT) Como a ingersecgao

/< e a recta comm 20s.dois pla&-
Bf ! pos,; o seu trago horizontal (se

At \'5~z\ existe) tem de estar sobre os

tragos horizontais dos dois

plancs: sera pois o poato de enccatro destes: tragos; and-
logamente para o8 tragos verticais Para obter as projec-

1
t
4
t
f
i
!
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¢oes da intersecg2o 1 de &, {3 nao temos mais do que u~
nir V; com HY obtendo i" e e V{ com H; obgendo i' - isto,
na hipotese de a recta ter tragos:horizontal e vertical
distintos.

Podem, porem apresentar*se posigles particulares.
Por exemplo, S8e os tragos horizontais: dos-dois. planos:

oy B3 830 paralelo% e. dlstimos, sem O serem os t{ragos
vertlca;ns, a intersecgao i de o com, B nio tem trag¢o ho~-
rizontal: e portanto uma recta da nivel . Por outro .Ladu
Vi & a J.ntersncgdo des vy com Var Portan'to, a projecgao
vertl cal de' i passa por V; e & /1 ...,1, enquanto a projece
¢io horizontal de i passa por Vh o e paralela aos %rau
gos horizontais dos dois plancs {visto sor recta de ni-
vel de =e de ¢ ).

Outro caso partlcalar analogo e aquela em que os
tragos verticais sav parsielos, sem o serem hori.zom-ais

Se os tragos homonimos
dos planos sao parale 08,is~
t0 & 80 Va. /vy ey //hy 08
dois planos sao paralelos,
excepto no caso des planos
serem todos paralelos a 1T
(neste caso os planos podem
sor. ou nao ‘ser paralelos)

Suponhamos agora gue un
dos planos’ & projectante - por e"'emplo projectante ver-
tical - 4

Sendo T projectante vertiocal todos os seus pontoss
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1

'l;cm projecgac vertical em v. , portanto, 'i" = v.. A projec~
gao horizowtal i¥ deteminav-se como no Qaso gexal

\ -
{ v 8"
1 R

n Va

— AN i®
1 1 :

L T L N .
]

'

IN -

h,

s
hg

Para detenmnar a intersecgao de 2 planos paralelos
a LT, pode recorrer-se a um plano auxiliar, e convem que
este seja projectante (mas ndo de perfil, nem paralelo o
nenhum dos. planos de projecgao).

Sejam os planos «,@ paralelos:a LT e cons:deremos um
plano euxiliar w projectante vertical (mas nao de nivel
nem de perﬁl) Determinada a intersecgdo r de T com o e
a interseogao s de w com @ s acha»se o ponto I de: encon=-
tro das rectas Trys (se estas; sao concorrentes). Por I de-
ve passar a intersecgao i de « com @ e, camo i deve tem~
beém ser //LT; basta conduzir por I' e por I" paralelas: a
LT, para ter respectivamente if e in

Se as rectas ry s fossun paralelas, podemos concluir
que 08: planos oLy e tambem o sao.

Este metodo do plano projectante auxiliar pode ainda
ser utilizado noutros casos particulares.

19) -~ "0s dois planos & 5@ encontram=se num mesmo ponto
de LT e por consequencia 0S tragos dece( 4¢ encontram-se
todos nesse ponto .

Utilizando um plano projectante honzontal Ty de=
terminaremos sucessivemente a intersecgao a de 1€ com o o
a inte:c'secgao b de ™ com (3 e o ponto X de: encontro de a
com b, £ claro que X pertence a intersecgdo i de ~ com

ey como o ponto Y de encoatro doe tragos com LT tem=
ham pertence & interssc gao; esta fica definida pelos pon=
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tos X, Y, isto &:
te).

Y'=Y"

20) "Caso em que um dos p...anos passa por ILT"

0 ponto X de encontro dos tragos com LT pertence a
interseccao. Para determinar wm outro ponto, podemos
utilizar um plano pro;ec-!:a:nte horizontal (> , tal que
hp passe por M (1 & vm ponto do plano que passa por T)
mas n2o por X. Determinadas as 1ntersecgces r, s do pla=~
no {®* respectivamente com o 13 50O _ponto Y em que’ a%
rectasir; ¥ Se encontran peri:en\.&ra tambem a intersec~
¢ao; esta se:ca portanto a recta i definida pelos pontos
X, ¥ (E claro gque s" deve passar por 1 1% e pelo ponto de
encontro de hP com LT). :

Interseccao du1_m% recta r com um;g;l_ano vh = Comp ro sise
tema de projecgoes cotadasy o metodo geral para resole

. s ver este problema consise
te em utilizar um rlano au-
xiliar, ar‘~1tranog passan~
do por r. Mas agora convem
q Que o plano seja projechan~
te - por exempio, o _nlano
projectante horizontel da
recta; este :plano qus desi=
gnarenos wor £ , interseta o
Plano & segunde uma recta i
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(desde que p ndo seja paralelo a « ).Como as Tectas iy
r estdo mum nesmo plano, de duas uma: ou se. cruzam mn
ponto X que & o ponto procurado cu s&o paralelas e entao
r //+. Na primeira hipotesey X" & a intersecgao de T
com i" e X* a interseccao de r' com a linha de referencia
que passa por X%

Estivemos a _supor, implicitamente, que nem o plano <=
nem a recta T sao pro;ec*antes

Se o plano ot e projectante, 0 problema simplifica-se.
Suponhamos, por exemplo, que o~ é projectante vertical;
entdo,de duas uma; ou r* corsa
v, ou tal n3o sucede . Na primei-
ra hipotese, : encontra oL num
ponto Xy qua projecgao vertical
p esta necessariamente em v, (visto
o Ser projectante verti cal). Na
segunda hipotese, sera r//c.

Finalmente, suponhamos que T

& projectante ~ por exemplo pro~
jectante horizontal (=em o ser
) o). Entdo, T encontra « num
ponto X, tendo-se- X' = r'; trata-se portanto de achar a
projecc,ao vertical do pon-bo de o cuja projec¢ao horizon-
tal e X' = problema que ja sabemos Teselver.

- - e - -

'yr blema -~ "Dados um planp « e um ponto P, conduzir por
P um plano ¢ paralelo a =% '
Se o plano « estiver defimdo por duas rectas r, S,
bastara conduzir por P as rectas
p '8 T11519 respectivamente paralelas
>/ a rys : o plang definido pelas:
: rectas 1751, e, evidentemente
; i— 0 plano procurado,
| gt T Suponhamos agora que o plano
, o esta definido pelos tracos; se
% qu:.zermos que o plano @ fique tam-
% bem definido pelos tragos, conven
proceder da seguinte maneira:
conduz~se por P uma horizontal ou uma frontal peralela a
o = por exemplo a horizontal n //= (sera n'//h, , n*/ LT;
determinado Vp, conduz~se por Vn a Trecta v,//vy e pelo pon-
to em que v, enconira 1T, traga~se a recta hr,// h. facll
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ver que h,y v, sao de facto,08 tragos do plano pedido.
Bste prosesso felha se o plano o for paralelo a LT;
v neste caso camegaremos por tras=
v, 03 , ©aT uma recta T de o, oblique;
" g seguidastraga~se s//r e pas-
: p sando por P; determinados os
“tragos de r; conduzem-~se poxr H

L \\\ < » T
\ P' e V,s Tespeotivamente h(// h //
' AN n'//2!’..To:av//V//J'"-»T
b ¢

Muadancas:de plano'sa:' -

/

Vlmos gue,; no método das- pro,]eogf;es cotadas; e por
vezes comodo recorrer a um segunc‘lo vlano de Trojecsao.
Poi bem; no metodo de Monge sambem ha pOr vezes- conve-
n.nnc:.a em recorrer.a um 32 plano de projecgac, que devew
" ra-ser perpendicular a um dos dois planos de projecgso
(% ou o),

Suponhamos que se u?.illza um plano vertical ww camo
nuvo ‘piano de projecgao em substituigao de @A nova 1iw
nha de terra, que desigharemos por I3™ s sera evidente-
mente o trago deste plano rr em v, Dado um pento P gualquers

5 pa - se conduzimmos ‘por P uma pay-~
;&. ‘pendicular a 7C ; esta encon-
cota {, X 14 tre w pum ponto WP; se depois
{i *‘ebatemos T sobre V,0 ponto
L Al / o “P ira ooupar uma nova posi-~
1N / ' ¢o que designaremos pox P'Y
' e que € a Dova projeccas ver-
ticel rebaiida de P (ou sim-
Plesmente a nova pro ”Jegggq
vertical de ,‘P) Aa projecgoes
2 0 hande estar evidentemente, mma mesma perpendicls
lar a InTy (isto 2, pums das:novas linhas de referennla),
por outro lado como o plano horizontel de projecgao e o
meanog a.cota de P mantem-se. Portantos para obter P'Y
20 temos mai 8 do que marcar sobre a nova linhe de refe-
'r’e,nc"a que passa por F'y a cota de P; a partir desin Ty,
no sentide conveniente, No desenho devera indicer-se com
wna seta o sentido considerado como positivo pare a mare
cagao das. c-:rcas;. sentido este que depende, evidentemente;

It ~GD=f5
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do lado para o qual se tiver, arbitrariamente, rebatido
a parte superior de 1T ).
Mais geralmente oonsa.deremos uma figura gualquer - por
EP=F1  G=gIn exemplo um cubo com
; = / 11 una face assem;e' em
y,e outra paralela
a ¢, . Tomemos um no=
vo plano vertical
T de projecgao, defi-
nido pelo seu trago
horizontal I,T,;pa-
Tra obter a nova
projecgao m el
do cubo, ngo temos
mais do que anlicar
a cada um dos ver-
tices- 0 processo in-
dicado.
Estas- considera-
goea :neferem-se a mu-
danqas de plano’ vertical de projecgdo,Mas & facil ver que,de
maneira analoga,se executam mudangas de plano horizontal de
projecgao,

Al=E"

Rebatimentos:

Comeqaremos por estudar o0 rebatimento dum plano projec~
tante sobre V,ou sobre i, . Limi tar-nos-emos ao caso dum pla-
N0 oy nro;jectante vertlcal, considerando o seu rebatimento

-7 AN sobre V..
-~ X . Imaginemos um tri-
/ . - VY angulo {ABC} colocado

sobre o planox. A char-
,{ neira do rebatimento &
hy. Engquanto o roda em
“torno de h, , cada pon-
to P do plano descreve
un arco de circunferen-
cia de centro em hyr e
existente num plano
perpendicular a h,(wor-
tanto // w,); um tal ar-
¢o de circunferéncia

S

. \\*
LS
”
Q
2

- o e o

[
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projecta-se horizontalmente segundo um seguento de recta.
perpendicular a hy e projecta~se verticalmente segundo um
arco igual; de centro no ponto em gque h,, encontra LT . En«
tao, para obter o rebatimento de P, basta proceder do se-
guinte modo: fazendo centro no pom,o e que h, encontra
LT; tragar um arco de circunferencia passando pcr P", ate
encontrar LT num ponto (a direita ou a esquerda confome
o lado para o qual. se efectua o rebatimento); conduzir
por este ponto e por P’ rectas “pendlcularesg respeci-"-»
vamente §. I il -0 s}r'um& dntersecgao destas rectas: é o vonto
P procurado.

Procedendo como acaba de &r indicado para 0s pontos
A,B,C, obtem-se o rebatimento {E B & ldo trizngulo (43¢,
- 0 qual fica assim representado em verdadeira grandeza,
visto ter sido transportado para 3.

Se em vez dum plano projectante vertical Se tratar
dum plano ‘qualquer, que se pretende rebater sobre \)09 po=
demos prenamente torna-lo projectante vertical por meio
duma mudanga de plano vertical efectivando depois: 0 rebae
timento como foi indicado . Suponhamos, por exemplo, que se
trata de rebater
de **ebater um pla~
Do ¢. nAo projece
tantey definido
por tres pontos
AyB.C.

Comegaremos por
determinar os tra-
¢os horizongeis de
duas rectas do pla-
no (B4,BC, por ex - )
que unidos. dem h .

Tomando agora-
"‘lTl“h 9 determi~
naremos Ay BY, ¢,
como se disse a0
tratar da mudanga
de planOS (A‘V ;B‘Vy
C"Y devem ficar colie
neares, ,,o* 3 0 plaw
no agora & projec=
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tante relativamente ao novo plano vertical),
Finalmente podemos rebater o sobre V, como no caso an=
terior, referindo-nos ao novo sistema de projecgoes .

T S LT s e A

"PDat.l.mCIItOS encoabrdm as mesmas apllcagoes que no metodu
das pro,]ecgoea cotadas. Se uma dada figura & existe num
plano sl D20 paralelo a nemrm dos planos de projeccao,
para conhecer assa figura em verdadeira grandeza, basta
rebater o plano oL sobre um dos plamos de projecgao (ou
sobre um plano paralelo a esse); entdo a figura rebatida
& terd como projecgao sobre o plano considerado uma fi-
gura igual a & e portanto aF. Podem essim resolver=se
varics problemas. rela*:.vos a angulos:e distanoias, tal
como se fez em projeccgoes: cotadas.

Em particular, os problemas relativos a rectas; des per=~
fil, ,que deixamos atras.em suspenso, podem resolver-se pe-
io mei:odo dos: rebatimentos. Como vimos, uma recta de per-
£il nao fica decl;em:.nada pelas suas: projecgoess para que
fiquf° determinada & necessario dar, por exemplo, as pro-
jec*c;o,esde dois doss seus ponios .

Para resolver problemas sobre rectas de perfil, po-
demos rebater o plano de perfil da recta sobre um dos:
plancs de projeccao; resolverse entio o problema propos=
to na figura rebatida e inverte=~se depois o rebatimento.
Seja por exemplo o problema:
"Dada uma recta dé: perfil AB

B"."‘s\ e conhecida a projecgao hori=
o zontal Pf dum dos: seus. pontosy
P~ N determinar a projec¢do verti-

cal ‘P* desse ponto”,
-Rebatendo. sobre Y, 0 plano

T de perfil da recta AB, obtemos.
a recta & B, sobre a gual se en-
contra ¢ rebatimento P de F.Por-
tanto, conduzindo por P' uma
recta paralela & - LT, essa recta
ira encontrar A B em ¥, Inver-~
tendc o rebatimento obtem~
=ge: P
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SeccOes: planas de prismase de Elrémides;

Basta-nos considerar o caso de sect;oes feitas. por
planos projectantes, pois que, se o plano secante nao
for projectante, podemos sempre ! levaa;!, a essg posi ¢an
mediante uma conveniembe mudance de plang .

Limi tar~nos—-emos a estudar a mcgao feita por um
pleno Y,de topo, numa pirémide [ABCV] , oom a base {aBC]
assente ex Y {(Em qualquer outmo caso, o méiodo a se=
guir e analogo)»

AP Dy
h - ~
\vr ,/:‘,.,‘/ \\\
AL AN
4 b4 e ———
4 ". - "\\ AN
] '. ~ ~ \
S [ ,_r’ o \
. ~
: I .Bi' * \\
v PN - A |
. ! I i'- T N ‘\ \
) ' ' \
! Pe h . \
I A“/ ! ' ';,B" TAN v \g‘
da E T E.' i -C" T T N P
i vt ; ! ’
X | i : Lt : ' 't
| RN} l B
. I

- o e e - o)

No caso da figura, o plano y encontra as. arestas
Vi, VB, vc, res.pectlvamente nos pontos Alg Bl’ G Por~
tanto Alg Bl’ cl sd0 os pontoa de encontro de: v com
as projecc;oes verticais VW"A®", V"B¥, VeCt; das arestas B
correspondentes; por outro lado? Al Bl ¢ C' sao os
pontos de encontro das projecgdes- honzonta:.s das;mes=
mgs arestas: eam as: 11nhaa de referéncia que passam resw
Pectivamente por A 5 Bf 5 Cf.

Pora ter a secc;ao em verdadeira grandezaf, nao temos
mais 4o ane rebater o plano sscante schre .
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C) Passegem da geometris analitica

a geometria descritiva

RepreSen’caggo do vpoato = Consideremos um sistema
O0xy 2 de ei £0s ooordenados rectangul ares. Relativamen~
AT te a este referencial,
!/ cada ponto P do espago
1 e, como sabemos, deter=
} minado por um_ s:.stema
) (a,bse) de trés: mmeros
f

AN
N
=

o

3‘

AN

rezis; chamados respec—
tivamente a abeissa, a
ordenada (ou afastemen-

7 10) e a gota de P.
Em tudo o que se se-
/ gue, tomaremos-o plano
Xy para plano horizonial
de projecgao (plano Vo)
Entao o ponto P ficara determinado pela sua projecgao ho-
rizontal, P', (projec¢lo ortogonal de P sobre %,) e pela
sua cota,c; por sua vez o ponto P¥ e dado pelas suas co-
ordenadass a, b a respeito do sistema 0 x y. Portanto,
supondo que o plano dos x y (ou seja o plano¥,) coinci-
de com o plano do papel ou da ardos:.a, sobre o qual se-
desenha, uma vez fixado nesse
plano o sistema 0 x y, podemos
0 3 marcar P', utilizando as suas
' X coordenadass a,b. 0 ponto ® fi-
cara representado pela suz pro-
jecgdo cotada, P(" Por exemplo,
-1 R G na segunde figura, fez-se a re-
iy Pu ‘presentagao do ponto N 3,2,4)
em pro,]eogoes cotadas,

Nota: Na 22 figura considerdmos o eixo dos x orien-
tado da esquerda para a direita e o dos y., orien-
tado de cima para baixo,{ou melhor, de tras pare
diante); para que houvesse acordo com-a 1% figu-
Ta. Mas como se trata duma questao de- comrengao
S claro que temos a liberdade de adoptar a ori-
-entagao gue nos aprouver.

N
N
- o e e =

g—
s
“~{/

b - o o e
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Para a representagio do ponto X a,b,c) pelo método
de Monge, identificaremos ‘0 plano Xy com ¥, e o plano
X2 com @, ; entao, os nimeros. b,c §ao-nos respectivamen-
te o afastamento e a cota de P; o eixo dos x sera 2

Z " linha de terra . Feito o reba~
L timento de y, scbre ¥, & manei~-
ra usval, e supondo y, coinci-
dente com o plano do desenho,
o0 eixo dos ys bem camo o e:.xo
dos. z Tebatido, coincidirao
: T cam uma mesma perpendicular a
3 LT; mas, enquanto o primeiro
. fica orientado de- cima para
2t dpy baixo,; o segundo fica orien-
tado de baixo pera cima (o
A eiXo dos x supoe=se orientado
da esquerda para a dlrezta) Entdo, & abcissa g de P
(a respe:.to da origem 0 fixada sobre LT) da-nos. & linha
de: referencia correspondente a P, sobre a qual marcamosu
P’ e P", segundo o processo Ja conhecido, atendendo a
cota e ao afastamento de P. Na 32 figura esta Tepresenw
tado o ponto (3,2,4) pelas suas: projecgoes: P',P*

Repregentacio da recta = Continuemos a referir-nos ao
sistema de eixos:0 x y 2z . Como sabemos, uma recta T po-
de sempre sexr representada ror um sistema de equagoes:
do tipo:

T
et s e o - -

EX _ Yo _ o

a D c

em que- xo, yo, 20 sfo as coordenadas de un ponto P de
r e a, by ¢ as componentes dum vector U nso mlo com a
direcgao de r.

Para ver como se pode passar destas- equagoes para a
representacao usual da recta em projecgoes cotadas.(se-
gundo as. comrengoes precedentea), convem distinguir dois.
caso:

12 caso = a ='b = 0. 'Entao as:equagoes da recta
reduzem-se & X+Xo=0, y=y,=0 (ou seja x=x,5 y=y,); tra-
ta=se, como e facil ver; duma recta progectante horizon=
tal (perpendicular ao plano xy); a recta f:.cara portanto
determinada pela sua projecgdo {r?); que & o ponto do
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plano xy de coordenadas a,b.

20 caso - a, b pdo sfo s;ygzanaamenge milos. Entdo &

facil reconhecer que a eq_uagao-
B(x-x,) = aly=y,)

representa no plano xy a projecgdo r' de r (projecgdo
ortogonal de r sobre egsse plano) Podemos pois tragar

' servindo-nos daquela ‘equagio e reportando-nos 20 ré-
ferencial" Oxy . Para graduar a recta, ha ainda que distin-
guir duas’ hlpoteses'

I) c=0. EntZo uma oa& equagoes da recta sera z-zo-o,
ocu seja z=2,; trata~se portanto duma norl"on‘bal de cota
Zgys 'bastando eserever essa 6ota como indice da notagdo rf
(20 ledo‘da pro,)ecgao, para due recta fique representade

II) c#0. Como a,b nfo sac simultareamente mualos, seja
‘por exemplo a£0. En-tao, atribuindo a z sucessivos valores
inteirosy 0, 1, 2yieey podemos determinar as;abcissas

armsponden es: pe ‘.q. i‘onmla. .

marcando depois na recta rf og pontos com essas’ abéiSSas,
teremos represent ados os pontos: de r de cotas 09 1 3 2pme-
e a recia fioara portanto graduada.

Exemplos: 1) Seja a recta de equagoes.—-ai-=—x- =221 .

y 3 2
\ry A equagao 22 - ~-§- da=nos a
recta r*, que podemos tragar,
.4tatendendo a que & =3 para x=0
(ordenada na origem e x=2 para
y=0 (abecissa na origem).
Por outro lado a equagso
2=x __z=1 '
2 2
da-nos! x=3, para z=0} x=2,
para 2=1} x=l, para z=2. Pode-
mos . entao graduar a recta en
confo*mdade com e&tas in dlcagoe& T
2) Seja a recta de equagSes 1 X . Zgl
o= %

ou seja . x=3-z
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Neate caso a equagdo de r' e ‘

p x-1 =0 ou seja x =1;

¥ rt

s 7] frata«se: portanto da paralela a
Oy de abeissa 1- A recta gradua=

i1 ~se de maneira &.»zaloga a ante-

3) Seja a Tecta de: equagtes

-0 X=2y= _-1-2-28 .

A squagéo de r' &

- 2 Y o
Por outro ladoy como se tem
2~3=0 sobre r, trata-se duma ho-
rizontal de cota A3 .
L) Seja a recta de-equagdess

X2 el
SN :: i - - z .
e - - - ow(r.) 0 - o ® L
. Trata~se, como e facil ver,
A i da reeta rrojectante gue encontra
0 X o plano xy no ponto (2,1).
Para obter a representagio da recta r de equagdess

: x"xo _; MQ - ,z"zo
a b e
no sistema de Monge; basta cbssrvar que a equagao
b ‘x-xo') = a(yyo)
‘representa a projecgio honzontal rt a res;aeito do re~
ferencial Oxy; enquanto.a equac;ao

e x-xQ) = a( 2~2,)

Trepresenta a projecgao vertical, r", a respeito do re-
ferencial Oxz (sem esquecer gue, depois dos rebatimen=~
tos os eixos Oy e 0z ficam orieantados em sentidos- con=
trarios).En particular, se a=0 a recta o paralela ao
plano ¥2s sendo poz'tan-t;o um recta de periil; para a
definir, sera necessario determinar dois pontos da rec

SRR
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0 que S& consegue por exemplo atribuindo a z dois valo-
res. arbitrarios mas diferentes; e calculando os valores:
come«ponden essde,y por melo da formula

V= Yot ;; (z~z,) -

Fepregentagdo do plano - A respeito do referéncial
Oxyz; um plano X pode sempre ser representado por uma
egquagao do %tipo '

Ax+By+Cz2+D=0,
sendo A, B, C nao s:.multaneamente milos.

Para ver como desta equagdo se pode: passar para & re-
presentacao uaual do plano em geometria cotada, convenm
distinguir dois casos: .

12 caso =0 . Entao, Ja uabemos que se trata dun
plano pro;;ec+ante hori zontal, o plano ol f: cara portanto
determinado pela sua projecgao (o(.’), que & a recta do
plano ¥ de equagdo -

Ax + By + D=0

2 caso  CAO, Neste caso ha ainda a distinguir duas
alpoteses. —

I)A=B=0. Entao a equagao do plano reduz-se a
Cz + D=0 ouseja 2z == D/ C i trata~se pois do plano
de mvel de cota -(D/c‘ que, como vimos; nAo tem repre=
sentagdo especial em geometria cotada. -

II) A, B ndo‘s&o si”mltanmmenbe nulos”. Fazendo su-
cess J.vamente z =0, 1, 2, .. 'na equagdo do plano, obtemn
~se as equagdes: Ax + By + D =0, Ax+Bv+(C+D) :
Ax + By + (20+D) 0y-«+ 3 que nos-dao, como e facil ver,
as pro,]ecqoes das: horlzortais de cotas :0; 1, 2,...do pla=
X 10 o.Representadas esbas horizonw .
' tais; imediatemente se determina
a. escala de declive do plano (.

m_g-uejaoplanm de equa=
9 gx+2y+32=6. .

Faaendp sucessivamente z=0
e 2z=1, obtem~se as-equagoes:

3x+2y=6, 3x+2y=23




51 .

que nos dao as horizontais de cotas. 0 e 1 do plano o ,
a partir das quais se constroe uma esnala de- declive
de= ot

Para obter a representac¢io do plano de equagio

Ax+By+C02+D=0

no sistema de Monge, hasta observar que o trago hori zon-
tal (se existe) & a recta do plano xy de equagdo

Ax+By+D=0;

enquanto o trago vertical (se existe) & a recta do pla=
no xz de equagac
Ax+C2+D=20.

Emn particular, se A =D = 0, ° plano & pass& ‘Trelo
eixo dos x (ou seja, por LT), parap definir, sera neces-
sario dar um ponto de rdo pertencente a IT; o que se.
conSegue, atribuindo por exemplo a z wum valor arbitra-
rio, nao milo, e calculando ° valor correspondente de:
¥y por meio da formales

=B
y='§'2.

Resolucfo analitica e resolucio gg'fj.ca de_proble~

de geometria do espago = Como se viu, os metodos da
geametria analitica e os da geometria descritiva permi-
tem=nos resolvefr os problémas:relativos ao espago tridi-
mensional, por uas vias diferentes: g 1 ticamente (is~
to e, por mea.o de oalculos mmeTicos ou algebricos) e
e (isto &, por meio de desenhos sobre um pla-
claro que o primeiro pmocesso tera sempre um ri-
gor absoluto‘ enquanto o segundo sera sempre aproximado.
Mas; em certos casosy o segundo e mais expedito e satis~
faz plenamente, para o fim gratioo que sg tenha em visia.
- Do ponto de vista pedagogico, oferece interesse rew
solver um problema pelos dois processos e confrontar da-
pois. os resultados obtidos. £'este um modo de © alunmo
se familiarizar com qualquer desses motodos e de- desen~
volver a sua intuigdo geametrica.



