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Noções de lógica matemática 

T . N En N ~ , ermos e' proposJ.çoel:! - tre as expressoes duma 11.DgUa, 
distinguem-se duas categorias·principais: os termos (ou 
designações) e as proposições~ 

Os termos sel~empara riome~ seres: pessoas, coisas, 
animais ou entidades abstractas~ 

Proposição é toda a expressão da qual se pode dizer, 
que ê verdadeira ou falsa. 

Por exemplo : "Lisboa lt é: um termo; ItLisboa ê capital 
de Portugal lt - uma proposi ção verdadeira. ' 

Esta classificação estende-se à linguagem simbólica 
da matemática Assim j por exemPlo, as expressões 

3 2+5 .2. 
7 

viS 

são termos ou designações, porque nomeiam entidades (nú
luaros); mas as expressões: 

3 = 7 -4 2<5 

são propo'sições, as duas primeiras verdadeiras e a ter
ceira falsa. 

Diz-se que dois termos são equivalente! ou sinónimos 
quando designam o mesmo, ser. Para indicar que duasexpres
sôes são equivalentes escreve-se entre. ele.s o sinal = 
por exemPlo, tem-se: 

5 = ? + 3, 
vi stq que as expreSsões 1i51te' ir2+31t são maneiras' diferen
tes.. de nomear' um mesmQ. nu..1Uero .. Portanto o sinal. = expri
nie identidade, não entre as expressões que liga, mas, en
tre os seres nomeados par essas expressões . 

.9l?era.iõ~_lógicas sôbre proposições - Consideraremos 
apenas tres operações: E2E-j~ª9.~ disjunção e ne~ão 

Dadas duas proposições O(. e (! chama-se conjunx.ão (ou 
produto lógi.~ de o( e f! à propoSição que consiste em 



afirmar simultaneamente IX e (3 Simbõli camente ,a conjunção 
de o( e (3 escreve-se. 

O( t\ t~ e lê-se "O\.e Q n • 

Chama-se dis.ilmção (ou soma lógica) das proposições 
c(; t3 à pro'PQsi çãoque consiste em afirmàr que ulllapelo 
menos das proposi çães c(" (~e verdadeira" Escreve-se 

AI (:J. e lê.-se , ..... v\._ " o{. ou (3 r. • 

Ch~-se negação da proposição OI..~à proposição que 
consiste em negar a proPOsição ~ ; escreve-se:· 

I'V C( e 1 ê-se "não Ol n 
Exemplos: 

A ·proposição (2=7-5)0(3>7) é falsa'porque o é a 
proposição 3>7; mas já a proposição (2=7-5) v(3)7) 
é verdadeira porque o é a proposição 2=7-5. 

A proPOsição rv (3:> 7) é verdadeira . ' 
As definições destas operações podem. esq,uematizar-se 

nos quadros seguintes em que V,F' são ~eapec~ivamente as 
iniciais de "verdadeira" e de nfalsa n 

01- ('!I , (.)( CI (3 . f.A. (3 i Q(\)~ 

V V V V I V V 

V F F V F V 

F V F F V V .,-
F' ·F· F .F F F 

ot.(~ 
Para indicar que duas. proposições'(são ambas verdadei-

ras ou ambas falsas ~screve-se tX = (3. • 
Tap.to a conjunção C01110 a diSjunção são operações co

mutativas,associativas e cada uma delas é distributiva 
em relação-à outra; isto é, tem-se~qU:aisquer que sejam 
as proposi çõês O( ,t~· ,r: 

0\ 1"\ {? = (3 (\ o.. '0(. \.) ~= .(~ IJ fX. ., 

(oc..n(~)ny=Cll(\«(;n1) i (cxup)V(=cx.u (~vn; 

('}I.. u (:' ) fi ( = «(l( ('\ ~.) v ( (3 () r ) 
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(QC..('\0-)U'} = (fX.Vl) n (rvt). 
Tem-se, por outro lado:' 

...... (-voO = CÁ. • 
e a la lei de lJIorgan : 

ry. ( o( " (!) = ., .. '\rN.. U -"V 0 
( "Di zer que as proposi ções 0(, {l não são ambas verdadei
ras equivale a di zer- que urna delas pelo menos é falsa"). 

Variáveis e funções - Ogue distingue fundamentalmente 
a linguagem simbólica da matemática da,~i~agem comum 
ê o uso de variáveis. 

Variável é um s:Lmbolo (geralmente uma letra) llue de .. 
signa um ser indeterminado, isto ê, um ente que pode ser 
escolhido arbi trària'!lente entre os elemerJ.tos dum,a: classe 
C. A. esta classe C dá-se o nome dS' E~PO de variação da 
variável considerada. 

Por exemplo : ch~"se variável natural a qualquer 
simbolo 7 !!!: 1!t Jh . •• que represente um xID.'llero natural 
indeterminado; o campo de variaçãO' ê~ neste caso, a to
talidade dos números naturais (isto é, inte~;,:,:-~s e posi
tivos). 

Q';uanto às expressões simbólicas em que figuram vari
áveis, temos a considerar dois casos: 
lQ Oaso - A expressão converte-se numa designação quan
do se substituem as variáveis por constantes. Seja a ex-

pressão x + ...L ; faZ~ndo" por exemplo, x=2 e y=l, es .. 
y-x, . 

ta expressão converte-se no termo 2:+ -1- quede8igna 
1-2 . 

um número determinado; deste modo Ç3.' el1lpressão x + ...:L y-x 
designa um núm~ro indeterminádo,que.só se torna conhecido 
quando se atribuem valores, determinados a x e a y. Diz-se 
então que o valor da expressão considerada é função de x 
e de y (função designatóri9:) • 

Duas expressões deste tipo dizem-se f.g,pnalmente ~
valentes, ou, simplesmente, equivalentes, quando design8.1'"'U 
o mesmo ente 'para iguai s determinações das variáveis; e, 
para indicar êste facto, escreve-se entre as duas expres-
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sões o sinal =: • Ibr exemplo, tem-se 

( x-y) 2::: x2 - 2 x Y + y2. 

Para designar funções duma só variável x, usam-se no
tações tais oomo : 

f(x), g(x) , 'f (x), ..• 

e para.funções de duas variáveis x,y, usrun-seasnotações; 

f(x,y) ,g(x~y), ~ (x,y) , ..• ; 

e aDàlogamente para funções demais de duas variáveis. 
21l oaso - A expressão converte-se numa proposicão quando 
se substituem as variáveis por constantes; assim, por exem-

. plo, se na expressão: . . 

x<..y+l 

substi tuirmos x pOr 2 e y também por 2, a expressã!, con
verte-se em:. 

2 < 2 + 1 
, .... 

proposiçao verdadeira 

mas se fôr x::2e y::=l t a expressão . converte-se em 

2<:.1+1 proposição ·ftása .. 

.. Àsexpressõesdêste ti podá-se o nOllle. de funções pro
.E0sic~onais .. 

Como. abreviatura duma lunção proposioional da variá
vel x podem usar-se expressões tais como: 

c( (x) i ,{3 ex},? •• ; 

e.nàJ.ogamentePar8 funçõespropol1licionais das. variáveis 
x,y : 

O{ (x,Y); (l (x,y); .• ~ 

e da mesma fome. para funçõesproposi cionai s de mai s de 
duas variável. s . 

Diz-se que duas funções proposicionais sãoformalmen
te equivalentes ou, simplesmente, que são equivalentes 
quando s·e tornam verdadeiras para as mesmas determina
ções das váriáveis;, por eXemplol as expressões:: ; 
"x ê um mÚltiplo de 3 e de 5" e !Ix é UiU mÚltiplo de 15", 
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são funções proposJ.oJ.onais equivalentes pois os valores· 
da variável x que tornam verdadeira uma qualquer delas, 
tornam verdadeira a outra Usa-se também o sinal = para 
indicar a equivalência entre funções proposicionais. 

Dadas duas funções proposicionais o( (z,y, •. ",), 
~(x,y, ... ) diz-se que a primeira implica a segunda, e 

escreve-se: 
010 (x,y, ... ) ........ (l(x,y, ••• ) 

quando todos os valores das vàriáveis que tornam verda
deira a primeira, também tornam verdadeira a segunda. 
Exemplo 

e 

x <3 ...... x <7 • 
Se fôr simultâneamente ": 

QI. (x,y; •. ) ~, r (x,y, ... ) 

/'J (x,y;, ..• ) -- O<..(~,y,. •.• ) 

as duas funções ,pr.oposicionais serão equivalentes, isto .. 
e: 

Q(. (x,y,. o.) == ~ (~,y, •.. ) 

visto que os valores das variáveis ,que tornam verdadeira 
uma delas, também tornam verdadeira a outra. 

As 'operaçõefEqua defixrl.mos 'a respeito da '-proposições. 
podem estender-se agora, a funções proposicionais. 

Assim dadas duas funçõeS3 proposi cionai s o<. ( x, Y 'i ••• ) 1 

(3 (x,y ..... ), a expressão :: 

Ol (x,y, •.. ) ('\ (~ (x,y, ... ) 

é ai'nda uma função proposicioziai de x,y, 0.0; as determi
nações; d,? x,y, ... que a verificam ,são aq~eies que torn2JI1 
verdadeiras ,.§irou! taneâmente as duas ,primeiras . Por· exem-
plo a função proposicional : . 

(3<.x ~7) ('\ (5 <'x <: 9) 
, 
e Elqui valente a esta' outra : 

5 <:X ~7 . 
Per sua vez a expressão : 

01.. (x'YS"") v' (3 (x,y, _ ... ) 
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é ainda uma função proposlclonal de x~ y, ... que será ver
dadeira quando ~, pelo menos) das funções proposicionais 
dadas, o fôr. Pc+, exemplo, se ja a função proposi ci onal : 

(3<x<7) V (5<x<.9); 

os valores de x que a tornam verdadeira são os que tornam 
verdadeira uma pelo menos das funçõeaproposicionais 

3·<. X ..;. 7 ., 5 < x <.. 9 
logo ter-se-á : 

(3< X<. 7) V (5", X <9) :: (3 <x <9) .. 

Finalmente 5 a expressão: 

"" D( (x,y, ... ) 

é ainda uma função proposicional: de x,y, .• · , que será ver
daq,eira quando «.(x,y,,;"+) fôr falsa, Exemplo: 

rv(3 <x<7):: (x >,- 7)v (x ~·3). 

Q;uantificadores:, - Consideremos uma função proposicional 
de x: ex (x). Pode acontecer que oe (x) seja verificadapa-
ra todos os valores possiveis de Xi para indicar ê&~e fac
to -;;;mveremos : Q el( x) ; q símbolo n deve ler-se 

x 
IIQ;ualquer que seja XII. Por exemplo, a expressão : 

n (x < x+l) 
.x 

é uma proposi.ção verdadeira no campo dos números reais·, 
Para indicar que existe pelo menos um valor de x que 

verifica a :r,~ç~o- preposicional C(.(x) escreveremos Vo< (x); o Sl.mbQlo y deve ler-se-: "ElCiste pelo menos 

um x tal que ll • Exemplo: a exp~essão • 

U (x'? = - 1) 
x 

é uma propOSição falsa no campO dos números reais, mas ver
dadeira no campo dos números complexos. 

Os símbolos li e Q são chamados quantificadores. 



Verifica-se entre eles a chaioada 2a lei de De Morgan: 

<"V () Oi.. (X) = U .-vO«x) 
x. x 
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("Dizer que Ql(x) não é verdadeira qualquer Que seja x equi
vale a dizer Que existe pelo menos \l.'ll valor de x para o 
Qual <.X.(x) é falsa"). 

Os quantificadores podem também aplicar-se a funções 
proposicionais de mais de uma variá.vel 'Por exen:plo, a pro
posição : 

ri U (y",x) x y , 

é verdadeira no campo dos números reais, mas não 00' ca.'11pO 
dos números inteiros. Outro exemplo é a definição de "di-
visor": 

x é divisor ,de Y e U (y:::x:z) 
z 

, ;, 
no campo dos numeros iIlteiro&io 

CONJuNTos 

Na linguagem corrente costuma fazer-se a distinção en
tre "nomess próprios" e "nomes, comuns" . Os nomes próprios 
(tais como "Lisboa" t "Sol", etc.) desisnam individuos, en
quanto os' nomes:,coniuns '( ta! s" como Ir ci,dada" , "astroV' et c . ) 
designam classes • Tódavia, os conceitoa de individuo e de 
classe são cv.r:relativos poi's uma classe pode ser tomada 
comoele::nento dumanQva olassee, Por sua vez" um-illdivlduo 
já pode ser UIIJfaclasse doutros iOOi viduos . 

Em matemática usa-se' termo "cQnjuntol! como sinonimo 
:de"classe" na mais larga, aCepção possivel. -

Um 'conjunto da' IlÚmeros,um conjunto de pontos ,um con
junto de figuras" um conjunto de palavras, etc~ são exemA 
plos de conjuntos que podem intervir em quea:tões;, de mate
mática. 

Un conjunto diz-se,finitg quando, pelo menos teõr~camente, 
é poss!veldet<=>rminá-loindicando todos, os seus elementos 
um por um; caso contrário diz-ae,infinito. Por exemplo, o 
conjunto dos números naturais é ird'ir.ito:. 

_ Usaremos. a notação 

MG - lOv - f~ 2 
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i a, b, c, .. · } 

para designar o conjunto que tem por elementos a~b,c .. ,: 
Para indi car que um dado ente !! é elemento dum dado 

conjunto e, costuma esorever-se: a € e (ler: "a pertence 
a eH) Para indicar que!! não é el'emento' de e escreve"se~ 
af. e (ler: na não pertence a en ) • 

Para indicar que dois entes a, b são elementos do con
junto e escreve-se: 

a, DE. C • 

Exemplo: 3Etl,2,3}, 5 ~~1,2,3} • 
Dados dois conjuntos A e B diz-se que A está contidQ 
~ ou que. A é UlU,sub-cog;iunt.o de B, quando todo o :Ie
mento de A e elemento de B;escre:ve~sa'-paraind.icar es:te 
facto: 

A c: B. 

Para exprimir o mesmo facto também se diz que B conté.'1l 
,A ou que B é um sÔbre-eonjunto de A eesereve-seo: 

B~ A. 

É evidente que a expressão AC B equivale a esta outra: 

x EA ~xE: B. 

Pode acoDteoer -em, particular qlfe -se tenha ao mesmo tem
po A C:B e' B =>A, isto é,' pode aconteoer'que tódo o ele
men'~ode .A sejaelement9d~B equereelproeâmetite~ todo 
o elemento deB Seja elerneritodé Ai neste caso, A e B re
pre:3entam o me-smo eOIl:Junto e pode escrever.-se então : 

A=' B. 

Por exemplo ,rE!p1'esentandopor 'l~. e .. ~\~t respee,ti vame~te, 
os conjUntos dosmultiplosde (e dOSIllul.'~iplosde 3,se1'a 

MGC~. 

OUtro exemplo: 'oconjuntoõ,o~.triângulos equiláter'os 
e o conjunto dostrlângulos, equiângulos coincidein~ poiS, 
que todo o triângulo equilátero é equiângulo e reCipro
camente, todo o triãngulo equiâDgulo é, eqUilátero 
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Operaçges lógicas; sôbre conjuntos : a) Intersecção -Dados 
dois conjuntos A e B chama-se interseccão (ou produto ló
gico) deA e B ao conjunto de todos os elementos que per
tencem ao mesmo tempo a A e a B. A intersecção de'·A e B 
representa-se por: 

A~ B. 

b) Reunião- ChamG.se ml.mj,âo( ou soma lógica) dos conjuntos 
.A e B ao conjunto formado por todos os eleme:ntoa d.e..!\. e 
por todos os elementos. d&B; representa"se por: 

AvB. 

Exemplos: Sendo a, b dois números. tais que a ~ b, de';' 
signemos por la,blo .. conjunto dos valor~sbd& x tais que 
a ~x .~b .Entãoê tácil ver que: . . 

[3, 71~t5,91 :;: (5,7) 

(3,7 J \J {5, 91 = I3, 9) • 

ConsideremoS agora a eX.pres:são "5 <.x <3 n;é claro que 
nenhum valor dex a torna verdadeira. Para exprimir êste 
facto, convenciona-se dizer que o conjunto dos valores. de· 
x que veri:t,'~cam tal expressão é o .conjunto vazio (ou ~
to nulo) . Domesno mododir-se-âquesão vazios o conjun
to dos ntÍmeroslJI'imos múl ti til.os de 6, o conjunto dos qua
drados perfeitos si tu'ados entre 50 e 6o, etc. para signi
ficar que não existem tais llÚmeroa. 

Uma vez introduzida esta convenção podemos dizer, que, 
a toda a função proposicional O(. ex) ,está associado um 
conjunto:' o conjunto dos 'Valorea de x que a verificam • 
Recl:procamente, a todo O conjunto A está associada uma fun
ção prüposieional:afunçáo proposicional xIS A. E éf'ácil 
ver que: 

eX\! A)'" (XE B) :;: (x ~ A(\B) 

(XEA)v(x~B) =(x~ AVB), 

isto é: à conjunção corresponde a intersecção eà disj~
ção, a reunião. 

O seguinte diagra:na visuali Z8 as noções:. de inteI'lllecção 
e de reunião de conjuntos: 
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o tracejado indica 
a intersecção dos 

circulos A e B . 

o tracejado indica 
a reunião dos cir

cUlos Ae B • 

Dois conjuntos dizem-se disjuntos: quand~ não têm ne· 
nhum. elemento canum. É claro que a intersecção de dois con
juntos disjuntos é o conjunto vazio; por exemplo o conju~to 
(3,71 ('\(9,15) é vazio.'.. , 

Chama-se com:e;!;ementarduni ,conjunto A, e representa-se 
por ~A~ ao conjunto de todos os individuos que não perten

f cem a A; em s~bolos: ' 

X E NA ==.-.....J (x €' A) • 

!~s êste'coneeito exige um ~rêvio eBclarecimento sôbre 
o que se' entende" pór totalidad~ dos ind:;, vldu()-ê. -, o que, é 
variável de teoria' para teoria~Ao conjunto de t'odos os in
di viduos nwna, dada t~oria (o ,conjunto dos números naturais, 
na aritmética; o conjunto dos números, reais, na análise; 
o conjunto dos pontos r na geometria; etc,.) dá-se o nome de 

qu.nivêrso lógico ou uni verso do discurso, rela ti voa essa 
teoria. 

Tro.nsfo~~.2.§.~ - ConsiQ.aremos dois conjunto,s A, B,. quaisquer 
e suponhamo.s que ~e faz 'corX"e~nder a cSlda 'elemento x de 
.A um e um aôelemento y de 13;. Designemos essaeol'respondên·· 
eia por e. A corre&J)Ondên~a 0assi.m definida diz-se univoca~ 
porque, a cada elemento-x} fica a corresponder um só ele
~nto '.f ~ Diz-se ai!;tda ·nea:te caso que e ,ê urna transforma~ 
.!;.,ê,º-J:illÍ voca de A sobre Bj ao elemento y chama-se imag~!!! 
ou transformado de x por meio':de e, e pOderá escrever-se 
in4iferentemente 

y = e(x) ou y=ex 

a variável y será assim função univoca'da variável x. 
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Por exemplo seja A = L1,2,3,4} , B = ~5t6,7J j e defi
namos Qma transformação univoca e de A sôbre B do seguinte 
modo: 

2 .... 5, 3 - 6, .. 
sera pois: 

6=9(1)=9(3), 5=9(2), 7=9(1~). 

Diz-se que duas transformações 91' 92 são i9ênt~cas 
(ou que são a m.~ transformação) ~ e escreve-se'"Sl=e2' 
quando se tem : 

ist~ é, quando 91 e 92 conduzem ao ~smo resultado,' qual
quer que seja o elemento x a que sejam aplicadas. 

Em particular, os conjuntoS" A, B podem coincidir e en
tão e dir-se-á uma trans~~açãouni voca de A sôbre si· . 
mesmq, '. . 

Às transformações..unfvooas de A sôbre si mesmo chama
r'emos ta.'Ubém Qperadore~~in;,do§,;.,;..em.l\. ' 

Seja agora 9 uma transformação un1voca d~A sobre B e 
suponhamos que~ para cà:d.a elemento y de B~e:xiste·um. e um 
só elemento x de A que seja transformado em y.pormeio de: 
0, isto ê, tal que y = S(x). Neate caso diz-se' que e é 
uma t~onnacão~.fvóca ê.~·.A .. 1!óbrü; a transformação 
de B sôbre A que faz passar de y para x chama-'se jiransfo;r,:
~ção inversa de e e representa-se por 9-1 ; por conseguin~ 
te: 

A transfOl."Dlação do exemplo anterior não é billni-"roca 
pois o elemento 6 de B é ao niesmo tempo o traJ,1.sfomado dos 
elementos 1 e 3 de A • 

. Mas considerem.os o operador edefin1do no conjunto 
A = {lt2,3 ~ do seguinte modo: 

9(1) = 2, 9(2) = 3, 9(3) = 1 ; 

trata-se visivelmente duma transformação biunfvocade A 
sôbre A;a transformação inversa de 9 é assim. definida : 

s .. 1(1)=3r e-l (2)=1, e .. l (3) = 2 . 

Às transfo:rma.ções~, biuni vocas dum conjunto Â sobre si 
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mesmo chamaremos' simplesmente operadore..s reversi vei s (de
finidos em A) _ 

~odutos) '!.uransfo;mações - Consider-remos três;. conjuntos. 
A, Bt C e sejam 9, JT respectivamente uma transformação 
~... .." 1/ . ~ 

unavoca de A sobre B e uma transformaçao unavoca da B so-
bre C; então, a cada elemento x de A fica a correspondex.s 
por meio da e, ~ (e um sOl elementoYde=B e, por sua veZ1 
ao elemento Y fica a corresponder por meio de:, ,j- um (e um 
só) elemento z de C; pois bem~ a transformação que faz .. 
corresponder ao elemento x de .A o elemento z de C é chame.:' 
da produto de () por· e e representa-se por (j" e . É claro 
que se tem:' 

y ::: e(x) Z ::: Q"(y) =(j (e(x») 
e será portanto, segund~ '~ definiçãoantenor 

«(j"e) (x) EÕ(8(X»). 

Convem notar que na ex'pressão do produto úe figura em 
Úl timo lugar a prinieira transformação a efectuar· É claro 
que se e, u forem transformações~ biuni V"ocás-t ts.>nbém o pro-
duto ,,- e será uma transtoxmaçãobi uni voca.. . 

Exemplo: Consideremos o conjunto .A == \'1,2,3} e as duas 
seguintes: transformações::, do conjunto A sôbre si mesmo: 

e Q""" 

1 - 2 1 -2 

2 -1 2-3 
3 -3 3 -1 

É tácil ver ·que se tem : 

cr9.· eff 
1- 3 1 -1 

2 -2 2 -3 
3- 1 3 ~2 

e imediatamente se recomece que se tem u8 /; e V; vemos. 
assim que a multi ,;1i'caçâo de transformações:: não é camutati:
va. Excepcionalmente pode a~ontecer que: 

G"8 = 9 (i" 



e então as. transformações;:; e e (j"'dizem-se . .. 
.~rmi.ltaveis 

Exemplo: 
G" e erS e ()" 

1~2 - 1-3 l~l l~l 

2"""'3 2-1 2-2 2 -2 
3-1 3~2 3 ~3 3~9 

Porém" se forem Oi' 0-2 , ~ operadores definidos 
num mesmo conjunto, tem-se ueceasàriamente: 

(GJ.(í~)Ui = GJ. Cei; O; ) 
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o que se exprime -dizendo que a multiplicação de. o-peradores~ 
é associativa Oan efeito, tem-s~, por definição de pro
duto de operadores: 

reG; at)~l(x) =e~ ~)(Ojex») =,o;(a;.(a;(x»)) J 

Lfi1 (~ Gj)l (x) e o: ((~)G!).(x») e~(~(~ (x»)) 
e portanto : . -. ' 

('\ Ci'i) Vi = ~ (G;. q) .. 
Convenoiona-se então escrever simplesmente' a;ó-;' "3 ' 

em ve zde( t .... j (i"i.) ~ ou de a.:; «(.i·~ ~ >. .. ' o operador (j~O-~ tJj 
equi vale portanto a aplicar sucessi va.."Ilente a;" ~, o:; e 
é chamado produto dos oper~dores ~,~t Cj, na ordem 
por que estão escritos:;. 

Diz-se que, numa transtormaçãoe um dado elemento â 
é invariante quando se tem a( a) = a Ohama"se-' yansfonna
Gão idêntica ou ide~tidade e representa-se por I ao ope
rador ~ue deixa invariantes;, todos os elementos sôbre que 
incide: 

I(x) =x qu8J.querque .,sejax .. 

Se multiPlicar.mos um operador e pela identidade obt~ 
-se ainda e , isto é: 

19=9I=S. 

Cociente de transformacõe$- Ê fácil reconhecer que, 
sendo (J um operador revers! vel, se tem : 

(,- ú--::' v--l:, = I . 
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ii; ainda evidente que (G"-t) ..... = Ü (o inverso do inverso 
dum operador G"é o próprio õ). 

Posto isto podemos demonstrar que: ~ dois operado
res "reverei vei s CJ, e, defini-dos Il1:UD. m8SlllO conjunto! é sem,-

··t· . # . 

'Pre ,poss:l;~l determinar um (e um sol onerador ~ tal que 
CJ ~ = e (I.~ Com efeito, :mul ti plicando à esquerda ambos os mem-

bros da igualdade 1;5=9 por, u-4vem ~ , 
-l . , ~1 

G' {a-~) :,ú- e 
ou seja,: ui;ij"li zando a propriedadé associativa 

-I . , ~" 
(C- (1)3, = (j e 

ou ainda: ·'15=Q.~e 1 
Diz-se então que ü-~ é o cociente à esquerda de e por 

v. Anàl.ógafuentese reconhece que é 1'(= e (i'-:~ diz-se então 
que 9 Ó'~'é o 'co~i,ente à direi ta de 9 por (J. 

Suponhamos' flgoraque, 17'" 9' são permutáveisr isto és 
queõ' 9 = 9 cr. Então virâ7 multi pU cando à esquerda e à 
direita por (,J~: . , 

e </-1= '(j"'le • 

isto é: ~e, 0"s50 'Permut~veis$ os cocientes",de e por 
r.r -ª-8qqUerda e ~ direita' coincidem .. Pod~os entãorepresen-

tclos por ...i.; teremos assim, pórde-t'inição: 
(J ,. , 

~= 9 (;--1 = cr-1 e . 
G' ' 

"l,! . Em particular() =- " (j' .' 

Mais ainda: Se'forem G;'~C;) 9", .. 9, 
veis" epél'l1lUtáveis entre si, ter-se';"a : 

e portanto ~ 

,. , ~ 

operadores::> reversl.-

(I) - e um (e um sô}opel'ador , tal q,ue ?ú-= e 
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Em parti cular 

Se 
9 .. 

= -_.- .. 
(j 

~ 

~Poté.!t..9*~ à.u~ conj~ - Diz-seque dois conjuntos A~B são 
2Slll,}:pot.en'tes quando é possi vel estabelecer uruac.orrespon
dência biunivocaentre os elementos de A e os de B. Por 
exemplo,· os conjuntos:.}l ,2ô! l4ô~6,?\.!1?,qsão· equipo~;jen-
teso . 

Diz-se que dois conjuntos teme ~~§!'.1?.9~,~nciE: ou o 
P'&.~1ll9_!'..iím<rro de~l~!2!! quando são oQuipotentes.,Por COll-' 

se§'.linte a potência ou número de elementos dum conjunto", 
A e aquela P.X'oprledade . comum a todos os conju.ntos qUe sao 
equipotentes a A. 

Em particular~ as potências dos conjuntos finitos não 
vazios são os !i~eros natuEais l~ 2, 35' 4i .... ~ n" .... ; a 
potência do conjunto vazio ê o xrülllero .7e..A.Q (O) •. 

Sistslllas d~_Ql.ame.n:tOJJ_fLm:Qd~o c§~í?Ja~ •. Dado um 00::1,

junto C chamaremos ~-:.~~S!.q. de e16J."D.entos da C a toda 
a designação de dois elementos desse conjunto por ~~a or
dem determinada, com ou sem :re;petição • Se g,< fôr o primei·~ 
ro elemento e J4 o segUndo elemento do par 'i êste será de
signadopela notação (a,b)-.Assim (2~3) é. o-par ordenado 
cujo primeiro elemento é 2 e c:ujo seguD.do elemento é 3; 
mas convem notar que o par (2,3) é diferente do par (3,2): 

(2,3) .j (3,2). 

Dum modo geral chamareIX10S !!i stema de n el.~~~~ do 
conjunto C a toda 8 designação den ele~ntos de C por 
uma ordem. detenninada, com ou . sem repetição o A notação 
(al' a2" •• , 8.n) representa o si~tema cujo primeir~ ~le .. 
mento e aJ..' cujo segundo elemento e 82' .... , cujo n-eSl.mo 
elemento e an • Os. sistemas de dois elementos:.· são os :nares 
ordenados, os sistemas de 3 elementos chamam-se te:rllOS 
ordenados? etc 

Dados n conjuiltos AI ~ A2 ~ ••. ? Anr chama--se ~~4~t.2 
cartes~ destes: conjuntos na ordem. e .. n que estão escritos, 

i,lG - 1 Q V - f 3 
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e representa-se por: 

A1 ~ A2)(. •.• )(An, 
ao conjunto de todos os sistemas (a1' a2,·.4~ ~~) que se 
podem foZ'm"'....r tomando um elemento a1 em Al, um. elemento a,.· 

. - . ~ 
em A2~···' U:.1l elemento a;c em An. E f'acil reconhecer que 
se fôr kJ. o número de e11?..men:tos de Al!i k2 o número de ele-' 
mentos de A2S· b Of k n o nmnero de elementos de Ân' o núme
ro de elementos do produto cartesiar.o dos conjuntos Al, ,. 
A2' •.• , An' sera: 

k = kl ~ •. ,.~ .kn . 

Pode suceder que os conjuntos AI~' A2,· .. • ,An coinci daTD. 
todos entre si; então, :-epresentando eSSe conjunto por A~ 
o' produto AI ~ A2 )( '" )C. Au pode ser representado abreviada,· 
mente por AZ: . 

,Seja, por exemplo, A = 11,2~3J; teremos: 

A2 = 1(1,1) (1,2) (1,3) (2 1.1) (2~2) (2,3) 0,1) (3,2) (3,5»); 

como se vê trata-se aqui de todos os arranjos C01:.'1 repet~.-
~2. (le 3 objectos tomados 2 aZ. 

-º0!1iunt.Q,LOJ:'denadoL 

li.~~ã..çõeª binârig§ - Oonside+,emos um conjunto A e uma f'un·· 
çi:io proposicional f (x 1 Y), sendo A o campo de variação de 
:x: e de y; quere is'co dizer que», dado um par (a,b) de e1e
:nentos de ,A, a expressão (a,b) seI·á uma proposição verda
deira ou falsa. Deste modo para certos· pares ordenadca de 
ele.:nentos: da 1;. 'a fun2ã,0 r(Xl~) será. eventu~lmente verifi
cada e para outros n~o o sera; djrem?,s entao que r(x'l) 
estabelece uma relaç,~ entre as varia"ireis X:Y - relaçao 
R.?-.Eár:.~ por ele tratar de duas variávei 6:;. 

Dadas-, duas funções:. proposicionais f (x,y) e (j (x,y) t 
diremos que definem a mesma relaçãobinâria~quando forem 
e~uivalentes7 isto é, ~~ando: . 

r(x,y) =(1(x~y). 

Para il1dicar que o par (atb) verifica a relaçãof' pode 
escreve::..-se a p_ b em vez de ~ ( a) b). 
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Por exe:r:.plo seja N o conjunto dos números naturaiSi 
a expressão lix ê divisor de y" estabelece uma relaçGo bi,·, 
nâria entre os elemantos do cmnjunto N. = o 'Dar (3,6) -.re'" 
rifiea a relação, o par (3,7) não a verifica. 

Uma relação bináriafdiz-se ~e~iY~ quando" 

.. x = y -. x Py 
isto e, quando: Q xr x • 

Por exem.plo, a relação "x é divisor de y" é reflexiva: 
qualquer n~~ro é divisor de si próprio~ . 

U 1 IV b' ". d' 4 "t . " t' 'ma re açao :.narla l Z-:;le .s;.I.me :;:'~ê; quan--.!.o sel ver: 

x ~ Y =: yr x 
quer dizer: St3 a relação é verificada pelo par ordenado 
(a~b), também é verificada pelo par inverso (b,a)., Por 

., "''', - , N d exel,lpÁo~ as relaçoeR' "x e J.rmao ou J.rma e Y"!l /Ia recta 
r e paralela à recta S" são simétricas. 

Uma relação r di z··se transi ti va quando se- tem: 

xfY'" Yf ri .......,. x~z. 
Por exemplo, se "x é divisor de ylt e "y é· .diviso!" de 

z" t tem-se necessàri amente "x é di vi SOl' de z 11; logo'J a 
relação"divisor" e transitiva. A relação de paralelis::n.o 
ê também transitiva, pois que: 

r /I s n s II t...-.- r II t ." 

J .. s relações' ao mesmo te.'"lpo reflexivas, simétricas. e 
tl'ansi ti vas chamam"'fje ~J..!~~_de equi valê1!~3:~; a l~ela
ção",de pe;alelismo é uma r:;la1ão de ~quivalên:.ial'~ a ~e:' 
laçao "x e di vi sor de yn nao e relaçao de eqUJ. v-alencJ.a" 

R~~açge~de orde~ - um conjunto C diz-se or~p~i2 qua~do 
se estabelece entre os seus elementos uma relaçao bina"" 
ria~ quapode ser. eX~'essa pelo s1mbolo < e que satj,sfaz, 
àsseguinteS3 condições 
la - Dados dois elementos a,b de C, ,é sempre .verificada 

uma e lima sQdas se~intea,hipóteses: 

.ou a < b ou b < a ou a = b 
(propriedade da tricotomia) 
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2a - Se a <:: b e b < c t então a "<" c (propriedade transi
tiva). 

A expressão flx ,<y" costl.ima ler-se "x é menor que y" 
oú IIX é inferior a y" ou IlX precede y". 

1..os conjuntos ordenados chamaremos também ~scalas . 
, t 

lQ_êZiLrp...l2l,Q - O conjunto de todas as palavras dtl.i1lS. lJ.ngua 
fica ordenado, desde que se adopte~ por exemplo, a ordem 
alfabética. 
29 exemplo - O conjunto dos alunos duma turma fica ordenado 
segundo a ordem alfabética dos nomes., quando não haja dois 
alunos como mesmo nome. 
3Q exempl.'o - O conjunto N dos números naturais está natural
mente ordenado pela relação IImenor que" tal como eata é usu
almente entendida 
11" exemplo - Dá-se o nome de dizima intim.E. a toda a ex
pressão do ti~ 

Bp •• • a2 aI ., ~ b2 - •• bn • • . , 

em que aI' a2 , .,. ~ ap~ bl , b2t ···, bni/···' são algarismos 

(em nÚmero infinito)~ .. sendo ap f= O se p>l. Chama-se parte 
;ip,t~-ª da dizima o numero inteiro ap._' a2 aI; chamam-se 
al~~~_ªeQimais aquel e S.3 situados à direita da virgula 
Designemos P01"$ o conjunto de todas as d.i.zimas infinitas 
cu~ exclusão daquelas em que os algarismos decimahs são 
todo,:> iguais a 9 a partir de certa ordem (camo~ por exem'~ 
pIo. 'a di zima 7,52999-... 9 .• ~ ) 

Dados doi s elementos (II, ? '2 de.JZ.) ~ di z"sa que Q( é ~Qt 
que {3 e escreve-se O{< (3, quando se verifica uma das seguin
tes hipÓteses:, ou a parteinJGeira de«.. é menor que a parte 
intei:!~a de () ; ou as pa.:rte& inteiras de 01. e (3 são iguais, 
mas existe uma algarismo decimal de c( inferio:: ao algaris
ino correspondente de (3., não havenà.o antes: d0sse nenhwn ou·· 
tto algarismo de «. diferente do algarismo correspondente 
de (:L E fácil reconhecer que o conjU:lto ~fica efec,!;iya
:Gie:,:::te ordenado por esta l~elação. 
L§~~E'd.WO - Quando, IlU!ll/3. dizima infinita; todos os alga
ri smosdecimais são nulos a partir duma certa ordem? a 
dizima considera-se ~~uivalenteà expressão quê se' obt~ 
suprimindo todos os referidos· algarismos nulos. Chamam-se 
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dizimas f~nit~ as expressões assim.obtidas; designemos 
a sua totalidade por ~f. Posto isto,dados dois elementos 
ai.. f {3 de ~f1 escreve-se 0<<:(3 li quando,. designando por 
;;Z ,~ as di zimas ir..f'ini tas equivalentes., aO(, (? respecti
vamente ~ se tem õ( < {J • É cl aro que também o conjunto ~ 
fica assim o=denado. 

Intervalos -Seja C um conjunto qualquer ordenado pela 
relação <. A partir desta relação podemos definir várias 
outras'7 tais como a. relação>, a relação ~ ~ etc. Tem-
-se por definição: . 

(x> y) :li (y <x) 

(a expressão "x:::ry" costuma ler-se: "x é maior que y" J ou 
"x é superior a y" ou Irx,é posterior ~ yn); . 

(x ~ y) :: (x <y) u (x = y) 

(a expressão "x ~-yn lê-se "x é inferior ou igual a y" 
ou "x é menor ou igual a y" ou "X é quando mui to igual 
a yll); 

(x<y<z) == (x<y)(\(y<z). 

Diz-Se que ny ~J!!ii_compreengido ~ x e ZR quando 
se tem x < y <: Z ou z <'7'< x • 

Anàl6ga't!lente se define a relação binária x~ y e as 
1 AI , • 

re açoes>ternar:Las X1iry~z, x~y<z, etc. 
Dados dois elementos .a:;-b de C ta.:!.s que a ~b chama-se 

i-nterv~k f~<l.1f!ldq de extremos a, b e representa-se: por 
(a,b] o conjunto de todos os elementos x de C tais que 
a ~x~b; diz-se que II ê o ~~o !nfel.'io;: e lt o extr~-
mo sunerior a.c intervalo. . 
-- ~lXi.og~nte$' chama·'se inte:rvalo aberto de extremos 
a t b e -representa-se por] a, bl ;; CO~1.~to d-; todos os ele
mentos de C tais que. a<. x< b. 

Chama-se !.E~~q19 de e-"Átremos a..:r~_fechado à~ueE.~a 
e aberto à direita, e representa-se por [a,b( o conjunto 
de todos os valores: de x tais que a~x< b. Chama-se in
tervalo fachndo à direita e aberto à esqu~~ e represen
ta~se por Jatb] o conjunto de todos os valores~de x tais 
que. a<x~b. 
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§.al tos !L..~a~~?lj c:9.Sjl1~gE-ª~.~~9..ê...~_esceJ.as- contin~§. -
Seja ainda Cum conjunto ordenado mediante a relação <._ 

Di 2'~se que doi s elementos de C são conseQY:.t.i..yQ.~ quan
do :::lão e7.iste nenhum elemento de C'compreendido entre
êles. Di Z'~-se que doi s elementos.. de:- e formam um saJ.:,~..2. ne~ 
ele r,.onjun-to quando são consecutivos. 

O conjunto C di z-se ~q~ se não existem sal tos em C, 
isto é, se, dados dois quaif!quer elel1l3ntoa x,y de C tais 

~ ~ .-
que x<y, e sempre possivel detenninar um outro elemento Z 

de C tal que X <z <..y. 
Nos tres primeiros exemplos atrás considerados, 08 

conj",.mtos não são- de!'lsos; mas já o conjunto ~ das cU timas. 
fiu:. tas ou o conjunto $5 de di zimas iDí'ini tas são densos_ 
PO::'e:cemplio-, dados dois ~le.'1lentos::.O( 'J~ de ~ J tais que 
«-< (3 1 é sempre· passiveI intercalar outra dizima int'ini ... 

ta entre ~ e ~ Com .efeito' seja.ap o primeiro algarismo 
de o<. diferente- do algarismo correspondente de? (' ; existi·" 
rã- depois de: B-p pelo menos um algarisno ar de O(. diferenta 
de 9 (de contrario todos os algarisnios de;/,X se3:'iam iguais 
a 9 a partir de certa ordem o que é impossi vel em ~ ) ; 
ora é fácil ver que? substituindo em o( o algarismo ar 
lJor um outro superiora ar àe ,obtem um elementO' ~ de ~ 
tal que IX < l" <. ~. Po~ exempl'o!l entre as di zimas:, 
O~399955 ,,··5· -. e 0,400 ···0 .~ .. " encontra-se a dizima 
0,399965. -. 5 -~ .. 

Sejam agora H,Kd.ois sub-conjuntos do conjunto orde!'l8.
do c"; eSf2reve-ge H < K quando os elementos de- H são todos:o 
inferioreS aos·elemant')$ de:?K. Diz"se- que os conjuntoaH, 
K formam uma !.5!~f quand~ se tem H <~ e nso existe ne
nhum elemento de C asepara"-los, i.8to ê:t r.enhum. el<:>.mento 
de C superior ou igual a todo o elemento de H e inferior 
ou igual a todo o elemento de_K. 

No conjunto :iif das dizimas :fini:tas existem lac,'.maa; 
por exemplo, seja: 

li =tO:õ5i 0,55 i 0,555; ... ) " K = io,6; 0,56; 0,556; ... } 
para que urna dizime. fôsse superior ou igual a qualque;r:
elemento de' li e inferior ou igual a qualquer eleillento de 
K:: o seu primeiro algarismo dec:'ma1 teria de ser 5, o' 
segundo teria também de ser 5 e assim sucessivamente; 
não há portanto nenhuma d!ziroa finita a separar os con-
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Mas já o conjunto JZ5 de dizimas infinitas não apresen

ta lacunas corno é fácil reconheceI'. 
Diremos Clue um conjunto ordenado é c:om'Oleto quando 

não existem. lacu.:oasnesse conjunto. --
tin conjunto ordenado diz-se continuo quando não tem ... --":~ ............ -

saltos nem lacunt3.s, isto es quando e . dena.o e completo ao 
lllGSnlO tempo. O c,onjunto ~e :pois um. .9.QP.jttntQ....~Ê~ 

f ' 
(ou 'Ulua ~s.x.al a_ç.Q~t.J..ll':J..là) • 

JlXtre[~=!:Qeriou.~..iLemo inf~iQ:r __ CLumcon.iunj;o; mâxi
~ mirdmo - Seja H um sub-conjunto dum conjunto orde
nado C; pode acontecer Clue entre os elemento$ decH exis
ta um maior Clue todos os. outros - êsse: elementodir-se-á 
e má:x:í~Q. (ou o Úl~i-~ de Hi w'"làlogamente, :pode acontece!' 
Clue entre os elementosà,e H e:r-..ista um menor Clue todoaos 
outros - esse elemento dir-·se .... ã o ~1.!i12 (ou o .P!i~,n~) 
de H. 
. Di z-se que o conjunto' H é J:!."lli tado s~rio,PD6nte quan~ 
do existe um elemento k de C tal que, para todo o elemento 
:x: de H,se tem :x: ~k; isto é, quando não há no conjunto 
H nenhUtll elemento superior a um certo elemento k de:' C. 
Nesta hipÓtese, chama-se majoran~ do conjunto H todo o 
elemento d.e C (tal como k) que satisfaz à condição à.e.: não 
se:c inferior a nenhum ele:nento de'H. 

Sa o conjunto H tiver UTI> elemento máximo será ·endan·· 
.,:.0. .~ 

temen-'c;e 1i.."lli tado superio:rmen'Íle e eSSEF maxil1'1C1 sera. um ma·· 
jorante de H - precúsamente o meno'!' dos majorantes::; dao. Ha 

lVIaS a reciproca não é verdaueira; por exemplos 'o conjunto 
de todas:: as di zimas dni. tas cuja parte inteira é 'zero não 

4" .v. . 
tem elemento me:x:imo e e limitado superiormente; porcon .... 
se~~nteil um eonj~mto- pode; sen li.m:i. tado superio,rmente e 
não ter con:tudo um element:o :m..-;'~iIUO. 

:r.sg~ ... "Nu.1118 es:c8l.a eontinua,. para. todo o oonjunto 1i
mi tado su:periomsnte existe um majorante menor Clue todos os. 
outros 0. . 

~: Seja C um conjunto ol.~de,nado continuo e. H um sub-con
junto de C li:mi tado superiormente. Se o conjunto H ti ver 
um elemento má"ltimo, o teoral1la fica demonstrado porque esse 
elemento é um majorante menor que todos os outros ~ S-üpo-



nhamos agora Clue o conjunto H não tem elemento máximo e se
ja M ~ conjunto dos majorantes de H; então será H «:M e, co
mo C e uma' escala continua Ewr hipÓtese). deve existir um 
elemento o<. sep9.rador de H e .M; mas~ sendo 0<..4 H, será O(, um 
majorari~;je de li e sendo «. ~ M, será d.. ~BP.Edo~ E}ajorantea 
de H . E assim fi ca provado o Clue pretendfamos_ 

~Postoisto chaJla-se ~t;:~mS'_..§YE§.E:.m: dum c.onjunto ao 
menor de todos 0:;1 seusmajbralltes (Cluando êstemajor.ante rni~· 
IJ...lro.O exista). Então~ o teorema. .anterior pod.e agora enunci~ 
ar-se : 

. "]lH.~,~.~~ala . gontt~a todo <L92P.jUBto 1 imi~'tado_~
:!.·i~<.?.P!l~~l1te tem 'UIl1_e:<t~emo su.Pen2..~". 

Q;u.anto ao extremo su~rior dum conjunto Hpdois casos 
se podem dar: ou o extre,mo superior :pertence ao conjunto H~ 
e éÉ}nt.ão o elemento máximo' de H; ou não pertence ao conjun
toie :então êS'te não tem elemento máximo: Por exemplo, o 
conjunto· das· ai zimas,: fini tas 0,5; 0,55; ,o ,555; .. ;.. tem por 
extrem.o s·i.rt~erior a d!zina infini ta 0~555 .. · 5 .• · Clue não per-

A . ,. AI # ,. 

tenee ao 9·onjunto ;es:te portanto 000 tem elemento max:uno ~ 
O conjunto H diz-se 11mi tado inferiorme'nte quaJJdo exis

Ú'unl elemento e deC tal que qualquer elementO de H é su-
,. ~ 

nerior ou igual a t ; Nesta hipotese chama"se minorante 
dfr :fi todo o 'elemento que satisfaz à c.ondiçãoi;:;]:o s;~ 
supe;i'iol" anen.~u.m elemento doc H . 

. Se o conjunto H tiver um elemento m1nimo será, eviden
temênte~ linú tá:do inferiormente e esse :miníma será U,11 m.i.
norante de H - precisamente o maior' dós: minorantes'; de' Hi 
mas': a reciproca não e verdadeira . 

Por. uma via análoga à precedente demonstra"'se o seguin.te: 

.1.'~..Q;em.al. IlNilma és..:cala continua.;- para t~o o. conjunto li·' 
mi tado. inferlo:rmente existe. um minorante maior que todos 
os outros". 

Designando por ~]~~~io± dum conjunto o maior 
de '~odos os $frt ... ·'S·m1noranteS3 podemos. dar a êS.te teol'e-
má o enunciado seguinte:: 

"Nnrrn es:cala con-dnuas todo o conjunto limitado in
ferionnente ad11'ti.;te uriL extreIilb inferior'! 

Se o extremo'infer1or pertence ao conjunto é o ele
Dl8:J.tO minímo do conjunto; sO'não pertence ao conjunto} 

. eS:'ce não tel1ielemento mi.nimo. 
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Usaremos as notações sup A e in! B pe.ra desigIlar~, res
pectivamente, o extremo superior, de A e o extremo inferi
or de B (quando existirem). 

0Ferações binár'ias .. A aritmética elementar apresenta-nos 
varios exémplos de operações binárias: a adição, a mul ti
'plicação, 'etc. Consid.eremOs eii 'geral Um conjunto C e su
ponhamos que se faz corresponder a oada 'par (x;y) de ele
mentos de O, sob certas condições',- um (oU mais de um.) 
,elemento z de C; designando esmacorrespondência por fj, 
:podemos di'zer que ~ é 'Uma ,operação binária, ·de:finida en-
tre,os elementos d:e'C) e escrever: 

z = ~ (x,y) ou 

também se poderá diz~r nes.te càSoque a variável:: z é fun
ção das.,.variávei,s x ei!." ' 

O elemento(oU os elemen'jios) Z que ~:faz corresponder 
ao W (.x,y) chama-"seo resUltado da operaçãoJ6 aplicada 
a,x ,e a,Y. AoseleÍnentosx,y dá~se'onome de dados da 
o~raçãó ~.,', '" , 

A openi,çã6 lJ,di z-se sempre poss! vel quando se ,podê 
apl:icar a qUalciue,r par' ordenado de elementos de C~(Por 
exemPlci a :Súbtracção' não 'ê sempre poss!velno conjunto,' 
,dqs números ~turais, visto que a diferença.' a-b só exis ... 
te quando a > b). ' " '. 

Á operação i> 'di;i-s!3 tiriiv'Jca ou uniforme, quandO não 
iEÍ.zcori'es,Pohder mais de u.rn elemento a' cada pár(x,y) 
de, dados. ' 

A ope~çiio(J ,d~z-se associatiVa quaDdose tem: 

(x J6 y) (J z = x (J (y ,J6 z) quaisquer que sejam 
. ...... '. ~.'YJ~zc C.· 

A operaçãé;)!6 diz-seconiUtativa 'quando se tem: 
. . i 

, quai.squer que sejalll x,Y'~ C. 

A operação ~ diz~se rever~ivel, quando dados dois 
quai squer elementos a j b de, C ê sempre possi vel detel"lrJ.l18r 
um (e um só) elemento' x de C tal que :: 
I-A:G - lQv - f 4. 
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x~b=a 

euro (e um só) elemento y de C tal que: 

b~y=a. 

Conceito de eF>YJ~cr' - Consider-emós um conjunto C no qual 
seja'detenida' uma operação binária ~;. diz"'se que o con~u.n
to C é. um z.ru"bq a respei to· da operação (J, quando esta tô:,,: 
1) sempre po~ivel; 2) univoca; 3) associativa; 4) rever-

-'slvel. Se além disso, a o:Peraçãotor comutativa~ o it~ 
também se dirá comutativo • " . 

. Por ex~pl:o,o conjuntoR. dos números naturais..não é 
um grupo a reapei to da. adi.ção, porque esta operação não á 
reverslvêl em N ; mas' jáoconJunto dos números inteiros.., 
(positivos"negátivc8 e nulo) e um gruPO' a respeito ,da adi
ção (grupo comutativo). 
_ Consideremos a tam11ia. de toda~. aa ,t1"anstormaçõea biu:-
nivocas dum conjunto sôbre si mesmo; esta tam!lia constitui 
um grupo a respeito da multiplicação atrás.d.efinida entre 
os seus elementos; mas .em geral não é um grupo Qomutativo. 

Na maioria dos casos.,:quese· apresentam. na prátiéa, a 
operação do grupo tem ' UIDaS veZes o nome de adição e outras 
o·demultiplicação.' No primeiro caso o resultado da opera
Çã9 aplicada ao par (a~b) chama~se ~ama de a ~ b e re
presenta"se por a+bj osd~dos a.,b chamam-se parcelas (l1.n-
i';lªgem aditiva) , ", ' 

No se~xndo caso o resultado da operação aplicada ao par 
(a,~chama-se produto~ fi l!2l: b e representa-s& por ab; 
os dados f:l.,bohamam. ... se tactores (linguagem multiplicativa) 

Grupos' comutat1:vQs - As considerações que vão seguir-se 
retureIÍl8Be- a um grupo. canuta~ivo ~~: ComeçaremOs· por adop
tar a lingu~em aditiva 

Chama-se soma den elementos al' ~, .•. ,an e represen
ta-se por, ,~ + a2 + ... + anaoresul.tado,que se obtem, so· 
mando o rpimeiro Como ~Fd~ J o resultado com o terceiro, 
e assim 8ut3essi vamente ate ao ultimo Mai s correctamente, . , 
pode representar-se e~ta soma pelo sunbolo : 

n 
L a· . 1 lo l.= 

(ier nsOmatório de ai entre 1 e n) 
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Ter-se-á pois,por definição: 
k k-1 

'2: a' = r:: ai + a k = 2 g 3,.'·' n 
i=l J. i=1 K 

convencionando-se que : 
1 
~ ~ =~. 
i=l 

As propriedades comutativa- e,'associàtiva 'estendem-se 
à soma. general i zada: é indéferente a ordem das parcelas 
e podem sempre substituir-se duas ou' ma! s parcelas pela 
respectiva soma. ' 

Em particular,. as parcelaa; al, a2~.··' an podem todas 
coincidir en~e si. Neste caso. designando por ià o valor 
comum das parcelas_, a soma. passas. ~r o nane d9?:e.r.o~ 
~ 'n por', a (não ,esquecendo que !l. é umIlÚmer.ona.t\U'al e 
!!. umele~nto Cio grupo:g) Ter-se-ápois,pordefinição: 

(n+ 1) a = n a + a" n = 1, 2,. -. ' 

,convencionando-se que 
1 a = a. 

Das proprjedades, associativa e canutati va deduz-se
ràcilmente que : 

Cm + n) a = m a +n a , 
m (a + b)· = m a' .f. m b , 

m (n. a)= ( m n) a f 

quaisquer que sejam ,os núme:"os naturais m,n e os elemen
tos a,b do grupo. 

Posto isto t recordemos que dado$doi s elementoS3 
a,b de ~' , é sâmpre; possivel detel'mÍnBrunl (e um, só) 
elemento x de:§ tal, que : . 

'.- .' . -.~ 

b.+ x = x +1, = fi 
este elemento x é chamado diferença entre a e ~ e repre
senta-se por a-b; isto ó ;' 

(x = a - b) == (:li: + b = a). 

Será pois, por definição :. 

I b + (a - b) = a I 
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À operação que faz passar do par (a, b) para o elemen
to ~ dá·-se o nome de subtraçcão (operação inversa da adi·' 
ção); os dados a,b chamam-se:, reapectivamente, l!~i.:tivo e 
}?ll..tir~H"::.ti.Y.Q. • 

Seja agora ~ um ele~nt:o ql,lalquer de S; ter-se-á: 

(1) c ... (c -c) :;; c ; 

seja ;ã um outro elemento arbitrário de~i somando 
ambos os membros de (1) f vI rá: 

ou seja: 
. ( ~ - c) +c J -+-. (c - c) = (a - c) + c 

a + (c ~ c) = a. 

a-c a 

Em conclusão: existe um C e um só) elemento x de ~ tal 
que 80+ x = a·, qualquer q~e seja aE:§Esse e!emento é 
chamado ~ ou elemento I!Ulo de ~ ; representa-~o-emos 
por Õ • Tem-se ·por;;anto : 

I a+ Õ = a];, qualquer que seja a "E ~. 
Chama-se simétrico ~ ~ e representa-se por -a o ele

mento Õ - ai teremos assim por defiIÜção 

a + C -a) = (.;a) + a =: Õ I 

donde: se ê 3duz ainda: 

, a· = Õ - (-a) = - (-a), 

~uer dizer: o simétrico do simétrico de â é o próprio ele
mento a. 

Pç>r outro lado j tem-se: 

[a + C-b)1+ b = ~'+ (C-b) + b] = a 

I a + (-b)· = a - b "\ 
ou seja: 

(a diferença á-o" ê" a somá de a, com o simétrico de b). 
Obser.vemos .aind~ que: . 

(-a - b) + C a + b) = (-a + a) + (-b + b) = Õ 
dO::lde: " . 

- (a + b) = - a- bi 

quer di~r: o simétrico da :soma a+b éa soma dos. simétri
cos de a e '5e b. 
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Este resultado ea:tende-sct imediatl:lIIlente ao caso dum 
númexo qualquer de pareel~s: 

r .. (81+ a2+!'~+ an) = -a1 - a2 - ~h - an l. 
Daqui se deduz ainda ~ue: 

·1- n a = n ,~a) 1 
quaisquer qUe sejam o número natural. n e o elemento a de <ff. 

Todos es.teS'c; factos podem ser traduzidos na liDgUagem 
mul ti p11·cati va. Suponhamos pois que a operação do grupo 
9 se chama .multip1ieação . 

o 12roduto.den elementos. a1' 82' .•• ,an pode represen-

tar-se por : a:r~ ~ .. an "U ~r. 1~1 ai , tendo-se por d~~ 
f'enição-: 

k rr 
1=1 

ft 
i=1 

8' _ l. k ::: 2, 3, .. ·· ~ n, 

Este produto é associativo e cómutativo. Se al'=a2 = 

= ... = an.= a o produto ~ ~ eh~-se potencia de ex-
1=1·· , 

poente. n de a e· representa··Be por an;. ~,';)rtanto ; 
1 n+l n . a = a, a = a~a t n = 1, 2~ •. ~ 

Têm lugar a$ propriedades-: 

all'H-n = am an • 

( a ?)m. = am • bm • 

( m)n. mn a. = a • 

Existe em "$ um (e um só) elemento -chamado ·uru:a4.fle .de 
~ a ,reprf3sentá.v~l por I, com a propriedade': a.r =a; 

qualquer que seja a. 
Dados dois elementos a,b de 'tí , existe sémpre um (e 

um só) elemento x ,de ~ , tal queb :x = :x b = a Este ele
mento (; chamado~:ocJ._e.pt,fL~_ a ~OT b e l'ep:t'esenta~'se por 
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'Ê' OU por a:b. A operação que faz passar do par (a, b) para 

o elemento a:b dá-se o nome dediyisão (operação inver.sa 
da multiplicação); os dadosa,b chamam-se respectivamente. 
dividendo edi vi SOl." _. 

-O' el;~ent; r : a e charn.8.doinverso de a e representa-
-se por a-l , Tem--se 

(a-1 )-1 =a 

a b-I 'õ = a. -.. 

( ---)-1' -1 -1 -1 
al9,2.· .. en . = a1 a2 , •. an 

(an) -1 = (a-1)~ 
. .-

Teoria dós nÚIneros:o t'eai s 

Grandezas ·.contInuas - As ciências da Natureza (Geometria» 
FíSica, Q;u!micB.,Biologia, etc.)oferecem.-~os vários exem
plos de: grandezas continuas. Os comprimentos:, as áreas, 
os volUmes; as massas, as quantidades: de calor, etc. são 
grandezas continuas: de diferentes -espécies.~;. 

O que distingue'em pri~eiro lugar as grandezas conti-
. . "'~',' . 

nuas. düma mesma es:pecie' ~ p facto de collsti tuirem um ~-
.. iuntoordenadocout1nuo .ll) Quer i sto dizer que, entre as 
grandezâs duma· me~eapédie, -- está definida uma relação 
binária (expressa pelb simbolo -<) dotada daa; segutnteS3 
propriedades: - . -

1) Dadas duas, grandezas A ,B', é sempre vertfi cada uma, 
e urna só. das seguintéS3hipÓteses:: 

2) 

3) 

ou A<.B ou A = B ou B<A. (tricots:PJ) 

Se A<B e B <O, então A < C • (transi ti vidade) 

Q.uaisquer que sejam as grandezas A, B, se~do A<B, 
existe sempr~- pelo menos uma. outra grandeza O tal que 
A < O < B~( aüsência.dé sal tos) • 

(1) ... Em tudo o que se segue representaremos: as grandezas 
por letras maiúsculas. do alfabeto latino, para evi-

. ~ , . 

tar a confusao com numeros:;< 
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4) Dados dois ·conjuntoa.: de grandezas~lta'is que todas:: 
as, graIldezas dum dos' conjuntos .sejaril inferiores a todaa, 
as grandezaa, do outro, existe sempre pelomel:':0s uma gran
deza separadora dos dois conjuntos, isto' é~'uma grandeza 
majorante do primeiro e minorante do seg!J..ndo:'(ê-.Y§ittQi.~ , 
~d~e_1=a~c,Wl;:;::;;~). . . . ' , ... 

.\l8a,. entre as grande,zas duma mesma eapecie,:~est~ ai.n
da dei'inida uma operação binária, hab~ tualrnen,te.,çhamada, 
adi~ - que faz correspondera cada pár. de grandezas:; 
Ã, B uma (e uma. só) _gr~ndeza',A+:l3, 'c~amada 2~.ãdaa: pri~ 
meiras. Esta operaçao e sempre: .possl.vel, urovoca, asso~ 
ciativa'e . comutativa. Além disao, verifica-se a SelgW.n-' 
te p~oprie~de: . '" 

Se A <B, entãó A + O<.B + O (isto é: sgmandó Uma . ; 

mesma grandeza a ambos os meInE!'Os duma .desigualdade,es.-
ta não muda de sentido). . 

Cost\lDia'exprimir-se ese facto dizendo que aadi~o 
resma! ta a rel~cão <, ou ainda que é UIlia operação ~ 
.tona. 

Q:uanto ,àrevers1bilidade da adi ção, doi~ casos. se 
~d~:' . 

lQ~: mncertas. espéCies de grándezas, chamadaa; 
grandezas absolutas, a equação A + X = B, 'admite uma so
lução em X, se, e só se, A<B ~ Os comprimentea, as áreas, 
as niassas, etc apresentam-segeral.u:lente como grandezas 
absolutas. . ' . 

2Q swm.:: Noutras., e*Cl.ea; da- grana.êzas, chama~a;; 
grandezas relativaª, a equação A+ X == B,. admite uma 
soluÇão "em. t, ,guaisguer que s~rjam asgrandezaa, A,B - NaS!'
tê ca8.Q, há uma' grandeza pula, que representaremos por' 
õ • .As grandezas:; clasSificam-se' em posi ti vaso (maiores que m e IlAgatiyA.& (menor&$:; que 1» _ Sao exemplos da- grande~-. 
zas relativaS;,; as:· quanti dade-a ' de electricidade', os poten
ciais, eta. Quando sôb~e unia reGtar se fixa ·tUn ponto O 

"p como origem. e um senti do 
.,- ,O • como posi ti vo, cada ponto 

~ P da recta de~ermina cOm O 
um segmento OP que se eonsidera positivo ou negativo, 
conforme P está dum ou doutro lado de O; temos aqui: por
tanto outro exemplo de grandezas relativas." que é aquele 
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que se aprese-nta mais frequentemente. 
Éàs grande·za$ :t:elati vas.' que. .vamos dedicar em es:peci

'el.a nossa atenção. l'~a o seu estudo' sistemático partire
mos d.a seguinte: - . ~ Defini cao ,- Chama'~® grupo de grande-2aB· c~~,~~ a toda 
a class:~r ~ consti tufda por entidades., A, B, •• ~ ~e na!ure
za qualquer» ~ntre as. qUais seja definida uma cperaçao 
binária, chamada ,ádi9ão~ e ~. relação de ordem,expressa 
pelo sinal < ~de'tal inodo que: . . 
l),'A respeito da adição,' 5 é um grupo comutativo. 
2) .A.,respeito',da re~ação~ t ~Jé um conjunto ordenado con-

timo. 
3) A adição respeita a relação de- ordas, isto é, tem-se: 

A < B~ .4. + C <B + c. 
são portánto verifi cadas:; em ;f;l)' Todas ~á3'Proprieda

des.' o'OOratórias que caracterizam um :gi-Upo, ci:xiijtii'ti vo; , 
2) todas' as:: proprieda:des::~ ordinais qu~ cmctertzam UlllB. 
escala contlma; 3) a propriedade da monôtoDiâ qüe estabe
lece a conexão entre a adição e a re~ação d,e o~em.' 
ç:Aos elementos de ':fi chámaremos Br~ems (relati'V'a~,. 
E fica entelldido que,aG fale.xmos degrandezas:,.salvo indi
q~ção em 'eontrãz;.o, . nos referimos sem:p:re: a ~aDde~s 'd~ 
mesmo- grupo. 
~ ... , , 

9'.!'~d:ezas:. posi tiva:sôt: negativas: 'e nula - Vi ato que <§ ê um 
grupo,' existirá em ~ um elemento" Õ, chamado gI'?ndezari1.l.l~, 
tal que: " 

A .... ' (). == A, para todo o A ,E, '§ '. 
. Uma grandezii'A"âlz-sEt, 'positiva ourlegátiva., conform,e 

fôr i> Õ' Ou "A<~ ~ . .. . 
• • o,, ~. , II" - .~ . 

. IIQad.aaduaspnde-zaaA"B, sera. A~B'<O,A·:B==O ou:. 
A~B '> o, coD!ol'ri1efôr 'Ao <BlI A =. B oUA>·'Blt. 

ccln efeito 1 i~Dh:amoi'qu-e 'Se t.eJh:' 
A:<B ;. 

então t sornando' -Ba" ambos 'os, membros.: deata desigualdade 
e atendendo àpropri:edade eia monotonia,y-irá: 

.. A •. B <Õ. q.e.d. 
Análogamente ae' demonstram as:; respantes:; partes::: da p7~'O'" 
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posição. 
Do mesmo modo se conclue c;i.ue: 
RSe A> õ, então -A < Õ e vi ce-versa." 
Da propriedade da monotonia ainda .se deduzem i'àcil

mente as seguintes propriedades: 
"Se Al<Ej" ~<B2""1 An<Bn' então AI+ A:2+-," + 

+ An <: 1\ + B2+ ... + B~ (aq1..1.Í o sinal <: pode ser substi tuioo 

pelo sinal ~ ). 
"Se A<B, então lU A<:mB r qualquer que seja o núrD.ero 

natural m". 
"Se lU <n e A"> Õ, então m A<n A ~ 

Teorema da di vi si bUj:dade - Correntemente admi te-se: a 
possibilidaded';' divifu uma gra.."l.de:za continua nwn. núme
ro qualquer de partes iguais. Mas êste facto pode: ser de
duzido das propriedades fun.damentais que caracterizam um. 
grupo continuo de grandezas. Começaremos' por df>..monstrar 
o seguinte : 

~ "Sendo A 1.llD9. grande-za positiva e .n umIlÚmero 
natural, ê sempre posai vel de:'teminar u.r'..a grandeza X. de 
modo que n X.~A'!. 

Com efeito, semo A -:;.. õ, será possi vel Cpela' ausencia 
se sal tos) detellllinar n~andezas:. Ur' .U2,···) Un-l tais 

que: 

Õ <: Ul'~'A, Ui <U2~A""'J%-2~Un~ <A. 

Mas, se designa:rmos por X a meDOr das~ §I'ande,zas po
si ti vaa. UI' U2- UI'·'·' A - Un_Io ter-se ... a : 

X.$ UI ; X~U2- UI' .•• , X ~ A ... ?n-1 

e, portanto, em virtude da monotonia: 

nX ~ U1+ (U2- UI) + . ", + tA. - :t1n .. 1>-. = .i , 
ou seja: 

nX~ A. 

Podemos agora ressar ao seguinte: 
# 

Teorema - "Sendo A uma grande:m qualquer e .n um numero 
natural, é sempre' possivel determinar UInale uma só, gran-

MG - lQv - f 5 
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deza X, de modo que nÃ:: A.II 
a) Começaremos por supor Á '> (1 • Consideremos o conjun

to :;.e todas as grandezas' positivas X tais que n X:SA.Vis
to que essas grandezas não podem ser superiores a A, o 
seu conjunto é limitado su-perionnente e~ portanto (vis
to ser;j uma es.cala continua) adm.i. tirá um eXi;remo supe
rior que c.esignaremos por Áo. Vamos ver que se tem. pre
ci samente n)[o = A. . 

Ccrn efeito} se fôsse n xof- A~ ou seria n Xo< A, ou 
seria n Xo~ A. No primeira caso,ter-se-ia A - n Xc> TI' 
e então, pelo lema anterior~ poderia determinar-se uma 
grandeza H de mado qU.e: 

n H ~ A -·n Xo 
ou seja: 

n (Xo -I- H) ~ A 

mas, como Xo + H :> Xo~ não seria Xc o extremo superior 
das grandezas X tai s que n X ~ A. 

Se fôsse n Xc;:. A, ter-se-ia n Xo - A",U, e seria ain
da possivel. pelo mesmo lema, determinar H> Õ, de modo 
que: 

ou seja: 
nH~nXo"A 

n (Xc - li) ~ A 

e como Xo- H <Xo, nã::.J seria Xo o' extremo superior das 
grandezas X tais que nX~A, pois que, para X~Xo '!" H 
vi·ria nX~ n (Xo- H) ~ A. . . 

, Terá de ser pois n Xc =, A '. 

b) Se A<Õ, será' -A> Õ ; então, existirá uma gran
deza X tal que nX = ~ ,A eporta:p:i:o: 

n(-X)=~nX='A. q.e.d. 
o) Se A = Õ; tér-se..:.ã n Õ = Õ = A . 
d) Resta provar que aeguação n X = A não a.dmite mais 

de uma solução em X. . 
Suponhamos que'existiam dua~grandezasXl' X2 distin-

tas, tais que n X1=n x:~ A, e seja Xl <X2' Entoo ll viria 
nX1< n X2 ou' seja A<.A, o que é absurdo (proprieda~ 
~a tri~otomia). Não existe po~anto mais do q1,le uma gtan
dezà X' tai que n x: ,;, A . 
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~~~erosracionais - Ohama-se ~~ci~nte ~~~~~anae~ A ~~ 
um_nluneronatural II e representa-se POr ii:; aquela gran
deza X tal que n.}{ = A - grandeza esta que~ segundo o 
teorema anterior, existe sem.pre e e única para cada A~':§" 

Observemos agora que todo o nWmero natural ~ define 
u.'n operador em!§: o operador que faz correspol"',de~ a cada 
grandeza'Xa grandeza Y = nX; em p8rticu1ar~ o nlunero 
1 define o operador id.êntico~ 1 X= X . Mais. ainda~ em vir .. ' 
tude d? teorem~ da divisibilidáde~ .. o operador definido 
por n' e reversi vel =- o seu inverso ~. o operador n tal qu.e 

n -1 X - X . '!"lera cada x: E W. -7' '" v 

Por outro lado, tem-se, como se viu a respeito d& 
grupos em geral: 

m (n X) .= (m 'n) )( = n' (m X) , 

o que significa que o pribdut9 dos operadores 4efinido~ 
pelos números naturais m~ n é 'Drecisarnente (' operador dtl
fini~o pelo produto mn àesses números; estea opel~dores 
são pois Pêrmutáveis ~~~. . 

. ~ . 

Em resumo: os numeros· naturais podem ser interpreta-
dos como operadores:; re-v;ersi vei a defin:Ldos· em ~ I de tal 
modo que: 1) o nroduto dem~ n como números coincide com 
o produto de m~ n como operadores; 2) o número 1 coincide 
com o operador idêntico I. 

Pod~mos portanto aPlicar a êste caso tudo o que atrás 
foi dito a respeito de operadoreá' revers! veis. em ge'ral 
(peI'lm.ltáveis: entre si). Assim teremos: 
I) Dados dois núm~ros. n~turais m,n, existem sempre e são 
iguais os' cocientes., de m.: por B· à direi ta e à esquerda 
(concebendo lU, n como operadores' ~efinidos em ~). Pode
mos poi s escrever: 

-1 , n = ......... 
n 

O s:Ímbolo ~ , toma o n.ome de fracção, da qual J:!!,n 
se dizem os ~ennos: m, o numerador e n l, o ~nad.2:'E' 

A fracção ~ designa poiS a operação que consiste 
n. ( 

em lIdividir por n. e multiplicar G resultado por mI! OUs 



o que é equivalente, ~multiplicar por m e dividir o resul
t'ado por n "); tem-se aom ef' ei to) por defi ni ção: 

.E...X=m..!.-= mX 
n n. n para aada X. ~ eg. 

Aos operadores assim definidos sôbre grandezas dá-se 
o nome de números -raei ona! s (posi ti vos). Em parti cula1' se 
m é mÚltiplo ,de lh o coaieúte m/n ê um número natural -
os números naturais" ficam pois .ineluidos na alasse dos nú
meros racionais (positivos). Se m não é mÚltiplo de ,n, o 
operador m/h já não é UlU nUmero natural: .. toma então o no
me de número fraeaionário. 

Dadas~duas grandezas A, B, positivas, diz-se que A ê Ym 
mÚltiplo de B (ou que B é um submúltiplo de AL quando exis
te . pelo menos um nÚmero natural D. tal que A = n B. 

II) Q~aisquer que sejam os números naturais m, n, p, q, 
tem-se: 

.. ~._P...._ mp 
n q - n q 

Vemos assim que o produto de dois n~~eros racionais 
posi ti vos (entendidos, como opel'adorBs) é ainda um nÚmero . N. 
racional positivo .. A multi plieaçao de numeros raeior.ais 
posi ti vos é sempre possf-\fel ~ univoca, assoei ati va~ comuta
tiva e reversível; como imediatamente se re-conhece. Visto 
que' : 

p q pq 
- .... ~=-=l "' q p pq 

segue-se que q/p ê'~ inverso d~ p/q e portanto, : 

.2!L-: -L = -!!L . ..s..= 2!L.9.... • 
n q n pn p 

DeaternOdo, ~ di vi são, que Mo era sempre' pOssível no 
campo dos números naturais, passa a sê-lo no campodos:uú
nleroa racionai s posi ti vos. 

;tII) Em particul~r tam-.. s-e: . 

m p =.2!L . ...L = ...!!L 
n p n p n 

porpalavras.~ mul tip;Ucandoambos os termos duma fracção 
E9E_um rnesmo nÚmer~. obteru'"'se ~ fracção equivalente à 
.E!.~~a, isto é, repre~tativa do ~.SiUO nÚInero(o-peradcr) 



For conseguinte dadas duas fracções~ 

~_. , ...1!.... 
n q 
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será sempre posei vel subs·t;5. tui.-Ias· por d"!.las outras com. o 
mesmo denominador e respectivamente equivalentes às pri-
meiras, como, por exemplo, as fracções .. ' 

mq 1 n p 
nq nq 

Daqui se deduz o : 
pri tério geral_de egtP. valência defracx§~' - As frac

ções m/n, p/q são equivalentes se esó se mq = n~; em 
símbolos: " ' 

I (+ = -{-) :: (mq = n~ . 
Entre todas as -fracções representati vas'_dum mesmo nú

mero racional m/n,pode serilpre esoolher-se uma mais sim.
pIes do que todas as outras: basta dividir os termos m 
e n pelo seu máximo di visor COIDW!l. A fracção assim obti
da terá os termos primos entre si e dj.r-se-~ irredutivel 

.- -"'-_._"-
Adi cão de nl~~..!'-ª9j9.B..~_~osi ti vO,ê - Consideremos à.ois 
nú.merosr~ci onai s positivos Q( f (3. Cor11o vimos!..' e ate s núme
ros poderao ser repres'entados por duas fracçoes <?00l o mes
mo denominador; seja : 

Ol = ..P... (3 = .J!_ • 
n n 

Ora, qualquer que seja' X E'S , tem-se 

( p ',' - q) p X q X ' 
n ~X + n X ' = n n+ n T= (1' -/O '1) X 

donde: 
.JLx +..:Lx = ptq X n nn • 

~ -.. .E.:!:..9.. .. 
E portanto natural dizer que, ,o numero" n e a ~ 

dos números -1L ,-9-. Ter-se .. á assim', pOr definição: n n 

( -< + (3) X = ot]C + ~ X, para cada X E ~. 

Fica deste modo definida entre os números racionais 
pósi ti vos um.a operação binária (adi ção) que fàcilmente 

f· # • • 

se reconhece ser: ~'D.Er~:'-'Po~s:r.vel-_p ~, ~2~t1.va e 
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comu.tati va . 
-- Alã;;ã:"i sso a equação !t'i. + ~ = (3 terá uma solução em 
'5 se rêr «< {?> (mas só nesta hipótese); e então escrever
-se-â '5 = (3 -o(. Também é rácil ver que a adi ção é ~i s
.hBE.ut~ a reSpei~o da multiplicação; isto é~ tem-se~ 

(01. + (3) Q = &(, ~ +(3fs 

quaisquer que sejam os números racionais:., «. ~(3 t '1-
U!!l outro racto a registar e que ràcilmente se demons

tra é o seguinte: 
"Sendo 01. um n~ro racional (positivo) tem-se: 

«(X .... 1:) :::: o(X + O(. y, . 
quais<luer <lue séja.tll as grandezas X,Y ". 

Ordenação dos números racionais positivos - Consideremos 

doi s números;. racionais o( :::: ..]L , (h=.-!L e uma grandeza 
n n 

]c. Se fôr X> Õ e p <q, será ainda: 

'x _._> O e portanto 
n 

. .1L <'1' X 
P n·· n 

p- "......!L 
Il X ' n x ..•. 

ou seja 

É então natural dzer que se tem L<...9- quando p-c:.". . n n . ~ 

Se tivermos 0(;= -&- ' (3:::: +. será: o<.. = =, (3 :::: ~ 
·e ~ortanto escreveremqs 

.. 
se e so se 

Deste modo, dados dois.nUmeros .rac.ionais d.. ,,(3 tais 
.' que ot < ~ , ter-se-a: 

O(. x:' < ~ X se X'> Õ ,( e~ J(> l!X Se' X< Õ). 

FaCilmailte .sereconhece que o conjunto dos numeros ra
cionais' . positivos fica efecti vamenteordenado por maio des~ 
ta relação:'::'. iJais ainda: vamos ver que' se trata'dum con
junto, ordenado sem saltoa,. Cam efeito, consideremos dois 
nÚmeros racionais positivos «. :~!<luais<luerJ que supomos já 
rept'esentadospor fracções com o mesmo denominador: .x= {--' 
~ = ir ; entre OS números pares 2p e 2<l existe pelo menos 
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um nÚmero impar; seja kj então virá: 

2 P 
"TIl 

k 2 C! <--<--2n 2 n 
ist:o é 

o que prova a afirmação feita. 
Havera lacu:nas n3ste conjunto ordenado? Verem.oa mais 

adía:'lte flue sim. 
Entretanto registemos ainda que; no conjunto oTde~3do 

dos mineros racionais positivos a adição e a multiplica
ção são operações.-monotonas!1 isto é, tem-se: 

I QI. < (S ...- ex + ~ -< (3+~, Q(. o < (3 '5 

quaisquer que s~jam os: númer.os racionais positivos r:l.1(l~q. 

Incomensurabilidade - Consideremos duas grandezas positi
.Y§§ A,B. Diz-seque As B são comensuráveis, quando' exis"' 
te um nÚmero racional r tal que: 

A=rB; 

nesta hipÓtese, o número r é chamado razão de A para B ou 
medida de A em relaçãg a B? e escreve-s~ : 

r= ~ ou r=A:B. 

As grande-zas A, B dizem···se .!p.2omen~ráveis, quando não 
N ~ • 

sao comensurave~s 
Exemplo olássico de; grandezas incomensuráveis 0000 .. 

deduzia-se que: 

ou, atendendo a (1) 

lado L dum quadraq.o e a respeotiva 
diagonal D. 

Suponhamosqua existia um número 
racional p/C! ~aJ. que : 

(1) D = ..E. L . 
q 

Podemos desde já supor a fraoção 
pi C! irredut! vaI (p~q primos entre 
si). ~la semelhança de triângulos 

D : L = L :.P.. 
2 

2..=~ 
q p 
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cu ainda: 
p2 = 2 q~ 

Então p2 seria um r,illooro pare o mes:no aoonte cerd.a a 
p (poi s que o quadrado duril número impar não pode ser um 
nUmero par) • Por.lb.a'Uos p? 2 k (k inteiro); virá : 

4 k 2 == 2 q2 ou q2 = 2 k 2 
. p , ~. , 

e assim concluimos qua tambem q deYeria ser um numero par. 
Mas p e q nãõ podem ser. ambos pares.? porque;; por hipótese, 
são primos entre si.·O apsurdo proveio de supor que as 
grande·za.s D, L são comensurâveia\. Não existe pois nenhum 
submÚl tiplo de L que seja ao mesmo tempo submÚltiplo de D. 

~uando as.:. grandezas A;; B são comensuráveis., a medida 
de A em 'relação a B é o nÚmero racional r tal que A = r B . 

. Mas, o que se· entrénde: por medida de~ A em relação a B $ no 
~aso .. de tais:, grandezas' serem incomensuráveis;. ? É o 'lue 
iremos ver mais adiante. 

~~~c~io 9-~2:!'qu.imede~ - Este principio pode enunciar-se 
do seguinte modo: 

"Se A é uma e:t:ande'Za posi ti va, o conjunto de todos" oa· 
múltiplos de Anã9 é limftado superionnente ll• 

Com efeito, seja A uma grande:za- positiva. Os.múltiplos 
de A são as:." grandezas:..: . . 

A, 2A, 3A, ••. , n A, • , . 

Suponhámos que pconjunto des;tas grandezas era limi ta
do superiormente; então admitiria um extremo super.ior, 
que. designaremos por L . Como A::>Õ, seria L-A <L, e sendo 
L o menor dos majorantes.-:: daquele conjunto, deveria existir 
pelo menos um múltiplo 'êJ;e A (~eja vA), maior qúe L"A: 

})A> L - A 
isto é., 

(., + 1) A >. L ; 
't'. JI 

mas assim .tenamos ~ mul tiplo de A superior ao extremo su-
perior de· todos os mÚl tipl'os de· A- o que é absurdo .Oteore
ma fica pois demonstrado 
Corolário :r - "DadaS3 duasgrande:zas::;A, B positivas, existe 
'S'empre:: pelo menos, um número natural n tal que n B'>A " 
(D'e contrário, o conjunto de todos os múl ti 1'l'os de;, B fica-



ria limitado superiormente por A). 
Corolário II - "Dadas duas grandezas A,B positivas t -- .. existe sempre, pelo menos, um numero natural ~ tal que 

B>A/n ti. Esta corolário é consequência imediata do ante
rior, 

NÚmeros irracionais - Consideremos duas grandezas posi ti
vas A, B quaisquer. Como medir A tornando B para unidade? 
Em primeiro lugar, notemos que, pelá corolário II do prin
cipio de Arquimedes, existe pelq menos um número natural 
p tal que: 
~----~ B ' 
\ ____ .• A P <"A (se B ~ A basta tomar p = 1). 

Em ~egundo lugars pelo corolário Ido mesmo principio, 
existirá pelo menos um múltiplo de B/p superior aA. Seja 
então k "Q • 

., .:::- B o maior mÚltiplo de 'jt' que não excede A; ter-
-se-a pois: 

kp B ~A <kp+1B . 
p' p 

Dum modo geral, sendo II um -número natural ~ p, desi
gnemos por kn onúmeronat~al que ,satisfaz àcóndição: 

.~ B~A<ku+1B. 
n n 

(1) 

'. De duas uma: ou existe um valor de n tal que 
k ... 1f& B = A ru tal nao sucede. ~ primeir.o caso as grandezas 

A,B são comensuráveis, tendo-se precisamenteA:B = kxln. 
No segundo caso as grândezas~A, B são incanensuráveis, 
porque, se existisse um niimeroracional ris tal que' 
f B = A (podendo sempre supor-se s> n)teria de se.r.. r=ks ' 

~ , 

e assim reC8l.amos no· primeiro caso . 
Por conseguinte, se A, B são incanensuráveis,' mo exis

te nenhum número racio~ compreendido.entre oS números 
kn ~ kn ... 1 
Ii e os numeros n (n~ p); por outras palavras: o 

. .. k n '. ' .. '. kn + 1 
conJunto dos numeros '1l" e o 'conJunto dos numeros -, n ' 
~am neste caso uma lacuna no conjunto ordenado dq§. 

MG71Q v - f 6 
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.. " numeros racJ.onaJ.S posi ti itOS. 

De!ir.d_ção: Diz-se que dois conjuntosdf', J( de números 
raeionais positivos formam um :Q~r .de c.la8se.8 contiguas 
quando vel'ificam as duas seguintes condições: 1) cada ele
mento de Je é inferior ou igual a cada elemento de:Jf. ; 2) 
'lual'luer que seja o número racional S> O, é possi vel de
·terminar dois números~ um de J( e outro de"Jt, cuja dife'~ 

- - - -, 
rença seja inferior a Q. 

Ê claro 'lue no exemplo anterior, o conjunto dos núme-
k ... kn+l f - ~ ros ..Jl, e o conjunto dos nUJn.eros _ ormam u:r:J. par y'e 
n .. . - n k ·.fol k 

classes contigu.as - visto que a diferença -11 .. _ - .::n = 1-. n llU. n 
se-· pode tornar inferior a qualquer nÚniero racio~l ~>O 
(Basta que seja n). l/é. ).-
_ Cons1õeremos então um par de classes contigu.as ;ii;, X 
de'números racionais positivos e seja X 1l.rna grandeza qual
quer. To..'11erp.os um elemento h arbitrário de;;:e e uni elemento 
k arbitrário dej( ; ter-sé-á h~k e portanto: 

h X ~ k X, se X > õ; h X ~ k- y,:, se ~ ~ Õ. 

Então, designando por ;tlt a classe: de todas as grande
zas h X; tais que h~:It, epor J(Xa- classe de todas as 
grarlc.ezas k X tais que k é X , podemos afirmar que as 
classes ;;ex, ;r: X ad.mit~ pelo menos um elemento separador -
- uma vez que no grupore não existem lacunas. Mais ainda, 

-' 
vaI:J.osproval' que: 

"~Jf,j( são classes contiguas: existe uma Única gran
ª,~!,a separau<?!:'<L!ias classes '5fX, X },i.:, que é (, -extremo supe
riordu'U.a eo ·e~tremo inferior da outra ~ 

Com efeito, . s-qponhamos que existiam duas grandezas Yl; 
Y2 a . separar as classes deX,XX:, sendo Yi <Y2 -. Então) 
supondo y.: > Õ, ter';"se-ia 

;h .X!::Yi < Y2~ k);, 
donde: . 

quà!squer q~e fossem h€- Je., k~X 

héõt', k~JC. 

l.[aS, pelo corolário II do principio de Arquimedes, po

de de1;erniinar-se n de modo 'lue 1 X -< Y2 - Yl e, por outro 
n 
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lado, sendo ~,J( classes contiguas, podem escolher-se h, 
k de modo que Lk-h~ l/n~; e então viria: 

(k - h) X < * X < Y2 - YI , 

o que é incompat1 vel com o resultado a.nterior" A conclusão 
seria ajláloga no caso de se ter x: ~õ. Existe pois mm úni
ca grandezaY separadora das classes deX , X X - que êmani
festamente o menor dos majo:tantes, da 'primeira e o maior_dOS 
minorantes da segunda ( se)(.> Õ) ou vice-versa (se X ~ O). 

Por conseguinte~ o par de classes contiguas Je,:JC de
fine U;.11 operador oe. que faz cOl'responder a cada grandeza X 
a grandeza Y sep~adora das c+asses íreX,10t 

Y ("T"'V') J.' nf (i"["<1:') = sup C"C.~ = .- _~ 
A um tal operador dé.·'se o nome de nú.rn~- real PO~ tj.vE, 

ou flimplesmente n:lm.ero 'POsitivo. Para indicar que c nljrnero 
ai.. é definido pei-;-'p~r i; classes éon·;:;lguas ~ ,:r< escreve-
ramos: 

~ = (tR'/'J<) . 

Como vimos no exemplo anterior; :pode o operador <.J. co:Ln
cidir com um número racional positivo, mas pode tamb;il~ão 
exi. stir nenhum núine:::"o racional que p~.:'oduza efeito aqui va" 
len\~e ao de 0/..; neste c-aso, o número cJ.. diz-se irracional. 

feIas consideraçõea atras desenvolvidas~ p~~;-d;;-
de .lã concluir que: . 

"p_adas duas' gra~~:posi ti 76,5 A, B:I ~~J3eJItpre um 
n~ero positivo o:.L (racional ou'irracional) tal que: . - ---:---. -- .-

A=olBIl 

Veremos adiante que não pode existir mais de um ~úmero 
posi tivo ~ tal que A = <;li. B . Diremos então que «. é a razão 
~ A para B ou a medida d~ A em relação a B, e escreveremos: 

ou '.:!tl.=A:B. 

Convem ainda notar q'!!le se tem oL Õ = Õ} qualquer que se
ja o nÚmero posi ti vo Oi... _ 
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Propriedades dos novos o"psradores - Cor:sideremos um. nú,nero 
}lO si ti vo ri. = (~1:K) qualquer; tê"m lugar as àuas seguin
tes propriedades: . 

I) oJ.. ex: '\o y) :::~x. +-='.Y , quaisquer que sejamx.,Y~ '!i. 
II) Se X <Y, então c/.. X<: ol. Y . 

;Q,~~!lstração I) Faremos a.demo!lstração apenas no caso de 
X, Y serem posi ti vaS. Sejam h) k elementos arbitrários de 
Je e~: respeoti vamellte; ter"se-á: h x: ~ r::/.~ X ~ k X , 
h Y ~ <:>1.. Y!i- k y, donde 1 pela propriedadé da monotonia e 
atendendo a que a prmpriedade I) já está demonstrada para 

r. •• 
os numeros racJ.o.naJ.s: 

h eX .;. Y) ~ ~ x + {'.;J(.y ~ k (x + Y) 

o que significa ser« X +a(.y o elemento separador das 
classes ~(i+Y), :te (X+yy, isto é ~x .;. <'li.. Y = ol (x+Y) . q. e. d. 

II) Seja X<. Y e punhamos Z = Y - X; será então : 
Y = X .;. Z com Z> Õ _ Por outro lado, atendendo a I), virá 

ç;J.. Y = o<..X + ~ ~, e como d. Z::> Õ (o produto dum número po-
si ti vo por uma grandeza posi ti va é> õ), tem-se o(. Y>CéX, q. e. d. 

19uru.~de e ~~J!~~dade entre nQ~eros positivos - Consi
deremosdoi~ nÚmeros 1'0 si ti vos ~ .... ::: (.A IA t), (3 = (.7.3 \ 13'); 
tel'emosentao: 

Lema I - "Se cada elemento de A é inferior ou ig..la1_~ 
cadaclemento de:2; §.er~: <'XX~ ~ X, sempre que X> õ ; 
4"- x: "> ... (!. X, .§@Ilpre que X < Õ ~ 

SuponÍlarn...os . X> Õ (baata fazer a demonstração neste' ca
so). Se todo o elemento de ~ é minorante de ~/t ter-se-â: 

a X ~ blX, quaisquer que sejam a<é.A, b't!!: .-a ' 
e portanto, 90mo -:JtX é o extremo superior do conjuntof{ J[ 

e ~x: . o extremo inferior do conjunto :fj'x., segue-se que.: 

q. e.d. 

Lemª II -"Se existe um eleJmento de ~t inferior a um elemen-
12-,de.1j , será: C7_A < ~ X:-;~=;pre q'y-~ Ã> Õj oe X>(~X, .ê.~êP.r~ 
9.1ill. X .. C Õ . " 
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Suponhamos ainda X> Õ e seja a' um elemento 
ferior ao elemento b de $. Ter-·se-â. então ~ 

, I 
ae _A in-

donde: 
O(A~a'X<~X~llX 

,01.. X <@ x. 
Posto isto, podemos estabelecer o ; 
Cri "I; é;:i 0_ g~ralde .!.~al4aq~ - Se~C!2 ot.. :::(AlA') t @ =(:73 P~I) , 

é' condiç§.o !!ecessária ~ s]lf'ic,ie~nJ.~..êE!L~~e tenbl:! ()(.=l3 
(isto é, (Xx =(3 X, gualgu~rgue StlªX~J) w.~_~p.o fLele
mentode Jt se ia minorante de ~ I e todo o ~J.~~l}to-p-e JS 
seja minorante de ... ;q~ 

Com efei to se a condi c;ão é verifi cada tem-se pelo I.e
ma I.::, 

t;(. X~ ~ ,X e ~ X ~ 04?C~ qualquer que seja. X(:; ~ , 

portanto cJ. X = (3 X, para to~o' o, X '~ r..g. A condi ção é 
pois suficiente. 

Reciprocamente, se fôr ~=@ a referida condição deve 
ser veIÜficada. Com efeito, se assim não sucedesse teria
mos, por exemplo, um ele::nen"Go b de'J2, não minorante deA' , 
isto é, existiria um elemento ai de <4' inferior ao eleI"'..611-
to b deJ3 : o que, segundo o Lem.2- II ~ implica O'X <- (3 X, 
para X> Õ, contrària.'Uen'te à hipótese. 

~ni ção - Dados doi s números posi ti vos, G( =(A IA:), 
r = (~ I~') , . escreve-se ex. < f? , quando existe pelo m,enos 

um elemento de cAI inferior a um elemento de :F!:.. 
Do que pre cede re sul ta que; "Dados doi s ní:mieros posi·· 

tivos ~J~ , é sempre verificada uma e a'Ua só das seguintes 
hipÓteses: ou 0« ~ ou 0(.=(1> ou r--'C04 "(tricotomia). 

Por outro lado, da anterior definição e do Lema II re-' 
sulta que: 

"Sendo «<~, tem-se ot}i: <@ X se X> '0';0<)( >~ j( se 
Ã<'C5 ." 

14ais ainda: 
"Basta que exista uma grandeza Ã::fo U tal que e.tX#-(} X, 

para que se tenha O(=~ II (se foss,a 0(.<: ~ ou (3 < o( , ja a 
igualdade não era possível, por fôrça do Lema II) : 

Portanto: "Dadas duas ~~~s--P.9si t.iYM A' eU, não. 
exi ste mai s de um nÚnlero posi t~ ($o. .!al q~ A = ~U~ Com. 
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efeito, sendo O(. ,@ números positivos tais que .A =C>l.U = 
=~U, deverá ter-se,?-=t'I uma vez que supomos U -J: õ. 

~ste resultado e important~ porque nos permite afirmar 
o seguinte: 

Quina vez fixada·uma grandeza positiva U como ~nidade 
de medida, fica estabelecida uma corregpondência biunívoca 
entre as grandezas positivas -e os números positivos~ a cada 
número posi ti vo O(. corres:ponde uma grandeza posi ti va' k:=«. U; 
a cada gl'ande'ZB. positiva A: co:.'responde um-número «. = A:ü' 
(em particular a U corresponde 1 ,dOl'lde o chamar-se unida-
de à' grandezaU) '! . - . , ,.. 

Deste modo, o confronto dos numeros positivos. reduz-se 
ao .confron~o das correapondentes. grandezas representativas: 
terdse-á '.x.< f! ,ol =(3 ou d..> ra, conforme fôr 0\ U <. (1 U , 
,/:. U =(1 U: f.)( U > @ U. Ora as grandezas posi ti vas formam um , . ~ 

conjunto ordenado_contl.nuo; portanto tambem: 
il2.ê...~úme:r.OS POsi ti vos fO~i.~....Q.2!!.j~1.n~de~~Ç''2~-

" . tinuo." 
----.• "'. tJ .. ~ 

Por outro lado., e :faeil reconhec·er que ~ sendo tX ~ (3 ra .. 
donais,' a relação de ordem agora a.efinida entre Ol e (3 
( ot. ~ (3 $ q~ando o<. U < (3 U) coinc~~de com a primi:'i va. Deste 
modo) se for ~ = (A !.Jl.'); pode..rn,')s afirmar que e fJ... o eleroentJo 
separador das classes condguas Pt. • AI, tendo-se: 

{X = sup A.. = inf A t . 

Concluimos assim Ç.!le os números irrac.ionats vieram de ~;...;;;;:=o;;;. ___ ,_ .. __ ~ .• __ • 

facto preencheras lacunas existentes:. na escala dos nÚIDe' .. - ... _- . '-" - -~- . 
!:Ç>s racionB1s ('PQ.~i ti vos), s~~ .. .9l\.~ Se tivessem oriado n9..:c. 
vos lacunas . . 
_.~-----

Valores 'aproximadgs dum nÚrncroPO.siti vo -Como vimos J 

se fôr <lt wn nÚmero positivo qualquer,. dado um número €> O, 
é sempre 'possivel determinar nÚInerosrac1onais a~ a' tais 
que: 

a ~ cl..~ a' , a t .; a <~ ; 

os números a, a'. dizem-se valores= aproximados de Ol ~:2§. 
de l , o primeiro por defeito e o segundo por excesso. 
Die-se que sabemos .,g.alcular o nÚmero t.Y.. t quando co:lhece
mos um processo que nos habilite a .detenninar valores a' 
proximados de ~x. a menos de qualquer nÚmEtr2-posi tivQ.. f~ (Ior 
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menor que este seja). 
Adi ç~o de números pOSli ti',rg~ - Su.ponhamos fixadá tirila 

gre.n.deza rosi ti va U oomo unidade de medida .. Dados dois ntt
meros :posi ti vos <X 1 ~? cha~-se sana de et SQ!!L(i e ,re:pre
senta··se por ot... + r:s o número posi 'Iii vo O te~ que: 

Õ U = «. U -I- (3 U) 

i sto é 1 aquele número ~ represent~J.o :pela soma das grande-
zas representativas de O( e de (3. , 

Daqui resulta imediatrunente que a adiçÜú entre nwneros 
posi ti vos gosa das, mesmas p:z:'opri edades que a adi ção e:lt~e 
grande~as positivas. Em particular, podemos af'il1l'E.r que;, 
sendo oL.') (3, (e só neste' caso) ~ ~t~um e um só n1im-ª.!'SL 
pOsitivo ~·tal que (& +~=~} escrevendo«se então S =«'-{3. 

,Mas o conceito de adi ção não deoo:lde da grandeza 11 
escolhida para unidadetcomo resultado seguinte: 

. Téorema - ItSe fôr 0<= (.A tAl), {3= (9.3I~'hse~â 
'oc+@ = (A +.73 IA' +~'), em. qUe A + '13 representa o ccn.iul1-
to dos ll":lln.el'os ques/:1:,'f?tem, somando ca.~a elemento d~ -.Q.._ 
com cada elemento de:-~ ~ de todos OS; modos=. 1>0 ss 1-'l/e 1. s 
(e anàl.ogamentepara A' +..:el),~ : 

]?ernonstração - Tendo-se cJ...::: (A IA ') $ (3= (93 ln'), será 

á. ~ Q(. ~a',~ b.s: 0~'b', qua~squer que sejà'1l. a <:-4 ~ 
a' ~A.', b €:o'~ f e~~~'I, 

e portanto: a + b ~ 0(.-1- (! S a' +' b' ~ o que significa ser 
ex.+(3 ~lemento separador das alasses A +13 7 ,p{+ ~'. Seja 
agora E um nUmero racional arM, trário ( >0) " Visto que 
JL; "A" por 'Um lado:,> '93. ,:13', por ,outi'o"ladoifÔTIllàni d.ois 

.." fi . ~ ii' #' . ~ _ . 

pares de classes contl.g<l.as~ sera passivel es.aolhe,r a,aV' s 
b .. b'~ de modo que se tenha: 

~~as' então virá (a. '+b') - (a+b) <. é., o que significa que 
A+ 'X. e,R.' + 13' são classes contiguas, pois que é, posslvel 
encontrar um elemento a'+b' de A"+ 131 e um elemento a+b de 
A + ~ tais que a diferença entre o -primeiro e o segundo 
seja inferior a um nÚmero racional e:::, o, tão pequeno quan
to se quizer. Portanto será ot..+ (3 o Único elemento Be-para-
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dor das classes A. + 'J3 , A' + 13 1 
, isto é : O(. + (3 == (.A + 13IA'+.:B\ 

q.e.d. 
Fodlamos pois utilizar esta propriedade para dar ~~a de

fini ção de" soma de doi s números posi ti vos" com caracter ar2.
tmético, intrinseco, isto é, independente de quaisquer c~ 
siderações sôbre grandezas : 

(A. 1.A') + (~ 1)3'). ;:: (A + 'E \ A'+~) . 

Daqui resulta ainda que ~e terá: 

qualquer que seja x<: '§. 
A anterior demonstração aindanospermtte afirmar que: 
liA soma de dois valores aproximados de" 0(., (3 por defeito 

a menos de G /2, é um valor aproximado de 0(,+ ~ por defeito 
a luenos de .e, ~n . 

1.ful tiplicaçãode números roei ti vos - Consideremoa doi s 
números posi ti vos. « ,(3. Segundo a defini ção geral de produ
to de operadores~ chama-se produt'o de O<.. por @ e representa-
-se por r:.{(}o.operador 6 tal que : 

~ X == O( (~X:), qualquerquesejaX e '§. 

Teorema - "0 produto de dois nlÍmeroà poãi ti vos' Q(. , (3 
ainda é um número positivo, e se fôr ~=<.A.\A'), (3= (~\~r:,I), 
ter-se-á prellisamente C>I.(!= (i4.:.h\4~l?') em queA.'ê designa o 
conjunto de todos os números que se obtem multiplicando ca
da el emerit o de ,Ji,por cada elemento de % (e anàJ.oga..'lleIlte pa-

, !l' \";:) ., . . 
Ta ./"'\..,'" .' 

Demonstração-' Sejam á, a', b, b' elementos arbitrários, 
respectivamente (ie A ,A'._,'9,', :73' .. ; ter':'se~ã: a ~,~,::: a', 
b~ f~ b' . Então, se fôr X ll.'1la grandeza positiva, virá: 

b X ~ @ x: ~ b 'X e portanto : 

a( b X) ~~:<. (b X)~ • .-(. Cr x)::-: ~ (b'X) ~ a '( b'X) , 
donde: 

(1) (a.b) ~~ «(~(3) X~(a'b') X .. 

Daqui se deduz que a b~a'b', isto' é: cada elemento 
de A.13 é inferior ou igual a cada elemento dê' .>4.'gj! Seja 
agora e. um número racional arbitrário (> O); .é claro que 
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pod~nosdeterminar um número natural n de modo que se te-
nha 

( 2) ~<~-
n2( a+b) 

[ba$ta que seja ~ superior ao maior dos números ~t f 

2(a+b)/f:).Por outro lado, pondo h= a'-a, k=bf_b~, podemos 

escolher os números a, ai, b r b' de modo que seja h <1 ... n 
k<t· Então,virá, atendendo a.(2) .. : 

a'b' - ab = (a+h)(b+k) -eb = ak + bh + hk' <:: a+b ~ ~ . n n 
€€ c <. (a+b). + - = ~ . 

2(a+b) 2. 

Assim a diferença a'b f - ab pode tornar-se inferior 
a qualquer número posi ti vodado . Q!uer i sto di zer que fi.. .. '1:: 
e ii' '5:,' são classes; contigues; que definem portanto "Um nÚmero 
posi ti vo ã = (A. ~-;. ,R.' $J) :1 . tendo-se, em virt'.lde de'- (l) 

Para x:~Õ 
(1X = (C((3) X, 

õ X = (O(~) X, ( para' X ~Õ) . 

ohega~se à mesma conclusão~ Serã portantq 
qUalquer que seja X f'.,§, isto é, 

" 

o( {3 = (A. 2> ,Ji,'j3'). q. e. d,. 

Esta demo;nstração diz··nos ainda que: "Se soubermos 
calcular os números c( ii (3 , 'também sabemos calcular o seu 
produto cJ..(~: isLo é~ estamos. aptoà a det;rIDinár valores 
aproximados de tX (3 a menos de qualquer nume:ro posi ti vo 
dado," . 

NotemoBainda que O teorema anterior nos fornece uma 
definição intrinseca de produtocie d'ois números positivos: 

(A I.A') (2) \':6') = (..4. Jt.' I $ ~~ .. 
. . . •. ., N 

Torna-se agora bem i'acil ver qu~ a IIY.'.ü:tiplicaçao entre . ~ .~;. ~. 

numeres posi ti vos e: !!ê:'E::Q~ :Qo§sivel, UnJ. voe·a.} a~~tatiy.~., 
, ~ . 

comutativa., ~9..p':'otonae ainda d?;::st,jj.butiv§l·a respeJ~~..:. 
dição(ist~~,. tal 9-ue ~«(3 ... Q) = -:<r,+c( r t quaisque:r:..9E~ 
,l3ejam os numeros poiitivos c<.,ro "õ), 

As três primeiras propried.acl~s justi~icam-:se desde 10-

MG <ii> lQ v - f 7 
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go pelo facto de se tratar de produtos de operadores • 
A comutatividade éu~a consequência imediata do teoreffia 
anterior e da comutatividade já demonstrada para os núme-
1'os racionais, que implica ser .AS3~ ~.j..A, , ,-It'jj'= 13Á~ Q.uan
to à monotonia, basta observar que $ se fôr ci.. < {3 , virá: 

e portanto 
o<. ( O X) <. r (õ X) ) 

~J < (3 t: 

para X> õ , 

q. e. d. 
A distributividade demonstra~se de modo análogo . 

.. Mas podemos ir mais longe: . 
n !...E!J.l. ti t!l:i-~1.ção entre nÚmeros posi ti vos· é revers! veI ". 
Com efeito, sejam C'.J...,e nÚluero.s.positivos quaisquer e 

designe U uma grandeza posi ti va; pondo A = ".J. U, B = r.: U t se
rão tambem Ar B grandezas positivas,e existirá portanto um 
(e um. só) nÚmero real ~ tal que:· 

5 B ~ A~ i sto é, tal que (~Ot..) U = ~ U ; 

mas, por ser U 1= õ, virá S oL. = C' = o( S . Será portanto S =Wol. 
Visto que a multiplicação entre números positivos é 

sempre possivel, univoca. associativa, comutativa e rever
sivel~ podemos afirmar que: 

110 conjunto dos nÚmeros positivos é um grupo comutati
vo a respeito da multiplicação". 

~~~~~os negativos. - Oostuma designar-se por -1 o opera
dor que faz corres'POnde~ a cada grandeza a 'sua simétrica; 
isto é~ tem-se, por def~nição : 

[ ( -1) )( = - Ã , para cada X G '!J' ~ . 
Da definição de número positivo deduz-se fàcilmente o 

seguinte facto: 
no operador -1 é permutável aom qualquer número posi

. ti vo o{ , i sto é, tem-se: 

cI. (-X:) == -(.:xJ[) ~ qualquer que seja XIt '§ ,n 

Posto isto, sendo fY.. um número posi tiv~o, designaremos 
por - 'X o produto do operador -1 pelo operador c1. (om. vion
-versa); isto é, tem-se, por defil"..ição : 
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I ( -01..) X = - (~X), "N'Ira cada Ã E 'R ,t""' J 

Cha'll8:rn-se ~~eros negati Vp!! os operadores do tipo _.~ 
sendo o", um nÚmero posi ti vo. O númer.o nega ti vo - .. .I.- di z-se 
F~lla1 t)U irr€!.cion~~t j.nteiro ou frac~ion~io:! consoan·' 
te o nUmero poshivo c( fôr racional ou irracior..al, intei
ro ou fraccionário. 

!=ara cómodidade de linguagem convenciona escrever··se 
ainda +",-.=ci. e dizer que os números positivos têm sinal 
+, enquanto os negativos, têm sinal - • Cha-na-se mÓdulo ou 
valor absoluto dos números +~, - 0(, onÚInero p~sitivo 

<:d. e escreve-se : 

t- .~! -= \ ~ \ = o{. 

Por outro lado, designa-se por O o operador que faz 
corres.ponder a cada grandeza X a grandeza nula;' isto é, 

- ,&o' , N tem-se por....2:~..:!2:.mx~: 

ox=O qualquer que se'ja X ~ 'S l. 
Tem-se ainda por definição: 

~O!=O. 
O conjunto cujos elementos são todos os nÚmeros posi-

~ ~ 
ti vos." todos os numeros negativos e o nu.'llel1O O toma a d6'e 
signação de· ~.iunto dos niMneros reais; represent-á··lo-emos 
por ~ . Tem-se pois a segui'1te classificáção: 

( posi ti vos 

nÚmeros reais ~ nulo 

lnegati vos: 

. . . i inteiros~, 
{ 

raCl.onaJ.s -i .ti 
,. " lfraccionarios 
l.rraCl.ODal. S: 

• +- ' 
ra ' "" ... .;s (ln"el.rOs" ( Cl. O.w.c:;u. -< ," , 

.J' \. fraccJ.onarl.os 
\. irreci'onai s 

Por sua vez, o nÚmero O é incluido na,categoria dos 
números iute'iros: e portanto na dos. números racionais. 

ºE.sl-2fl:~§.'2.!~!1illAtQ. :R. - ~odemos: agm:'a afixmar que: 
"Fixada urna grandeza, positiva U como unidade, existe 
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pe!'a cada gz'ande·za A (positi va~ negativa ou nula) um, e um 
só, nú.'ne::.:'o realr;tal que: 

A =~ U." 

O teorema já fei demonstrado no caso de ser A> Õ. Supo-
. - ~ ,." . - .. .,p 

nhamos asora A < O; sera entao .-A> O e portanto eXl.stJ.ra 
u..rn número posi ti vo '."'. tal q~e .. ,A :::: fÁ U ou seja A :::: -( ~ U) = 
:::: (-,:x.) U; :por outro lado se torem ~ r.:I.. 5 - <? . números (neces
sàriarnen-&e negativos) tais que' A :::: (-ll()U = (-(~)U, . virá 
- (~U) = - «(3 U) ou seja (,)/.,U =tU e portanto -oe.= -(3. 
Fi nalmente sê A ::: Õ só pode haver um número real (:- tal que 
A = [4.U: ~ (U.= O 

Ao numero t"- tal que A =,..U dá-se o nome de razão de A 
~~U ou medida de A em rela9ão a U e escreve-s~ 

fJ- = ...l:-, U 
ou tv=A: U. 

Porconseguinte~uma vez fixada uma grandeza positiva 
U como unidade t fica estabelecida uma ~res:pondência biu
ui voca erltre os númer,os reais eas grande·zas do grupo 'j ~ 
a· cada número real ~ corre~ponde a grand&za ~ U; a cada 
grandeza A cocreaponde tl numer:o real A : U; em particular, 
a U corres'ponde 1, a Õ corresponde' O; os nú..."leros posi ti vos 
corres:pondem a grandezas posi ti-..ras, os nÚrnenos negathros 
cox'~espondem a grandezas nega ti vaso. 

O coLfronto dos númoDoa reais reduz-se ao confronto das 
c.o:;-res:pondentes grarulezas re-presentativaa:: dados dois nú
meros reais r;j... s (3 diz-se que 0:..< C~ ,0(:::: ~ ou d. > (? , co~

tOIme se tem 'f:i" U <~ U, QÍ, U :::: ~ U ou -:>t. U > (3 U <n:ste cri terio 
de ordenação ja tinha sido ado~tado para os numeros positivos. 
Dele se deduz imediatamente que: 

"Os números.reais formam uma escala continua~ 
Do mesmo critério se deduz que O é superior a todo o 

nú_rnero negativo e inferior a todo o nÚrneró positivo; por
tanto todo o nú"'llero posi ti vo é superior a *00.0 o IIÚrneT.JO ne
gativo Sejam agora o<,(! nÚmeros positivos, tais que 
o( < t' ; t~r-se-á: 

I){ U< fi. U 

em conclusão: "De 
.0 que ti ver menor 

e portanto - c<U > - (3 U ou seja -O( > - p ; 
dois n-~eros;.. negativos diterentes:;é maior 
valor absoluto_". 
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Também se poderia tomar para unidade UIM. grandez.a ne
gativa, mas, neste caso, às grandezas posithraa viriam a , .. ... 
oorrespond.er os numeros negat:lvos: e as grandezas negativas 
os números positivos. 

N ". d'" . p '" 3e'Q~gEtaçao~~2~§:~!';~ __ .Q§l_~~roQ_~~?' - Ja atras 
recordámos q::.le, uma vezi'i:;cada sôbre U;118, :cect;a r um ponto 
O como orige:n, e adoptado um. S€Jntido de pe:;;curso nomo :pOw ' 

-1 O 11/:::' 'j.- 2. P si ti vo ~ cada :ponto:;? de·· 
! t:::::;::::' ~--t.--+O:- termina c'or!!:.t.,o l:un segniento 

orientado OP (de .2E.~~ O 
U e extremidade P), o qual 

se considera posi ti "lO ou negati vo -cons~anteP esta de Uill 

ou do outro 1a4o da origem. No caso da figura, a recta con~' 
sidera-s~ orientada da esquerda para a direita~ e assim se
rão ~ positivos os. sesmentosoom a extrem~dade à direita 
de O, negativos os ~entos cam a extremLdade à esquerda 
de Oj nulo o segmento com a extremidade em O. Nestas con·· 
diçõea) os segmentos orientados de origem O formam~ como 
dissemos, um grupo oontinuo de grallÓ.ezas 

Suporllamos agora fixado Ui'1l se~nonto positivo U como uni
dade (indieado -na figura cli>m 'U1!la chaveta) Então, a cada 
ponto P de r podemos associar um (e Ui;) só) nú'1Jlex:o real X~ 
a medida do segmento orientado ÕP em. relação a Ui ré ci pro·' 
camente li a cadanú!ne:.~o real. x fi <18, associado um (e um: 'só) 
ponto P de r: a extrem.i.dade daquele: seg.lle:n"to orienta:lo de 
orige:n. O cuja medida em :t.'elação a U é o :ilú.IlerO x "F:i.$:~-12Qr~ 
tanto estabeleeida''PO:r ês:te 'Ol.'Ocesao tl."!la con'es:p~mdenc,ia 
~i uni v.2~a ent;e~{3 ~o!;t~iA~~i€tct·~_~=Q.;; nÚlru?..r2~e~j. S,:- ~Por 
tal razão:l usa-se correntemente em Aná.J.is9' fa1:ar de:- pontos 
duma recta coino sendo n'Úrneros_, reai s e falar de números: re
ais como sendo pontos duras. recta; e à totalidade dos nú"r 
meros.:. reais dá-se por vezes_ o nome de ~êyum~a.~iQ!! (~). 

Chama-se'ebscissa do 'POnto P de r ao número real x que 
, lhe corres:ponã~-;eg;-:ndo ~ lei indicada~ isto é, a medida 

(positiva, negativa ou nula) do seg~ento ÕPem relação 
a U· 

Àdiçã~.Qs n~Q§."r.eai§. - Suponhamos fixada uma gran
deza pos1 tiva U como unidade. Dados dois números: reais oe, 
~ t chama-se §.mplLde« .Q..qm }"':;. e re,:presenta""se por 6( + J3 o 

númer.o real· Õ tal qu.e: Õ U = d. U + r U. 
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Da definição reSUlta imediatamente que a adição entre 

números r~ais gesa da s..; mesmas. propriedades que a ddição en
tre as grandezas do grupo~. Por:tanto : 

".Q~on.i~~<?...ª,9~u}úm§!!'~~~é 'llll gru120 comutati,ro.~ 
re s:pe; to da adi ção". 

Pode..'U agora justificar-se as defi:üções que for8Ill dadas 
para "número negativo II e "operado:c zero fi ~ Com efeito, se ja 

..,(., um número real qua~quez:; tem-se, -pela anterior definição: 

(o.: + O) u = óI... U + O U = 'X U 

ou seja 0<'+ O =r.:J.. • Vemos pois que: o núrilero O é de facto 
o e1 eIIlento nulo do gru 'DO adi ti..!2. ~'t.. 

Seja agora ~ um número' positivo; tem-s~ : 

[d.. + (- o{ )} U =: ,~. U + (-</..) u. = .~. U _. (ot u) = Õ 

011 seja .,x + .. ( -<.(.) ;: O. Portanto: .E2.jg'U'DO adi...Ê,vo <Jt , .Q. 
.êmétricode cada núinero 'Dosi t.!'y"q.-x .~ de_filio o rumero ne-
gativó -r:l..~ . 

--T regra que reduz a adi ção de n1Íineros reai s à adi ção ou 
subtracção de números posi tivosded.uz··se. agora dos seguintes 
factos, que são válidos em qu~lquer grupo aditivo: 

( ... 1::(.) + (- f.,) = - (r.x.+6I)'\ \ ~. \ m 
(~ + (- (3) = eX.'" (3 J quaisquer que sejalu C(. , p E .fio 

( - d)· + ~ = - (r){. ~ (3) j . 
Portanto: "A soma de dois n~aros reais com .0 mesmo si

nal é o número real que temesse sinal e cujo módulo· é a 
soma dos módulos dos p!E'imeiro&.; a SOmB. de dois. números. reais 
C0-1ll sinal diferente é (, número re8J.cujo ainalé o da parce-
la com· o maior módulo e éujomódulo é a diferença entre o 
maior e o menor dos módulos das parcelasu •• Donde, em parti
cular J se deduz 6 seguinte facto, de import~ncia fundamen
tal em toda a Análise : 

lIQ;.uai squer'que sejam 
.1) 

a, b ~ ::t v , tem-se : 

ll a + b I~ \a \ + \.b \~ .. !~.~? ha1-1biil ; 

em pálavras : o módulo duma soma (le dois nÚmé::ros reais nun
ca ~xcede a 80~d~;'-~bd1):lo;-d~;~:~;;;;;las e-;;~-;;-~ :i~~rior _ .. - --,-.-... __ .. _------" . ---------_._._,-._ ... -
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à; difer~~re o maior e o menor desses mód1.!l~". 
Como a adi ção e o confronto de números reei s se reduz 

à adição e ao confronto das correspondentes grandezas re
presen~~tivas, podemos a~nda afirmar que: "No conjunto or
der ... ado dos números reei s, a adi ção é t..'!llla operação monótona ii 

']-1- ~,. f 
E como. '\. e tambem uma eacala contJ.nua, ternos fiLe ... l~ente 
que: 

lIQ...conjunto 'Fil dos números reatsé um~!.lpO continUo d~ 
grandez~lI. 

Pode ainda dem~nstrar-se fàcilmente que : 

(0(.+(3) X =«X + (3 X , 

r.x. ,(X + Y) =<XA + d.y , 
quaisquer que sejam O{,(?> eg{ e X, Y e''f}. 

tAul t;i..Rlicacãci de' nwneros, I:~ - .Mas o conjunto ,,7{. é 
alguma coi sa mais do que um grupo de grandezas. Com afeito 1 

entre as grandezas,dum grupO 'fi não é geralmente definida 
uina multipl.'icação: por exemplo, não faz sentido falar de 
"produto de dóis se~entoa:de rec:ta", maa:,apenas de "pro
duto de dois segmentosc de recta", mas apenas de "produto 
das medidas de dois 5egr:lentos, relativamente a um outro to
mado como unidade'! " 

Ora .. 'entre os números reais eatã naturalmente definida 
uma mul ti p]icação1 !:Y!JB. vez 9'le ~ELtratª de operado:r:e,g. CO" 

,m8cemosporobservar que: se tem, qualquer que seja X~~ : 

.( ... 1) [("-1) ,X] ::: - (-X)::, X 

ou seja: (-1) (-1) ::: 1 ,Portanto, sendo oc ? (3 números po
sitivos; virá, atendendo à associatividade dos. produtos de 
operadores 

(-O() (-(3) !;:I:)( (-1) (-1)(3 = ex (3 
'. '. 

( .. d.) (? ::: (-1) Q( (3 ::: - « ~ 
,'ó( (- ~) = ri. (-1) (3 = (-1) ~ (3 = - ~~. 

Em conclusão: "O produto de dois, números'reais não nu
los é Um. número real, que tem por módulo o produtó dos.: mó
dulos doa primeirome o sinal + ou o sinal - consoante os 
dois númér~s' dados têm o mesmo sinal ou si nai fh diferentes". 

Por outro lado, quaisquer que seja.ll. o número ol. ~Jt e a 
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grandeza jt~.:..~ tem-se: O (~.'Z:) : «. (O X) : Õ ou seja: 

0.01 ... :0( 0=0 

Os factos precedentes:,mostram que: "A multiplicação de
~~ :.]5. ê sempre possivel, u:dvoca, associativa e c·omu
tativa!l 
~ . 

Notemos ainda que, se fôr O!--> O, v~ : 

( - ~) (- .l.) = ci ..!.: I 
.d-' ci.. 

isto é : todo o número real a I: O admite um in-verso, , que tem 
o mesmo sinal e cujo módulo é o inverSt:l do módulo do p:dmei
ro. Portanto, dados doi s números reai s a, b, sendo b f:. 0$ 
é sempre possi vel determiD8r Um. (e um só)nÚrnell.o x tal que 
a x = b; tem-se: - x = b -.!. Podemoft. então afirroor que: 

"O conjUÍlto de todos~s'número's reaisc n~o pUlos é um 
grupo a reape~to da multiplicação." 

DO$ resultados, anter:i. ore a, deduz";'se àindà .0 segainté 
facto, de importância capital em Análise: ,",Sendo 8. b nú
n;terosreai-s j tem-se ~ 

1-·" . I I a b! = i ê. \ , b I e J sendo bf:.O, \ ~I = I .a{'-'l" 
.. b -, ,\ b I_J 

isto,~~ E,medulo do prOdtlto de dois n~ros é o 'Prcª-~i2.Q. dQ§. 
::lódu!osdos, factores; o módulo do cociente .de· dois nUmeros 
~; cociente do mód~19~Q~glL~idendo pelo módulo do ·divi_~~. 

Fàcilmente se recor.Jlece ainda a cl1stributividade da mul
tiplicação a .res:pei t,o da adiç~o: 

6t. ( (~+ 5) = r.:i,~."': oe 'o $ tiu.tri sg,uer que sejam ~,@ ~J E 1t. . 
Mas" ja não podemos dizer que no conju~to jt , a' Ill1.ilúpu

cação res:pei ta a relação de 'ordem' botO. éfe1 to, de d. < (3 <le·
duz-se ~.o < f~õ se' t> O," "'!:Õ > r) " se'( <... 0.,-

-. ~ N 

ponceitoae ç,or,:QQ - Como EtC' viu~ no, conjunto :I"'t.. sao de-
,finídas duas operaçõe,s, binárias: ( a ad~çe.o e. a multiplicação) 

.' eu.~ ;r-elação binárias, expres:S8 pelO, sinal -<, .de tal modo 
que: , 

I)A reape:ito da a'dição:o co~juntoj{ é um gruplb comil .... 
tativo. 
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2) A respeito da lnultiplicação;>o conjunto dos elemen~ 
tos não nulos de ..9(, é um grupo oomutati voo 

3) A multiplicação é distributiva a res:peito da adição 
e te:n-se O;C( = 0, para todo Ç> <:;l.. E. ..?C .. 

L\.) A respeito da relação < , o CO:ljunto Ji é uma eS':ca-
la continua. 

5) Se x'. (3 ~ tem-se C>(.+ r «3 + ~. 
6) Se 0(( ~ e Õ> 0, tem .. se- 00L15 < f}~. 
Estas; propriedades: caraoterizam de maneira completa os 

rrllrtleros reais; isto ê, !9~J; pr.2,'Posicão gue ~E!: refira ex
clusivamente a números reais pqde se~lõg!~~nt~eduzid~ 
a partir de s:tas: .• 

Diz-se que wn conjunto ~-6, qualquer é um· co:tl,lO, quando 
entre os seus elementos se encontram definidas:: duas opera
ções binárias:, chamadas adição e mul tipllicação, de modo que 
sejam ver1ficadas: as: condições 11, 2), 3) e4:f (com <:e em 
1 ugar de.9t). " .' 

° conjunto .:!t é portanto um corpo; mas, tambéI:1 o conjunto 
dos nÚmer.os racionais (positivos., negativos e nulo) é um 
corpo; outro exemplo de corpo viremos a conheoer quando e~ 
tudarmos os números imaginários. 

Representação decimal aos números, reai.! .. Basta que nos 
ocupemos dos números positivos~ visto que os.' negativos se 
obtêm dosJ)rimeirbs por uma simpleS: tro'Ca de sinal. 

·Chamam-se fraccõea: decima!§; todaa aquelas cujo denomi
nador é urna potência de 10 (de: eJt'PO'ente natural), isto é, 
as fracções do ti pO mn , sendo m, n nÚmeros naturais. Co-

lO ' " 
mo se sabe, as tracções: decimais podem. simpUficademente 
Ser reJ)1'esentadas:: por meio de dizima.s tinbtas:; por exemplo: 

3501 = 0,°35°1. 
100000 

Dada uma fracção ~, nem sempre existe uma traoção 
q 

decimal que lhe seja equivalel;Lte ASsim, porexem.p1o, a frac
ção 2/3 nâoé equiValente a nenhuma dizinla finita; mas sabe-
mos que: 2 '2 2 

0,6 <.. - <0,7; 0,66<... -,0,67; 0,666 <;; <..0,667; ••• ; 3 3 ., ~ 
-----~~ MG - lOv - f 8 
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isto é: o llÚmero racional. 2/3 separa as', duas' seguintes: clas
ses cOZltlguas de números raeionais! 

de:c t 0,6; 0,66;;., 0,6~ .. 66; .•. } 
J( =: {0,7; 0,67; ' .. ; 0,6.,.,67; ... } 

e como, por outro lado, a dizima infinita 0,66 ... 6 ... é o 
único el.e:uento sapa:rador das dUC:'!3 classes de dizim";ls fini
tas representativas dos nQ"lleros racionáis, que 1imi t8.ill 2/3, 
apresentou-se. nat'u...--a1mente a ideia de to.rnar a referidn di-

'zima infinita como de~ignação do número 2/3,escrevend(l-se: 

+=0,66 ... 6 .•• 
3 

Seja agora c:( U\'TI. nt\.mero posi tivo gua1gu~~ e designar10s 
"por N o maior número inteiro (positivo ou nulo ) quenãc 3X-- ". ..,.. . 
cede a.. ; tef'-se""a : 
(1) 

• # • • ( seja, por sua vez a10Ill8J.or numero::.nte=l.roposi ti vo o'\.\ nu-
lO) tal que: 

ai 
( 2) 1'1+ ---~ 01. <: N + 

10 
seja ainda a2 o maior inteiro (P9si~ivoou nulo) tal que 

" a "8: < 'a, a2 + 1 
1'1+ -!L +' -.:'.2.- < d<, N +, -o!o- +--- -- . 

10 100 " 10 100 
(3) 

- . .-
Supondo eate processo apli ca:dosuceSsi va.e indefit1ida-

mente,fica d,efinida, uma sucessão de nÚmeros inteiros, po
si ti vos ou nulos, n, al' a2."·, an , .. · cada um dos quaiS, 
a partir do segundo, não ~xcede 9 ~etai s que o ntimel~o oL é 
elemento separador das' duassegUinteE1'< classes: de números:. 
racionais: 

{ aI a1 an l 
A,= N, N+ 10 , ""N+10+"'+10fí"'~ f 

~ { aI +1 ,aI ' '. a:n--1 <, an+l } 
.J = N, 1'1 + 10' '" ,N + 10 + ~ • • + lcf-1 +10n ,'" 

Ora estas duas classes" sào 'contigUas, poi s que a dife
rençaentre os dois e1emente de ordem n+l da segunda e da 
:primeira é l/lOn, diferença esta que se pode tornar infe-



59 

, rior a qualquer número positivo dado l:em-se pois 
(.:<= (.,ib I $ )., de>nde a ide! ade representar o númerQ o( ~ 
dizima infinita ,cuja parte intei;raê N e çuiqs algarisno~ 
decimais sucessivos são al' a27 ... , a n,· " É claro que 
esta di. zima fica univocamente determinada pelas condi ções 
(1), (2), (3), •• , mas note"se o seguinte facto: 

"Não é poss! vel que os algari amos decimai s assim de
terminados 'Sejam todos iguais a 9 a partir de alguma ordem". 

Por exeniplot\ não é 'POssível obter por êste processo a 
di zima .. 7,599 ... 9· .. ; com efei to, o extremo superior dos 
números 7,5·; 7.59; 7,599; •.. é'o número racional 7,6; de
veria por.tanto ser neste caso oe. = 7,6 e não, seria ~, mas 
sim 6) o maior número inteiro al ~ O, tal que 7 + !!l. ~()l. • 

; 10 
Reclprocament~, a toda a dizima infinita cujos alga-

rismos não sejam todos iguaiS:: a 9 a partir de ardem algu'" 
. , #. "" • ma corresponde, por este processo,urn umco numero poSl-

tivo 4. : se forem N a parte inteira da dizima e a!, a?-1 
... ; an,"'os seus sucessivos algarismos decimais 1 será 

d .. = ( -A 193), sendo.ft., jJ as classes de números racionais 
atrás indicadas.. . 

Fiça portgptQ estabelewa d~ste modo uma gQrreSDon
dência biuPÍvQqa entre os números pOêitivose a§ dízimas 

. infinitas. cujos' ~iif!l'iSlílOS não s~o. ~oq!2ª iguais a 9 a par
tir de alguma' ordem; e o confronto. dos números positivos 
reduz-se' ao' colifronto das dizimas' correspondentes, seg!.m
do o cri térto atr~s estabelecido. 

Pode acontecer, que,' a ~'lrtir de certa ordem, um al
garismo ou um grupo de algari amos deciDl8i s:, se repi ta pari
õd1camente;entáo, a MziDla dir'"'se-á :e!rtôdlca e esse al-

, garismo ou grupo de algarismos se:mo p,er{o<Íoda d!zima; 
é o que acontece por exemplo com a dizima 0,66 .... 6 •.. atrás 
considerada (períOdO 6):t com a d!zimal;23737 .. ·37··· (pe-
ríodo 37) t. etc.' .... .' 

. . .• - ,.. . .... .... - t • 
:5fu part1cular o perl.odopo.deser zero e entao a d1Zl.-

ma infinita' equivale à uma dI zima . finita • Demonstra-se em 
Aritmética que'a dizima ê periôdica,se,e s~ sei lhe oor:. 
res:pondeum n:Útlero :racional. 'Po:r .conseguintes se a d!z:i.ma 
não -: periódica: corresnonde~lheu .. '1l ·ntimero ir::r~cio:9fY-. 

. .' . ; . . 
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Potenciação e logaritmação - A on~ração binária defi
nida num grupo continuo de grandezas é habitualmente cha
mada "adi ção". ~,Jas trata~se duma questão de linguagem e, 
portanto, de convenção. Nada nos impede de chamar "multi
plicação" àquela operação binária e construir tod9. a ante
rior teoria com a linguagem multiPlicativa: as ideias são 
exactamente as mesmas; trata-se aper..as de traduzi-las na 
nova linguagem:, tal como fiZeillOS atrás, ao passar de gru
pos aditivos para grupos multiplicativos; e, para isso, 
basta utilt"zar o seguin~e dicionário: 

bLD~agem aditiv~ Linguagem multipli~~tiva 
soma, A + B produto, A B 

urodüto ~ m A potência, Am 

di ferença 1 A - B cociente,-Â-
B. 

eleme~tb nulo O 
sim?tri co, -A 
cociente de Apor n, 

A " 1 -,'--A n n 

elemeni;o unidade 1 
inverso, A··l I raiz de indice n de A'J 

1 ~T» Al / n 

Se' ti vessemos tei to o estudo'dos grupos continuos de 
grandezas com a linguagem multiplicativa,'os operadores de
veriam figurar cario 'expoenteà' (e não como~coetici'ente$), 
de. modo 'que a soma e o .. produto de dois operadores ol , (! se
riam definidas pelas formulas: 

U~+i!= U~U~ " u~~ ,= (U~t. 

e nãoPel~s tómulas (d-.+ç.;) U ~ollt. U + (JU, (~(!t)U = oe. «(3 U). 
Posto isto designemos por:P o conjunto, de todos os nú-

meros posi tivoà . Vimos atrás que: 
1)J5 é um gruPO comUtativo a respeito.da Iilultiplicação. 
2) !P é uma escala continua a respeito da relação <" : 

3) A mul tiplicBção é monótona em 9> , 'isto é, dados tres 
elementos eI.,' ~,~ ~ ~ , ~ c/..<.@, também oq < (3õ' 
. Orá isto sigri1tica precisamente que 9 conjunto dos nÚ-
meros se é um grypo continuo de grandeza.s relativamente à 
multiplicação e à relação "menor que". Por' conseguinte tudo 
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o que' foi demonstrado a:respei to dum grupo oontInuo de gran
dezas é anlioável, .mB,tatis mutandis, ao caso presente, adop
tando o anterior dicionário. 

Assim, por exemplo, o principio da divisibilidade tra
duz-se no seguinte teorema: 

"'1:uai E!qu~~_g~_" sejam o nÚt,!~ro PO..13ill!2 a: ~ nÚmer~
.t1!F.f?J. n, é sel1!,nr~ssi ve! dete:nniHru:~~ (e um, só) l.!.~~x:.q_ 
posi ti,!2 x J!al.....9~ , 

::cn = a. 

É claro que, em linoauagemmultiplicativa deverá escre
ver-se, neste,caso 

x = ~/ã ou l/n 
x = a ) 

e oha'llBr-se a x a rai z de !n~ n de a • Podemos agora por 
em paralelo os diferentes resultados,oom as duas lingua
gens, designando por A umeleiuento ,genér1oode ,.,,:,Se por .!l 
v .• n elemento genéri co de ~<J: 

llo gruno aditivo 

1) Sendo m, n números natu
rais, tem-'se por definição: 

~A= ~ • 
n n 

2) Dado um número positivo 
f == (~J{), a grandeza A 
e i por de:fini ção , o elemen
to separador das classes 
,-7:.~'1A, KA. 
3) Sendo t.t um número posi ti
vo, tcm~'se, por defini ção 

(-f-) A = - (fA)., 

NO grupo multinlicativo 

1) sendo m," n nUmeros natu
raise tem-se por definição: 

am/n = 0/ am .. 
2) 'Dado um número positivo 
f= (Je,J(), o JjtÚmero an é, 
~r definição, o elemento se
paradordas.classes 
áJe , aX . 

3) Sendo fLum nÚlnero posi ti
vo, tem'~sepor definição 

a-r-= .J.-. 
, a tu-

4) Por definição O A = 'C1 4) Pcit' definiçã., aO = 1 

.5) Quaisq,uer que sejam os '.~', '5)Q;Uaisquerque sej&'U os 
nú''lleros reais r, ú e as UÚmerosreais t'. LI e os nú-
grandezas A, B; tem-se meros positivos a,b, tem-se 

f-(A+B) =t'A +P.B .. (ab)~= at". b t-: 



62 

(f+») A.== fA ... ú A 

(e 1» A = e ( u A) 

afi-U.= af. aI) 

a ('-v == (a ,J.)\J . 

p<'V, A>O ~e-Á < v,A ,""'«.1), 8>1 ~ af<a1). 

6) quaisquer que sejam as 6) Qiuaisllller que sejam os nú-
grandezas.JI., B, sendo B;l:Õ meros a, b ~ P. se fôr b f: 1, 
existe sempre um( e um só) existe sempre um (e um só) 
número real ~ tal que número real ~ tal que 

A ==,.'- B a = b~< 
4â di ssemos que o número real f tal que A . =(1- B tem 

o nome de razão de À nara B, eacrevendo-se (u. = A/B. Foi s 
bera: .. 

Ao numero real~ tal que 

a = bfJ. (a,b E:] , b f: 1), 

dá-se o nane de logaritmo de a na base b e escreve-se: 

(;J- = . lo~ a . 

Tem-se pois, p~r definição: 
lo~ a . 

b . == a . 

.A função y = 10~ x '-, .representa assim uma transforma

ção biÚnivoca do conjunto if sôbre o conjunto ~. - inversa da 
transformação x= bY; Portanto, só para os números posi ti
vos é definidoo'logaritmo; mas qualquernú..-nero real (posi
tivo~ negativo ou nulo) pode 'ser logaritmo dum número posi
ti vo) . É' claro que J assim cOnio no grupo adi ti vo "J se tem: 

; • '];.1 + li.2· -'..l:.L. ...!::2-. . - + J 

B BB 
assim também no grupo mul1;iplicativo f? Slirá: 

10gb (al + a2) == 10gb aI + 10gb a2 . 

Deste modo, a transformação x ""? lo~ x traduz a lin
guagem multiplicativa de !/na lingo.lagem aditiva de ~. Tem
-se ainda: 



10gb b = 1 10gb 1 = O. 

Para fins práticos, os logaritmos mais usados são, como 
se sabe, os logaritmos na base 10 (ou logaritmos decimais). 
Para calcular o logaritmo decimal dum dado número a>- 1 ~an 
a aproximação que se queira, pode proc1eder-se do seguinte 
modo: eleve-se o número ã a uma potencia de expoente natu
ral ~ qualquer e seja k o número de algarismos da parte 
inteira de ã; então será 

_kn k+1 
lU"· ~ a < 10 

e portanto, passando aos logaritmos: 

ou seja: 
k ~ n 108:1.0 a ~ k + 1 

...!s. <. lOIL O a <. lli. . n.... -..L n ' 

quere isto dizer que é k/n um valor aproximado de loglO a, 
por defeito a menos de l/n; ora Q número l/n pode ser tão 
pequeno quanto se qui zer . Todavia êste txrocassonão é acon
se1hâvel para construir uma tábua de logaritmos, por exigir 
cáJ.culoslabortosos (embora tenha sido por um prooesso aná
logo que Briggs construiu as primeiras tábuas de logari tInos 
decimais). A 'Análise matemática dispÕe hoje de meios muito 
mais expeditos para o cálculo de logaritmos. 

Vimos há pouco que, dado um número a> O e sendo!! um 
número natural qua1quer~ existe sempre: (é é único) um nú
mero x> O tal qua xn = a, escrevendo-se _ x = ra. 1.[as 
isto não é verdadeiro no campo dos números racionais; por 
~emplo, a diagonal D dum quadrado à o res'(:lectivo lado L 
e~ão relacionados pela fórmula D = L /2, e vimos atrás 



que as grandezas L, D são incomensuráveis. o ,que equivale 
a dizer que \(2 é um ,!lilm~;,o ir~io~ (representável por
't;anto por uma dizima infinita não periÓdica) . IÀl!il modo ge
ral, podemos afir.'nal:' que é i:rracional a raiz quadrada de 
Clual~).ler nl~mero inteiro que não seja quedrado pertei to; e 
anàloga."llente para as raizes de a:u.tros índices. 

Assim, aradiciação aplic8(1a a nÚme!'os racionais, con
duz geralmente a resu.l tados i rracionai S~ é uma .9peração..l.!·~ 
!'l!.~Q.I.!.~; o qUe já não sucede can a adi çãc ~ a subtracção J 

a multiplicação e a divisão, que são o-;)erações racionais. 
Mas importÇl. notar que nem todos os nú.rneros irracionais 

podem ser obtidos por operações racionais e extracções d~ 
raiz (efectuadas 'um nt1lIl.ero tini to de vezes· a partir de nú
nie~s racionai s). Por :xemplo, demonstra-se que o~ números.. 
3 ~., 10~O 2, etc, nao podem resultar de operaçoes racio
nai s e extracçõeS' de rai z efectuadas a partir do campo ra
cional. 

, N • 

Recordamos por ultimo que ,a radiciaçao de indice inteiro 
não se define exclusivamen·te no conjunto~; pode· estender-,ge 
a todo o conjunto Q. .Mas então há a considerar os segtuntes 
casos: 

a) Se o indice é ímpar e o radi~4ndo negativo, existe uma 

só rai z que é negativa. Por ex.: .~_:'Z7 = -3; /j=2 = - *. 
b) Se o indice é par e o radic,ando 'positivo há duas raizes, 
simétri caaentre si (rai zes algébri cas) . Por ex,,: /9 = i: 3 
c) Se o' indice é par e o radicando negativo, nãó existe ne
nhuma .rai z . ,no campo real . 

_!l.!:E..X"J:..sentaçj.o geom~Eica dos sist~EJ.l3-~_d~ Il.Úmerosreai~ 

~ Designando ~ o conjunto dos nÚmeros reais, designará 
Sf.<o produto' cartesiano P.,,, ~ (isto é t o conjunto de t.odos 
os pares or..lliill.~.! de nú-'1leros reais), :R~ o produto ca~te·· 
si ano J{ x 9t./{ ~ (i sto é, o conjunto de todos os ternos or
d.enado~ de nÚmeros reais); dtu;l modo geral7' R" à.e~ig;~rá ;; .• 
conjunto de todos os si sternas. de !! números reai s . 

a)Répresentaç~o de Sf.'" - Suponhamos fixadas: no plano 
duas rectas OX, OY, concorrente a nO' ponto O - Tomando o pon-



to ° como origem em qualquer desta.s rectas,-e fixando em 
-plf _~ ____ "=(~"JCada~. delas ~ sentido 00-
2 _ _ ,_A' mo poSl. tl. vo e do1. s segmentos 

I " rosi ti vos como unidades (não 
t _!..,/ _ -/8,' necessàriamente iguai s) 1 pode 
.y3' I estabelecer-se, segundo a lei 

, I I atrás indi.cada, uma correspon-
----42~--~1---~---1~~~~-~~,-----x dência bi~lvoca entre os pon-- tos de cada uma das rectas e 

os números reais - Posto isto, 
;O seja P um pOnto qualquer do 

plano; conduzindo por Pduas rectas, ~~ ~aralela a QK e a 
outra paralela a OY, estas irão cortar, respectivamente, o 
eixo OY num 'Ponto pti e o eixo oz: num ponto pr; como se vê 
os pontos p'~pll ficam unlvocemente detenninados; mas 'por 
sua vez, cada um destes,. pontos está associado, na referi-
da correspondência, a um nÚma:ro reak Seja então ~ o niim.e
roque corresponde a P' tmedida de OP' a res:oei to da uni
dade ama[) e seja y o número que corresponde a pn (medi-
da de ~n a respeito da unidade em OY); a ~ damos o nome ' 
de abscissa do 'Ponto P. e a y o de ordená da do ponto P. As
sim, a cada ponto P do 'Piano, fi'zémos correspOnder. um, e um 
só. par ordenado (x,y) denÚIneros reais,ch81nad6s as çOlJrde
nadas cartesianas desse 'POnto a respeito do sistema'de ei
Xos ax:, 0Y. RecIprocamente, para cada par ttdénado (x,y) de 
nUmeras reai s ex! ste um (e um só) 'POnto do mano que tem x 
por abscissa e y por ordenada. Por conseguinte, ficou defi
nida, nelo "Processo indi<:ado. uma. , corresnondência biuni vo-
ca entre os pontos do plano (J os ele,nentos de 9{..t~ Q;uando 
não há perigo de confusão costuma até identificar-se cada 
ponto P com o par (x,y) que o define, dizendo. "o ponto (x,y) II 
em' ve'z de. no ponto p. e escrevendo 

P = (x,y) • 

Pela mesma razão,costuma chamar-se 'ao conjunto Jt~oBLa
no numêri cO (real ). ' 

Nos exemplos' da, figura tem';'se: 

A = '1,2), B = (2,1), C = (-2,2/3), "D:: (0,-2),0=(0,0). 

's coordenadas cartesianas dize~se ~togonais quando 



66 

os eixos coordenados são perpendiculares entre si e as uni
dades iguai s em ambos os eixos. 

b) ~prescntação -de flf.} - Consideremos fixadas no espaço 
tres rectas Qh~ OY, OZs não comPlanas e concorrentes: em O, 
ponto êste que Borá tOcTlado cerno erigem nas, :t;res rectas. Pos
te isto seja Pum ponte ,qualquer do espaço; conduzindo por 

~ 
Z P,tres planos,urn para-
~ - - -, - -- leIo a YOZ, outro para-

/. 'pUf -II" 

, ;; ~ , . ~ : leIo a XOZ e outro pa-
,,/ l ''Í' ,/" , raleIo a XOY, êstes pla-

/- - ---~p ,'t nos irão cortar, respec-
f • ,I I'P' x ti -qamente t a recta ax. num , -- ponto P', a recta OY num 

, / i, / X - absci ssa deP ponto pII e a recta OZ num 
__ • __ .:... _J/ y .;. ordenada de P ponto P''' .• Ass, tal como 

pi z - cota de P foi dito narà ocaso do 
'. .J. 

p~ano, os pontos Pf,P", 
P'" são defin1des~ respectivamente ein OX, 0'1 e OZ, por nú-
meros reais, X, y) Zj, aêstes números dá-se o nome, respec~i
varne~te ,de- ~bscis~!;,h de ordenada e de, cota do ponto P.E e 
rácil..de verque,pOr talp~ocessOt .fica' estabelecid!!.J:~.ma 
.i!2ti'espo:ridênc;habiúnivoca entre os pontos P do espaço e o~ 
j;~;rn.os or,ªénado~ (JC,.y;z)Q,.~.:..!!úmeros rea.1..§ • Dai ,o chamar':oo 
ia s-,..,3 aspaéonumérico a três: diwensõiê.~ (reais). Pàra indi
car Q,ueo panto:P' á de fi n.i.do pelo terno (x,y,z) de coorde·· 
nad~s i esóro've:;'se' " , 

,., .,;- P ~(JC,y,z)'. 

c)· ESpàco ' 9tn~Ân~ss~'~ntui'ç~o não nos permite atri
buir ~ai sdétres, dimensões" ao' espàço 'fisi cO:_. Todavià as 
anter~ores' consideraçÕes ind.uziram awna extensão natural 
de linguagem~ que se te.'D. revelado mui to eti caz ,em matemá-
tica: mes.''Uo no caso de ser n>3. convenciona-se chamar ao 
conjunto Si" espaço cart(~siano (ou euq!idiano) .a n dilB,en,sões 
(reais); Ne.sta ordem de ideias, o's l2.Q!ljios' de espaço9t"serão 
os si stemas de n números reai 3; as .s:,Qordenadas do pento 
(Xl' X2'''· i Xn) serão os númerosreaisxl~ x2'··· ~ xn (res
pecti;yamente a primei;:g~' á~g:J.nd~·l_' .'., a ~}.tima coordenada) 

~istem.~I>OS co'ntinlíos de grandezas? É claro "que tal 
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pregunta equivale a esta outra - "Existem números reais?"· 
pols que os números reais foram definidos a partir dum gru
po continuo de grandezas e~ rectprOCfu1lente, o conjunto.9i é, 
êle mesmo~ um grupo continuo de grande·zas. ~,fu.s a verdade é 
que as grandezas de que nos oferece exemPlo o mundo fisico 
(comprimentos, massas, quantidades. de electricidade, 'etc) 
não obedecem rigorosamente às leis ~ue caracterizam um 
grupo continuo de grandezas - especáaL~ente no que se re
fere à ausência de saltos e de lacunas. O conceito matemá
tico de grandeza é apenas uma idealização do conceito físi
co de grandeza. Donde t les! timamente a pregunta: "Existem 
grupos continuós de grandezas 1· 

Demonstra-se que a resposta é af'irmati ~la, desde' que se 
admita a existência dos nÚmeros naturais e a existência de 
classes. A índole deste curso não nos per.mdte aprofundar o 
assunto, mas convem salie~tar o seguinte ponto: !!:!~.8!'...@q~
Aas cuja exi,stê~j,.a se demonstra têm (VU:?C1.t~r 'i!u:rementt!_ 
abstract.Q. (forrrL.'!}..l! ari tm~tiru2); !la grandezas fisi..<lM....!!i~ 
apenAS modelos ~osw.1:Q..s. :i.m~:rfeitos das..8r"§~:?M!_~." 
temáticas; razão pela quai os n~~eros reais eqr~~!~~ 
i...nstru~~to ló,g,ico Que. empora impecável na sua estrutl.!:~
cão interna' só aProximadamente se pode aBll.,çar à r~altãJ'l" 
de fisica. "Assim, nos problemas práticos intervêm geral .. 
mente grandezas concrectaSj cuja medição experimental â 
inevitàvelmente afecta de êrros r que dependem d9S dois se
guintea factos: 1) o poder dos nossos sentidos é limitado; 
2) os instrumentos:, de medida, por mui to bem construidos que 
ostejam~ dão sempre lugar a alguma improaisão; e normalmente 
acontece que as própriaé grande~as que se pretende medir não 
são exactamente definidas. Por isso, em gera1 7 nas corres
pondentes: medidas expressas em fonna decimal, são seguros 
a-penas alguns algarismos (em reva, dois ~u tres, no niáxí
mo quatro), pelo que seria ilusorio (e alem disso prejudi
cial à rapidez dos cálculOS) conservar os al9arismos # que 
viessem depois. Em resumo: nos problemas praticos ha ape
nas que considerar t como resultados das medi ções * !.alp~~.l?? 
~Broximados que são sempre· ~~t de modo que podemos 
dizer que, nas aplicaJõea~ se procede como se todas as gran
dezas foss&~ comensuraveis. 

Não quer isto dizer, todavia, que a introdução dos nú-
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meros irracionais corresponda Unicamente a um objectivo de 
es..peculação matemática, sem qualquer interesse do ponto de 
vista prátiAo. É preciso s8~ieni;ar que, só tonando corr.o ba
se dosraciodnios os valores exactos (racio:nais ou. irra
donais) das"medidas das~grande'Zas é possivel ohegar a re
sul tados gerais e seguros, que depois encontram largas e 
importa.ntea aplicações mesmo nas. questõe3 oonoretas. e rrá
tioas" (Frederigo En:r.iques e Ugo Amaldi ~ ~éE.ti di_ ~.2-
metria) 



!lementos de Álgebra Linea!: 

A) TTanstonnaçõeslineares e matri'Ze~ 

Soma de dois sistemaS3 de números: - Já no inicio des'" 
te cm:·;;t-;iditoq~~, aos si~;;;;-de ."!)" números reais, 
se convenciona chamar ]Qa~~~çSp~~9. ~n(espaçoeucli
deano com II dimensões) _ Tambem é costume chamar-lhes 
vectores:; n"'dimensio~ • 

Um sistema de n elementos podeabreviadamente ser re--.. presentado por uma UDica letra. Se os elementos do siste-
ma são deSignados por uma mesma letra minúscula com indi
ces 1, 2,-.-, n, convém que a letra única representativa 
do sistema seja a maiúscula correspondente. Assim, por e
xemp""1o, o sistema (xl' x2'···' ~) será designado pela 
letra Ã. , 

Posto:;> isto consideremos dois sistemas de n numeros:: 

Chama",se soma dQ. A .~_Ç!!LB e representa-se por A + B, o 
sistema: 

que se obtem somando as coordenadag:; de A canas ooorde~ 
nada$ homólogas de B. 

Sem diti culdade se recoIlh~ce que a adi 9.ão assim de:f'l
nida entre os elementos de-·.:itl<e ~~P.:l'.2~si v~, ~ v~q~~ 
associativa, comutativa e reversível. Por outras palavras: 
o espa.ÇQ" :i;' é--;;-grupo comutat~ vo ª re~~to da adiçi2.._ 
acima detinid~. O elemento Inllo deste grupo é evidentemen-
te o sistema (0,0, .. -,O), que tem todas as coordenadas nulas 

I d:l" ., A soma de ~ e ementos, Al' A:2.' -., An de .. /l. sera o elemen-

to de f(' que tem por coordenadas a soma. das coordena.das~ ho
mólogas de ÀI' A2" - • , An· 
Produto de um nÚmero por um sistema de DÚm~~2~ - Conside
remos um nÚmero real k e um sistema de n números reais: 
A -= (a1 , ~s . - ., 8u); chama.~se produto de k por A, e re-
___ o , _____ • ___ _ 

M G - la vol - t 9 
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presenta-se por lcA., o sistema 

k A = (kal' ka2"'" kan) , 

que se obtem mul ti:pli cando por k c-ada uma das coordenadas 
de A. 

Ê fácil rel}onhecer qU81 sendo ~, J1 a,ois números reais 
eÃ? B dois pontos quai sq,uer de !li n ~ se tem : 

, (fi- +J) ) A % fA + j) A 

,....(A + B) :;: f"Â + fLB 

f.l(~.A) =(f~)·A 

1 • A = A- • 

que 

Desig:.-:lernos por ui' ai1' ai21" "aiIn1 respectivamente 
as coordenadas de ordem i. dos pontos U, Â1 ,A2' •.. ,Am. . 
Ter-se-a então, segundo 'as definições_ precedentes de soma 
e de produto por um número real: 

ui = kl~l + k2ail~ +4 •• +kmaim (i =1,,2, ... , n); 

isto é~ se u i-SL~!!inaçé.o linear q~Al' A2' - ••• ~, cada 

C02;cc1~oocla de U .9..2-~i~~_-1l:.!!ElaJ.~, das., c<.?r?:rdenadas ~ó-
1-..9~ :dç A11 A2, · . ;:1 Am tC~i.8'!iai_ª..2oet~;Ç.:h~nteÉ!-" 

-F,~~enjos f..1!2ld~~~_ 1f..n ~ Dum modo ~eral desi.gna
remo'spdr Ej o ponto de 'i1. n cuje, cc:ora~nada de, ord~m i'é 
igual a 1, sendo as 'restantes::' c.oordenadas todas nula$Por 

. a: 4 '~~ 1; • 

exemplo, no ospaço ':Ii.'. sera: " 

El ~ (1, O, 0, O) ", 

E2 ,; (O, 1, 0, O) 

~r~ (O, 0 1 1, O) 
4 = (O, °fl 0, 1) 
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tt:>i'? 

ÀOs pontos El' E2,··· , En de J1. daremos o nome de 

elem~tttos fl1!E.am.en!.ais d~ 7t '? 
Consideremos agora wn sistema qualquer 

A = (al' a2"'": an) o 

Segundo as definições anteriores ter-se··a~ 
A:: (aI' O~ ... , O) + CO, a2' 0,,·.,0) + •.• + (O, O, ••. ,O,an) 

= al(l,O, •.• ,O) + a2(0,1,0, .•• ,0) +~ •. + anCo,O, .... ,0,1) 

ou seja: 
A = aI El +a2 E2 .;. .•. + anEn ~ 

Em conolusão~ DTodo o sis'cema de n Meros reais é uma 
_coIEbi~xão . .liI;t~ar ãc;·;-~~!.ii9·s-=-~da;nen~~i§.~ t E2' .-:-:-;Ê~ 
.ª'~ 9? 1"1 _~~mª2-2.LÇ;'«2~.~1~~es .~_~q2I1!1?.:iE,?-Ç.~o _~_g.9~Çl:rdenad~N~ 
do si st.E;~-ª .. ~S2.Ii. . . 

L~_t.+,i~~.ª,,~ Chama-se weí;rj.~~ m.>< n a todo o quadro fo!.· .. 
mado pÓr nJ.·,(Íl simbolos C~J&P!~n~oª da_E.~:g.zJ. representativos 
de mx n números ou fuIl;çõea!, dispostos em. m liJ...f.JL;;'Q;-izon
t~i ê (ou 1:.i~~I?) e p. !.lli~.2.~ (ou colU8ê:§.) . Para 
designar um tal quadro escrevê-lo-amos entre colchetes Por 
exemplo o slmbolo 

° ex 
- sen x 

,/5 
designa uma matriz 2.><.4 C com duas linhas: e quatro colunas). 

Genericamente cada elemento duma matri'z poderá ser de
signado por uma letra minúscula afectada de dois Indices:; 
i,k, o primeiro dos' quais indicará a linha e o segundo a co
luna em que está colocado o elemen-'co; a matriz poderá então 
ser designada pela letra maiúscula correspondente. Assim 1 

tratando-se duma ma:triz m)t...n, cujo elemento genérico seja 
aisk podemos escrever: . 

A =-al1 a12 
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ou? condensade~nte: 
A = L8j.,k 1 . 

Se fôr mfon, a matriz diz-se ~_~tanau!a~; se rôr ~n, 
a ma·t;riz·diz~se auadrada. Duas mat:-izes dizem-se do mes-
22,';';'J~Q., quando t~ ;-:;~'S::.lo número de linhas e o ;;~~~ú·, 
mero de colunas, Buas matrizes do mesmo tipo dizem-se 
w.&L~ (ou iªin~~~), quando têm iguai s ";0<\9.2, os eles:nen
tos homólogos-Cisto é, os elementos com a mesma situação 
em ambas~ as matrizes). 

Chamam-se fila~ da .natri z as suas linhas=c e as suas co
lunas; filas paralelas. serão duas (ou mais) linhas ou du
as (ou mais) colunas da matriz. 

Chamam-se elementos principais duma ~tr~z ~ua?rada A 
os elementoS'~ ~l' a 22 , a33 )-·· de A com ~gua.l.s ~nd~ces de 

linha e de coluna. Tais elementos formam a diagonal p;'in-
.~i~. ou !a di~~onal de A. 

Transformações lineares ~ Consideremos dois espaços car
tesianos7{", .J{1Ti( com ~ /:. n ou I!l. = n) e seja p uma trans
formação univoca de $." sôbre .9{~ Será pois ~ uma. opera~ 
ção que a cada ponto X de Si" faz corresponder um, e um só, 
ponto Y de Si..,.,: 
(1) Y = ~ eX) • 

Claro é que, sendo Y função univoca de X$ cada uma das 
coordenadas Yl , Y,.,,'· • , y de Y ser~ função uni voca daa 

~ m 
coo!:'denadas xi' X2 J •• ,'; xn de X :; 

I Yl' :::: ~'(XI' x2' .. , , xn) ( 
) 

:12 = 'fiz. (Xl.' x2' .. . , xn) 
( 2) 

1 . . . 
Ym = ffJVlJJ( xl' x~P.· ~ . ~ xn) • 

N"" ~ .., A f7'}m, 
Assim, toda a transformaçao p de J;. sobre it e repre~-

se~tada por um sistema de m funções reais de ~ variáveis 
reais, Reclprocamen~(Je, todo o sistema do tipo (2) consti·, 
tuido po;r m i'unções.:reais de ,A variáveis reais, represen··· 
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N (j) "'" <7J"'" ta uma traIl:9i'onnaçao de Jt. sobre'fL poi s que faz corresponder 

a cada ponto (xl~ x2'· ... , xn) de JCnwn ponto (Yp Y2" o., 
, Ym) de 9t.~ 

Pode pois considerar-se a igualdade (1) como ~brevia
tura do sistema (2) . Dêste modos as convenções relativas 
;-~ stemas ,de nÚmeros permitem conceber -como função ~J..i. ç~ 
durnB- .. ~ variável um sistenia de m f'unçÕes(reais) de ,tl 
variaveis (reais). . 

Posto isto, costuma dizer-se que a transformação ~ é 
JJ.~, quando verifica as seguintes condições:: -

~ (u + V) = P (U) + <j (v) 

f (k U) == k ~ (U) , 

quaisquer que sejam os elementos U, V de n,'" e o número 
real k. 

""Rea1i1l.ta logo da d:finição que, ~e ~ é uma transfor
maçao linear (de 7t~ sobre ~rn), sera: 

ifl. (ltl U1+ ~U2+ 0"+ ~Um) = '~f(Ul) 4- k~(U2) + •.• +~(Um) 

quaisquer que sejam os elementos: Ul ' U2 ' .• , , Umde ':iin- e os 

números reais ~, k2 , .... , ~. Isto é: toda a ~ombinação 

linear de U11 U2 , ~ ~. t Um é transfonnada por p numa com

binação linear de ii (ul ) ,ti (u2) , ••• ,1 (Um)' CO!ll os mesmos 

coe fi oi enteso_ 
Uma questão fundamental que se pÕe desde logo a·res

peHo de transformações lineares é a seguib.te~ 
~e eapéoie de funções devem ~.! do sistema ( 2) 

12~ja~E::~r~l.em uma transformação liDe~ ? 

Pera resolver esta questão suponhamos em primeiro lu
gar que cp é uma transformação linear (de 9Z,17 sôbre it'" 
e consideremos wn ele.-nento. X qualquer de Q? Sendo 
)t ::: (xl' x2?'." x n), ter-se-â : 

(3) X ::: Xl El + x2 E2 + ... + x n En ' 

em que E1 'J E<,,, .• , ~ designam. os elementos funcla;ne:'':1.tais 

) 
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de~~ Então atendendo ao que foi dito há pouco a respeito 
de transformações lineares, virá, aplioando p a ambos os 
membros de (3): 

p (X) = x11 (EI ) + x2rt (E2) + .•. + xntl (Eh) 

Se puser~s agora 

podemos aindlilescrever: 

p (X) = xl AI + x2 Â2 + ... + xn Ân 

o que nos mostra que," .?..ELUE:?lê~~ção p ~J~ <: deve 
~!à9..~2.?~.:lt!Lê.er def:J,nida p'r ú.m.e fórmula do tll!9 da_~g-
~rib:t:. 

Reciprocmnente vamos demonstrar que: Dados arbi tràrla-' 
mente n po~~~~ AI' A2' Q .~, An de ~...." ~~rãtéSempr~~ 
C.!L!b-nrLW t:r;:§l.nsf'ormação ~i~~:t cp de Ji.1'i sôbre nWJ,g-q,e trans
.toEna EI ~ AI' E2 ~ A2' "', En ~~; essa transformação 
~ ~ , 

e def~nida pela formula: 

(4) tP (X) = xl AI + x2 Â 2 + .•. + x n Ân 

( i sto é "~ transfonna cada elemento x: de 1(" naquele ele
mento Y de P ... ~ue se exprime em função de AI' Â 2,··· , An 

do mesmo modo que x: se exprime em função de El , E2,···, 

En)· 
Demonstração - Q.ue a transformação ~ definida por (4) 

transforma EI" amAi, E2 em A2' •.. , Ea em Ân, é imediato. 
Por' \9Xemplo, })ara II tem-se Xl = 1, X2 = O, x3 = O, •.• , 
xn = O, e portanto : 

~ (EI) = I.AI + 0·1\.2 + .•. + O.Ân = AI 

e anà!ogamente para E2,E2, •.• , En. 
Para demonstrar que ~"é linear, consideremos dois e1e

mentosc quaisquer de Çi,n: 

U = (u11 u2" '. 9 Un) , V = (vI' V2~'" i vn); 
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sübsti tuinão em (4) x por U+V e .as ooordenadas de X pe
las ooordenadascde U+V, virá : 

. . 
~ Cu + V) 7' CU],+ vl) Al + '(U7 v2) A2 "'" ~ .... + (un ... vn) An 

=(ulAl ... u~2 ... ",-+ unAn) + (vlAl + v~2+ "'+vn4-n) 

mas uIAl -I- u~2 + .•. + unAn = ri ('(]), vIAl + v#2'1-- •• + vr/in"= 

"= ~ (V); ter~se-á portanto 

p (u +.V) = tI (U) +P (V). 

Por outro lado~ sendo k umDÚmero real qualquer, vem 

k U = (1ml' 1m2' • -. , kun) 

e portanto 

<P (kU) ~ (lml) Al ... (ku2) ~ ..... _+ (~) A:n 
:' k (ulAl .1- u~2'" .~ - + u~n) 

ou. seja P (kU) :::: kP(U).. !i0a assim. provado que a trans
formação definida :por (4) e ofecti vemente line~r. 

Reoordemos agora que: Al~' A2~ ... - , ~são sistemaa de-

de m IlÚmerós reais (elementos: de '9t ~; pOl"hamoa en"tão: 

( Al :;: (all t a21' •• " , Bnl) 
) ~ "= (8l2, 8 22, .. ' •. , ~) 

t;n : ("al~p a~n'" .... , 'a~) 
. A .fórmula (4) di z-nos que oada uma daS'.ooordenadaS3 

Y11 Y2<; . u • ~ :Yin. do ponto Y "= ,(X) é oambinação lj.nea:- das 

c·oorãer...adasdos :pOlltO$ A:t:1 A2~'" ; Ân ' sendo xp x2 ? '''", 

x n os coei"i cienteS:) da oOlllbinação, i atoá :-

C5) 

\ Yl =: all Xl ... 8].2 x2 + u" + aln x n 

. Y2 "= ~l Xl ... a22 x2 :+· .. · + a2n xn 

Lm ~ -"rol x;. + ~ x~ + .:_+ "mn "n 
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~ N ~ ~ • 

Em conclusao: Joda a transformaçao linear ~ de 3t ~ 
m:.~ r~q~finida por um sistema de ~ões do tipo (5).i" 
~~.ª".p~~ll...:to-ªo o sisi?2!B-a de funções do tipo (5) (se.~
Q..9_.2,.ê_.q,oeti_~nte.êj_~k niimer.R.veais tOl!~cl2.s_êXbi trà"d~~·· 
.i~_~eí"!}1,e.u:r~_ tra~'lsf'orlll8>çQ.s.Lltne1E-.àc :J1.nsôbre 3Z~ 

Jí'ica assim determinada a natureza das funções do siste
ma (2) para que representem uma t:cansf<ormação linear~ ;levem 
~..J:illÇ,2~.S inteiras do ~~~ xl' X2' - -. , xn~ ~m te;t
mo independente 

Por exemplo, o sistema de funções 

- x2 

" 2 3 
defi.ne uma transformação linear de Jt sôbre Ti:.. O trans-
formado do ponjro (1:2) sàrá o ponto (1;2,,,1), pois que fa
zendo xl =1, x72 t ve.'U Y1 =1, Y2 =2, Y3 =-1. Anàl.ogamente os 
transfornJ..'idos dos elementos i'undamentàis de .1t\ (l~O) e 
(O ,1), são os pontos AI =(3,0,-1) e A~ -1,1,0) de ~~ 

Notemos ainda que o ,sistema(S) pode abreviadamente 
ser escrito tal como segue: 

( 1=1, 2, •. " m) 

Eepresentas:iq~§:?ri.çi.§1 d§;~an~'2.rmações, lineares ~, 
Consíderem,os a transfor.nação linear ~ de~i? sôbre 9(l"l"1defi
niQa pelas funções: 

( n ::: a11 Xl + a12 x2 4- • ' • + a1n xn 

J Y2":: a21 Xl + 822 X2 + ",.; + a2n Xn 

l ~m ~. "na. ''1 ... 8m2 "'2 ......... amn Xri 

Chama-se matriz da transfonuação ~ à matriz 
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f
a11 812 

a21 a22 -. 
. . . . ... ..,. 

t ~ ~ P. . 8.nL."l 

Ã= 

I.. .... 

Convém desde já salientar que uma tra~f0l'!!.l.9.2.ã.o ..!~nea~ 
'" ~o tem. ~iE. de Ul!la_~tri3.t por outras palavras: !!.....~~~ 

_z_llê._sltte..EQ?j.~!L.c..Q.:t:~~s:pon~.,B.ece s~ªti. ~~.t~_ . .!;:êflsfon;o.aÇ§,g~ 
1!~..Q.s .dliere~.~. 

Com efeito i basta lembrar que na matriz A os ele!!I.en·l;ós 
da coluna k (ordenadas::. de cima. para baixo) são as coorà.e
nadaS3 do pontoAk transformado de Ek por me5.o de ~ (k=l, 
2, .•. , n). Então s dadas duns matl~i3es A, B e l'epresentando 
por <p , y- $ respectivamente, as transfor.rnações~linea't'es 
corres:pondentesc; se fór A 'Í= B existe pelo meIl.OS t..ina. colt..t
na a.e A diferente da coluna ho."Uóloga de B: seja r a ordem 
dessa coluIlaj ter-se-á J;lesota hipótese: 

e portanto 

~ (Er ) -P. y- (Er ) 

(b 1= 1j.r . .... 
• N' N. (i) 17- A 

Eul cOllclu.9é::o: A cada transfOluaçao lJ..near d.e J1.. sobre 
'1"1 .. "'-.-... ----;'{-----... --------- -_._ ... 

Yf. .22rr~~p.2-e Ul!!.~_e:..~22.1 ~~ TIl ~ n ( cb;,~ª'.?-_~~ts~ ~ 
2~~.lli~f.?~~g); ~ ~.P.r..~~~~'l~a_m.a..~.2:i Z! m)f. n 

~",' .. -f' "'., • à 
QQ:;:re.!,'mr!~:_§.sSl.Il.LV~.2.~qmª_ .. ~.2_~.;:~!ls:::!'~§.Ç!~_±b'lJ.e~rc _~ 

g(' s~ bl: .... ~ j'( f-"? 
!ste facto leva algumas. vezes:. a identifi car. es matri zes 

com as transformações lineares q,1.le lhes ccrrea:pcnãem .• do 
mesmo modo que t por exemplo, se iden·~if.)" cem os pontos do 

~ ~ , 
espaço ordiD.<.'U'io com os' sisto!lla.S: de tre$ numeros reais Q 

. :Em partiC':uar,se m=n~ trat~se-á a.e transfo!'r"..ill.ções 
lineares do espaço Q"sôbre si mesmo, às quais correspon
dem matrizes ,·;'':'.nxn (matriZe5i quadradas). 

Por exemplo, as funções' 

!Yl :;: .xl - 3 x2 

lY2 = X2 

l\II G - l0 vol - f 10 
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definem uma tralls:r'ormação linear do espaço 9't~ sôbre si 
mesmo, à qual corresponde a matriz quadrada 

(~ -~] 
, 

Chama-se :uat:rt?illDl2.fà toda a matriz formada duma so 
linha: isto é t toda a matriz do tipo 

[aI ~ ..• an ) 

~ue representa manifestamente uma transformação linear de 
~7:(.f) sôbre % - a tran~fonnação definida pela função ú~ 

de .B variáveis, 
y = aI xl + 8'"2 x2 + - •. + e n xn . 

Chama-se ~j2:iz_~~ULn~ toda a matriz formada por uma 
só coluna, i sto é, toda a matri z . do tipo : 

·fal 
.~ 

t~ 
que re'Presen~a rnan:i.featamente uma transi'onnação linear de 
~ sôbre '7I.. tn.• a transformação definida pelas. m funções duma 

:f~icª._variáve;!.. 

Ym = 8m x 

Soma .de transformações. lineares - Dadas duas 
formaçõea.lineares p ,'li/ de .3t'" sôbre tJ<..m chama-se 
if? com W à transformação e assim definida 

trans
sorna de 

e (X) = ~ (X:) + lJf (X) , para cada X e :A.."', 
escrevendo-se então 

, .. 1 , ,., 0'" "'" ~"n ,E claro que ~ ainda e uma transf'ormaçao de J~ sobre v~ ) 
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Vamos provar agora que ~~9~ das d·~~~tran~~~rmaçõe~ 
lineare~ cp , 1J! é ainda uma traI1§..fo~,.Ç.~..cL!ine~~. Tem-se, 
com efeito, quaisquer que sejam os pontos U, V de 'Rn 

e (u + V) =? ~ (U + V) + <1f (u + V) = 

= ~ (u) +~ eV) + \jfeU) + 1Y eV) 

=:=l~(U) +}'"eu)1 +l~ (V) + lJ! (v)l 

=8 (u) + 9(v). 

e qualquer que seja o número real k: 

e e k u) :;: cp (k U) + -w e k u) :;: k ~ (U) + k 1fJ (U) 

= k \ i> (U) + ~ (u) 1 = k e (U) . ... 
Fi ca assim pro;;'ado que e também é uma transfonnação 

linear. 
É fácil recoDhecer~ por outro lado} que a adição assim 

definida entretransforIuações.li.neares e !Lem,:m:~.,J2.ossi ve;h .. t 
Ull.:.VOC8., associativ~,._q2r~~~tat~~._<:......~ve~; por outras 
~avraa: a :t:~!.ia_.d.aê.. tra~E:aaSi.õe'?_J_tr~§.E2..~.l& :r{' .~ 
sobrE! :J1..,1'r; ~~"'UPO_~TJfl1.E.!! v2-~.,.E~§!12§li t2..~É.fL§.ª~~çg_o. . 

p ~ ~ 

Demonstremos~ a titulo de exem:plo;l que a a.diçao e CO~ 
mutativa2 isto é, que se tem : . 

designando por cP e ljr duas 9.li~~.1.:. t:ransf'ormações li
neares d.e A. f1 sóbre R"". Co.'U.efeito, é por dei'inição 

( ~ + 1//) (X) :;: cb eX) + 1// eX) 
... .... 

(Y' + <p) (X) = 7ji eX) + <fi (X) 

Qualquer que soja O elemento X de .'R~ Mes p (X) <10/" (X) são 
elementos de 1?,""'e a adição definida entre esses ele:oentos 
(sistemas: de m números reais) é, como vimos, comutatdva; 
tem-se 1 portàIlto 

<} (X) + 7Ç (X) = I/( (X) + <P (X) 
e por conseguinte 

(ifI + 1J!) eX) :::: e 1ff + P) (X) , para cada jié"j{n 
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ou seja 
q.e.d. 

.. 
As restantes propriedades demonstram-se de modo ana-

logo, 

~~ de ma't'E:~: - Sejam A, B duas ma tri zes- m", n: 
... 

r~l a12 .•• a1n bll bl2 ••• bln 

..6.== a21 8 22 ••• a 2n ,B = b b .... b 
21 22 2n 

l~ 
. . . . .. . . . ... . .. 
Bm2 ••• amn bml bm2 -. ~ • bmn 

A estas matri zes correspondem, como vimos, duas trans
f'orma.ções~ lineares de ~ .... sôbre 1t ~ que designaremos res"" 
pecti vamente por ~ e 1/1. Mas a soma de ~ com 1J!" é ainda 
uma transfonilação linear: corresponder-lhe-á portanto uma 
nova matri z mxn, à qual chamaremos soma das,matrizes A,B 
e que representaremos por Â+B. Pa-ra ã.eã;:;~i-r A+B a partir 
de A e B observemos que, a ceda ponte;> X:=( xl' x2' •. " X n) 
de' 'J?.n, a transformação rj f~ corresponder um :ponto 
y = (Y l' :2"'· , Y m) de R cujas, coordenadaso são dadaS3 
pelas:!l! :fonrrJ..las 

Yi = ail Xl + ai2 x2 + .•. + ~n xn (i=1, 2, ••• , m), 

enquonto a transformação t- faz corresponder ao mesmo ponto 
v a <n n '. t Y. (' f ') d ? ..,.... . .. " .e.li.. um pon o = Y1 , Y2 ,"'" "Ym e n... cUjas coor-

• N 1 ~ nenadas sao dedas:: pe a~ :fonrrJ..las: 

Yi = bil Xl + bi2 x2 +- •• + bin ~ (i=1, 2, ••. , m). 

Iiflas_ a 't;ransformação 4' + Ij( faz corresponder a X o 
ponto cp eX) + 1JI' (X) ou se ja o ponto 

e como se tem. 
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segue-se que a transformação p + y é definida pelo si s'" 
terna de funções (6), ao qual corresponde a matriz 

.-
all + bll 

A + B = a21 + b21 

a12 + bl~t 

a 22 + b22 

~ + bm2 • _. 8:mn + bmn 

Em conclusão: A soma. de duas Il1.'?trizessA, B é a mat:;;'iz 
.g,ue t~m....E.Ç!r elementos a som.;.22!3_!:~te~tos homÓl~s de--'" 
A e d~ B 

Em notação abreViad.a: 

[aik] + [bik1 =[B:ilt+ bik1 
(" ~ 2 • 1.=..L, J .... ,m, k=l,2, .•. ,n) • 

Por . exemplo ,a soma das matri zes 

r3 O -11 e [-3 1 11 
L2 -1 O~ L 2 1 O j 

, 
a matriz: e 

[~ ~ 1. I 

O 

É obvio que a adição assim definida entre matrizeado 
mesmo tipo gosa daamesmaH propriedades que a adição há 
pouco definida entre transfoIm-'1ções::, lineares. Podemos por" 
tanto afirmar que: 
~lia de todaa .. as EE,tri. zea: IH:.~j 'IlI!';.....w.J29~.E!!!-l!~ 

tativ~respeito da ad~~. 
Em Particular,é fácil ver que o elewBnto nulo deste 

grupo é a matriz m}( n que te.l!l todos os seus elementos nu'" 
los (matriz nula); e que a matriz simétrica duma dada ma- . 
triz À é a matriz cujos elementos são os simétricoa doa 
elementos hanólogos de A· 

~~1'o de..E.uas t:p1ns..!cmJl,gç§.'!~.1.i.~'§!:ê.1! - Sejam -':Ir, 
~ duas transformações lineares2 respectivamente de ~p 
~. CL\I? ""M .. ..,..m(· N" soore .II e de .1:. sobre Jt, m, n f p sao numeros naturais 
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quaisquer) Cada elemento ]C de 11f' ~ transformado por y num 
elemento Y de 7th ; por sua vez Y é transfonnado por ~ rrum 
elemen-to Z de .1t,l'>'1j tem-,se portÇ1nto 

donde 
Z=P(y), Y="V!(1L) 

Z == P (-!If (:Ir)) • 

Designemos por e esta transformação de 1t sôbre :x.I'I't que ,. .. 

faz passar de X para Z, isto e, ponhamos: 

e (X) = rp ("lJf(1L) ) , para cada Xi: e g:tJ'. 
De acordo cam o que se disse no começo deste curso, a 

transformação e é chamada BEQ~to da t~~f'ormação <P ~ 
la transf'ormac.ão \V, escrevendo-se -- .. _.~- -

e=CPIJ!~ 
Varnos agora prov&l:' (tue .o :Qroduto -ª§;fI_ traI!~f'or.m.a9_§.~ 

J.-J~;:~§. @ ; t i"-êi~-ªê:-1E~.Jí_~~.!ls:f01.'lJ.l-êçã~.J-~in~ . Tem-se 
com efeito, quaisquer qu.e seja1"1 os elementos U, V de :J:?.P, 
atendendo à linea:ddaa~~ elo $ e 1J! : 

61 (u + 7) = ri (ljf Cu + V)) = çp [~(U) +fCv)} 
-= ~ (Vf (u)+ ti CY! (v))= 

= e (:1) + e (v) 

e, qualquer que sej~ o nÚmero real k : 

0> (k U) -;- ~ (V- (k U)) = ~ (k ~ (U)) 

=k <i (If (U)) = k e (u) . 

Está pois provade o que pretendiamos_ 
. .A multiplicação assim def'itri.àa entre transformações 

linearea goza~ ev:l.à.en.tem.ente, de todas as propriedades que 
caracte·ri zàm a mul tinE c9.(:rão eu-tre transfortnações em geral: 
é 1?o:t~tanto _~§3ill2:!~opsi v~i"t-y.:.;4:Y5)Cn e ~~~ _ Vamos· 
al eii1 di sso p:l.~ovar que e di et;.I'L12l1~.i v~_lL!:~12~~j;.o da adi ção 9 

isto es \lenos demonstrar ql1e se tem necessàriamente 

~ ( ~ + lPi) == r1 ~ + ri o/ZJ 
( ~i -I- P2) 7f = p~ 1}r + p-z.. 1Jr 
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(quando y! 1 lf." 7fl. são trans:t'ormações lineares da :ti P sôbre 
;Rr'l e cp 1 p'f' ª1.. transformações lineares de R" sôbre 1t~. 

Com efeit0 1 seja X um. elemento qualquer de 1{/':1; apli
car o produto if ( ~ + Y;;) a X equivale a aplj.car prim.eiro 
1J!.f+ 1f( a X o que da (por definição de soma de transfor

mações) : ( v:. + 1J{ )(X) = 7.)f. (X) + 1fz (X:) 

e aplicar depois çp ao resultado, o que dá (em virtude da 
linearidade de ~) : 

~ L ilJ .. (X:) + 1/1. (X) 1 ::;: ~ ~ 11; (Ã) 1 -I- ~ llK (X) 1 
= (~~ +p ijrz. )(X) 

Em conclusão : aplicar <p ('lJI-c + llç) equivale a aplicar 

rP "lj4 + P ~, i sto é : 
~ (y:. + 'K) = rP ~ + ~ V2 

AnàJ.ogamente se prova a 2a igualdade . 

Produto interno de doi s sistemP.s de núme:ro~ .. Antea de
passar ao produto de maJGl'i zes: OOU79.TJJ. definir "produto in
terno de dois sistemas: de númerosll.Consideremos dois siste
mas de números reais: 

U == (U11 u2' . . " un) , 

V = (v1' v2" .. , vn) -

Chama-se J2.:rodutÇ.j.nterno de U 1'.2.F- V, e representa-se' 
por U tv (ler "U interno Vn), a sana dos produtos das: co-. ~ 

ordenadas: hanologas de U e de V Em simbo10s: 
n 

U I V = u1 v1 + u2 v2 + ...... un vn = L llj,V o 

i=l ~ 

Consideremos a transformação linear !> de 7(' sôbre 
Jt Wj defini da pe1as_ funçõe~ 

y. = a 0 1 x.. + a 0 2 x 2 + •.. -I- ao X (i=l,a, ••. m) 
~ ~ . .L ~ "l.n n } 

cuja matriz é A =[Bj,kJ. Imediatamente se reconhece que 
Si (a coordenada de ordem i de' ~ (X) é o produto interno 
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dos sistemas de números (ailt ai2,··-, ain) e (xl ,x2 '··· ,Xn) , 
isto é, ~c..ujio interno' da 1i~ i ~ A pelo sistema Ã. 

E~odut~de l1!.l'!t!,:!:.~ê; .. Seja A \lJ."Tla matriz mxn e B uma ma
tr:i.z n~p : 

,----j 1 
B:::: h.. •• 'Ib ,·"b, -iI 1 lk I .p I 

r-------------------~ 
b2J. .•. • b"'l ! ••• b 2 I ..::~ I P 

L~~~ __ ~~ __ ~_:~ __ ~~~J I I 
• ... ." I ." I • • • ." 

I I I b_, ." t b I .• - b 
UL I MI npl 

L ~---~ ~ 
lé\n:t am2 

. .. .. .. J 
.. II;!' • a mn 

.. , . 

(Para melhor compreensão do que se seg~e destacámos a li
nha i de A e a :C.l:b:tu..~.k ,Ele B). 

À matriz B cOTre~ponde uma transformação linear de 
::RP'sôbre 9(h e à ::le:triz A correa,.-oonde uma transfonnação 

linear de R rl sobre 7tr; designemos estaR.. transformaçõeS3 
resp~ctivamente por1f .... e çp.Como vimos, o produ~o de c1 por 
-W- e uma transfor.:naçao, ainãa linea"t', de JtP sobre ~m: 
cõrreaponde~-lhe-á portanto uma ~atriz p~m, à-qual cha
maremos ~~ÇL d~A J.,>Q;t: B e' que representaremos por ÀB. 

Po~bamos 8:::: 6 ,Ir e C::::.4.'3 F-c:ra deduzir e a par
tir de A e de B, recordemos que os ele.nentos da coluna 
k de C são (de c:i.ma para baixo) as coordenadas. do trans
í'o:rn1.9.do de Ek por meio de (0, ou seja, do ponto 

Ora o 
coluna k, 
triz de ~ 
que cik e 
ja: 

ei; = e (EI·J = ~ (~ (Ek)) , 

k::::l, 2 , ..• ,p, 

-- (blk' b2k1 • ~ • $ bnk) ~ elE (clkJ c2k"'" Cmk) 

elemento cik de e, existente r~ linha i e na 
<# • 

e a coorde:c.ada de ordem i de <1c; e como a ma-
é As deduz-se de (8), pelo que vimos há pouco, 
o p~oduto interno da linha i de A porBkJ ou se-

c,h = (ai 1' ai2,···, ain)\(blk , b2k:' o •• , b nk) , 



= ail blk ... ~2 b2k "'g ' .... ain bnk: » 

ou ainda, a~reviadamente, 
n 
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cik = 2: air brk (i::;1 ,2, -, ~ ,m; k:=l ,2,,, .• ,p). 
r=l 

Podemos assim enunciar a regra da multiplicação de 
matrizes nos seSI.úntes termos: 

O elemento de A B exi stente na l:i.:rtha i e ua colu:na k p. __ -._Of__ __"' ..... ___ ._.. "'10 ____ . __ _ 

-ª ~~~!29_uto intet,Il...2-i!!i_~J .. E!!Q i ..Q.~ A ~ljL~l:E..~ lc 
'ª-~ B 1 ..Q~ll!idel'adas cqmq .~~:te..!P.?!E..ªe :núm~!.9Jl (i=l, 2 p o ·,m.i 
k=1,2, • ,.jp). 

Costlxna ainda exprimir-se êste facto d:i.zerdo que o 
produ'co de matri zes se efeotua· 1flll1ll. ti:p.li cando li T~las lJOr 
colunasll~ 

Em notação abreviada: 

I Xl 

[ai jl· [b .,,] == :E 
. J... .. j=J. 

~ ua:.;:'ticular,· pode teI""se m:::: n == :p: o ':;T.'OQuto de 
mt~.ê;...~~tri z~ê. n x n (.su;ag~~ . ..EO-E!~~91;;.~_.~.:f;&. ~!f~_~~ 
t:ri z ll;( n .. Paralelamente 'ooãen:t<)s· afirmar aue .~ o ';:;roduto 
~;'«dg!1_s transf()~ções li~eê;!~.s. dE....~EJ~tÇ.9.. -(j(~ s~~~--; ~I~~"t
mo ê aiJlQ..5Llw:Y:l J;;ranSi.f'ol'l1l§.Ç,.~..J.in~~ª-~. ;;11'1 §pbL'i._ªL.:ne~9.. 

Como exem~o, consdieremos as mattizes quadradas: 

A = [~_~ 1 ' B = L~~] 
o elemento ~1 de A B será o produto interno·dala ·linha 
de A pela la? coluna de B, ou seja (1, 2)J(0, -1) = 
% 1.0 + 2 ~-1),= -2; anàJ.ogainénte C12 = (1,2)\(0,1).= 

= 2, c21 = (O, -l){eO,-l) =1, c22 = (O, -l)\(Oi 1) ~-1; 
portanto • 

A B = [-: .. :J 
Anãl:ogamente se calculava o produto B A, chegando-se 

ao resultado: 

M G - 10 vol .. r 11 
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B A t~ -;J 
Tem-se pois A B ~ B A, o que nos diz que o produto 

~-ElÊrizés não é Clhml~:ljati..!.Q. (~~ as podendo afirmar 
ª-QJ?,ro.duto de_ transf'0l'G!ê:,Ç§es lineflres). 

Con.sideremos o caso parti cular do produto duma matri z 
linha por uma matriz col~a Tem-se, como é fácil de ver 

["l "2 .•. "n1[ !:1 = 31 b1 -+ "2 b2 + ••. -+ "n bn 

isto é: o produto duma matriz linha por uma matriz colu
na (ou vi ce-versa) é igual ao produto interno dessa linha 
por essa coluna. 

Notemos ainda que, mercê da definição de produto de
matrizes, podemos representar de nova maneira as trans
formações, lineares Seja a transformação ". 

Y1 ::= 8J.1 Xl + a12 %2 + . . . + a1n xn 

Y2= a21 Xl + a22 x2 + ,.. • + a2n xn 

Ym = aw. Xl .+ ~ x2 + ••. + .~ xn 

Podemo~.escrever então, como é fácil reconhecer: 

Y1' aU a12 •.. 81n Xl 

Y2 == a21 8 22 • • • 8 2n • %2 

. . .. . . . . . . . 
YmJ aw. am2' •• ~ %n 

o que equivale ao sistema precedente. 

Matri ze:S3 eacalares; produto dum escalar por wna ma
.ttl.! - Na teoriad8$matrizes, os mimeros são tamb~ cha
mados ~iÜareSi. Seja r 'WO. número real; se tôr)[ um. e1e-



mento do eapaço J?.l?e Se pusermos 

Y=rX, 
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seI'á ainda Y U111 elemento de Jin, al.1jaS3 coordenadas=. Yp Y2~ 
..• , Ynt estão relacionadas' com as coordenadaa: xl S :;~2~"":I 
xn de X pelas fÓ:rmulaa-" Yl = r xl' Y2 = r :X:2~ . "1 YJ:J. = r Xn' 

O escalar r define portant~uma transformação do espaço 
.§C" sôbre si mesma, à qual corresponde:: .. maDifestamente a 

matriz n)Cu 
r 
O 

O 

r 

.., 

• • • O _. . . 
. .. O] 

. . 
O O r 

Como se 't'ê, nesta matriz,. t.odosos elementos=: da la dia
gonal são iguais a r 53 os ref!tallte;=elementos _fil...q"q...!L!!lQ,ê. 
Às matrizes, desta natureza dá-se, o nome de matrizes=: eSQa:" 

~. 
I • '. j", • 

Um caso partJ.cular lJllportante e aquele em que se tem 
r=l e portanto Yl =%1' Y2 = %2'··" Yn = xn ou seja 
Y =x; ã matriz escalar corresponde neste cam> à transfor
mação idêntica I; ê então chamada ma]~z_llBi~ e re~e
preaenta-se~ por E • 

A matriz unidade é pois a matriz quadrada que tem iguais 
a 1 todos os elementoa,da la diagÕDal e iguais a zero os. 
reatantea:; elementos. O elemento genérico da matri z. unidade 
costuma ser designado pelo stmbolo 'ik' chamado s!mbolo 
de Kronecker. Tem-SEJ pai s 

.. 

·Idc:t~ 
se i:;=k 

se i # k • 

i claro que. 

A.E = E.A = A , 

desde que A se·ja uma matriz do mesmo tipo que a matriz E. 
Seja agora r um 'escalar e A uma matriz 'm)( n: A=(alk]. 

A matriz A representa uma transformação linear deo,n'? sobre 
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,..., 
~ definida pelas funções 

n 
Yi = t:. aik 1c: (i=1,2, o .0 ,m); 

1<:=1 

por sua vez, o número r representa uma transfoDmação li
near de !7i. msôbre Jc.m, lJlefinida pel~s funções 

(i=l ,2, . .. o ,m) ; 

o produto desta transformação pela primeira será então 
definido pelas funções3 

':p . n 

zt = r ( E aik xk ) = L: (r ~k) Xk ( i:::l ,2, o .' , m) ; 
k==l k=l 

e corresponder-lhe-á portanto a matriz 

r ~l_ r a12 

r a21 ra22 

r a 
inl 

r am2 _ 

. . . 
.. .. .. 
. . . 
.... 

.r ~n 

ra2n . .... 
r a mn 

que'recebe naturalmente o nana de nro~~o do escalar r 
~l1latri~ A e se repres'enta pOllrA. Pol.~ conseguinte, 
~ • ..1),T:E~O de r .E.gr A ~ a ~~ri z que tem por elemenj:;_~~:, 
12:'Fod\tt~ r ;00108 elE'.:L"TJ.entos homólogos dQ A. " 

'Anã16gam.ente se define ó produto de .A por r, tendo-se: 

r A= A r~ 
", ",",'.",' .-

isto e: 9.,ualguer matriz e permutaval aom aualQuer es:-calat:_ 
Em particu.lar, o produto rE do escalar r pela matriz 

unidade é a matriz escalar correspondente a r. E como se 
t~: .. 

(r E)· A = r (E A)= r A , 

segu.e-se que' o prod'i.lto duma matriz escalar por uma matriz 
Alou vice-versa) é igual ao P;rodu1;o,por A do escalar cor
respondente 

l~triz tranSposta - Cháma-se .natriz transposta duma 
dada niât.riz A= Laik1,.e representa-se por A* J_ a matriz 
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que se obtem trocando em A ordenadamente as linhas com as 
coluDas, isto é" em sÍmbolos: 

A~ = la;.k 1, sendo a~k = ~ . 

Por exemplo, a transposta da matri z 

~ 

U ;] 
e a matriz 

[: -11 
3j 

É fácil reconhecer qv.e se tem, 

(A B)*" = B- A-, 
isto é: a transposta do produto é igual ao produto das 
transwstas em ordem inversa. 

Matriz inversa - Já no princ!pio do curso foi dito o que 
se entende por transformação inve~~ duma dada transfor
mação reverslvel. Diremos que uma dada matriz quadraa; : 
~,reversiv~ciuando o fôr a transformação iinear ~ cor---'--... .. rea:pondente e, nesta hipotess, chamaremos ma"triz inversa 
de.t, representando-a por A-l, a matriz da ~ransfor.mação 
~. Como se. tem: 

, 
sera 

e vice-'vêrsa. 
Seja, por exemplo, a transformação: 

j Yl = 3Xl - x2 

l Y2 = 5xl ' - 2x2 . 

Atransformaçãoserâ re~rs{~el se, para cada sistema 
de valores de Yl'Y2 ' existir um, e um só, sistema de va
lores de xl' x2 que verifique com os primeiros o sistema 
de equações (9). Mas,~~tesistema é resolúvel em ordem a 
Xl ,x2', tendo-se : -
tlO) '{Xl == 2 Yl - Y2 

x2 = 5 Yl ~ 3 Y2 
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A transformação (9) é pois reversivel e a sua inversa 
é a transformação (10). Com.o estaa::transformações têm por 
matrizes) respectivamente, 

'(3 -11 
Â= I 5 .e2 J 

segue-se que B = .A -1 ou A = 13'·1; o que de resto se pode 
verifi car dire otamenJGe: 

.. 1 -1'=[1 
-3 O 

Seja agora a transformação 

{ Yl = xl + 3 x2 

Y2 = 2 Xl + 6 x2 . 
. . 

Q.uaisquer que sejam 'os'~GllOl"eS de xl e x? tem-se: 

ou seja 
2 (Xl + 3 x2)' = 2 xl + 6 x2 

:2n=Y2 ;. 

daqui se conclue que, atribuindo a Yl e Y2 vaiores:, tais 
que Y2 não seja dUplo de Yl, não existem valores de Xl e 
x2que satisfaçam àquelas eqUâ.ções-.• Por exemplo, não ha
verá nenhum ponto de :1i~'que seja transformado no ponto 
(2, 3); por outro lado os pontos: (3, 1) e (O, 2) são am
bos transformados no ponto (6, 12). A transformação con-

• IV ti' . f . ~ 
s~derada nao e portanto revers~vel e o mesno se podera 
dizer da respectiva matriz: 

[~ ~ l. 
Tendo em vista o que foi dito sôbre transformações 

em geral, é fácil reconhecer que sendo A, B matri zes. re
vers! vei sr, 'se tem necessàrlemente: 

(A B)-l = B-l A-I, 

i sto é: a inversa. do produto é igue~ ao produto das in,,: 
~as em ordem inversa. 

Como se viu, o problema da inversão de matrizes' está 
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lntimamente relacionado com o da reSQlução de sistemas de 
equações lineares. Mas para um estudo sistemático deste 
problema torna-,se conveniente introduzir um conceito de 
grande comodidade - o conceito de determinante de que va
mos tratar seguidamente 

B) Dete:rminantesJ 

~86' duma :E&lrmutação - Como se sabe do curso liceal, 
dá-se o nome de permutação de ~ el~entos.al' a2'~··' an 
a todos os si stemas que se podem fo~"'mar com ês:teS3 elemen
tos, tcmados todos de cada vez, numa. ordem qualquer, f}l1:!§. 

~~~ção. Assim, por exemplo, o sistema (2,3:;·1~4) é 
uma permutação dos ela~ntos 1~2,3i4~Recordemos1 por ou
tro lado, que o IlÚmerode permuta ções-:di stintaa que se 
!,odem fomar comn elementos é igual a n~= 1. 2.3 • •. n. 
E costume esoolher uma destas como permutação de referênc:ta, 
dando-se-lhe o nome de pe:rmu~rlnciEê!. Q.uando os-ele'·' 
mentos considerados são os' números naturais 1, 2, 3 , ... , n, 
adopta-se geralmente cano permutação principal aquela em 
que os elementos estão dispostos por ordem creseente, isto 
é, a permutação (1,2, •.. ,n). . .. 

Diz-se que numa permutação dois dados elementos~fazem 
uma permanência, quaIldo estão dispostos na mesma. ordem em 
que figuram na permutação principal; caso contrário, diz
-se que os dois elementos considerados faZem uma. inversão 
ou variação. Por exemplo, a permutação. 

{3,2,5;4,1} 

apresenta 6 inversões consti tuidas pelos pares 

(3,2), (3,1), (2,1), (5,4),.(5,1), (4,1). 

uma permutação.diz-se par (ou de ~rimeira class&) quan-#, N . ti 

do e par o m.JIIlero de inversoea que apresenta; caso contra-
rio a permutaçáo diz-se tmpár (ou de segunda classe). 

Chama-se transposição de 'dois elemento~ .. ai J ak numa 
dada permutação, à troca desses dois e1_Ptosnape:nDU
tação de modo que ai passe para o lugar de ak e ak Para o 
lugar de ~. 
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Teorema de Bézoul - RÃ transposição de dois elementos 
duma permutação faz mudar a classe da permutação'!· 

Para a demOnstração pOdemos limitar-nos a permutações 
dos nÚmeros naturais 1, 2, ..• ,n Seja 

(i1' i 2 , .•. ,ik , ik+l'··· ,in) 

uma 'tal permutação ,e sUpor .. hamos em primeiro lugar que se 
faz a transposição de dois elementos consecutivos, l.k ' 
ik+l ; obteIll''''se então uma nova permutação 

(iI' i 2 ,··· ,l.k+l' i k ,··· ~in) 

mas e clal.'o que a posi ção de i k e de i k+ 1 em rela ção aos 
re stalltl;: a: elementos (anteriores.. ou. posteriores) não se al
teracorn es:ta transposição, e portanto de duas uma: 0'.1 

ik e i k+1 fOIm8Ill inicialme.nte uma inversão e passam depois-
a. p~rmanência; oU fcrma,m 1ni cialm.ente uma penaanência que 
cede o lugar a uma inversão .., e em quaJ.tluer dos easos a 
classe dapermutaçãoIllUda~ visl:;o ÇLueo número' das sv.,as in
versôesau:.n.enta ou diminue duma unidad.e-~ passando portan-
to de' par a· inipar 0"'..1. de inipar a par. ' 

. S'.:rponha..ws agora. que os elE'.men,tos transpostqs não seo 
'~~nsec.lxtivos; seJ~ ik,ik-f'p êsses: elellle?tos~. Da perrrrJ.ta-
Çüo J."tda ' , ' ' 

,. ' "(iI' i 2 ,···, i k , .," , ik.t-p' .•• , i n)' 

pode passar-se para a nova permutáção, mediante duas sé
ries sucessivas de operaçõ~s~ 

I) - ~nspor ~iro j,k com i k+P depoi s i}( com 
i k+2 e assim sucessi vainente "atê trâÍls~r i k com ik+P' 
Obtem-sed'este modo uma nova permutaçao: 

{ilt .. i2~··~·,i.k+1' i k+2 ,···, ik+p' ik",~" i n>. 
Ir.! -' 'rl-a!l~J?Or.~guidame.~t.e ik+p. ÇO~ik+:P';'l' depois' 

i k+p .com ik+~2' ". e ássim· sucessi vaI!len~:e., até transpor i k+p 
'COIJl i k+l ; obtem-sé deste'modo a permutação: 

(i1 ,· .. I ik+p" •• , ik~ ~ •• , i n) 
... 
a qual se pretendia chegar. 
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Ora na primeira série de operações fazem~se p trans
posições de elementos consecutivos$ enquanto na segunda 
se fazem p-1 transposiçõesc- de elementos consecutivos; por
tanto, aplicando a primeira pa~te da demonstração, con
c1ufmos que se produzem ao todo 

p+(p-1)=2p-1 
.. .. ~ 

mudanças < de classe - e como o numero 2p ... 1 e impar se-
gtJ.e"se que a classe da noya :permutação si diferente da clas-
se da :primeira. q. e. d. 

~fip.}.. ção d~det~~1:t~ - A cada matri zquadrada de . 
numeros . r ali a12 a1n 

A 

=t~: 
a22 a2n 

an2 ann 

costuma. as so c·i a-r'"' se um número t chamado §.ete~.1!!B.te da 
matri z A e que se 2.?fi.r:.e do s~.8!:É:n~~2.9.2: 

Tomemos um elemento a1 ,.;<. na primeira linha, um elemen
J"o a2p na segunda linha, •. :, um. elemento an\J na Ú1 ti.ma li
nha, de maneira q,ue todos estes: elementos pertençam a colu
nas' diferentes=.. Deste modo; os segundos indices: na ord;;
por q~est~;-escritos, (Q(;, ~'"" ,u) fonnam. uma per
mutação dos nÚíneros 1, 2, .•. , n. Consideremos agora o pro
duto 

(-l)P alQ/. a2(?;'" ~ 'í) 

em que p designa o número de inversões. da permutação 
( «- t " , • u , '))); nestas condições, será (-1) P igual a 1 ou 
a -1 conforme a pennut8ção (o(., (" ••• , ») fôr par ou 1m
par • Posto isto, faç~s variar os !ndicesoC: 1 (1, ••• , )l 

de todos os modos poss~veis, de 1 a n, sob a unica condi
ção de se manterem diferentes entre si; cano exist~ ao 
todo n~ pernutaçõeS': distintas de (1,2, •.. ,n) segue-se que 
são em número de n! os' produtos que se podem obter como 
foi indicado. Pois bem.~ à soma. de todos esses produtos, 
sorna que podemos abreviadamente designar por: 
--- ------
M G - 1Q vo1 • f 12 
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(1) 

dá-se o nome de s~erminante da matri U. É costume re
presentar o deter.mi~te de A pela notação 

det A 
t ou por qualqller doS', s~mbolos: 

a11 a12 aln 

~l a22···~ 
.... 

em que os colohetes da matriz for~~ substituidos por dois 
traços vertioais . 

Ivfui tas:. vezsa,.. para brevidade de ld.nguagem, chama-se 
ç e-

tambem determinante a qualquer deatea;; s J.lD.b 01 os , e entao 
as .~ (linhas oE. col~A9.ê) do detenninante são as filas 
(linhas ou oolUIlas) da matriz; o mesmerse diz a re~ito 
doa. e~nto~~'P:':""'incipa~, da la diagona;!;. e da ~1!.go:nal 
do d.etenrdnante. 

~.m:a do detenoinante é o nome que se dá ao número n 
daa;linhas ( ou das colunas) do determinante. 

Outras vezes, chama-se deter.minante de A ao pOlinómio 
(1) que o define e então os termos do determinante serão 
os termos deste polinÓmio; em partioular, chama-se ~~~ 
príncipe.!. ao que tem. por factores·o os elementoa principais, 

o ou seja: 
a11 a22 . • • 8.zm . 

Observemos desde já que, note~o ge-m1 do deter-
minante"t o 

(-1)1' al~ a 2 [) •.• an ~ 

a ordem dos factores', é arbi trária, em. virtude da coinuta
ti 'ridade da mul tipli cação • Será então posai vel ,mediante' 
sucessivas o tran.sposições dos factores altV a21<;,'· .. ·' an~ 

, ,'" \:. ( " 0010ca-20s por ordem CI'es--cente dos segundoS:' ~ndices: in'" 
à.ices';da$ colunas); aeste modo, os prirneiros indices fi .. 
carão por 'U..'ll8' Ol'de."!l poss:tvel:nente diferente da inicia2 ~ 



formando uma· nova per.mutação «(.)(', (~', 
1, 2, .•. , n, tendo-se: 

, ~l) dos nÚmeros 

a1Q1. a2r: ••. anl> = ao«'l a~s2' •• a)J~n . 

lvIas é óbvio que; ao passar de (d. 1 (} , '" , ))) para 
(1,2, ... ,n) se executa,. o mesmo niime=o de trans:posições= 
que ao passar de (1 g 2, • G. ,n) para «(Jl.', ~i , ••• ~ 11) e, como 
a permutação (1,2~J"$n) e par segue-se que as permuta
ções (c(, I? , •.. 1 )} ), (~f 5~i ,.' .,~) são da mesma classe 
(em virtude do teorema de Bezout). Então, designando por 
p' o n~ero de inversõeS" de (oL' ,r--' , "., ~), tem-se . 
(-l)P = (-l)pg e portanto: 

(-1) p alt;/.. a2~ -.' an \) = (-l)P' ao/. '1 a (/2 •.. av'n' 

Ê portanto indiferente, na. d.efini ção de determinante 
de A; utilizar o polinómio (1), em que os primeiros in
dices figuram por ordem crescente, ou opolinómi'o.: 

G (-l)P a 1 a 2 •... a 
01·. e ~n 

em que são os segundos Indices a figurarem Por ordem cres
cente. E daqui reaul ta désde já uma' consequência impor
tante. Se pllsermos afk = sn (i ,k = 1 ,2,- ~ .. ,n), a matriz 

que tem por elemento gené~co aik' ou seja a matriz 
f ..., ... • . I a11 a12 . . . aln al1 a2l • .. anl ' 

A _! aã a.-22 
,. 

a12 a 22 .•. an2 - I, o •• 82n = 
I . . . .. ~ . . -. . . . . ... 
I aé 
!Dl 

• ~ .. 
.... ann a1n a 2n • •. a nn 

que se obtem trocando em A ordenadamente as linhas com as:. 
colunas, chama-se, como dissémos atrás, a matriz trans
posta de 'A e o seu determinante será: 

det t = y- (-1)P aio." a;~~ ... a~» = L-. ( -l)P alO(, a2~ ~an» 

ou seja, em virtude dO'~ue precede: 

det.r = det A 



Em conel usão: 

"Não se altera o ~~lor dl.l!l!_ dete~,Eant~,..9...ua~~~ 
fJ;2};.,~",§~...E:251~Qrd~llada~t.e _?.!'Ll.~~~~~,§LJ~olllAê,,~ .11 

Jlli::~J?10ê.: a) Cons~deremos o determinante de 2a or-
dem: 

Os produ.tos· que se podem formar tomando doi s elementos 
com lir.has e colunas diferentes.:. são 

ambos eates: te:r.mos ~stão escritos:, com os primeiros indi
C'~eS3 em ol:dem cl'eacente; mas enquanto no :vrimeiro a per
lIUta~ão dos se gu..'1d o s:J ndi ce a, é (1,2), portanto paI', no 
segtlIldo a pe:t:mutação dos segundo&" iÚd.iceso~ é (2,1), pora
tantolm,PaT; 'deveJll então In'etltiplica:;;--se por +1 o primeiro 
e por. ~Vl o segundo, tendo"se por conseguinte: 

, D == alI a 22 - ~2 a 2l 

b) Seja agora. o determinante de 3a ordem 

" a11 ~2 a13 

D == a2l a22 223 

a~ a32 833 

Teremos neate caso 6 termos que "" ... 
sao: aparte o 

a11f a22 a..33' aU ' a23 a32 , a12 823 a]l 

~2a21 .a33' a13 fi2l a32' ~3 a 22 a31 

sinal: 

Ora as pe:rmutaçÕeetõ(1,2,3), (2ô,1),(3,1,2) são pa
res:, enquanto as permutaçõeS'..:;(1,3,2), (2,1,3), (3,2,1) 

"" f ' 
000 l.mpare s; 1ogo : 

D = alI a22 ~3 + a12 a23 ~1 +. a13 a21 a32 

~ a11 a23 a32 - a12 a21 a33 - ~3 a 22 a31 
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Teoremas::: elementares sobre determinanteSõ;"· Uma. das: 
pro:pri-;;d~fundament-;;:i s dos. de:;;;-nd~nte;" é aquela há 
pouco demonstrada: nIJão se aI tera o valor dum detenninan
te I quando nêle se trocam ordenadamente as linhas. com. as 
colunas". 

Daqui resulta um principio que se dev.e ter presente 
nas demonstrações sobre dete:t:m:inantesl 

"Toda a propriedade dos determinanteaque tiver 8110 
demonstrada em relação às linhas fica autamâticamente de
monstrada para as colunas, e viae-versan. 

Por outro lado~recordar~o a anterior definição de 
determinante desde logo se observa que: 

"Em cada termo do desen"\i'ol vimento dum de·te:nllinante 
figu:t'a ume um só elemento de cada linha (um. e um. só ele" 
mento de cada coluna) do determinante". 

Daqui resulta desde logo a seguinte p:ropriedade~ 
I - Se num cle"terminante todos os elementos à:uma fila são .... ."... .. __ ~~._~ ... "' ...... _'_""""" .. ~....-~ ..... _ ... __ .-~ ___ a ~ .... _ 

!!!slttQl.~ cª,do.LL2Y.-.• §iXLQJd2~Ü_~Q;"f .. E::!!Lglesmo Il1J.-~..;?. c, ~ ... 
.i~:mQ.Bê];tfLF.Q.ê.ulta_~ultiJ.!lic-ª-~ou--ºJ:vi_d!..i9.l...1?9.r ess-ª_~ú-
mero c" 

Com efeito"camo em cada termo do determinante figura 
um, e um. só, elemento dessa fila, m.ul ti:plicar (ou dividir) 
por S todos os elementos da .fila equivale a mul tip]:ilcar 
(ou dividir) por S todos os texmos do determinante e por
tanto a sua soma, que é o valor do determi,nante. 

Anàlogamente se reconhece que: 
Se num. detenninante há uma fila nula (isto é, foma-

2-..a. __ t!~-?J.~ntos ~.c2i) ~teng.{!;nt;-~-nuio·:---
Por outro' lado tem-se o seguinte teorema: 

II - Se cada elemento duma fila dum determinante está ex-.... --- -------...... -
:ere~sp numa. ~cma d.§...ill!~S3 :parcelas,.2 dEl.termi,,;ga..nt~~;:ª 
i&!~ __ à soma dos:' d~1:erminantes qu.e d~+ .. ~ .. ~ê.!n{:Sl!1?@.'" 
iii1.!i.l!S.9~ementos·. da9,uela..!..:;"l&.t Sllc!ll',si vament!!t.~~. 
IDmeiras :ea~~~l~!LLl2e!~~:!I!.da~r-º~as._~_.9.ue e stãq 
~~st~. ' 

Com eiei to, seja o dete~nante da matriz 

A = [aik1 (i,k:l, 2, ••. , n) 

e sup011ha"llOS que cada elemento da linha r está deaomposto 
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IltL'U bi nÓID:i o : 

r tt • If' " arl = arl + arl' ar 2 == 8 r2 + ar 2 , .. ' , Bnl = eh + am -

Então; cada terlD.o do det~.rminante, se deoompõe em dois: 

(-l)P a., .Ai a2 .l!l ..... a·· ':0: _ ·a· = 
J."", I' rf nu 

. (.)p. 9 ( l)P n = -1 al~ ••• are • '. ~}) + - ald,,'·· arf '·· anl} 
.... .. 

e o determinante Sera a soma de todos estes: termos , 

. I <;> ()p .; ..... ()1> n laik = 4 -1 a~ .. ' ar( ._anli + L.! -1 al~' .' ar f'" anl> . 

.Mas. o primeiro. destes::.somatórios e o detenci:cante que se 
obtem do dado substituindo cada elemento ark da linha r 
pora~k' e o segth'1.do somatório é. o detenninante que se 
obtem do dado substituindo oada elemento ark da linha r 

II por ark , o que prova a afirmação feita. 
Assim, l'or exempl;o, , ter-"se-·á: 

ul vl ... v' wl = 'fUl vI w. 
I ~ uI. v' wI . I ·1 1 

u v2 + v~ w v2 w u2 v' w2 2 2 t U2 2 2 

u V' + v' i'l3 I u3 
v3 VI I u3 v· w':) 

3 3 3 3 3 ..11 

As propriedade's I e II costum8mexprimir-se di zendo: 
Todo o détenninante ~. uma' função li near de quru.9.ue;: 

das suas filas'·. 
Dem~n8tremos agora este outro teorema: 

II! - Troçando entre si duas filas J;eralelas du..TJl determ!.
nante, este muda de sinal.. 

Seja ainda o dete:cninante da matri z . . ., . . 

i,k:: 1, 2, ••. , n 

Trooando em A as l.inhas" de ordem ;t, e§.( sUpondo r < s), 
obtem-se uma nova matri z; designemo-Ia por B = {)ik1. En
tão as limasc,.l: e.§. de B serão iguais., reapectivamente, 
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às linhas l! e 1: de AJ e as reatantes,'linhaS:3 de B serão 
iguais,às linhas,:hçmo1ogas de ~j isto é: 

brk = ask ' b sk = ~k ' bik = 8.tk para i 1= r,s (k=1 t 2,H. ~n) 

vm termo qualquer do 'det B 
.-

sera portanto da fonna: 

T =:= (-l)P b1~· • 'fJrf·· bsti·· bn }J 

:: (-l)P a.. .•• a o •• a-e.-_ua ,} . J.oI.sf .-.. n v 

em que p é o número de inversões; de (ot, .... ,r, .. o ~Ü, ••• ,)t ). 

A ~ corresponderá o seguinte ter.mo do det A : 

,T' = (-l)P' ~, .• ~ü'"'" asf'" anAl 

em que p1 designa o númer.o de inversões. da :permutação 
(~, ... ,~, ..• ,.f., ... .,,)1) que se obtem da anterior trans
pondo .f com 0-. Mas·., pelo teorema de Bezou1;, P e pt têm pa
ridades., diferentes-:; logo 

T = - TI. 

Assim., a cada termo de det B corresponde:' um temo 
do de'!"; A, simétri co ç.o primeiro, donde se conclue 

det B = - de'!:; A, q.e.d. 

Co..rno consequência imediata deste teorema, tem-se a se-
gu:i.nte propriedade: . 

~....!lPl!!:..fuli9.!VfÍ.~t~_QE.as,. f;'lJMi. 'OaTalelas sio i€;!.~ais ou . 
'pToporcioDaBlz o_~~~~~~_é nYl2,.· . 

Cam efeito, se no determinante da matriz A duas filas 
paralelas são iguais, o determinante não ~ al, tera trocan-
do entre si essas duas filas; mas" por outro 1ado~ emvirt1l~
de da proptiedadeanterior, o determinante deve mudar de 
sinal; :portanto: . 

de-t A ::: .,. de-t A 

ou seja 2 dei; A = 0, donde det A :-~ ° . 
n ... N . .,. • •. ~... 

.::;a as duas fJ.las sao prollOrclona~s, ::Lsto ei' se t4118 de'" 
las é igu.al ao produto da outra :por um :tíÚ:.nero ~Of podemos 
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torná-las iguais multiplicando a segunda por c, cam o 
'" "" que o determinante. resultara multiplicado tarnbam por c. 

Tem-se pois: 

c det A = O e portanto det A = O, 

Oombinando êste resultado cam o teorema!I, chega-se .na...., 1 ... 
aJ.. a a segw.nte conc usao: 

rI - .Q......Y,.~9...L.Q'!1m de>.:;erini~te_não ê-e a.lte~.2..!l~ª-ngQ., 
~s.s ~1!3m3n:toa _~Ü~L~~~.,~~_SOIJJa1ll· <:)~!~~os 1=.Q.mólo.&Q~ 
p.ol!.tr?' :f.'iÀELPp.l:ª4-ela _UF.im~.tra .~tiI1.l:.icllª9JLJ2Q~ me~ .. 
mo ggmerQ. • 

Oom efei to. se a uma fila do determinante se sana ou
tra fila paralela à primeira multiplicada por um número c, 
o determinante obtido' podeI segundo o teorema II , decom.por
-se em dois, um dos quais e o determinante dado e o outro 
é um determinante cem duas filas proporcionais, portanto 
nulo~ 

Pode ainda demonstrar-se, de maneira análoga, que: 
.ê.El.11.wu deJi..~!J!t.f&:g.t~_<tt.ª_~..!i~~L.9.ye é combi~iãQ...lt

!l@N-ª~~fas !i.~§."p'al:'gl~J,.g~l_2-<!~~_l!I!!lli1nte é nEJ::'Q ~ 

12.es~21nraento dum determirug±tese@.l~os elemeg- I 
tos QumaJjJa - Ohama-se ~~r é~~ent~ d1Í1lll dado ele
mento aik dum determinante, ao determinante que se 
obtem do primeiro, suprimindo a linha a a coluna que se 
cruzam nesse elemento. 

Ohama-se complemento alg~brico do elemento aik ao me
nor canPlementar de aik multip~icado.por -1 elevado à so
ina i+k dos {DdicesJ de linha e coluna desse elemento. 

. . . ~. 

Oostuma repres&ntar-se por~k.o complemento algebrico de 
aik; se forMik o menor comPlementar de- aik,ter-se-á en
tão, segundo a defini~o anterior: 

'+k Atk = (_1)1 M1k · 

Por exemplo, no determinante 

1.i- -~--il O 1 -11 
f 
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o oomplemento algébrioo d.o elemento 5 (da 2a linha e 3a 
oOluna) é: 

(-1)2+3.1 3 

! O 

o I =-3 
1 I 

Teor~..it.tl-ªl?laoe .. "Todo o determinante é igual à 
soma dos proauto~ dos elementos ae uma. sua fila ·qua.l;1.uer 
(linha eu coluna.) pelos respeotivos complementos alSC3bri
oos". 

Mais pormenorizadamente: Dado um determinante~ 

alI a12 8 ln 

8 21 a 22 8 2n 
.... ,. ... 

anl an2 a nn 

este pode ser desenvolvido segundo os elementos duma li
nha j., qu~quer, de acôrdo com a fórmula: 

I Bj,k'l = Bj,l ~l+ ai2 ~2 +.,.+ Bj,n.!tn , 
ou, abreviad~nte 

n 

t Bj,k I = L: BJ.k Aik 
k=l 

anàlogamente, pode ser desenvolvido segundo os. elemento~ . , 
duma. oolu:(la k,qualquer, de, aoordo com a foImUla: 

laikl = alk Alk + ea A2k + ••. + ~ Ank 

n 

= E 
1=1 

Demonstração - Comeoemos por considerar a soma de to
dos os termos de determinante 'em que figura e elemento 
alI; se designarmos por Srl esta soma, será evidentemen-
te: . 

-----_._--
M G - la vel .. ' f 13 
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designando por p o número de inversões da permutação 
(1, E3 , ••. , ))) e supondo que o somatório· se estende a to
das -as possi vei s permutações ( ~ J ~. , ••• , }) dos números 
2, 3, ... , n. P<;>ndo alI em evidência, virá: 

Sll = alI 2: (-1) p a2 ~ a31 • . . ~)I ; 

mas, atendendo a que as· permutações' (1, (3 , 6' , •.. , )J) e 
( (3., I' ... , )1.) são da mesma classe (vi sto que o elemento 
1, colocado em lQ lugar, não forma inversões), tàcilmente 
se reconhece que o Último somatório é igual ao comPlemen
to algébri co de all' tend<;>-se portanto : 

Sll = ali All .. 

Consideremos agora um elemento genérico, aik' do de
terminante. Podemos levar este elemento a ocupar ala li
nha e ala coluna, trocando em primeiro lugar a linha i 
cam a linha i-I, depois cam a linha i-2, e assim sucessi
vamente até chegar à linha 1; e trocando em seguida a co
luna k cam a C01UDa k-l, depois cam a coluna k-2, e assim 
sucessivamente até cheg~r à coluna 1; dêste modo, o deter
minante muda de sinal i+k vezes, visto que se efeotuam ao 
todo i transposiçõeS3 de linhaa e k transposições:< de colu
naa",. Por outro lado, o menor complementar de aik (desi
gnemo-lo por !vf:t.k) continua a ser o mesmo depois das trans
pCTsições3. Por conseguinte, se· designarmos por S:tk e por 
Slk a soma dos termos do deter.minante em que entra aik ' 
antes: e depois daS transposições, -rirá, atendendo à. pri
meira parte da demonstração: 

Slk:;: aik I~k 
'+k Sik = (_l)l. ~k M:i.k , 

e cano Atk ~ (_l)i+k Mtk, ter-se-á finalmente: : 

Sik = ~k Aik • 

Posto isto, consideremos todos os tennos do de'te:::mi
nante em que entra ail' depois todos a.Queles:,em que figur> 
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ra ai2 1 e assim sucessivamente até ao elemento~ain6 Como 
em cada termo do de-terminante entra UDlr, L..UllL~ elemento 
da lüna i, o determinante será igual à soma 8 j .1 + 8i2 + 
+ ~ •. + SiJ;lJ ou seja: 

I ~k ~ = ail Ail + ai2 Ai2 + • - • + ain Ain ' 

o que nos dá o desenvolvimento do determinante segundo 
os elementos. da 1i·OOa i, de acordo com. o teorema de La
plabe. 

E assim o teorema fica demonstrado. 
hem.pl'o - Seja o determinante . . 

D= -1 O 3 
2 1 2 

3 -1 1 

Desenvolvendo o determinante segundo os elementos da 
3a coluna t vem: 

D = 3 (-1)7+3132 li 
-11 

o 

3 -1 

+ 

+ (-1)3+3 I-~ 

= - 18. 

O I = 3 (-2-3) -2 (l-O) + (-1-0) = 

11 

Co~lário do teorema de Laplace - ItNWn dater.mdnante, 
a soma dos produtos· dos elementos duma fila pelos comple
mentos: algébricos dos elementos hc:mó1ogos de outra fila 

-.. . # - * paralela a primeira, e sempre igual a zero lt• Dn simbolos: . n . 
>-.: ~k Ajk = O , se i I: j ; 
k=l 

n t;i stj AJ.k = O , se· j 1= k. 

Com etei to, se no dete::rminante ! ~k\ S'J.bstituixmos~ cada 
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elemento da linha j pelo elemento homólogo da linha i J 

i sto é, se substituirmos respectivamente 

a., por a .. \ , a '2' por a. 2 , ••• ) a. por a. n ' 
J- ~-~ J ~ Jn ~ 

o determinan.te obtido terá du.as linhas igllai s e sera. por 
isso nulo; por outra lados desenvolvenào êste detemunan
te segundo os elementos o.a linha j ~ de aCGrdo com o teo
rema de Laplace, obtem.-se o primeiro somatório, que deve
rá portanto também se.t': nu.lo. Q.ual+to ao segundo somatório, 
basta lembrar que o determir.ante 'não muda quando se tro
cam as linhas oom as colunas. 

Como eorolá~io do teorema de Laplace podemos ainda 
estabelecer a seguinte proposição: 

Se num determinante forem nulos todos os elemeEtos_ 
si t~ados d~ dos lados da diagonal Finei Pal o determi~ 
~e reduz-se a se~ termo pr.inci~al 

Seja ç determinante! 

alI a12 a13 a1n 

O a22 a23 ~n ", 

D .... O O a33 a3n 
. - ~ 

O O O ·--ann , 

Desenvolvendo o determinante segundo os elementos~da 
la coluna e procedendo sucessivamente para.os determinan
tes. obtidos de maneira EUláioga.; "obteÍll';';se:. 

D= 
I 

a23 .•.. ~ a2nl a111 a22 = alI a22 a33 a34 .•. a3n 

O ~~ ::: ~j O a44 ... a4n 
I 

1 

... . .. 
O O - •• a O O ..• 8zm 

= .... = alI a22 ..... ann , q.e.d. 

cál. culo dos determinan.!ê.~ - O teorema de Laplace re
c1.uz o ci31,culo dum determinal1.te de ordam 11-ao cálculo de 

= 
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n determinantes:, de ordem n-l; mas pode te.."n.bém, com opera
ções simples) reduzir .. se o cálculo dum determinante de or
dem n ao de um só determinante de ordem n-l, 

Seja por exalD.plo Srs um elemento ~ ny1..2do determi-
nan.te t aik t e consideremos O elemento ark da mesma iinha i 

existente numa dada coluna kf-s; então, somando à coluna k 
·a1"k N 

a coluna s w~tiplicada por- ã-- , o deter.minante nao se 
rs, 

al tera (em. virtude da propl"iedade :rn e o elemento ark se-
a . 

rá substi tuido por 8 r k - -ç~. a rs = O • PJ:oocedendo deste 

modo para, todas as colunas em que não existe arss acaba
mos por anular todos os elementos da lirilia. r, excepto ars' 
e então, segundo o teorema de Laplace aplicado à Unha r, 
o determinante será igual ao produto de arfk; pelo comple
mento algébrico' deste elemento no determinante transfor
mado. 

!;:Cemp];o· Seja o determinante 

. 2 3 8 1 
O 1 5 2 

3 -2 -1 -3 
2 -1 "'3 -2 

Comvam eseolher c~ elemento redutor o elemento 1 da 
2a linha; então, samandoá3a coluna a segunda multiplica
da por -5, somando à 4a coluna a 2a multiplicada por -2 e 
desenvolvendo depois pela 2a linha, vem : 

. 12 j -7 -5t· 
2 -7 -5 =I-G---i---o--o- = = I . 

3 9 1 I 3 -~ 9 1 2 2 o 
12 '-1 2 o . 

= -5 13 

12 :/-1 ~ -;1 =: 60 - 18 = 42. 
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C) Esl,?-ações 1inea!'~!-

Inversão de ma tri zes - Com os anteriorea elementos 
sôbr;-d~t~~~~tes já podemos abordar, em melhores condi
ç0es, o probletna da inversão de matJ."izes. Seja a matriz 
quadrada 

A= .•• alnl 
I 

:::~ 
o teorema de Laplace e o seu primeiro corolário di

zem-nos que : 
n ( det A J se i::s:: j 

(1) E. aik Ajk =\ O t se i~j 

Mas se pus-ermos-; 
• I 

cik = El aik Ajk = ail Ajl + ~2 A j2 + •.. + ~n Ajn 

imediatamente se reconhece que cik ê o produto interno 
de (a. l , a. 2 t.·o, a. ) por (Aol , Ao 2 ,"" Ao n); portan-

1 _ ~ ~n # J J J 
to cik e o elemento generico da matriz que se obtem mul-
tipl:l,cando a ~triz A pela ,matriz: 

í ""I 

"

" ~l .A21 - ',' AD! j 

~2 .122 .•• An2 l ~~ ~~ : : : ~:':'.J . '. 

Esta e chamaua a matriz adjunta de A,e representa-se 
por adj Ao 

A matriz adjunta,de A é pois a matriz que se obtem 
substituinda cada elemento de A pelo seu complemento al
gébrico e transpondo a matriz obtida (isto ê, trocando or
denadamente aalinhas com as colunas) Em. simboXos : 
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-.* 
adj [aik] = [~kJ 

Per conseguinte a fórmula (1) diz-nos quer na tlatriz 
A. adj A, os termos da la diagonal são todos iguais a 
det A enqul;'into os restantes: são todos nulos; isto é : 

. r 1 det A o -.. o 
A. adj A = _. ~. det 1~ . . . 

~~ ~J ..... ... . 
o 

ou seja 

( 2) A . adj A =det A . E , 

em que E representa a matriz UDidade-(Não esqueçamos que 
det A é Ulll escalar, 1 sto é, um número). . 

Anàlogamente se reconhece que 

adj A. A = det A _ E 

Suponhamos em parti cul ar que det A 'Í= O 

então, se pusermos ~ = (de1: A)-l adj A, virá de (2) e 
de (3) : 

A.B=B.A=E 

o que significa que' 
. B=A-~ 

Em conclusão: Se dei; A 'Í: Df a II',Iatriz Aé r~vers!velt 
tendo-se precisament~ 

. --# 
-1. 1 f 1 A = A1'k det A - .I • 

Inversão duma transforma cão linear - Consideremos a 
transformação linear' definida J)elas funções: 

( 4) 

( Yl =;: all Xl + a12 x2 + .' . + aln Xn 
) Y2 = a2l Xl + a 22 x 2 + .•. + a2n x n 

l ~n .~ ~ X; + an2 x2 + ..... +' a:m ~ 
que tem por raatriz: 
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A = f 1 .. ~k~ 

e suponhamos que de'\; A 1= O • Então, como vimos há pouco 1 
.~ ," 

a ma tri z A e reversr\rel e o mesmo sucede porta,nto com a 
transformação linearconsiCterada; a matri z da transfor-

N • '" maçao ~nversa sera l'0T."ta.nto 

A-I = -1_
det A 

o que nos ~rmite escrever: 
1 -

, det A . ) 
Xl = (AlI Yl + A21 Y 2 + •.• + Aru. Y n) 

(5) ) "2 ~ de~ A (~2 Y1 .. AZZ Y2 ....... Am1 Yn) 

\~n: de! A (~n Yl .. ~;2 + ••. + A"" Yn) 

OUI abreviadamente: 

( 6) 

" 

x _ 1 
k - det A 

'n 
Z AJ.k Yi , k = 1, 2, •.• , n 
1=1 

Em conclusão: Se o determinante da transf~cão li
near (4) é diferente de zero, -a transformação e reversI
vel e a- sua inversa ê dada pelas, fóDJlUlaa (5) . . -

Si sternas, de n equaçÕes 'lineares a n -incógni tas - Con
sideremos o seguinte sistema de ~ equações lineares nas ~ 
incógni tas xl' x2" .• ; xn 

(7) 

811 Xl + a12 x2 + ... + a1n xn = 01 

sa Xl + a22 x2 + •.. + a2n xn = 02 

em que os coeri cientes, Btk das incógni tas e os termos 
conhecidos ci são nú'rneros quai squer. Como se sabe enten" 
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de-se por solução deste sistema de equações todo o sis
tema de .!!: números. Coil ,~t . - • ,~) tal que, fazendo 

Xl = 0(1' x2 = d2' ... ~ Xn = «n' as equações resul tam todas 
verificadas:. Ohama-se ~riz do si~ ã matriz k=[aik1 
e dete~.~ante do siste~ ao deterrndnante de A. 

O sistema diz-se de Or~ se o seu determinante fêI' 
diferente de O. 

É claro·que o sistema (7) se o~tem de (4»fazendo 

Yl = cl' Y2 = 02' .• '., Yn = 0n' 
Portanto J se fór det A 1= O, não temos mai s do que 

aplicar as formulas (6) para resolver o sistema. 
Em oonciusão: Se o sistema é de Oramer; admite uma 

e uma só solução, que é dada por: 
n 
2: 0i Aik 
i=1 

det A 
k=I,2, .•. ,n. 

Mas observemos que, ~gundo o teorema de Laplace, a 
soma 

~ 

n 
E ~ Aik = Cl Alk + C2 A2k ...... + Cn Ânk 
i=l 

nos da o desenvolvimento do de--terminante que se obtem do 
det A substituindo os elementos: da coluna k pelos çorres
pondentes:; teImOs conhecidos. Somos assim conduzidos à se
guin'ce proposi ção: 

~w.ra d.e Oramer .. tiA sol~.ção dum si stema de Oramer N é 
dada por um si sterna de fracçoea, cujos denomi.nad.ores sao 
todos iguais aodeterrndnante do sistema e cujos numera
dores: são os determinantea.que se obtêm daquele substi
tuindo a coluna dos coeficientes da incógnita considera
da pela coluna dos termos conhecido$ (quando eseri toa' no 
segundo membro) ,fi 

Assim, por exemplo, tratando-se dum sistema de 3 e
quações.:.. a 3 incógnitas: 



~ . • 't Si stemas: de.Dl:· eguaçoes' lineares a n 1ncogp;L as.,-
Consideremos agora mais geralmente um Si sterna de m 

equáções . lineares ·em 11 incógrü tas : .. 

{ 
a11 xl + a12 x 2 + •.. + aln x n ::;: °1 

L! ,?-l2 xl + a22 x2 + .• , + a2n x n ::;: 02 
tr. ......... . 

\~Xl + ~ X2 + ... + ~ xn ::;: Cm· 

Um tal sistema de equ,ações- diz"se possI vel.:> qu8ndo 
admite pelo ínenos u.11la solução; dis-se 1.mpossrv~ no ca
so contrário. Um sistema possivel diz-se detenninado ou 
j.np.e~QE1li~~ conforme adrJite uma sô ou ~is de ~ so-
, rol .. . 

, ... uçao. 
Pel o que vimos há pouco, todo o sistema de Cramar 

(sistema de n equavões-lineares em n ínoógni tas, com de~ 
terminante não nulo) é possivel e determinado. 

Doi s si sternas, de equações em xl' x2" .. , xn di zem
-se equivalentes, quando admitem as mesmas soluções:} is
toé~ quando são verifioados pelos mesmos sistemas- de" va
lores de Xl' X2f'" ~ 'xn . 

Vamos basear o nosSD estudo no seguinte: 
Rt'i l!.qÚ)i o da e9. ui V'g,1 êIl.Qi ~ ' •. ItQuando: num si sterna de 

eCluações lineàres, se SOlnenl ordenadamente aos dois . membros 
dU!:l8. das e9-uações os membros du.roa outra multiplicados por 
Ui'11 mesmo nu,meros o sisteIP.a obtido é equivalente ao primei .. 
ro l! 
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Com efeito, suponhamos que~ no sistema anterior, que 
designámos por l:, se somam aos dois membros da ll'1 eaua-

H ~. , 

çao os da segunda multiplicados por um numero k .. Obtem-
se deste modo um novo sistema, cuja primeira equação.é~ 

( all + k 8.zt)Xl + (a12+ k a22)x2 +....... (aln + k~n):mn = ~ +kc2 

sendo as restantes:< equações idênticas às correspondentes 
de ~. Desi gnemos este 20 si sterna por z.'. É agora evi
dente que todo o sistema. de valoreff.: de xl' x2 '···' xn· 
que verH:ioa as equações:, de z: também verifica as de Z. '. 
Reclprooamente,notando que se passa de z.' para. Z so
Illando aos dois membros da la equação de 'Z.' os da 2f3-
equação multiplicados por -k , torna-se manifesto que 
toda a solução de 1:' também. é solu9ão de 1:. 

As considerações! serão análogas, se, em vez da la e 
da 2a equação, se tratar de duas equações quaisquer do 
sistema . 

Posto isto, V8lllOS ver que: 
lbr aplicação repetida do principio da equivalência, 

e mudando eventualmente a ordem das equações e das· incó
gnitas!é sempre: possivel substi!uir o sistema. i: ]JOr um 
2utro eQuivalente a ~, em CL'l!~: a partir da 2a em;~ .. ªç~o 
todos osoqef'ioientes- da la in9,qBB!J!!1~éwW:t'tir da 3a 
equação todos os coeficien~es da 2a incógnita são nulos; 
e as~im S"~cessi vam~Ilt~tatr à Úl t!.!!!!L.eguaçãe: .. 

Se todos oscoefi ci entes<' das inoógni tas forem nulos, 
é claro que o sistema j~ se encontra sob a forma preten
dida .. Suponhamos então que pelo menos um doles é dife
rente de zero e seja a1l esse coeficiente (se all fos·se 
nulo, podiamos sempre levar aquele lugar um coeficiente 
não nulo, mudando a ordem das equações ou a das incógnitas). 
Ne$tas condiçõe~. será sempre possivel determinar números 
Ài tais que " 

aU + i\i all = O (i = 2, 3, .... , m) , 

e portanto, somando a ambos os membros da 2a equação os 
da primeira mul tipli cados por Í\.2( =-a211 aU); somando a 

ambos os membros da 3a equação os da la multiplicados por 

À3 (= - a3l1 a1l)' e assim ~cessi vamente, obtemos um si s-
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tema. ~' equivalente a !. , em que são nulos os coeii ci
entes .. de Xl em todas as equações a partir da -segunda, is
to ê, um sistema da for.ma~ 

(a1l Xl +. a12 x 2 + a13 x3 + •• ,+ aln xn :;: c1 

Elo{ a22 x 2 + a23 x3 + ••• + a' x' = c' 

, l 2n n 2 

a~ %2 +.a~3 X3 + ••• + a' x le:: c' mn n m • 

Pode em particular aoontecer que se tenham anulado 
os coefioientes de todas as inoógni tas:', a partir da. segun
da equação, e.neste caso .0 sistema já se encontra sob a 
forma pretelldida • Caso oop.trário procedendq a partir da 
2a equação como procedemos a partir da la, podemos elimi'" 
nar a 2Si incógni ta em 'todas as equações' que estão a se
guir à segunda. E assim sucessivamente. 

Cmmo se vê, é possivel efectivamente substituir o 
sistema por um out;t'o .nas cond.ições~ requeridas., isto é, por 
um sis;ema da.forma: 

(b11X1' + b1.:.x2 +b1 ,.,'$., 3 + .••. + b1' X + e •• + b X :: k ' I G J" p 'p , , ln' n· ' 1 

, b 22x2 + b23X3 +.,. + b2pXp +' ';' +. b2rfn 7' k 2 

\ b x +·:.+.bx +"··+.b x =k 
, 33 3 3p p 3n n 3 

~1 .. 
b X +, .• + 
ppp b x = k pn n' p 

O ::!: kp-l-l 

. O . = k 2 .p+ J '. 

:. .. . . . . 
O - 1<-- -ln 

sendo bll , b22 ,. "', •. t b ... ; O e se:ndq eventualmente nulos 
"". . d P .'. ' • '1' os coe.l~Cl.cntes e to~ias as l.ncogr.:L tas nasm-p u tl.mas; 

eq ua ções (em parti cul ar pode ser p::O ou p:m). 
Posto isto, dois casos se po'dem dar: 
1Q CliOO - ,Urn.yelo menos dos n.úroo~kp+lí ~p+2"" ,km) 

" ê d:i.fo:rente de zero. C';:::J.er isto cHieI' <lue, no sistema obtido~ 
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figura pelo ~enos uma equação cam os coeficientes das ,. 
incognitas todos nulos e oam o termo conhecido diferente 
de zero .. É claro que uma tal equação não admite nenhuma 
solução, visto que o lO membro toma sempre;. o valor zero, 
enquanto o 21) é diferente de zero. Por oonseguinte~ o 
~stema_-ª-erá impossi vel neste caso.. -

2Q caso - 9,,$ nÚmeros kp+l' kp+'2!.' ., km sJo !od.os .. 
nulos. o.uere isto dizer que as m-p ultimas equaçoes tem 
'ílulos não só os coeficientes; de todas as incógnitas, eO
mo também os termos independentes. Bolaro que tais equa
ções. são verificadas por qualquer sistema de valorea. das 
incógnitas e podem portanto ser eliminadaado sistema. 
ls restantes: equações. chamaremos equações si gni fi cati vas ... 

Neste càso ainda há que distinguir duas hipóteses: 
I) - p = n (omimero das inoógni tas é igual ao núme

ro das equações significati vaa) . Então o sistema tomará 
a forma: 

b11 Xl + b12 x2+ b13 x3 + .... + bln xn :;: kl 

b22 x2+ b23 x3 + .... ·1,: b 2n xn =:= k2 

b33 x3 + ..... + b3n xn = kj 

bnn xn = k n 

sendo os coeficientes bll ; b22,· ... , bnn todos diferentes 

de- zero. O. determinante do sistema será neste caso igual 
a b1l b 22 ··• bnrl= O; trata-se; portanto, dum sistema. de, 
Cramer, que, segundo o que vimOS;1 é 'Possfvel.e determina'" 
QQ. • Em 've.z; de ap11 Cal' a regra de Cramer~' p~demos começar 

~. N· . ,; 

por ~esolver a ultJ.ma equaçao~ que nos da logo o valor de 
Xnf enquanto as' preoedentes nos dão sucessi'vamente 03 va
lores. de x _"I' xn_2' .• -, Xl" n .\ 

II) p < n, c.~ númerC?....Q~~~ões siJmj..fi~i vas é 
inferior ao número das incógnitas). Então o si sterna to
mará a forma: 
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b11Xl + bl ZC2 + b1r3 + ••. + b1~p + ... + .blnxn :;: k1 
b2r2 + b23x3 + - •. + b2pX p + ••. + b2nx n :;= k2 

b,...x +···+b x +"'+b x =k 
3J 3. 3p p 3n n 3 , 

" 

com b1l f b22 , •• " bp.j o . Passando' para os segundos mem

bros das equaçõe~;todos os termos em xp+l? xp+2'· .. ·' xn ' 
podemos, segundo o processo indicado em I), resolver o 
sistema em ordem àSincÓgni tas., Xl' x2"", xp , que ficam 
assim expressa,s·elU função de xp+ll xp+2'.··.' xnoPortanto, 
o sistema.é neste caso l!,osslvel, nias indeterminado, visto 
que os valores das n~p incógnitas .. xp+l' xp+2'" w, Xn fi
cam. 'arbi trários . Para exprimir êste Último facto, costu
ma dizer-se que o grau dei~~~~~~2-sistema é n-p 

Utilização das matrizes d~;stema .. Continuemos a 
referir-nos aó sistema 2: de equações lineares· Chama·.,se 
matriz d~~ à primeira e matriz completa de E à segunda 
das seguintes:; matri zes.: 

, 
. .... ... . .. 

a· 
ml 

am2 ••• anm 

• # • 

a12 ... aln 

a22 ... a2n 

I 
! cl 
I 
, c2 

.. ,. .... I .... 
I 

aml a~... amn ; cm 
I 

, 

que designaremos respectivamente ror A e por M • Na matriz 
• .' # - . f 

completa destacamos a uI tima c~lunat consti tw.da pelos ter-
mos coOOeci40s- de L ; é claro que a supressão desta coluna 
conduz à matriz A. A matriz de L é também chamada a matriz 
dos coefi cienteS': de ~ • 

Notemo~agora que o proce'sso anteriormente indicado pa
ra reduzir o sistenía ~ à forma 1:')1: pode cOmodamente ser 
executado sôbre a matri z completa de Z . 

Suponhamos alI#> (se fôsse a11=O, e não ~endonu1os 
todos os el~nentos da matriz do sisterna, podi~nos levar 
àquela posição um elemento não r~o, efectuando transpo-
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síções de linhas e de colunas). Começaremos então por 
determinar nÚmeros Ài tais que ' 

~l + À.i all = O ( i=2, 3,···, m) • 

Somando à 2a linha de Mal a linha multi pU cada por 
Â2' somando à 3a linha de M a la linha multiplicada por 
~3' e assim sucessivamente, até chegar à Última linha, 
oótemos uma nova matriz, em que são nulos todos os ele
mentos. da la coluna excepto all· 

Se não se tiverem anulado todas. as linhas da matriz 
do si stema a partir da ~ linhat procederemos para a no
va matriz de maneira análoga à precedente, partindo do 
22 elemento da 2a linha (súposto 1= O) s o que nos condu
zirá a uma. outra matriz em que são nulqs, não só os ele
mentos da la coluna a partir da 2a linha, mas aindaoS';. 
da 2a coluna a partir da 3a linha. 

Aplicando repetidamente êste processo chegar-se-é. 
necessàriamente à matriz completa do siste~:E~. ~Aas~ 
preciso não perder de vista queJ se forem efectua~as --'. 
transposi ções. de colunas, havera trocas de incógnitas J 

que devem ser registadas para que no final os: resultados 
possam ser correctamente interpretados'; , 

Ex:em'Plos 

I) Seja o sistema-:J 2y - 3 z:!::-l 

t x - y == 3 
2x -3z= 2 

A matriz cam~eta do sistema é: 

[ 
O 2 -3 : -1 1 

. 1 -1 O ~ 3 
2 O -3 : 2.l 

Transpondo a la linha cam a2a e efectuando depois' 
as operações indicadas.: vem, sucessivamente: 

-ll~ -1 O: 3' fi .. l O: 31 rl -1 - O : . 31 
2 -3 : -1 1-10 2 -3 : -1\-10 2 -3 I -1 I 
O -3 : 2..: t9 2"3: "4j !2 O O! -3J 

A Última linha da matriz final corres-ponde', à equação 

O x + O Y + O Z = -3 
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que é manifestamente im.'OO..~sivel, o mesmo acontecendo por ... 
tanto com o si~tema dado. 

rr) Seja o sistema: 
( x-2Y"'.3 z ::::1 
~ x - .3 y'" z * -2 
l2x-.3y+8z=5 

Tem-se su-cessi vamente: 

-2 

-.3 

.. 2 
-1 

1 

.3 ; l-I~fi 
.. 2 : -.31 ! O 

2 ;.3J Lo 

-2 
-1 

O 

.3 : lJ 
-2 :-3 
O : O 

Portanto o sistema dado é passivel e equivalente a 
.este outro: 

'x2y+.3 { - z = 1 

= -.3 . y - 2z 

Da 2a equação tira-se'y em função de z: 

y=.3-2z 
e entrando cam este valor de y.na la equação, obtem-se·x 
em função de z:' 

x = 1 + 2 (.3 - 2z) ... .3z = 7 - 7 z 

O grau de indetenninação do sistema é portanto 1 • 

Caracteristica duma matriz - Procuremos agora interpretar 
os resultados anteriores à luz da teoria dos de termi nan-
tes~ . 

Chama-se caracterfE!tica dUJ."Ua n:atriz à maior das ordens 
dos determinantes: não nulos, que se podem extrair dessa 
matrizi suprimindo ou não umllÚmero qualquer de' linhas e 
um nUmel'o qualquer de colunas da matriz. Atendendo aos ,~ 
'teoremaa demonstrados sobre d.eterminantes, fàcilmente se' 
reconhece' que a qaracteristica duma matriz não'se 8ltera, 
quando sôbre a matriz se exeouta~ operações dos aeguintea 
tipos: 

. 1) Somar a uma fila ou~~a fila paralela à primeira, 
multiplicada por um número qua1~uor. 

2) Transpor duaS',filas paralelas. 
Por conseguinte, o process.o atrás indicado para paa"" 

sar da matriz completa do sistoma ,4 à matriz completa do 
• -.:-'i< t 

Sl.stema /_ deixa inalteradas as caractensticas" tan'~o da 
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matriz do sistema como da matriz completa, visto que se; 
reduz à aplicação repetida de operaçõeS:. dos. tipos 1) e 
2) • 

Consideremos então a matriz completa do sistema :[~: 

em que 
, bpp ' 

b12 b13 ·•• blP .•. bln 

b22 b23 ••. b2p . • . b2n 

O b33 • . . b3p • . . b3n 
.• • • • • • • • • • .. # ,. • 

O O O· •• b pp ... b pn kp 

00 .' O··· O .. ·0 I k I 
• • .• • " .. •• • • • • ..,... I • .p-'-:. 
O O 0·.·0,,·0 'k 

I m 
são diferentes:: de zero os elementos; bll , 

O determinante: 

fbll · b12 b13 •.• blp 

U· 
b22 b23 .•. b2p = bll b22' .. bpp 

O b33 •• ' b3p . . ... . . .. 
O O • •. bpp ' 

será então diferente de zero, e é claro que será nulo 
'. t 

qualquer determinante de ordem superior a p, extr81.do da 
matriz M*', com exclusão da Última coluna, visto que um 
tal determinante há-de ter necessàriamente uma linha nu
la - ~ portanto P Rcsracter!stiea da matri~dos eoef'i-
cientes;de- z:... *~ - . 

Q.uanto à matriz completa de- 4-, a sua· earacter!stica 
~ ., 

sera ainda p, deSde que sejam llulas. todas as uI timaam-p 
linhas dessa matriz; mas será superior a :Pi Se algum dO$ 
elementos:.l'l:p+l' k!*2"" ~ ~ fôr diferente .de zero. No 
primeiro caso,' cano vimos, o sistema l: ê lt~l~ (~
temrt~do se p::n, !pdet~.:gnj.nad..9. se p <n) ;no segundo éa .. 
so o sistema é .Y:.mQ.sêive..!. TI: visto que não houve altera" 
ção das características' dasmatrizea:na passagem de' "E 
para ~~( ou seja de M para Mj!) ~ fica demonstrada a se3u:i.Jl~ 
te P1"oposi ção: 

.'JX:lgrema de Rouché- Capelli. ... "Condt ção necessária e 
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suficiente para que um sistema de m equações lineares.a 
n incógnitas seja possivel, é que a característica da ma
triz dos seus coeficientes', seja igual à caracter1sticR 
da sua matriz completa". 

E podemos acres.centar: uYerificada esta condição, e 
sendo p a característica comum das duas matrizes,o sis
tema será detenninado ou indetenninado, conforme se ti
ver p=n ou p <:.n (n-p é o grau de: indeterminação do sis
tema) ~ 

Convem ainda registar as seguintes,:: definições! 
Chama-se detenninante princip& do siatema ~ um. de

terminante não nulo que se possa extrair da matriz doS:. 
coeficientes:: e- cuja ordem seja igual à característica da 
ma tri z (pode haver II18i S do que um determinante nes:taa: con-
dições). . 

Chama-se da-terminante característico de~ L todo o de;~ . -----~==~~~~~~~~ 
terminante que se possa obter do determinante principal 
orlando·o com uma linha formada por coeficientes duma qual
quer das: equações do sistema e com uma coluna formada por 
termos conhecidos';. 

O teorema de Rouché~Capellipode então enunciar-se do 
seguinte modo: 

"Condição necessária e suficiente para que o sistema 
~ seja possivel é que sejam nulos todos:; oa aeus:' de:ter

mLnantes- caracterlsticos (formados' a partir dum detenni
nante principal)". 

~E!!.cação às trê.!!.sf'o~çqes_lineare..ê. - Consideremos 
de novo uma. transfonnaçãolinear pdo espaço S{" sôbre si 
mesmo, defini da . pelas funçõea=o : 

n 
(8) Y1 = 2: 8tk xk ,.i =1,2, •. ·, n. 

k=l 

Vimos atrás que, se o determinante da transformação, 
ou seja o determinante damatriz. 

A = [aikJ (1,k::: 1, 2, .. ·, n) 

é diferente de zero, a matriz A (e portanto a transforma
ção ~) é reversível,. tendo-se' precisament6': 

A-lI. ::: 1 . adj A 
det A 
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Vamos agora ver que esta oondiçao e MO so 8Iif~~djante9 
mas tarimém necessária, isto é, vamos ver que, se fôr . 
det Â = 0, a transformação d:> (e portanto a matriz .. A) não 
~ fi t-
e reversl. vel -

Com efei t01 se édet A = 01' os determinantes: não nu .. 
los que se podem ex·trair da matri z são neoessàriamente· 
de ordem inferior a .n - e portanto a oaracter1s'!iica. da 
matriz A ~ inferior a n. Nes:tas=; cOl1diçõe~ se atl'ibui:r~ 
mos a Yl~ Y2')···' Yn , valores=::determinados cl,c2s"" 
CD as igualdades (8) oonvertem-se num sistema de· ~ equa
çoes. em n incógnitaS'..> : , ., 

n 
2: ~k xk :: ci' i = 1,. 2, .•. t n 
k=l . . 

q . 
e de duas uma: a~ a caracter2stica da matriz campleta 
deste sisteIlll,'i é supe~ior à oaraoterística dErA, e então 
o sistema é impossivel; ou tal não sucede, e então o sis-. - , tema e possivel, mas indeterminado, pO;'que a caractens-
tica de A é i nfeI'Jior ao número daa:;incógni.t-a.~. Assim, a 
um dado sistema de valoreS3de Yli Y2'1· ... ~ Yn' ou não 
cOra:'e-sponde nenhum sistema de valores: dO? xl' ~c2'" -r xD. 
(que seja transfonnado no primeiro por ~ ) ou correapon-~ 
dem ir.:f'ini tos si sternas de valores de ::t p x2,·· .. t xn - o 

. nifi '.p N;;. .. f 1 que Sl.g ce. que a transLor.mafao~ nao e reverSl.ve . 
Em resumo! .9.oOOi ção necess~:e z sufi~nte-_B?EL~~' 

a ma.tJ;'i z Clll§.dradê;. A ~~..m..Fever~~~le se tenha det Af:-O_ 
Seja pOl' exemplo a transformação : 

{
' Yl :;: Xl + 3 x2 -. 2 x3 

Y2 :x: :3 Xl ... 2 x2 + x3 

Y3 = Xl - 8 x2 + 5 x3 

Considerando Yl' Y2~ 
remos aqui um sistema de 
ouja matriz comple·ta é : 

Y3 ca.-no termos c.onhecidos~ te
equações lineares em xl' x2: x~~ 

J 

rl 3-2 

13 -2 1 
II .. 8 5 1_ 
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Aplicando a esta matriz o processo de redução ante
riormente indicado f vem sucessi vamenta: 

-2 

7 
7 

Por conseguinte, o si stema só será posai vel para os 
sistema~ de valores;, de: Yl ~ Y2' Y3 tais que; 

Y3 - Y2 + 2 Y'l = O , 

e para tais sis"temaft deé, valorea deo Yl' Y2' Y3' admitirá 
infini tas soluções em xl; x2t x3 . A transtonnação não é 
pois reversível. 

Consideremos, agom uma transf'ormaÇãolinear q, de:> 
.:K" sôbre !R. ,.,.~ com lil 1= n 

T ' .. 

j, = 1, 2, ... , m. 

Sendo m<n, e atribuindo às variáveis: Yi valores cons
tanteS'$ ,obtem"se um sistema cuja matriz,' conipleta tem ca
racter~stie~igual ou interior a !lh portanto inferior a 
n: o sistema é impossivel ou indeterminado, o que signifi
oa que a transfonnação m (e portanto a respectiva matriz) 
r..ão ê reversi val. Sendo n< m, o siS:taIDa só será possi vel 
par~ valor~6:' pa:l:'ti2u1ares de- Yt~ Y2' ~ .. s Yn : a transfor ... 
maçao cont~nua a nao ser rever~vel. 

K'IJl OO:lclusão : &!..Jl~m. zes re.9tanWares. (e portanto 
~ ___ t1:·Emsi'Q.;maG§~s l~neares de J:("' sóbre g('\ cam m i n) 

#'<I t. nunca SElO revers~ v~;. 
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Ltmites,da sucessões 

Conceito da sucesSão~ 
O~-se T."arié.vel natu:r;al a urra variá.vel C'Il.jos va

lores 'Oossfveis 3ejemtOS .numeres -naturais. isto é os ," . . . 
numeros inteiros "Positivoâ: 1,2.3;" •• _. . . , . 

Para as variaveis naturais usaremos, em geral. as 
letras n,m.p.q ••.. 

Oonsideremos uma. variá.vel real ~ .. %y.nção "da V8.-
" . .-. , : - ., 

rl.a.v:el natu:ral n, isto e.consideremoG utIB variavel un 
que, para cada valor de Íl. tome como valor 'L"1JJ determi
nado número real. PodemoB escrever: 

'ln = f(n). 

Por exemplo. se un = ~:1 ' tem-se 

1 ·49 
ul = 2 ' u2 = '5 ' u3 == ã · ... . 

Os valores de unI dispostos segtmdo a ordem dos 
fnd1oes s 'formem uma. sucessão -inf'.n1ta, Ou s1:mpl esment e 
urDa. suces'sioj a, var1ivel un-~ .cha.~da termo geral da 
su.ce;sã.o'assiin . .forme.da.. Para brevid.ade -'d:~ 1 ingue.gém , 
diremos mu.1tas vezes lia sucessãoun" erií vez de- "a su~ : 
cessão cujo ~ermo geràl é un,lI. De resto. no ~studo que 
vamos fazer, as roa.neira:s de dizer: nváriável 'Ilii" -e 't:I,t
cessio 'ln It podem _ tomar-seco~ aqui ,falentes. 

Muita.s vezes a sucessão edeflnid~ por um pr"ocesso 
de recorrência. i'sto a" dando o prlmeir-o t-'9TlDO (ou al
guns termos i,nicais) e Una lei que permi-te determinar 
cada um dos outros termos~ uma vez conhecidos os termos 
:orecedentes. Por exemplo a sucéS~O Un tal que: 

{
UI == O 

.' '~2 =1· 

, Un= 1ln-l + Un-2 
está definida por recorrência. 

Infini ta.mente pegusno, ou infin~tésimo:: 
Diz..:'se qu~ U]IJa sucessão: 

Ul~U2'U3···";Un.··· 



é um infinitésimo quando" .dal:).do um número a >0, 'Por 
mais pequenoqué ele seja, existe sempre uma. ordem nl 
tal que: 

n·> nl --;;. ~ ~n I <; dt 
isto é,: ta.l QJl.e depois da; ordem nl' ,tOdos os termos da 
sucessão sejam, em valor, ábsolilto.' inferiores a a. 

Geralmente QUéllto maiS, ueoueno fôr o núri1ero a, 
maior será a ordem 'nl . --

AsucesliSio; 
1 1 1 

1 , - V2 ','3 ' - y4 , .... , I ••• 

é um infinitésimo pois: que: 
, (_l)n-l 

(1) < ·a 

se verifica a partir duma 'ordem n > 52 ~; por exem

plo, se õ = 0,01 'a desigualdade anterior é verifi
cada para n > 10000; mas .já a. suces~o: 

1 , 1 . 1 ~.l;.. I, l.., ... ',1 • 1" 1 • 2 ~'Q ~ . n , 
não é um infini t~~nt~ pequéno ~isto que o llú:n~ro ',I se 
repete infinitas V$ZElS Íla Sucessã.o: a. nartir de qual
quer ordem há serilp~é termo~ igua.~sa l~ 

,Nota:' ilDa.sucessãode terJIlQs todos nulos: 
O" O • O, ~ •• '. O , o ••• 

é evidentemente um 1nfinttéstiuo pois que, 'dado ·à > 0, 
ârbitrá.rio,logo a jlãrttrdaordemum. -todos os termos 
eãontenóres, dó' quea~ , 

Limi te duma sucesrsão: 
Diz-se que uma. sucessão untem'por limite um dado 

número!:. ou ~onverge ~a. ª (ou ainda. tende nara ã) 
quando' a diferença. un;"'a. e 1.lID infinitésimo; escreve-se 
então: 

11m un = a ou 'Q.n ta. 
Portanto, diz~ ~ lim Un=a. equivale a. dizer 

que, pára tod();ç nw:ne1"O õ >0. ,existe 'IllD& ordem nl 
depoilJ da qual se tem 'definitiva,mentelun-a I < à; 
isto e, uma. ordem nltal que: 



a - a <un<e.+ a. 
Resul ta .da. definição que: 
I - "O ~iml te duma. constanto é a -própria constante!.' 
Com efeito, se Un = c, tem·~se 'ln -, c = Oqual.-

qUer 'que seja n e portanto a. diferença. un'" c é lrif'i
ni té.sima,o-que sigriU'ica ser 11m 1ln = c. 

II -1IUma,-suces!3ã.o nã.o1>ode ter 'dois limites dife
rentes". 

Com efeito, suponhamos que se tinha. Un ta, Un f b, 
com. a=Fb. En;tão as variáveis un -a • un - bseriam 
infini tésimos e"O me-sroo aconteceria com a. diferença 
(un-e.) - (un-b) == b - a, oqu.e' éimposs1vel por ser 
b - a #: Q. 

Teoremas relà.t1"708 a infinitésimos 

; 

Teorema: "A soma de dois inf~ni ta.."Ilente pequenos e 
ainda um infinitamente pequ.eno Ir • 

Sejam, por hipótese, Un e vn infini ta.mentepeque
nos. Preteudemosprovar CJ.us a sucessão do termo geral 
un+'vn também é in:finitE·simo. 

Tomemos à > O. arbitrário. Co~ un: é. infini·tamente 
pequeno existe u::aa ordem nl· tal que: .a 

n > nl.....;;...;· Iun I <-z 
; . ; 

e comovn tambem e infui ta,.'1Iente peqa,eno existe u::aa 
ordem n2 tal que: ~ 

-n>·nz -+ 1 Vn ~ <-r 
, , 

Visto que. o modulo. duma soma. e, meno:roil quandÇ) , . ,. , " 

mui to igual a soma. do s modulo s das 'Parcelas, tem-se: 

fUn+vn I :s IUnI + 'J'vn I • ' 
. ~ 

Logo, repres~ntando por n' o maior do~s .nUJJleros ul , 
e n2. Vira:, I J ~ 

, '. Un +!n <2' +z = õ, para:.n·> n f , 

visto que 'depois da ordem n' 8.8 d1la8 desigualdades an
teriores se verificam simult~eamente; ~tão 

n > nl - I Un +vnt < õ 



o que prova. que un + Vn é ainda tllI1 infini tós imo . 

Definicão:.Diz-se qúe anucessão de termo geral Un 
é liniitada se todos os seus termos são em valor abso
luto- infériores a Um mesrilo nÚmero,' isto~. S.P. existe 
um número L tal que! 

I un I ~ L? 
qualquer qp.e seja o valor d.e n. 

~eorema.: "Todo o infinitésimo é uma sucessao limi
tada". 

Com. efei to t se Un é inflni tésimo. dado éi > O ar
bitrário, existe uma ordem n' tal que: 

n > n' ~ lun I < d; 

portanto, depois da ordem n' todos os termos São in
feriores a uma quantidade fixa; mas até essa ordem 
ainda .~lá os termos: 

'1,11 UzUn' . 
PondO! L = m9.x (luII.luzlt ... I IUn f r. ã) 

temos: I I un ~ L. ~a n=I,Z, ..• 

o que significa.' que· a variável Un é limi tad,a . 

. T-eorema: "O prod:uto dum inf1ni tésimo por llJIla va
riável limitada é a.inda um infi~itéslrÚol1. 

gonsidereJ1ioS o prod1-to Cn.'I,ln .~ que Cn é uma. 
variavel. limitada e Un·e umlnfinitasimo. 

Por hip.ótsse existe um número L tal que 

Icn}'< L 

qualguer qu.e sejliil;n. Por outro lado. dado d > O, ar
bitrario, existe 'UJDe. ordem n' tal qut!: 

n > n' ~ iu.n I < ~ j 

então. depois.da ordem n' é: 
1 I à 

cnUrl ..,. ICn I '/Unl <L . L = a 
ou: 
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I cn · un -I -< a, 
o que significa que ' CnUn 'é ainda U1'll infinitésimo. 

, , , , 

Corolarios I - "O 'Produto duma constante por um 
:lnfini t~simo ~ ainda um infinitésimo". ., 

Ccrn efeito, a constante corresponda a uma sucessão 
de termos todos ig'Jais e portant,o limitada._ 

II ;.;.. "O produto de dois infinités1mosé ainda um 
infinitésimo. "!isto que todo 'o inf1nité~imo é uma. su
cesSão limitada. 

Álgebra 'dos limit~s 

Teorema.: "O n,mlte d~ soma é a soma. dos iimites 
das parcelas". 

Pretendemos demonstrar que se uu! a. e, vn: t.õ 
também (un +vn) t (e. +b). 

Dizer queun iae vn t b é dizer que ,un - a a 
Vn - b são ,infinitésimos, mas 

,(un-a) + (vn-b) == (un.+vn) (a:+ b') 

e cOJ'P,oosegundo membro é umi'nfin1 tésirilo. por ser a 
soma de dois infinitésllllos, a limite de' (un+vn) ê 
(a+b), como ttnha.rnos 'a.fi;;t'IIia.da" isto: é:: 

11~ (un+"vn ),= 1im '1ln ;:~li!n vn -

,Este resultad,o estende~·ee ~ unja. s<.?IDa. de~is de, 
duas parcelas, uti1'~za...'1d'o a "Ol'oprieC!a.de associativa .. 

, " 

Teorema: "O 'limite do produto é ig'.lal ao prodúto 
dos, liIXlitesdos factores". 

Queremos provar ,que: 

unta vnfb ~ Unvnta.."b 

Representando os infinitésimos Un-a. e vn-b res
pectivamente 'Por Xn e 1'n • isto é,pondo 

, {un-a = Xn temos í nu :... a + Xn, 
t vn-b = Y:n {vn==b + Yn 



Unvn ~ab+aYn+bXri+xnYn' , 

e como o Umi te da soma. é a soma à,os 1imi tes das n8.I'
celas, segue-".se·;,' 

1im unvn == 1im ab +lir,l aYn+1im .bxn+lim xr§n, 
==ab 

. . .." ." 
(visto que o limite du:ma. constante e a. '01'o'Or1a cons-': 
tante,e o l!mit~ do pro~uto ~uma constante por um in-
fi,niteeimo e zero). Então-: . . 

- ' 
limunvn """ lim Un >< lim '\jn • 

Este resul,tado estende-se aO produto de mais de 
dois factores aplicanp.o a propriedad.e assoctativÇ1. 

Tf3orema:"O lirili te dUlÍla.dlferença é a diferença dos, 
limites", : ' ' 

Como~, Un ~- vn = Un ~ (-'1,) ~n • 

temos', pelos teoremas anterio:res;" 

11m (un-vn) =lim un + l\m (..:..;L).lim vn 
= lim' 'lin - 1im Vn • 

, 1 ' 
I,f.'~: :ISe un t$ limite d!.ferente de zero ._- e uma 
~,. ;, ' un 

variaval 1:iln.i tada.". 
Supon:l.:l.amOs que un j a=l=O(~ suponha1'1lOsainda 

que nenhum dos ~alores' de ~,~ nulo);, pI'otondcmos mos~· 
traI' que a va.'t"iavel .-~- e 11mi tada. 

, ,.' .. ' , "n .' '" ",;" 
RepresentàIidii por 'xn o lnnili te,simO un,",,a temos: 

-L = 1 . 
un a + Xn 

, '. ",' I ~, ... 

Considerando o numero pos! ti vo ' leal 
T ordem n 1 tal que: 

n ::> III 1 xnj <~; , 2, 
mas, por outro lado: 

1a +.:Xn I ~ ;1 a t - l!:l:~ hl , , "', 2 2 

·ha.veráuma. 

(o módulo da. soma é superior ou igUal à, diferença dos 



módulos das uarcelas); então 

n > n l 
- j !n 1=.1 a;xlL! 

pois que se dois núxoe:-os posit1;vos são desiguais num 
senti,do. os seus inversos são desiglJais em scn~~id.o 
O'Dosto. 

Pt;mdo: [ i., 1 1 - 1 
.' _ L = máxfar I .. !UII J luzi"'" 'U:tl ..... . 

vkra entao: 

r !n 1 < L. :para n = 1. Z • ••• • 

o que prova a afirmação feita. 

Teorena: Se "ln r a~ o 
Temos: 

então el··· t l 
'Un' a 

'-; 

1 1 a-Un 1 1 
- - -= =- . . (a-,un) un aa.un a. uri. 

e oomo 1. é c;;nstante, a ! uma variável limitada e 
··n 

(a-Un) ~1nfinité$tmo, 
1.nfini tesimo. 'Logo 

o primeiro membro â também um 

1 t 1 
un -a 

como pretend!amo~ mostrar. 

Teorema: 110 limite. do quociente é c' qucciente do's 
11m! tas do dlv1deD4o e do divisor, quando o 1inli te do 
divisor fêrdiferente oe zero". 

Supondo· que . unt a e l~nt'b~ Oó:-pretendemos pro-
var que 

Unt -!- . 
"ln b 

Como ::-n 1 
--. '=Un' -' vn '1rn 

lha Un '= 1im Un • vn . 

temos 

= 11Iii Un • 
M. G-. 2~2V. f. 2 



I~finitamsnte grande: uma sucessão Un diz-se um iB
finita~~e grande quando dado um número L, por maior 
'lue ele eeja, existe sempre wna oI'dem nl depois da qual 
o módulo de un se torl'!1.8. defini t:tvamen'te superior a. L; 
isto é. uma ordem n1 tal que: 

n > n1 - 1 Un.t > L . 

~ claro que um infinitamente grande não é uma su
cessão limitada. ~.sa reciproca não é verdadeira; por 
exemplo, a sucessão 

1,2,1,3,1 •...• 1,n.1 •••. 
não é limitada. mas não é um infini ta.mente grande pois 
dado um número L> 1 não há nen..'tuma., ordem a part ir da. 
qual todos os termos- da. sucessão sejaxn em valor abso,,:, 
luto maiores do que L. 

uma. sucesSão Un diz-se 

Un < un+l, 

crescente, quando se tem: 

qualquer que seja n. 

uma sucesSão Un diz-se crescente Em sentido lato 
quandO se tem 

'I1n~ U:n+l '. qualqu.'3r que saja n. 

Ê claro que toda a sucessão cre~cente ~ crescente , -, 
em sentido lato. r~s a reciproca nao e verdadeira, 
como se verifica. per exemplo com a sucessão 1,1.1 •... 
q"\le é crescente em sentido lato sem ser crescente no 

; 
sentido proprio . 

.Anà1oga.mente se define "sucessão decr'3scante" e 
"sucossão decrescente em sentido lato ll • 

Una sucessão -pode ser infinitamente grande sem ser 
crescente e pode ser crescente sem ser infinitamente 
grande. Sejam por exam:r;>10 assucassões: 

Un = 1.2.3.4 •... ,n •... 
. v n= 2. 1 , 4. 3. 6 • 5 •.•. 

a tlrimeira é um infini ta.mente grande e é crescente. mas 
a segnuda é ainda um infinitamente grande sam sal' cres
cente. 

Á sucessão: 
O 1 234 
'2'3'4'5 

n-l 
t ••• t n , ... 
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é wna euc90uão limitada nois que n-l. < 1 
n Q'Ul:üqu.er 

que seja n; no e~tanto é crescente, 
(O limite desta SUCGssãoé a 'U.,TlidadA;com efeito~ 

n-l =1 _-L 
n n 

e 1Jurtanto: 

11m n-l ,= lim 1 - 1im ! s: I ) . 
n n 

Todavia é fácil ver âuá: . 
- • ~, .,' '.' <. ~ 

"S+3 uma. sucessao ilimitada e crescente em sentido 
lato, essa sucessão é comcertezá'u:n infinitamente 
grande". 

Quando Un é um infihitàmente grande couv-enciona.··se 
eecrever: 

··lim un=,Q) 
Numa súeessão inf1nttalllénte" gra.nde pode acontecer 

que a partir de certaórdem os termos da sucessã.o se
j~ todos positivos e então diremos que! 

un.t + ~ ·ou .lim un -+00 
ou que a partir de certa ardemos termOs sejan todos· 
negativos, e então diremos que 

. un t . - CD ou 11m Uu -:- - 00 

Por exemplo a suceEsão: 

1.-2,3,~,5,-6~ .•. 

é um infinitamente g;r~det o, seulimita.3 oo~tlB.s não 
.; nem + (x). nEll1 -cD P9rque . não há uma ord~ a part ir 
da. qual t4dolJostêrmos sejam positivos ou todos os 
termos' sejam:negat1vo8.; 

Teorema: nOinverso'dum infinitamente -pequeno é 
um infinita.lIiente grande eo illverso dum infinita.rnent,S} 
grande é umlnflnlte1llünta-peqlleno'!., 

Seja Un um inflnitarnellte. u~queno Q L um nÚ1noro 
'Positivo arb,-trário; existe uma. ordem n.' ta.l que 

n>n' - tUnt< i 
e purtanto e. partir dessa mesma. ordem 1 ~n t>L o que 



prova que -L. é um infinitamente granêl_f9. un ' , 
De maneira absolutamente análoga se ~rova qua o 

inv~rso dum infinitamente graJ1de é um infini ta:nente 
pequeno. 
- sj~bo1icamente: 

11m Un = O 1 _ lim - = (X) 
un 

TeoreDl§: "O produto de dois infinitamente grandes 
é um infinitamente grande". 

Sejam Un e vn dois infinitamentegrandesi então: 
1 _ 1 1 --.-, 'ln T n Un T n 

, 
s um infinitamente pequeno por ser o produto de dois 
infinitament~ pequenos e ,portanto, pelo teorema ante
rior. Uu.vn ~ um infinitamente grande. 

Simbolicaxnente: 

Teorema: "0 produto duma variável de limite dife
rente de zero por um infinitamente grande é um infinl
taiaente grande". 

Suponhamos que lln t ,a =1= o. Vu f (XI; Queremos 
provar <r~e Un· Tn too. 

1 lI\' 
Com efei to: ( 

unoTn =u;: . vu'f t 

sendo o .. produto da va~iá.vel, UZlitadR· ~ ",pelo 

infiniteaimo *n. eum'infinltamente pequeno e por
tanto o seu inverso a'1ln é um infinitamente grande-

Simbolicamente: 
(a+O) 

Vejamos 'agora o quase passa com O ~roduto dum in
finitamente pequeno por um infinitamente grande. Podem 
dar-se vários casos, por exemplo: ' 

~ x nZ = n f 00 é um infin. grande 
~'-
i::.1-. p. lnf. g. 



1 xn2 = 
~ , 

irif.1f. inr: g. 

1 t o 
, 
e um infin. peo,' -n 

12 xn2 = 1 r 1 
~, '--'" 

têm limite finito e dif!'i
rente de zero. 

inf.p. inf.g. 
Pode ainda acontecer que não exista o limite. 
Vemos pois que nada :podemos afirmar directamente e 

temos que recorrer a outros procossos para calcular o 
l1mi te (se existe). Expri'~-se este facto dizendo que 
O xoo t3 um sÍlllbolo de indetsrminação. ' 

VeJa.mC's ainda oqua se passa com a. soma de dois 
infinitamente grandes: 

Se: un t +00 
e vn t +co 

então 

Se: Un f - d) 

vnt - (X) 
então 

e 

lfas se: un t + 00 
e TU t .:.. ex> ::lntl.o nada. se' t>Ode di zerj 

facto este que se exprime dizendo que: 
oo-co 

t3 um símbolo de indeterminação. 
Finalmente vejamos os vários casos que ee J.'odem 

dar com c limite do quociente de dua.s 8UCeSSÕ'3s 1ln fi 

vn' 
1- Já vimos que se Un t a ê ent~o: 

'\ln t ..!... 
vn b 

II-Se un t e.::f= O ,'e, vnt ,,O ao fracção 2.._ vn -

=Un ·..1...l oo . vn o que se e~rimesimbõli-: 
camente per' 

(a::f= O) 

III - Se 'ln t O e vn t O nada se ~ode dizer 



l-k 

à pdori a respe~"to do 1 imite do quocientr., !J que se 
erorirtle dizend .. ) que: 

O, L_, O e ums.1I.Ubclo de indeterzdnação. 

IV - Se Un t a =1= 00 e~ V'n i ex> então 

Un to" ,o que se ex-prime simbcliC3lile",:,te 'Dor: 
'Vn 

s,' -,=0 
cc 

v - Se Un t 00 e, Vn t cot;a:mbém nada se 
'Dode concluir eportantodireIOOs .que,! 

~ é um ~{mbolo de indeterminação. 
. . '.~ '. , 

Teorema.: "Á s;:ma. <.~uma. variavel Umi tatla com um in-
fini ta.mente grande é aj.nda um infini ta.rnente, grande". 

S0~a :un.;.. ~n ,c,om 11ln{ ~k e vn f co e seja 
L um numero qualquer; como vn e um infinitamento grand~ 
existe uma ordemnl 'tal que 

11 > n~ .-... t "nJ > L + k 
me.s por outro lad():" ' 

I un + vnt;::,1 I unl- rVll:11~ L + k - k ~ L 
'Oortanto: " "", 

, ,,"n.>nl - IUn+v~t > L ' ' 
, 

(; que prova que Un + vn e ainda um infinitamente 
grande. 

ClassificaRão das sucessões. Critérios de convergênc~ 

Deha.rlllOnia com o que atrás ficou'dito podemos clas-
sificar as sucessões do modo seguinte: ' 

_ ,'{convergentes se Un t ~' =1= 00 

--..Su=c-=e.;;;.ss;..;r;;.;:;;e..;:;.s t' P i t} { nu t + CD ~ " , rOnr e.m~e ' Dl.• verD'ontes" -'a~~-------' 'se 0'1 ... - ,.-ergen..,,&.l3 :'ün"'r -éo 
Oscilantes se U n t 00 (sem 



tend,a,t' para + 00 ou -00) ou se a e;u
cessão tão tem limite (indetermi'lJ.a~. 

Por ex~~lo a sucessão: 

1 • -2 t + 3 • - 4 • 

não é 'Pro'PriaJnente divergente Jjóis tende pe.:r'a 00. mas 
não nara + ro ou - 00 • 

Observero~s desde já o seguinte: 
"Não se altera o caracter' duma. sucessão juntàndo

-lhe ,ou thando-lhe um número finito de termos, e o 
limite, se existe, ficará também inalterado". . 

Para reconhecer este facto, basta l'ecordar a defi.-
nição de 110i te. 

Como' "'bf;;.;:"':iárto: 
" Se Uu. t a tambéZl1 '\ln + 1 ta. " 
Com efeito.. a sucessão un +1 resu1 ta da sucessão 

un suprimindo o -Primeiro termo. 
Desta. propriedade- se conclue. que se 'Iln ta=/:oo , 

então 
lim (un+l - Un) = O 

Á'P11cacão: Pretendemos 'Provar que.' a. suces'são: 
1 • Z • 1 t 2 

não tende 'Para 1imi te algum. 
então a variável: 

wn = un+l ":un· 

. . .. 
Sunonl~s que tendi~; 

." ~ . 

teria que ser u.m infinitesima, mas: 

Wn == 1 , -1 • 1 t. -1 • 1 • 

não é um .infini téstmoporque o seu valorabsnluto não 
se "Oode to~inferirra 1; portanto a sucessão dada 
não tem 1 imi t'e. .. . 

Un critér:i.o', geral para reconhecer se' ílma. dada. su-
cessão é ou não convergente é o i3oguinte: . 

Critér10de cOAvorgênciado Cauchy~]olzano 

"Condição necessária e suficiente l)ara que uma. 
dada sucessão un seja convergente, é que, qualquer qps 
seja c número .ô> O , exista sempre uma. ordem v, tal 
que se tenha.: 1'Um - Un f < a • 



para todos os valores de.m • n su:oeriores a 11; isto é, 
uma ordem danois da qual a diferença entre dois ~uais
quer termo~ da sucessão seja inferior a à." 

}Tão de;i1onéltraremos este teorema 'Oornãonos t3er 
necepsário .. Tal critério. de grande intere~se tSGrico, 
não é fàcilmente a..plicá.vel na. 'Prática. 

. ". . 
En muitos casos e util o seguinte 

Teore~: "Toda aail.cesaão limitada, crescente em 
sentido lato é convergente". 

C01ll ef'ei to sej.a Un uma sucessão crescente em sen-
tido lato, iato é. tal que Un. .::$Un,+1 qualquer que 
seja n, e supunhe,1'!los CJ.UEi todos os seus termos são in
fer,ipres a um mesmo nUTllero L. Seja A o extremo 811'Oe
rio%- do conjunto { 'ln l. fermado l>e1oa termos de auces
são (A.~:r.) e designe a um nú,TIlero 'Oositivo arbitráriO 
Então, existir~' pelo menos um termo ~v da sucessão su.
perior a A-a t de contrário não . seria A o extrenio su
perior de {Un} . ~ como a sucessão é' crescente emsen
tido lato~ ter-ae-à: 

A - a < u" ~Un, ~ A 'Dara n > . 11 , 

donde se conclue que: 

n>v -
ou seja: 

11m Un = A q.e. d. 

Anàlo:';.'aIlIente se prova: Q.1ic ,toda.e, sucessão 11m! tada 
c,acrescente em sentido lato, e conv.ergente. 

l!m'reSUlDO: 

Sucessões crescentes t 11mi tadas - convergentes 
. em sentido le,toÚimitadas _d.ivergentes:cara +00 

Sucessões decrescentes .{limi~adaS -convergentes . 
em sentido lato .•.. il1ml.ta(las -divergentes para' -co 

Aplicacãs.: Consideremos a sucessão Un assim defi
llida: . 

(será 

ui ='Yz , 
u2=V2~V2, u 3 ==V2 .... '12 + fi-, 

,.. ", Observemos q,ue, se fer Un <2., tambem sera 

) 
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Un + 1 < V.2 + 2 = 2 ; mas uI < Z. IJogo será Un<:; 
qua1guer ~e seja n: a sucessão é limitada. 

Por outro lado a. desigu&ldade -;:z < .2 + x é va-o 
rificada pe.ra -·1 < x < 2 e portanto, como O<un<.2. 
ter-se-á Un, < V2 + 'U.n !. 0': aeja .. U:n < 'Il::t+1 qua.1·~ 
quer que seja n: ª sucessao e ~~escent~. 

Existe pois o limite de \ln. Como ~+1- un -- 2,= O; 
e 11m Un +1 = 11m un . , virá: r,:;;: 

(lim un).2 - 1im un - .2 == O ).I.~, ~ ,.~"" ... 
4I.~ .. , -}4 ... - ;I.. ~. o donde: 

1112 'ln 0= 1 +Y9 a;: 1 + :; ==.2 
o .2 .2 

Definição: .A sucessão wn diz-se enouadradª 'Delas 
sucessões un , vn • quando se tem, qualquer que seja. n: 

\ln ~"n <vn ou Un~ "n ~vn 

Teorer.:Ja.: IISe a sucessão "n é enquadra.da. pelas su
cessões Un • Vn e estas convergem para um mesmo número, . 
também wn converge para esse número. 

Suponhamos que se tem Un~ "n ~ vn e 11m un = 
== 11m Vn" Então 1im (un-vn) == O e ermo 

O ~ "n - Un ~vn - Un" também 
11m (wn-un) = O donde:·' 

1im "n = 11m un +1im (wn-Un) = lim Un 
q.e.d. 

Sucessão. de termo geral an : 
Suponllamos em primeiro lugar a>l. Vamos ver que 

nes te caso an t +00 . Se a> 1 então 
1==8,-1>0 donde a=l+ l e 

,ano == (1+ l)n =.~ + n 1 + ... > 1 + 'n·). 
" .' '.' , -

Como il ~ um infinttamente gr~.e; e 1 e.~ _ cons
tante, n 1 e um infinitamente grande, e o mesmo acon- . 
tece a 1 + n l" Ora an > 1 + n ) f logo an t + 00 • 

Se fôr tal >1 
Jant = faln 

M.G. 2Qv. f.3 

teremos: 
e portanto 

q~e.d. 

an r CP 



se ª fôr -positivo an t +00 • 
tende 'Para 00 • 

Se" fôr t a f < 1 
, 
e 

2- =(.1:.... 'ft Of> 
an a J 

Se I aI = 1 • . ou a = 1 
tante de lÜtil te 1. ou A=-l 
determinada. 

llb1 re SUI'JlÔ : 

{ a >0 .... ' 
>1 . 

a < O •••• 

1 af· < 1 . 

t·.: a = 1 ..... . 
=1 

", &==-1 ..... 

Notações: 

m..q.s se ª fôr neba.tl~To fil 

1 >1 e 

e Sn tO. 
e temos wna.sucecsão cons

e temos UJlIa. sucessã.o ln-

an t +00 
an too 

an t O 

an t 1 

indeterminada. 

Muitas vezes. -para evitar confll.<::,õe~. é preciso usar 
a notação "l1m 'ln" em vez de "11m 'ln II • para 

n .... co 
indicai- o limite da sucessão de termo geral un0 SuCede 
isto quando a variável Un depende doutras vHriáveis 
além de n. Por exemplo, tem-se: 

11m m =0 Um II ==1-
n .. com+n m ... com+n 

Á expressão "11m UnI! deve ler:"ae~ "limite de un 
n-.oo 

quando 11 tende para. (Xi~' 

Extremos infini tos: 
Os sÍmbolos + CD .- C') permitem introduzir 

convenç'ões cómoda.s relaÚvas a.os extremos d1lJI1 conjunto. . . { '. '. , 
'~'iremos qúe o extremo' eu:perior dura conjunto de nu-

meros é + CD quando esse conjunto não fôr limitado S'.l

neriormente. Diremos Que u extremo inferior é --00 , 
~uando o conjunto não -fôr limitado inferiormente. 

Posto isto podemos considerar intervalos com extre~ 
mos infinitos. For exemplo. [a.+ co [ rel'resentará o 



coDjunto de todos os n~~eros não inferiores a a; 
J - ,;:o t a [ o conjunto Q'.)B números inferiores ~ a; 
] - c.o , +00 [ o conjunto ce todos' os nwneros r ee. (é . etc. 

s é r i e s 

série é a. expressão que se obtem ligando por sinais 
de + todos os termos duma. sucessãoinfini ta. ,Àssim, da. 
sucessão: 

Ul ' Uz ' ••• t 1ln , ••• 

obtemos a. série: 
ul + u2 + ... + ,\ln + ... 

(uma tal expressão pode imaginar-se mas não uode es
crever-se efectivamente, a não ser de maneira abre
viada) • 

Se os termos fossem em número finito podíamos es-
crever abreviadamente: p 

ul + u2 +... + 'U:p;:: ~ Ui 
1;::1 

....' , 
que se 1e: so_torio ou soma. dos numeros Ui desde i=l 
até, i-p. 

Esta notaçãoC) sugere UIlJA.notação a.nà.1oga. 'Pare. as 
séries e então teremos: ao 

u1 + ua +... + '\ln + ... == 21ln . 
n=l 

Quando não 'houver lugar para confusão. representa
remos a série apenas por: ' . 

.z 'Iln • 
Para atribuirmos UD significado a tal eXpresSão, 

temos de recorrer à teoria dos limites; ponhBmos: 
, Sl =u1 

.S2 =u1 +~ 

~3. =. ul T ':2. +. u~ 



· . . . . .. . . . . . . 
~or este ~roc8SSo. da sucessão: 

u1 • u2 t u3 ' ...• un •... 

deduzimos 1.\ sucessão: 
~ , ~ , S3 • ~.. • Sr! , .•. 

A série 1 Un classifica-se conforme a sucessão Sn· 
Assim: 

Convergente 
, 

se 11m Sn existe e e finito 
'" Serie 
:l un {pro-oriamen te 1 se Sn t ,+ CX) 

Diyenente diTergente} ou Sn t - CD 

'Oscl1ante se 11m Sn não existe ou 
se fôr CX) sem ser 
+CD nem - CX) • 

No caso da série ser convergente o 

1im Sn == 5 =1= ao 

diz-se ~ da série e escreveremos: 

S=U1+~+···+Un+··· 

Chamaremos soma. "parcial de ordem n a Sn (soma dos !! 
nrimeiros termos). 

Chamaremos resto de ordem n duma série convergente. 
e r8T,)resentaremos por Rn. a diferença entre a sua. soma. 
e a soma parcial de ordem n. 

Entã.o'~ se a série' .% Un é convergen~a, temos: 

S=Sn+Rn 
; 

donde, aplicando a a1geb~ d08, limites, 

11m Rn = 1im (5 - Sn) = O 
o que prova que En é um infinitósimo. 

Série geométrica: 
~-se este nome à série cujos termos·,'.estão em pro-



gressão geométrica; é -pois toda a série do tipo: 

a. + ar + e.r2 + . .. + arn + ... 
A scma dos n primeiros t.er,nos é: 

Su = a + ar + ... + arn- l ; 

multiplicando ambos os membros ~or r obtemOs: 

r.Su == ar + ar2 + ... +arn 

d~~nde. por subtrb.cção ordenada:' 

(l-r) ~ == a - 1i.rn :l a(l-rll) 

ou seja (1 n) Sn = a -r 
1 - r 

Vamos estudar a naturez~ da série consoar.te os 
valores de r! 

lr t<l - r11 será um infinitésimo, portanto lim Sn= 
= ~; a série é 'Dois convergente e de 

l-r 
soma. igual a a 

l-r • 
Ir l > 1 - rn é um infin1 tamente grande e Sn t (!} , 

logo a série é div~rgente. ' 

r==l-a série é a+&+a·+ ••. +a+ ... e 'Por
tanto Sn ftoo (ée a>O) ou Sn t -00 (Se 
a<O) j é -poi s propriamente divergente. 

fr ~-l r=-l .... a série é a - a +a -, á+' ... ;então . 

e 

Sn é alternadamente. e O; logo a série 
é d.ivergente oscilante._ 

Definicão: Dadas duas séries 

aI + &2 +.... + an + .. . 
bl + bZ + . .. + bn + .. . 

se tivermos e.n::s::...bn qualquer que soja o valor de !h à 
primeira diz-se maiorante da ,segunda. e a segunda, Bl~
norante da primeira~ também se diz que a 2!i!!.é maiorad~ 
pela lã e que a l~.e mlnor.ada pela segunda. 



Tet,)rema: "l-íao se aI tera o caracter du.-re, série jun
tando-lhe. ou tirand.o-lhe um númerí) finito de term::·nll. 

Suponhamos que na série: 
uI + Uz + ... + un + ... 

suprimimos k termosj seja. Up o Último termo su-primido 
e,sejam respecti~ente Su e s~ as somas de ordem ada 
serie dade e da serie obtida.. .. 

Desde que seja n >p , em Sn figuram todos os ter
mos suurimidos e 'Portanto, representando uor A a. s~ma 

. .. , -" , 

destes te~~s. vira: 

Sn == A + S;"_k' -para n > p. 

Se Sn t S . , então Sfi-k = (Sn - A) tender~ para 
S-Â (pelo teorema. do limite da diférença)e 'Portanto 
se a. l!o série é convergente também a 2!o o é; se 
SA-kt SI então Sn t (A+SI) e portanto Ge a 2!!r·série 
é convergente, o mesmo se dando coma l§. Portanto, se 
llI'!la. delas fôr divergente,d:ivergente é também a outra. 
São 'Pois, de facto, da mes..'ila. natureza. 

CondiÇão necessária de convergência. 
> '.". ,. I 

Suponhamos que a serie de termo geral Un e conver-
gente, . isto é. que Sut s =1= 00 ; então ter-se-á tam
bém Sn + 1 t S, donc;le : 

lim,' (Sn+l, - Su) ;= 11m 'ln +1 == o . 
Portanto: 
Condição necessária :Para que uma série seja CCiln.

vergente e que o seu termo geral tendapa.ra zero. 
Esta condição é apcllS.S necessária, poda não ser 

s~iciente,; Assim,· por exerriplo.· demo.nstra-se que a 
serie .. 1 1 . 1 . 

l+Z+"3+····+ii+··· 
(série hannónlca.) é divergente. embora o seu termo 
geral tenda 'para. zero. 

Crité~io geral de convergência 
uma çond1ção nevess~ria e· s~iciente de con~êrgên

ciá da seria de termo goral un e que. dado um Il1lIIlero a 



positivo, arbitrário, exista. m!la, ordem 1/ tal que: 

l Sm, - Sn I < à desde que m e n > 11. 

(critério de c~nvergôncla de Cauchy··]olzano). 
Porém, êste critério é de dificil aplicaçã~ na 

prática. 

Séries de termos não negativos 
Numa série de termos não negativos: 

ul + u2 + ... + Un· + ... 
a soma parcial Sn será croscent~ ,~ sentido lato, isto , 
e: 

. 
visto que quanco adicionamos um novo termo ó un+ 1 , ou 
ele é nulo e Sn +1 = Sn, ou é positivo e Sn +1 >Sn· 

Por &utro lado, já vimos que uma suc.essão crescente 
em sentido. lato, quando limitada. é convergênte a, 
quando 11im! tada., tende para +00; êntão: 

ou Sn t a =1= 00 ou Su t +00 ; 

logo: "UIÍa sárie de termos não negativosoué conver
gente. ou divergente para +00 (propriamente di~,ergen
te) . 

Anàlogamente: 
"UDa série de termos não positivos ou é convergente, 

ou grul'gente pera. - 00 (propriamente divergente). 

C~ltério de confrcAto: 
Consideremos duas á~ries determos não negativos 

lUn e l vn e suponhamos que a primeira ó maiorante da 
segunda (ist~) é. que Un ~vn , qualquer que seja n); po
demos entã:o afirmar·' que: , , , 

"Se a prime;ra. e conve~gente, a. se~d.a t~bem o e, 
e se a. segunda c divergonte a primeira o twmbom div~r-
gonto" ~ 

CPID efeito, sendo Sn @ 0n aS somas parciais 
de -:·rdeIll n. respectivamente, da primeira e da seg1.lllda, 
é evidentemente:. 

O'n ~ Sn 



~ 

Por outro l&do, se a primeira e conv~rgente, tem-
-se Sn.:'f S e ;ort,anto 

t1n ~Sn~. S 

o Que ga~anta a convergência da segunda. 
" Por cutro lado S9 a segunda é diyergente t1n cresce 

além de todo o limite e o mesmo. sucede a Sn, por ser 
SR ~~n. o que prova 'a divergência da primeira. 

, (' Criteric de D'Alembert,! Aplicava1 
séries de termos positi,vo~). 

Seja a série ~e termos positivos: 
. UI + u2 + . .. + 'ln + ... 

e consideremos a rezão: 
11u+1 

e == n 'lu 

unicamente a 

~ ~, 

Se ?n fosse' 'Wlla Gonst~te te1"l.a,luo13 uma seria geo-
métrica.. Suponhamos que en não é constante. mas que. a 
partir de certa ordem p. se roante~ menor ou igual a um 
nú .... nero k iriferior à. unidade. isto 'é,· cr~e! 

Pn ~ k < 1 para. n > p ; 

então como 'ln ..... ~ == ?n 'ln e como se tem ~n ~ k 
para. li>P, vira: 

~ ..... 2 =?p -4-1 ~ +1 ~ k ~ .... 1 

'lp .3 == ?p+ 2 'lp 1-2. ~ ~1lp ... 1 . . .. . . . . . . . .. . . . . 
donde de conclue qúé a série 

(1) Up +1 +Up..,.2 + 1lp +3 + ... 
é malorada pela série geométrica 

(2) Up +1 + k 'lp +1 + tc2 'Ilp..rl + ... . 
e como esta é convergente, por ser k<l • a série (1) 
(obtida ~a sér~e dada por supresSão dos p primeiros 
termos) e tambem convergente. 

_ Cerno a su~resSãn dum número finito de termos não 



altDra a natureza á.a série, a série dada é tambí:')ID con
vergente e o seu resto de ordem :p ~~ 

B ~ 'IlP+l 
p-..;:: 1 - k 

vict::; aar Bp == Up+l +Up +2 +up +3 + ... 
=~+l+'),+lk +~+lk2+ ... 

(Ê precino nctar que se tra.ta. de '\llDa. cond:1.ção sufi
ciante, mas não nec3ssária de cc.nvergôné:S.a) 

Su-ponhamcs agora que ?n' a l'artir de cel~ta. ordem 
se mantem 'lUporicr ou igual à unidade, isto é, que: 

raciocinando de modo análogo chegamos à conclusão de 
que a série dada ~ divergente. 

En resumo: 

~n == _~+l t~~n:!) ------
~l - - - - - -(li >p) 

Série C. 

Série D. 

Notemos que para a série ser cOllTsrgGnto nao basta 
que se.ia Pn <: 1 a pa.rt ir de certa ordem, '00 i B, "Cor 
exa~lo nara a série harmGnica: 

1+J+~+ ... +! + ... 
que sabemos ser divergente. temos: 

1 
ai n +1 _ n 

1 n+l<1i 
-n 

nortanto, neste CaSO, ?n é ~en~r que a unidade qual
quer que seja n',IDas não é possível determinar um nú
mero k inferior a unidade tal que a partir de certa. 
ordem GejEl. 

Uu+l 
---=~-=- ~ k < 1 . 

\ln 
~~~ "Suponha.mos que a razão 

.M.G. 2Qv. f .. 4 
~n = un+l 

u n 



tende 'Para um. limitel; então, e. série será convergen
te se 1 <1 e divergente se 1 >1. II (Nada se :ood2 con
cluir se fôr = 1). 

Consideremoa em 'Drim~lro lugar ), <1; deslgD8Jldo 
por k um número compre
endido entre 1 e I e 
fazendo, ~ == 11: - 1, _ Ô 
existira una ordem nl tal que: 1 

11 > ul - 1 - a <Pn < 1 + a 
e C()lDO 1 + a-... k temos: 

k ,- \ -

I 

n> nl - Pn < k < I , 

logo a série é convergente. 
De modo 8rJllogo se demonstrava a segunda ~te do 

corolário. 
Nota. - Pode a.cor.tecer que ~n não tel'.ba U.mite e 

que no entanto 8. série sej~ convergente; é () qne acon
t~~e, por exemplo, cam a serie 

+ ... 
na. qual é: 

i claro ou*" não tem limite, mas, 
logn a :oa.rtir da primeira. ordSIn tem-se 
e 'Dortanto a série é convergente. 

no entanto 
I 

?n ~-Z <1 

Critério de Cau~: 
Consideremos -ru~ sendo -1ln o termo geral d't'lIla 

série ~e termOEi posi t1'ros;~e 

se 

n>p - n -
~~k<l a séri~é C. 

n 
~~l a série é D. 

n 
C(-, rolário: Sendo 1im r n == 11m Vun =s 1 

\Se 1 <~ : l a série é c. 

-
\ 1 .> '1 - - - - - a série é 1). 



ese 1 == 1 nada. se 'Pode concluir. 
Estas duas proposições 'Podem ser de:monstrad.as por , , ... . 

um metcdo ar~logo ao que seguimos para de~onstrar o , . .~ 

cr1terio de D'Alemberte respectivo coro1ario. 
~ ~ , :::eore;:a.: II~e &.s serias: 

(1) 8.1 + &2 + ... + &n + .. . 
(2) bl + bZ + ... + bn + .. . 

são convergentes e têm 'Por somas reEPectivamente À e :Bt 
também a série: ' 

(3) (lal+f'bl ) + (laZ+EAc,Z) + •.• + (lan+l'·bn ) + .. _ .. 
em que 1 e p. designam números quaisquer. é convereente 
e. tem por soma: 

1.& + 1':13. II 

Comefei to, sen~o An ' :Bn e, Cn rE}sPect.lva.ment~ as 
no~s parciais de ordem n das series (1) • (2) e (3): 
teremos! 

e como 
1 im Cn == 11;11 1 Ân .+ lim p13n 

== LA. + ,,:8 

a. série (3) écon"7'ergente e tem 'Por soma. lA + ,,:8 
q. e .. d. 

A série (3) diz-se com1.i!nação linear das séries 
(1) e (2). 

Se 1 == fi- =1 a série (3) chama-se & sé:r.ie soma. 
dasséril)s,(l) e (2); se 1=1, e 1'--1 a s6rie (.3) 
diz···se a serie diferença das series (1) e (2). 

Teorema: nA série UI +~ +~ .. +1ln + ... 
;-

vergante se o mesmo acontecer coma seria 

, 
. se:l:'a con-

I UI!. +! Uz I +... +1 Un l + ... 
formada com os módulos dos termos da primeira; e se 
representarw~s por S e ~ as somas da ~r1meira. e da 
segunda. ter-amos: I S I ~. (1. II 



Para demonstrar ~ teorema va~~s considerar as su
cessões de termos gerais: 

( == un se Un>O {= O se un~O 
an i = O se Un~O e bn _ = -Un se u'11 <o 

(Por exemplo com ,1 - 2 + 3 - 4 +... seria' 
au == 1 , O • 3 , O • •.. e bn = q , 2 • O • 4, ... ) 

# 

Nestas condições vira! 
un==an-bn 

e 

donde 
111n! == 8.n + bn 

an ~ !UnI ' 
bn ~ IUnI 

o que mostra ser a série ~ l ~ 1 maiorante, de.s s~ries 
.z &n e 1 'bni coDio, por hipotese, aquela e convergen
te, também estas o são-. :for outro lado, tem-se! 

.I Un = ~ an - ..Jbn j 

logo, por força. do teorema anterior, é lUn conver
gente e a sua 'soma. sEirá Â -:s i representando por.A e 
:s respectivamente as somas de ~ au- e de .z bn • 

',Finalmente, visto que .z I Uni = .J,an + 1 bn ! tem-se 

a==J.+:S 

e, como I Ao '- B I ~A. +:8 será 

I s I ~ a q. e. d. 

Á ~arte final deste teorema é uma extensão da ~ro-
W. I ,-

~rlodade ja conhe~ida das somas, com um numero finito 
de 'Parcelas. ·0 modulo da soma. e menor, quando mui-to 
iguã,l, à soma dos módulos das 'Parcel,as". 

Definiçã.o: ".iA, série l Un diz-se ãbsolutamente 
convergente se fôr convergen~e a série .2 I unl' It 

Pode acontecer que uma serie eeja convergente sem .' , . . que o seJa a serie dos modulos dos seus termos. e en-
tão a série dir-se-á s~~ple~ente convergente. 



P-;;.'oduto de séries! Dadas duas séries; 

2 an = aI + a2 + ... + ~n + .. . 
-.% bn = b1 + b2 + . .. + bn + .. . 

cl1P~-se ririe produto elas 'Dr:lmeiras (segundo Cau.chy) 
à serie cujos termos São formados com aseguinta lei: 

C]. = albr 

Cz = azbl + aI bZ 

c3 = 2.3bl + aZba + aI b3 . . . . . . . . . . . . 
. . . . ... . . . . . . . . . . . . . 

Tem lugar a seguinte ~roposlçio. que não demons
-traremos: 

Teorem.: If Se· as séries ..I 8.n e J: bn s;;'o conver
get;tes.e têm por somas ,res-pe~t1vamente A. e :a. e se 
alem disso U"'la dee.tas series e absolutamente conver-./', , .. 
gente. tambem a serie produto .z cn e convergente. 
tendo por somà. precisamente À.:S • lf (Mertons) . . 

Note-se que não é-preciso que ambas as séries fac
tores sejam absolutamente.convergentes. basta que uma 
delas ° seja. 

séries de termos com sinai.s alternados _ 

- " 
Teor~: "Se na seria de termos alternadamente po-

sitivos ene~tivos: 
)n-l 

uI - ~ + u3 - ••• + (-1 Un + ... 
os termos decrescem em valor absoluto e o termo geral , , 
tende para zero. a serie e convergente a a sua soma 
parcial de ordem n difere da soma da sér1emeuQs ~o· 
lu +' I. II . n -I 

Fodemos, sem quebra de generalidade, suPor 111>0. 
Suuor~oG então verificaAa.s as duas seguintes condi
ções: 



e 

Formadas as somas de ~rdem impar: 

51 = u1 

53 := ul- -;12 + u3 == u1 - (U2 - u:3) 

55 == u1 - (ug - u3) - (u4 - "'5) 

e a.s SOIDaS de ordem pe.r: 

5-4: == ul - u2 

5;1 === (ul - "'2) + (u3 - u4) 

56- == (ul ,.. u2) + (u3 -''''4) + (u5 - US) 
.. . . . ... .. " . " " . . . . .'. . . 

verif1cetmos. atendendo à- prime1ra.cond1ç.'ioique as so
mas de crdem impar vão dim1nuinclo (formaJll uma sueessão 
decrescente) e as de ordem par vão aumentando (formam 
'IJ.i!U?,sucessão crescente ):.. " . 

51. > 5:; > 55>' ... 

S2 <54 <SS.<··· 

Mas 'Por outrola,do teremos' sempre: 

Szp<5zp+l 

isto é, as sc:;.mas de ordem par são sempre menores que 
as de ordem impar. . . . 

Como a sucesSão ~ ~ crescente e superiormente 
limitada.·e a sucessã.o·~E2p+l . é deéresc~nte einfe
riormante limitada, ambac as sucessões tem limite; 

lo 

como alt;)Dl dissQ 
52p+l == Szp + ~+l 

virá. tomàndo limites: 

lim S2p+l == 11m S2p+ 1im uap+l 

donde, atendendo a que o termo geral tende para zero, 
vem: 



É claro que será também 11m Sn == S , , , 
a seria e convergente, como afir~mamos. 

Por 01.lt.!'O lado, das limitações 

S2p < S <Szp+1 ' 

S2p <;'5 < Szp-1 ' 

dewlZ-se fàci1mente: 

I S - Sn f <Un +1 ' 
e fica assim provada a 2á parte do teorema. 

Exemplo: Consideramo~ a' sério: 

e portanto 

1 _ 1 + 1 _ 1 + ... + (-1 )n-1 1 
23 4 n + ... 

Como (e vê, t:'ata-se dUllla. série' alterna.d.a. cujo 
termo g~ra1 tencl~ ~ra zero; .~ sério,é PO;8 conver~en
te. Por~. como a serie dos modulos e a serie hc~nl
ca. ~que sabemos ser ~ivergente), podemos afirmar que 
a. sorie considerada e simpl.smente converge?te. 

. , # . 

. fe.lculo ê..'1.....!!,orna. dU'tt1a. serie 
Como se sabe, calcular um número reeI é daterminax 

um valor aproximado desse·número eomerro inferior a 
um número positivo arb i tràflament e dado. 

Ass',m, por exemplo. nós di SpOl!1Usde me'.os que nos 
permi tem cal~'ular o va.lor d.J : com a. aprox'.mação que 
desejamos (está nalcul8.do com mais de 700 casas deci-
mais). . .. 

Deste modo. cal('.il.la.r ~ soma d.YlA oél'J~' cons;'stirá. 
em det~rmins.r o "alor duma. soma'~àrciel Sn q',lS dif:i.ra. 
da. soma S da série ~nos que um número positivo I pre
viamente dado; isto e. ta1que: 

fS-SnI<I. 
Casos há. em que se podo detel-minar a soma ex.."l.cta 

da série 'Par.: meio duma. fórnr.;lla, como a.contece com ta. 
. 'série geamétl'j,ca d,:'} razã.o inferior à w~1dadej !,;IaS ~stGS 
~;e.zos sã,o 5 . .Itteirê'-,"TlCnte exc<?pcj.onais. 



a) Consideremos em primeiro lugar uma série de 
termos alternadamente positivos e negativos. '({imos 
que, tomendo ~e~a valor a~roximado da soma da série 
a soma dos seus n nrlmeiros termos, se cometa U~ erro 
inferio:r ao módulo~ do primeiro· termo ef;=!)rezado. U.11 +J: 
Portanto, para ter um valor aproxi~do com um erro 
inferior a. c basta prOC1l."Y;'S.l· o prime~.ro termo Un+l ' 
tal que: 

e somar 0:3 termos -precedentes .. 

Exemolo: Calcular a. soma. da 
nada cOm erro inferior a 0,001. 

Deve ser: 

l 1 I 1 
n +11<1000 ;:% 

série 1~ónica-a1ter-

n;::.lOOO 

Deveríamos 'Cortanto tomar 1000 te:rmos. (Esta série 
converge muito ientamente). 

Diz-se que uma. serieconvergemais rànida.mente que 
outra quando. para. calcular a soma de ambas com erro 
inferior a um mímero dado. ,se tem de tomar menoste'ullOs 
na primeira. do que ns segunda. 

Exemplo: Demonstra-se que: 

....!.._l_l+l· ... l+ ..• 
4 3 5 7 

Para calculár o valor ,de #/4 com erro lnferiôra 
10-3 teríamos: 

1 . 1 
211-1<1000 -

F..sta. série converge mais rà~idament!: do. que a do 
exemplo anterior, mas tem ainda convergencia muito 
lenta. Para calcula:!' comodamente o valor de 1T com a. - " , apl'oxj,ma.çao desejada, e necessa.rl0 recorrer a. series 
ê:.e mais rápida conver~ência.. 

b} Suponhamos que a convergência da série 1: ~'tn 
foi constatada pelo critério de D1Alamoert; :t.sto 03-, 



. , 
que para a.1C!ll da OrdE"lll p 
vimos que: un-r-l 

Rn< -"-.. -' 1",:/ 

se tea: Un+l~k <1 . 
un "" 

para. n >p. 

Já 

Como.nn é exactamente o êrl"o. que ea comete quando 
ce toma Bn para soma da. série, não temos mais do que 
determ'-nar' o primeiro valor de n pa.:ra o qual Rn é IOOuor 
que o n-tlmeto l dado. isto é" o pr1meiro tErmo Un+l tal 
que 

't1n + 1 -< (1 - k). 4 • 

condigão esta que severificarán~cessá.riamente a paro. 
tir de certa ordem, visto queun·tO. . 

Ob~er!e-se , que qaantoma.ls ~ró:dmo k estiver de 1, 
maior sera o numero de termos e. tomar. 

Pode a1n~ acontecer que a convergência da série 
se torne mais rápida ouma.is lenta, à medida au.e n au
menta. 

c) Se a convergência da série fOi constatada pelo 
critério de Cauchf então: 

Jtl.i,.A 
Rn< r:k . para n >p • 

e basta escolher n ,de modo qUe seja Rn < I. 

d) Se se tratar duma séria absolutamente convergen-, 
te, !epresentandopor ~ o res~o de ord~ n da seria e 
por Rn o resto de ordem n da serie dos modulas temos: 

IRnl~ Rn ~. 
~. ' , 

Por conseguinte, o calculo da soma duma serie abso-
lutamel}te conver~ente pode sampre efectuar-se recorroo.··· 
do 'à sorie dos modulos-

/ 

Séries de potências 
A noção.de.série de potências é uma generalização 

da noção de polinómio inteiro. 
Recordemos que se chama polinómio emx a toda a 

expresSão da forma: 

ao + &lX + a.;,x2 + ... + auxn 

na qual 

M.G. 2,2v. f.5 



número inteiro não negativo. Ssan=#J, diz-se que n é 
o grau do polinómfo. 

Pois bem, chama-se série de potêncit;.,!!. da x a. toda. a 
e~?ressão do tipo: 

2 n ao + a.I x +~x +... + an~ +. .. = 

Atribuinc.o a. x .. 'U!!l, ~'alor qualqL1.er, esta expressão 
converte~·ee numa serie de teruos constantes q'o,e pode 
ser convergente ou di'·!ergente. O problema que nos in
teressa '9rec1sa.m~nt.e é o de averiguar quais os valores 

. ..,.., . . 
de x ,901'8. os qual.S a' Ser1.6 e converg~nta e portanto, 
quais os valores de x para os quais e divcrgento. 

Para isso; é fundamental' O segrilnté: ' 
Leraa de .A.bru.,: a) Se a série (1) converge para. um 

dado valor, ;ltode X, converge e..bsoluta, .... :16n:te para todos 
os va.loresde x tais que: 'Ixl <},Xo4; b) Se asária 
(1) diverge para. x .... xo, diverge para., todos os va:lo-
ras da x ta.is que! ' (xl> IXoJ.u ' , CC) , 

Com efeito, suponhamos que ac sar'-e 2: enxH a 
, n=O 

convergente; então, o seu termogera~anKB ~ende para, 
zero e portanto (como todo oinfin1tesimo} e uma varia
vel limi tad.a, isto é;, existirá.. um número k tal que: 

. , \au~ l < k" qualquer que seja n. 

Por outro ladO: 

·t anxn 1 :os )e.nxB \ . \ ~ ln 

e portanto, t n \e.nxn < k: • \ ~oJ..qualquar que seja n, 

o que mostra sor a série .1 tenxnl ' minorante da ,àérie 

2 k . l ~o J n. Ora esta Úl.tima.,é co~vergente para todo 

o valor de x.ta.l qu~ tx k \xo1 (por ser uma. s~rie ~&.eo
métrica. de razão menor que a unidade); logo também " ' 
~ \ an'1tn \ é convergente ,e portanto .l &n.'1tn absolu'
temente convergente. para todo o valor de x tal que 
\x~< 1 XcI'·' ' , 



Fica pois 'Orovada 8. 1& -parte do lema; nara d.emons
trar b) basta ápl iear a): sU;?on..1.a.mos que a' série é di
vergente pa.ra Xo e que converg~.a ~ra x com 1 x I> 1 Xo P 
ora sendo convergente para x, a serie deveria, se~ndo 
a). se~ também conve~gente para Xc (visto ser 1xo/< Ixl), 
o que e contra a hinotese. 

Posto isto, cna.na.remos raio de convergência da série 
1 8.nXn aO extremo cuperior, f'ini to ou inf'ini to. dos mó-, , 
dulos dos valores de x para os quais a seria e conver-
gente (existe pelo menos um valor de x que torna a série 
convergente: o valor O). 

Teorema: "Se' fôr R o raio de convergência da. s3ri.~ 
1 SnxU. esta será absolutaJllenta convargcntC3 para todo o 
valor de x tal que I x I<R,edivergente para. todo o 
x tal que I x J> R. " 

Com efeito seja xl um valor de x tal que lXl!< R; 
atendendo à definição de raio de conve~gênc;a, hã pelo 
menos um valor de x (seja xo) onde a serie e conver-
gente e tal que: . 

f~Xll <I Xc f ~ R 

(de contrário não seria R o extremo superior dos módu
los dos valores de x que tornam a série convergente). 
então. nolo lema. de Abol. como e. série eonvérge 'Dara. 
x= Xc, será absolutamente convergente para x= xi· 

Ariàlogamente se provava que a série é divergente 
para tx J>R. , 

No caSO def x J == R llada. se. pode c~ncl uir. , a priori, 
teremos de fazor o estudo directo da serie numor~ca que 
se obtem da. série de ,potências fazendo X.== R ou 
x == -R.' 

Como (X«11 "-
a série é absolutamente convergente no intervalo 
l-R,Re, o qual se diz intervalo de convergência. da. 
séria dada. 

]ln nartie.1.Ü.ar pode ser R == O -(a. série converge 
só para.- x=O) ou. ainde. R == 00 (a. série converge para 
todos os valores reais de x); então, neste caso o inter-
valo de convergência é 1-00, +(0 (, . 



Some. de flé~ies de potências 

Dad~.s e.s 3él'ies de-ootências 

e 

chE.:naremos so.:..>a das duas séries à série 
CX) 

~: (~+bn)xn. 
n=O 

Como vimos, se duas séries nwaéI'ica,s são converge~
teso talllbém a série soma o é; 'Oortt'l~n:to a soma. das p,U8.S , ,... . , - , 

series de' potenc5.as sera. convergente, pelo menos, ~ara 
todos os valores de x para os quais convirjam as series 

. ~ .; .' "". , 
parcelas; lsto e, ,o raio de convergencia da serie soma. 
é, pelo menos. igual ao menor dos ralo's de convergência 
das séries parcelas. tendo-se: 

00 00 (X) 

:8 anxn + ~ bnxn == '2: (an + bn )x1l 
n=O n=O n=O 

para todo o valor de x 'Oertencente ao menor dos intar-- ~ ~ , 
valos de convergencia d~stas sarios. 

Produto desérles de notências 

Anà.logamente a'sérleproduto: 

~, cnxll = ~ (anbo+8.n-lbl + ... + ao'bn)xI1 
n=O n=O 

sará (pelo teorema. de Mertens) con.vergente para todos 
os valores de x que tornem convergentes as sérios 
factores (sendo ~ menos uma delas absolutamente 
convergente) epcrtanto o seu ralo de convergência 
s~rá. pelo m,nos igual ao menor dos raios de conver
gencia das eeries factores, tendo~se 

para todo o valor de x pertenconte aO menor dos intor
valos de convergencia. 



nete~inaçã.o do :raiQ' de convergência d'l,!!lla série de 
'Oot~ncia."I!: 

T 11<:' 1'.. d . t'·:t- ~ n ' .~_~: oe uma serl.e e po enc~s ~ anx e 

ta.l q-u.e \. a.n, 1 tende para. um li:ni te finito ou infi-
1 an+l . 

nUa. êsse limite é o ra.io de convergência da sériell • 

, ~'Oonha-TnoS' que é lim\ an~ 1 == X e consideremos 
a serl.a: 

t ao \ +1 aI \. f x J + ta21 . ~ xf2 + ... + {au \. \xl~c .. 
a. qual para cada. valor de x é uma sórie de termos posi
tivos: 

Ue + ul + u2 +... + \ln + ... ; 
Apliquemos a esta. série o c;;:itério de D'.à.lertlbe:rt. 

fan+lllx,\n+l == lxl. l1m \an+lt 
\&nl.lxfa &n 

Temos: 
lim Un+l= 1im 

un 

\:id =-
X 

mamno q-ü.a X seja. nulo ou seja infinito. Pelo critério 
de D'Alembert. podemos afirmar que a série l'lln é con·· 
vergentc se 'x l/x < 1 e que a série ~ \ln é d.iver
gente se I xlIx> 1; isto é: 

a) Se \ x I < Ir. a série .% snrt é absolutamente 
convergente; 

b) se \ x I > X. a série 
Ore.lstoslgnlfica precisamente 
vergêncla.. q. e. d~ 

, 
Exeme1os: Seja e. serie 

.1 an,xIl. édlvergenta. 
que é X o raio decon':' 

1 + x + ~ + %3 + ... +~ + . .. ; 
21 31 uI 

temos: 

I 8.n J == l/nl &: (n+l)t = n+l 
8.n+l'. 11 (n+l)! nI 



~ 

e lim I~/- 11m (n+1) == + Ctl 
1-8n+l 

O raio de convergência é +00 e portanto o inter
valo de convergênc.ia é .] - 00, + CD t . 

Na séri", 
1 + x + 21x2 + ... + n!xn + ... 

R= 11m = 11m n. =lim -=0 e:· '8.n l I 1 
8.n+l . (n+l)t n+l 

e nortanto o raio de convergência é nulo, isto é. a 
,~ , 

serie so converge para x= O. 
Seja ainda a série 

1+...L+ x2 + ... +~+ •.• 
2 ,3· n+l 

Tem-se . 
. . 1 + 2 

R·= 11m n+2 == 1im 'ft = 1 
n+l 1 + 1 

n 
Para x==l. a. série diverge (série harmónica); 

para x= -1, a série é simplesmente convergente (sé
rie harmonica-e.l ternada) • 

!]um modo geral!. J;)odemos dizer que a convergência, 
da. serie ~ &rixtt . e tantoJDELis 1e~ta. .cv;aanto ma1~ pro
ximo x estiver dum extremo dó intervalo de convergên-. 
cia. 

O teorema. anterior pode ainda ser útil para sérias 
de pot~cie.s do tipo . 

ao + a1 x2 + ~4 + .. ~ + ~x2n + ... 
(em que são nulos os coefiei.entes dos termos de, grau 
impar}, oü do tipo ' . ' 

aox + alx3 + a2x5 + ... + Snx2n+1 + ... 
(em que são nulos os coeficientes' dos termos de grau 
par). . .. 

Se na. primelratizermos x2= l' vem: 

8.0 + a17 + 8.2;;-2 + . .. + anyn + ... 
e se fôr: 



zg 

esta. séria cqnverge com l,Y I <R e dj,",erge com ãYl>B; 
portanto a serie da.da sera convergente paralxi <R e 
di';crrgo para I xF~>R; será. pois ...rRo seu :raio de 
converg&ncia. . 

As !::é.I'iea do segundo tipo l.t.l.dicadol>odem tra.tar~·se 
de maneira a....,.{loge.. pondo previa:rnonto x- emevidêncj.a, 

:Baseados no critério de Cauchy .e de maneira aná..lo§'l. 
à que seg-ü.imos pe.ra o taore.~ ante:rior podlamos demone
troar: 

Teorem3.: USe a série .:8. &nifl é tal que \ 1 I 
n==O '.' 1~ ... 

tem limite finito ou infin.i to t ásse. limite é o raio de 
convergênc:1,a da série l1 • ". .... . 

Destes dois teore."W~s· resul'iia. imediata.'llénte· o~ ae-'-. . 
guinte~ 

Corolário: IIDadÇl. '\lTlla eucessãoun qualquer, se Elxi&
tem os limites de un +l e de yu.;;, êsse$ i.imites 
são iguais". un 

Funções reata de variá.vel réa.l 

ConsiaerémOs duas V'al'iâveis rea.is x,- y isto .~ duas 
variá.veis, cujos. valores pos~!'Veis SãO mÉleros reaisi 
diz-se queté f1lllção dex qUá.ndo 'cstas va:riáveis es
te.o r31a.cio~das de tal modo que a. cada.. valor de x 
pertencente a um dado coi:lj1."nto C, cott!3sponde Um ou 
mais valores de 'Ti diremos que a f1lllção.é definida no 
conjunto C o.qual· toma: o nome de domínio ou Ca:I!'OO de 
existênCia d.a.f1lllcãg (SUPOlldó que não existem forà.de 
C valores. dex aquec.órresponQ.a .. qualquer . valer de ':{ .. 

). variável x cbama~~se neste· C8.S0 '9'ariável ind.epen
dente e à variá.vel ydá-se.o nóme dê varié.vel depen ... 
dente (função de x). ' .. 
--Se a' cada x E." C ~ corresponde um sÓ valor de·7. 
a funcão diz-se uniforme ou univoCa; caso contrário a 
funçã~ diz-~e pl:m:iforIDã ou plurívoca.. 

Exemplos: a vari~vel Y == 3;.2 - I é uma funçã.o 
univoca da x que tem por domínio ] - 00 ,+ ror, isto é, 



o conjunto de todos os p,ú.1Deros re~is; ~s já a v'ariávél 
y ~'ii - x2 é uma função piurivoca de x, defini~a t\ó. 
no intervalo [-1, + 1) (em cad~ ponto interior deste in:' 
ts~ra10 toma. dois valoTGs simetr1cos). 

Q,uando nada se diga. em contrário, referir··nos-emos 
_. I 

a.penas a f'ul12oes 'UllJ.vocas. 
Uma. fu. .. ·lçao de x representa···se abreviadamente por 

sÍmbolos tais como: . 

f(x) , g(x) • cp (x) , IJI (x) • ... . 

Se fôr ~ um ponto. dodom1niode existência de f(x), 
representa-se por f(á) o valor que.a função toma nesta 
ponto. 

Diz-se que as funções f(x) eg(x) são idênticas ou., 
que são a mesma. :f'uncã.o , quando: 

12 - têm omêsmo dom!nio de existência 
2.2 - tomam o mesmo valor ~ra cada valor de Xi 

verificadas estas d'Uas condições escreve-:-s~: 
f(x) == g(x) ou simplesmente '. f- g. 

En certos casos o valor de y correspondente a 
cada. valor de x dado, pode ser obtido mediante anera
ções elementares (1)., sempre· as. mesmas a-partir desse 

. . ~ I" 

valor de :x: e de eventuais conotantes numericas sendo 
estas o!>erações efectuadas um· número finito de vezes 

'. ou .então u.'u número 1:r;finito de vezes com pe.ssagem ao 
limite. Quando isto e po;ss{vel, a função diz-se ra-

o • , • ". • ... .......-

presentavelanaliticamente •. e cl.la.ma-se expressa.o ana-
l.itica .da. função à. fÓnuu.la EI!l' que tais operações são 
indicadas. 

~... Quando as opera9ões~lementares exigida's sã~em 
numero finito, ~expr8saao analítica diz-se algebrica; 
quando.sãoem.nullero infinltocom passagem ao 11mite, 
a expressãcJanal! tlca;. diz-se transcéndente. Porexem
plo, 'UtDB.. seria. de potencias, tal como 
(1) _ Chamaremos operações eiementaresà adição, sub
tracção, multiplicação,· divisã.o e extra.cção~e raiz. 



1 + x + ~ .,. ... + -z.U..,. ... = 11m ;1> xP 
2! nl n ... co p.... pI 

é uma expresSão transcendente. 
uma exoresSão algébrica diz-S8 raciónal quando não 

comporta extracção de raizes a partir rua variável inde
pendente; caso contrá.rio diz-se 1rrac;.onal. 

Por sua vez uma expressão racional diz-se inteira 
quando não exige divisões, e fraccionéria. no caso con
trário. 

Temos então : 

Expressões {.AlgébriCas {:RaCiOnaiS {~~~r~~~rias 
l'ti Irr.acionais 

ana 1 cas Transcendentes 

Exemplos: 1) À expreadão (-;ê - 1)3 - f x é ra

cional inteirai 2)a expressão (Zx-1)-3+sx2 é 
racional fracclonáriai 3) a expressão 1 - ~1 -:ê 
é a1gé1Jrica irracionalj 4) a expressão 11m l.l.,. i\n 
, n-oo Y e transcendente. 

Duas expressões anal!ticas em x dizem-se equiv&p 
lentes quando tomam o mesmo valor para todo o valor 
de x. 

Doas expressões analíticas podem ser diferentes e 
contudo eauivalentes, reoresentando assim a mesma 
função. Pôr eXémplo: (%+1)2 ==.-,..2 + 2x +1 

1ha. ftmçâ.o diz-se raciOnal quando fôr repI'ssentá
vel ,-;)or 'WIIá exoressão racion!IJ.l. 

üma função-racional diz-se~teira quando fôr re
presentável ~r uma expressão analítica inteira e diz
-se fraccionaria no caso oposto. 

No entanto pode acontecer que uma funÇão inteira 
- I apareça. representacla. por 'UDl9. expressao fraccionaria, 

ou qu.e unia. função racional apareça.. representada por 
uma expressão anal! tica transcendente ('Oel0 menos 
numa ~te do sou domínio de oXistâncta), como ~or 
exempio a funÇão -

1 .. + + -_? n 1 <l -...-;;;....-. = 1 x r + ... + x +... . para. - <x . 
1 - x . 



Pode ainda suceder que a. função não seja definida 
mediante uma eXpressão analítica, como acontece com a 
função de Dirichlet: 

1 == 1 se x é irracionà.l 
D(x) . t .... O se x é. racional; 

por exemplo. D(l/a) .... O e D( -{2) ==1 (seja ditai a. 
titulo de cut'iosidade, Cl,ue esta funçã.o 9 rl)nr~slJntávo1 
'Cor uma.o:roresSão ana1!tica. transcendente. embora com
plicada) .. 

Pode ~nbém suceder que uma função seja represen
tada por várae expressões analíticas cc>nforme os va
lores"aa va.riáve~ indépelidénte. Por exemplo: 

J ... == 3x2 - 1 se x ~ 3 
Y 1. == % se x'> 3 ; 

o domínio desta função á ] .. 00 • + r:o (,; não está ro
prcsel}tada a.n.all Mcam~nte p0Z;qu.J não e def~ida por 
Üma. so exoressão a.nàlitica (e contudo possl.vel rS!'re· 4 

sentá .... la por uma única expressão a.nalítica). 
Consideremos agora a. função representada pela ex-

'OresSão analítica ~ - n 
1 == 11m 1 - ; 

vemos que: 

IxJ<l - 1=1 

!xl>l-y=-l 

Então a função 
do modo seguinte: 

ii ( :~ :: 
j =1 se 

n_co 1 +;;-n 

pois com }xl<l 

pois aíunção pode 
i2R - 1 

lim == -1 
n-ool +1 

x2n 

escrever-se 

porqn8, quar seja x =1, quer x=-l 
o numerador da fracçã.o Vém nulo e o 
denominador ~~. 
pode ser ê'.eflnlda mais simplesmente 

-1< x <1 
%==-1 
x>l 

ou 
ou 

x =1 
x <-1 

'- .''''' me.a agcre . .Ja nao está. representada aml'l.ticamente. 



Consideremos ainda outro exemplo; a f~ção rc~re-
sentad.a nor: 

em qu.e designa..~os por J (x) a parte illt~ira de x (iato é. 
o maior inteiro contido em x), não eot.á. rsnresenta.da 
por uma expressão ànal!tica. mas pode representar-ae ,.. ti' J _ I .... -. 

por varias expresfloos analJ.ticas consoante os interva-
los; assim: 

0,;(%<1 
l~x<2 

2 ~x < 3 

y==x 
y==x-l 
y -x-2 .. . ~ . . . . . . . ., . . . 

(também esta ~ção pode oer representada por:uma só 
exoreseão anal~tlca). 

l " ~ 

Note-se que há. funçoes muito complicadas para. as 
.quais se d&~nstra ~o haver expr~sSão anal{~ica que 
as re'Dresente. mas e preciso salientar que e.st~_8 fun-· 
ções nada têm que ver com as chamadas funções emoiri
caso Diz-se qUe l' é ~ funçã.o emo{rica de x. quand.o 
os valores destas variaveis São obtidos exoerimental
mente, por meio de medições (por exemplo a nresSão 
atmosférica como função do tempo); não se trata nesta 
caso duma função matemática no sentido rigoroso, visto 
que os valores dás variáveis só podem ser dete;rmina.dos 
a'DToximadamentej mas então será samore possível obter 

r para uma tal função uma expresSão anal~tica que a re-
presente aproximadamente (a partir duna tabela). 

Funções racionais inteiras 

ComO se sabe, chama-se polinómio em x a toda a 
expressão da forma. 

óu 

em que ao.al ••. ·.an dosignam números quaisquer en 
um número inteiro não negativo.~ claro que uma tal .... ' ~ , &,.. 
expressao pode considerar-se como uma serie de poten-
cias Cl1jos termos são nulos a partir de certa o;'dem. 



Se ~ # O, diz-se que n é o grau do pOlinóndoo 

Dados os ~olinómios: 
n 

A(x) = ao + alx + 000 + Ein xn = ~ Bp xP 
p=o 
III 

B( x) = bo +bl x + 00 o + bm rn = ~ bp xP 

podemos definir polinómio soma e polinómio produto dos pri
meiros, tal como setez,?ará. as séries de potências (de 
qu-e são um caso 'Particular)o Supondo n~Dl. econvencionan
do escrever ap=O, quando p> n e bp=O, quando p> m, o poli-

nómio soma será:: n 
(ao+bo) + (al+bl)x+ 000 + (an+bn> xn:::: ~ (~+bp) xp 

p=o 
e o polinóndo produto : 

~cpxP 
p=o-

É claro que, em vil'tude das conhecidas propriedades 
N - _ - ~ - ~ -

da adiçao e da multiplicaçao, sera: 
n nm 
l: (~+b ) xp !'iS ~ axP + ~ b xP 
p=o Pp=o P p=o P 

m+n (~-~- (m \ 
_~ cp xP:a -#O apxP ) • \l bpXP ) , 

isto é, os primeiros membros tomamo mesmo valor que os 
segundos -tnembros _ quE!J;quer que seja o valor atri buido a Xo 

Atendendo- a êstes factos e ainda a que: 1) asconstan
tes são polinóndos de grau zero; 2) a variável x é um poli
nómiodo l0 grau em. x, pOdemos concluir quê: 

"Toda a expressão racional inteira em x é equivalente 
a um polinÓmio em x"" -

POdemos pois definir "-tunção racional inteiran deste 
outro m6do: é toda a função representável por meio dum po
linómio" 

Divisão por x-a - Recordemos que, dados dois polinó-



, i 
rrdos A, B e sempre poss1vel determinar dois outros poli-
nómios Q., R tais que: 

A=BQ.+R, 

sendo o grau de R inferior ao grau de Q, j di z-se então que 
Q. é o cociente e R o resto da divisão inteira de A por 3 0 

No caso particular da divisão dum polinómio 'D~x) de 
grau n por x-a' (sendo A uma constante), ter-se-a : 

(1) p(x)= (x-a) 'PJ. (x) + r(x)j 

sendo PJ.(x) um pOlinómio de graun-l e r(x) um polinó
mio de grau zero, isto é, Ul1la constante c, cujo valo~, se 
determina 'fazendo em (1) x=a: 

pC a) ::; r( a) = c 

quere dizer: o resto da divisão de p(x) por x";a é ~xac
temente o valor que pC x) toma para i=ao Daqui resulta 
imediatamente que: 

lICondição necessária e SUficiente paza-que um poli
nómio p(x) sejadivis!vel por x-a éqúese tenha>p(a)=O"o 

Posto isto podemos passar ao seguinte: ' 
~orema.: "uni polinómio em x de -grau 11 não se pode a

nular para mais de n valores de x. li 

Com efei to, seja p(x) um polinÓmio de grau n e supo
nhamos que p(x) se anula . para : 

x=al ' ~., oeo , an , 8.n+l , 

sendo êstes valores: todos distintoS<. Entãop(x) é divi-
i 

SJ. vel por x-al : 

pC x) = (X-al) PI (x) ( sendo PJ. (x) de grau n-l) 

mas tem-se p(~) = O e como 2.2-al F O, será necessária
mente PJ,(a2)=O" o que significa que ~ambém pl(x).é divi
si ve~ por x-a2 ': 

1'1 (x) = (x··a2) P2(x) ( sendo P2(x) de grau n-2); 

e assim ~ge~s~v~~e.: .. 

~2~X~ :: ~x:a.}). 1'~(~) 
Pn-1(x) = (x-an) 1'n(X) 



sendo Pn("$.) de grau zero, portanto .uma constantec; virá 
então, por subs'ci tui ções . suceS$:!. vas: 

p(x) = c (x-al)(x-a2) "00 (x-8.n) 

e como o prod,uto dos poli'nÓmios dó 20 membro deve dar pra ... 
cisa.ln.ente p(x), ~segundo á regra ánterióiménte recordada, 
deverá' ser c ocoei'iciente de xn em' p(x) J portanto dii'eren·· 
te de zero, visto que, porhip.ó-tese, n é O grau de -p(x).Mas 
nós su:posemos que' p(x) ainda se anula para x = ~+l; ora 
isto é manii'e.stamente imposã!vel, pol'\:lue ó Í: O e nenhum 
dos factoresx-a1 ,x-a2' •• ~ ,)x-au se anula para X=8u+l
Assim o teorema fica demonstrado .. 

- # '-... Corolario ... lIQ.uando, a respeito dum polinamio ao+~x+ 

:.. + sris.n, de grau não swoerior a n, se sabe que toma o 
valor zero. para mais de nvalores de x, tem de concluir-se 
que todos' os seus coeficientes;, são nulos, isto é : ao = al = 
= a2 = o •• = an = O,," 

Esta propoSição é uma consequenciaimediata da anterior. 
Principio das:.·identidad~: "Se dois polinómios de grau não 
superior a n: 

ao + al x + a2 x2 + .••• 

bo +l>J.x + b2 x2 + 00.0 

n + an,x , 

+ bn xn , 

tomam o me amo valor para mais den ·valores distintos de x, 
os dois pOlinórrdos são idêntico~,'isto é, têm iguais os co
eficientes dos termos semelhantes~n 

urao é nec~ssário supôryO j, bnFçl) 
Nas condiçoes do enunciado ter-se~a: 

a + alX + ..... + B-nxIl = bo + bJ. x + 00 o + bnXn 
. II·· 

ist~ a, 
(ao -bo> + (a1 ... bl) x + " .. o + (an - bn> xll = O , 

para mais de n valores d,istintos::,da variáVel o que, pelo 
teorema anterior, obriga a ser: 

ao'" bo = O, a1 - b1 = O t •. ,.00 ,an -9n = 9 . 
ou: 

00" 



L7 ....... 
Já obaervsmos que cluas eXl)~s~ões pode'1. Sar equi va" 

lentes sendo _distintos, por exàmnlo: 

"V' +1 = JC2 + 1 
~ x - x 

~s Quando se _ tmts de 'OOlinómios inteiros as coisas pas
aa'1')~se d.hrersai"lel:+tsoO, P:t1,l'l("j ui o das identi:lau.es ha~lili
ta-110S D. afiI'l:(ltU' que : . 

"Joi.s~~olinómios, só "Oo,len se.r 3(luivalentes 0118lYJ.O são . ..... " :." .' ; 

identicoS';"Po;r'tanto: 
'. '.. '-" . . . ItPare cauafunçao :racional. in;eira h13 Se'lpre ll."'l .3 UM 

só -co1inÕ:ú0 T~te a rapresentá..;".:.o ~raud.êsse poiir~rn.io 
cha"!lar-se~á·;ml.1darllli~ão lntei x'â. 

-"unções raeionais 
~h ...'" al' ..... • '" t '.. a !!''V ..... re"'sa"'o a"a 1."01'-. ';. ama-se. Z'Elcçao . ;$e"rHk. OOa ,~ .... " ... 

,J x' . "'" 'd .... tTl.'~ ~ J sendo A{ x), TI( x) '00linomios en~ xuc'-O 1 en .. 1.·., 

C8:'1enCC nulos {isto é de coal'fician-tes não todos nulos). 
F~cilmtmte se reconhece que : 

A( x) + C(x>' == A(x) D(xl ± ~~x) c(x) 
B(X) -D{x) B(X} D(x) 

, 
,.A( x) , .e( x) _ A(x) ~ cC x} 
B(i) o D(x) == B(X) "! D(x)-

A(x) 

B(X) 

C(X')·.' :.... A/X) -D(x)' _ ..... ""'-_ = .... ~ ,'o ~ .,'.'", 

D(t) 'S( x) • cC x) , 
~.. ..' ,.. 

donde resulta que toda ~ funçao racional se pode repre-
sentar mediaIlteuma frac-ção algébrica o 

O dom!irl.o de existência du.'1l9. flmção inteira é 
].pQ) ~ + (» [. O dom!niode existência duma função fracci
onária ê ainda 1~oo~ +õo[ com exclusão dps pontos onde 
se anula o :denominador. Assim, por exemplo, 

x3 + lê definida para todos os valores reais 
, , N 

x2 - 1. 
x2- 1 
x2 + 1, 

de x com exclusaode x=le x=-l, 
é definida para todos os valores:- reei s 
de x .. 



~presenta,çãográtiea: Considere-se uma função y=f(x) e se
ja C o seu dom1n:!..o de existência; tómemos um referencial caI'-

y tesiano OXY e consideremos o pon
to do plano cu~a absóissa é x e 
cuja ordenada e rGx). 

. O conjunto dos pontos assim 
obti~ós quarido'x toma todos os 
valores. possiveis em C é cha~a

rort"'==::::::=::::::II'p.· ---- X do' o gráfico, diagrama, (:lu ~-
x gem géométricà.· da runçâoo 

-
VejamofJ alguns exemplos. . 

la - Função raclon.àJ. inteirá. do 10 grau :, Y' = ax + b 
Já. sabemos do estudo dá: Ge6metriaAnal1tioa que a fun

01 .1 

ção y = ex + b tem por iroa
gem~uma recta (b é a omenada 
na .origem, ,a o coeficiente an
gular da recta). 

Como uma recta fi ca sempre 
definida Por dois quaisquer dos 
seus pontos, basta detenninar 
dois pontos da :recta considera
da e úni';';los. ' 

Em 'Particular se b = 0, a recta pas'sa pela origem dos 
eixos; se a = Q, a função é constante e o seu gráfico é uma 
recta paralela a' (Jl( .. " ,. , . , 

20 - Fun~o racional inteira do 20 grau: y = ex2 + bx + c 
Já foi estudElda noourso·liceaJ. e viu-se tlue a sua iroa-

\ ___________ .j. gem . geométrica é uma par!bola de 
.\ Y J; eixo paralelo ao eixo OY o O caso 
"\ I indicado na figlíraé o caso mais . 
I . I simples- correspozidente ã função 
I I, •. , 2 
1\ J I y-:::x .. 
: " -- - - I Has nem sempre o gráfico du-
I I' .... , 

I I ma funçao e aquilo a qüa se cos-
--~2!:--.-'::1:-::0~:.-l~--'2~.,.-a.X tuna cham~r uma "linha n. Por exem-

plo consideremos ai'unção D(x) 
(runç:.ão de Dirichlet) qüepara x· racional é nula e para x 
irracional é igual a um.. Então,sôbre o eixo ex: há infinitos 
pontos do gráfico tão prÓXimos quanto se quizer (correspon-



dentea ~ x .racional) e cemo entre dois nÚmeros racio-
Y t nais há sempre 'tl.TTla infinidade 

I de nú:-neros irracionais, tam-
1-1 - --.~ - -- -4>1' - -- bém existem inf'ini tos 'Dontos, 

I I IJ; I do gráfico, tão próximos quan-
-=-+-__ :.-.-'I,_'1C-1._..L, .... ,'-;lt_. __ .~ to se qui.zer, sôbre uma recta 
O i 1 2 3 1+:ir paralela a ~ e -à distânClba um 

d-eCOC. . ,'. . 
:Em conclusão: o gráfico da função não corresponde de 

modo nenhum à ideia intui ti va que temos de 1iDha; pode
mos concebê-lo, não podemos desenhá-lo. . 

Qu-c:l'O ~empl:o: Seja a função representada por 
y~ x - I(x)j t~S~t como vimos : y 

( o • . .. • • " .. .. 

-l~-l 
O~x <1 
l~x <2 

y - , 2 
2~x <3 x-

O x: .. " • o • .. • • • 

Em qualquer intervalo [li, n+l [ af'unção tem no extra-
, N • 

mo esquerdo o valor zero e a direi ta valores tao proxi-
mos 'de 1 quanto quizermos, sem, contudo, atingir êsse va
lor. 

Ainda um outro exel;llplo: 
mera por: 

É: 

1 - x2n 
y=-lim---~-

n-oo 1 + x2n 
.. 

y=l. para -1. :< x:< 1 
y=O para %=1 OU x::-1 
y=-l para x>l ou x<-l 

consideremos a função deii
y 

~l' 11 
Q , 

• . • li a 

então ~. iunção t~rá a imagem geom~trica apresentada na 
figura, indicando-se que a função nos pontos 'x=le x=-l 
toma o valor 0, por meio de dois pequenos c{rcUios~e-
gros colocados sôbre o eiXo dos xx. . 

Fun'ções de mais de uma valiável 

Consideremosn+1 vaIiáveis reais y, Xl' x2, ••• ,xn 
a um conjunto C de pontos do espaço euclidiano a n di-

M.G. 2Qv. t .'i' 



DteIl,Sões (e:;lpaço que representaremos por'~); O é pois um 
conjunto de sistema~ de n números reaiso Diremos que a va-

,riãvél y é função das va~áveis xl'.oo,xn , no conju~to Oi 

'luando estas variáVeis estiverem relacionadas éntre si de 
~al modo que'a cada sistema de valores (xl,x21ooQ,Xn)E O 
corresponda um ou mais valores de y. 

Se 'a cada um desses si stemas corresponder .J!m e um S9. 
valor de y, a função' di z-se im.i voca; caso contrário a f'u.."1-
ção diz-se nluI'Ívoçã", O oonjúnto O diz"'se ~~e exis-
tênci ª' da função y • " 

~emplo : Seja z = 'Ix - y ; vemos t'àcilmente 'lue,' sen
do z urna variável relEil 1 esta função só está definida para 
os sistemas {x,y) tais' 'que -x:-y;a:. O; então o domfnio de e
xistência C e consti tuido 'Por todos os pare's (xty) tais que 
x ~ y.' 

O que dissémos a reapeito de expressões analíticas das 
f1lll,ções, de uma variável' aplica-se mittatis mutandis ao caso 
das funções de mais de u,rna vartável o 

Chama-se monÓmio nas variáveis Xl' x2'oeo , xn a toda 
a expressão do tipo: ,,' ' .: ' 

, PJ. ,P2 Pn 
A Xl .. x2 000 xn 

sendo A um nÚmero real qualqquer e PJ.' P2' """ 
inteiros não negativos; 'à soma Pl + P2' +,000 + 
nome de grau do monómi o • 

.. 
, Pn numeras 
Pn dá-se o 

Polinómio em Xl' x2 , 00. • Xn é tOda a: expressão for
mada, por um ou vários monômios em Xl' x2' oco. , xn ligados 
por sinais de + ou " cie - e 'Cada um dêssesmonÔmios é chamado 
!..~ do polinám.o. Grau dum polinÓmio .é o maior dos graus 
dos seus termos .. 

"]}emonstra"se que t.oda a, função racional :inteira em xl' 
x2' •• 0 , Xil" "se pode','representar por üm.pollnémio inteiro 
em: Xl' x2' .... " xn .; .' ., . 

Chama-se §.9uacão algé~ricade graun em xl' x2,ou$xn 
a toda a equação.equivalente a.uma equação da forma: 

.; . p( xl' x2'. oe" xn)= O 

âéndo P(xl' x2' 0.0 :) xn) um polinómio de grau n em xl' x2. 
O" o, xn o 



Assim, por exem~lo: 

3xy-x+2=O 

é uma equação algébrica do 20 gra.1. em xrY " 
.Anàlogemel1te ao que se viu para as funções de Ut"na va

riável também se demonstra que °!ioda a fUJl.çê.o racioilal t'rao·' 
cionária é representávél :por uma fracção algebtica. (cocien-
te de dois polinÔruios). " 

Uma função racional inteira é, IJ'l~festamente, defini-. w ,."', 
da para todos os si sternas de ve.lo;ros; poss:!. vei s dàs suas 
variáveis: o seu dóm1nio de exlst~neia é pois ~" 

Uma função racionel fraceionária é definida só: para 
aqueles: valores das variáveis:qu-e não anul~ o denomina
dor; assim, por eXenipl'ô,à função ~" e definida para ,', x y 
todós os valores:-,da x e; de y tais que x I: y, e só para ês
ses • 

. Ft.meão impj!ci ta: Consideremos a eq1Í'ção f(x,y)= O sendo 
f(x,y) uma função àe x, y, e suponha.mOs q'a~pe,~a todo o 
velor de x' pertencente a um certo conju,1.1to C,a eQ.uação 
em y assim obtida adíni te uma ou mais sol,uções;. ao3sim, a 
c,ada x ~, C?, corresponderá, .ll.!'1l .ou meis valores de, y.; S3 is
to acontecer direIilosque a·eQuação f"(x~y}= O define y como 
fu..Wo io12l$ci ta de x em, C... ."., . ' 

Pode suceder que pa~~ função, y = 'fez:) assim defini
da. se enoontre uma expressão anal1:1;iça;dl;romos:.en°l;ão que 
~y.!is..i t~ a função.,· Por eXemplQ~ de : 

x 2 • y2 -1 =,0 . . 
Vem y = Vil.,.' x2 em .[-1,+1} e a cada valor de x 
dêste intervalo correspondem dois valores' simétricos de y, 
com excepção dos extremos do intervs.lo onde y se· amua .. 

Diz·o,se que y é. uma: :tun~ão algé~ri~ de x Cluando se 
pode definir implicitamente ?or meio du,"'n.B. equação algébri-
ca: 

p(x,y) = Oj 

se no polinÓmib p(x,y) considerarmos x como constante e 
ordenarmos segundo as po~ências cresoentes de y obtemos: 
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isto é': obtemos üm polinómio em y' cujos coeficientes. são 
polinÓmios em x .. . 

No caso mal s simples, n=l, v~m : 

donde: y.= -

po(x) + P1(x) • y = O 

Pc,(x) 

P1(x) 
(função racional) .. 

Pera :D.=2 temos: 
poex) . + PJ. (x)y + P2(x) y2 ~ O 

donde: 
.• PJ.(X)! V [PJ.C x )] 2 -4 Po(x)~(x) 

y= 

que é uma expressão algébrica irracionalo 
Para n=3 ou n=4, airida existem fórmulas algébricas que 

permitem resolver a eQ.uàção e portanto eXplici tar-a função; 
por conseguinte ainda neS:tes~ câsos' se' Obtêm expressões al
gébricas representativas 'da fúnçãoo Mas, em geral, para n>4, 
demOnstra-se que não existem tais fórmulas; por outras pa
lavras': Nem todas as funções algéb~aS se podem explicitar 
mediante expressões· algébricaso '. . . 

Notemos que a reclprova não ê verdadeira,pois toda a 
função repres~ntada 'Por uma expressão algébrica é U!lla fun
çãó algébrica .. Assim, por exemplo, a igUaldade: 

y ={x -/ x: Vi 
pode escrever-s~ sob a forma de equação algébrica inteira; 
elevamo ambos os ~mbros ao cubo e isoiamo a ra1z que fi
ca ~emos: 

y~-x=-~ 
,,~-

elevando agora ao quadrado vem: 

y6 + x2 _ 2 y3 x = 1 ::: x -ii 
x +y'x x 2_ x 

desembaraçando de deno:r:1i.naclores, isolando o termo em .fi e 
simplificando obtinhamos finalmente uma equação algébrica 



em x: Y que define implicitamente y como função de x., 
Como acabamos de ver a c1assificaçãodas funções não 

correspõnde exactamente à classificação das. expressões ana
li ticas" 

Para. as funções ternos ainda: 
n.. {' Inteiras. 

{ 
4JI:L ci onai s' '. 

{
Algébricas .' Fraccionar.las 

Funções Irracionais. 
Trans~enientes 

,. N • N 

mas e preciso nao perder de vista que este quadronao cor· 
responde exactamente aoqüàdro' análogo' que demos para as 
expressÕes analiticas, . porque; grande parte dasfunçõcs al
gébricas (irracionais) não é explicitável mediante expres
sóesalgébricas., mas apenas mediapte. E!XP~ssões- transcen-
dentes (desenvolvimentos em série, etc.,). . 
Contradomínio: Consideremos umafunções:y=f(x), des~gne
mos por C o seu dominio· de existência e considéremos Uin 
conjunto A qualquer. contido em C; cha"!l8.-se .im,psfQI'1l1§.do de. 
A por meio de f ~ e representa-:-se porfe-A) , ao conjúlito de 
todos os valores que a função toma no conjunto A isto é, 
ao conjunto dos valores de y tais que ': 

y = f(x) , x € A • 

o Di :remos que a função f' define uma t ransformaeão do con
junto A sô're o conjunto f(A.).. Chapla-se QQAtrad~ da 
!unção . f ao transfomado do conjunto C por meio de f, isto 
e, ao conjunto de todos os valô%'êS que t(x) pode tanar. 

Ex:emplos: ° dóminio da função y =- x2 + 1 é J-oo,+co[ 
e 'o seu cOntradom!~o é Il,+co r, . 
visto que. a função podétomarqual
quer valor? 1, mas nenhum < 1. 
o A imagem geométrica ;da função 
é uma pmbj)la de eixo (J'{ e vérti
ce no ponto ( 0,1) • 

1 Consideremos agora o intervalo 
__ ~=:::::s.~=:::=:~:::: ("2,11; o txanstormado N dês~e c~n

O X junto· por meio dá ·funçao x +1 e o 
intervalo [1,51 • 

No caso da função y = x - I(x) o dem1nio é ]"00 t +oo[ 
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e o contradomÍnio é [O,.lL, visto que a função toma todos 
os valores,y tais que O ~y<l, mas nenhum. valor tal que 
y;al''',',ou y<O. 

,~'.:s,1!:§~~- Chama-se extremo superior da função f( x) no con';' 
junto A a,? ex'[;remo superior do conjunto f( A), ist.o é,' ao ex
tl'amo SUperior. de todos os vaJ.6res que t( x) toma em Ao Re·· 
presentá-lo-emos por SUp f(x). Será pois j por defini~ão : 

x~,A ' 

SU~ f(x) ~sup feA) 
x~ A ' '" 

. .... . .. 
Anãloe;amente' para o extremo inferior : 

inf r(x) =int ,f(A) 
xe.A " 

, Q,uer \L.'n. extremo J quer o 'outro podem pertencer ou não ao 
conjunto reA). ~ 
~ o ~xtremo superior pertence ao conjunto reA), isto é, 

se ha., pello menqs um val'or ida função' igtlal ao seU extremo 
supenor em A, diZ-Se' <lue êSlte é unI' mâximoda fu..1').çãoem A-
e repreSenta-se por; 

" niáx f(x) xeA ' " '. 
AnÀlogamente se define ,m!nimo tle r( x) em A: 

nlin f(x) 
XE A ' o 

Po:r 'exeilTPlo, para a funçâo 

lnr '(x2+1),:~ 1 

y ~ x2+1, tem-Se : 

sup, (x2+1) =, +00 

o 'extremo 1 é um m!nimopo~ue' é atingido em x=O. mas +00 
"não éuIil mâximo'pol'ltuenão há nenhum. ponto em 'que a fun-

ção 'tó.tne êste valor., ' 
'Para, a mesma função, no inte:rvalo [-2,11 tem-se,: 

(JÇ2ti) 
i (x~l) =5 sup = II"..8X 

-2~x~ 1 -2$xÜ 
e 

iJ;l1' (x~l) = nrln (x2';'1) =1 
, ·"2$x~1 -2~x1.1 

Para a função x - I{x) . . 



sup tx - I(x)l = 1 inf [x - I(x») = O 
-oo<.x<.+oo ·'00 <.X <+00 

o extremo inferior é um m!nimo porque é atingido em todos 
os pontos de abscissa inteira mas ô extremo superior não -
é ~~ máximo pois nunca é atingido o 

Chama-se ~i1ac&o de f( x) em A à. diferença entre o 
extremo superior e o extremo inferior de f( x) em Ao 

A função f(x) diz-se limitada superiormente [inferior
mente] no conjunto A, quando 6 conjunto f(A) é 11~tado 
superiormente . [~nfeI'iormerite]. '. 

Então. dizer que o.ext:remostiper1orde f(x) em A. é +00 
equi vale a di zer que t( x) não é 11mi tada superiormente em 
Ai dizer que o e~tremoin:ferior de f(x) em A é -00 eqüiva·· 
le a dizer que. f(x) não é li!n:i.tada illi'eriol'mente em A.' 

A. função t(x) diz-se limitada em A,quando é lilni. tada 
superiozmente é·interiormente em A. ou (o que. vem a dar .no 
mesmo) quaJlCloaf'unção !t(x)J é limi.tada.superto:nnente 
em A. 
Crescimento - Diz-seque t(x) é crescenteemA quando, sen
do Xl' x2 pontos . de A., Se tem : 

. ~(xl) < f( x2) sempre' que Xl < x2 • 

Diz-se que'"f(x)'é decrescente em A quamo, sendo Xl, 
x2 pontos de A·setem: 

f(xl)~,~~2).sempre que xl~X;2~ 
A funçáodiz-semoriótona em .A quando tôr oucreaoente 

ou . decrescente em A • . ' . 
'Diz~se que f(x) éC:t"e~cente' em sentido lato em A quan-... .' do se tem neste' conJuntQ; . 

. t(Xl)' ~··t(X2):·· ':se '. Xl<X2' 

e que é decrescente em'jentido latóem A.quando se tem no 
mesmo conjunto: 

. . 

Se a função fôr constante em Aé ~imül tâneamente erea
cente e deeres:cente emseIltido lato em Ao 

A. função diz-Se monótona em s~ntido ~ em Aquando 



fôr ou crescente ou decrescente em sentido lato em A o 
Por exemplo a função I(x) é crescente em sentido lato 

I y ,I_'_;~ e~ todõ o seu dom1nio de exi s-
~ tenciao Temos":· 

I 01: , li: { :o o o • O o~ ~ : 1 o • 

!', I ' f 2', 3 I( x) ,=_ 1
2 

1 !O. X < 2 
~ 25X<3 

~. I e 'DOrtanto 'a ~çio° ~oo é· • • 
crescente (em sentido próp~o), '~mas:; a'))enas..:,crescente em sen-
M~~doo ' ' , ' 

Outro exemplo: a função y =x2+1 não é monotona em to
do o dom!n1a de exist~ncià, pois é decrescente em 1-00 ,01 e 
creSlCEinte em (O,+oo[ " .. ,A tunção x - I(x) é crescente em 
cada intervalo Ln, n+lI eom n inteiro, positivo ou negativo, 
mas, Moê monótona no seu inteiro' dam!nio,deexistênciao 

Uma função r{x) diz-se univalente num conjunto-A quando 
se tem nê ate , conjunto: 

f(xl) !- t(X2) sempre que xi i= X2 • 

Por exemplo y,,= x2+i, náo é univalente em' todo o seu 
domInio de ,exi,stência. porque, para val'orea de x simétricos, 
a função toma C) mesmo valor. '1fas é evidente que: 

nToda a função monótona é univalente Re 

Função inversa,,: Suponhemos que atunçãot(x) é não só.uni
voca, JDB.iStemb'em univalente amA e', representemos por A o 
transformado de A, isto é : ' 

A-, =, t(A); 
, . '. , 

De&.te caso, a' cada ye A: corresponda um eum 50 valor de 
XE. A, tal que y = t(x); tica asSim definida no conjunto 
A· uma t:mção unI voca x = ~y) que se ~ tungão inversa 
da primel.r8. Diz-se "ainda neste caso. que a túnçeo t define 
uma transformacião biunlvoca .. de A sobre A· o 

Por exemplo, a :t'unção y = x2 + 1 é crescente e univa
lente no intervalo (0,+00[; então podemos invertê-la, Obten
do a função inversa: ' 

x = + Jl-y2 
Cl..\jo dominiodeexi stênci aá [1, +001 • 
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Também a pOdiamos inverter no intervalo 1-00, O} e te'" 

riamos: 

x = - /1-y2 
cujo domfnio de exi stência é ainda [1, +oo[ • 

Funçõ_es trigonométri c~ -
Recordemos a definição geométrica: das chamadas "Í".m

ções. trigonométricas" ou "circulares lf • 

Consideremos um sistema de ··eixos coordenados rectan-
y .. §,lllares,. uma circunferência de· -ty centro na origem e raio umdade 

/: .\ e um ponto P sôbre a cirounfe·' 
to : 'j \. ~nc~ao Então se -designarmos por 

____ ~--~~~I_+--~ t'o ~iloque OP faz com o serni
j X -eixo pesi ti vo ox.. tem-se: por 
/ d f' . '" ./ el.mçao : 

y = sent . 
x = cos t • 

.Além destas_ duas defini ções há ainda as seguintes: 

tg t ~ §.en t sec t = --1_ cosec t =.....1:.-:.. clbtg t = --l-. 
. cos t coa. t sen t tg t 

OcoT.C'e perguntar se as funções assim definidas (geo
metricamente) são ou não suscept1veis de definição ~~all
tica. Veremos mais tarde 'que podem ser representadas medi-
ante séries;· de potências. . . r 

Em tudo O que se segue, aul101llos sis:temáticamênte que 
as medid8.S': d;qs âpgu.los são e:x:prq§l~as. em ra.dianOf!.. 

Estudemos :em primeiro lugar a função sen :x:. 
Como já se sabe a imagem geomêtrica desta t\uição é a 
y chamada Ir sinusoide" • ",. 

Trata-se duma funçao pe-
~ ~- -- riódi cade parlada 2 repeis 

----9-. _____ ~ _ __'_~\~_ .. _~.~-_21~q::: (x+2tt) = se~ x : 
-,f _______ ~ __ / í' 

o dom!nio de existência 
é 1-00, +00 ( e o con'tradorrl-

~ r.... N • 

nio e ~-1,11; a funçao tem pois 1 como máxi~o e -1- como 
f, ( N f 0l.nJ.mo a'llbos os extremos seo atingidos, ambos azem parte 

M.G. 2Q vI' f' o 8 



do contradominio da função)o }íao se trata duma função mo

nó'b~na 'poi s é crescente nos intorvalos f - ; ... 2n rr , ; + 2nrr] 
~ T TC" 

com n inte~ro e é deerescen1ienos intervalos l'2 ... 2ntr; 

, ~ rr ... 2nfC I, com n interro o 

Invert~ndo' a função em [- ~ .~1 obtemos a função 
.x = are sen y o . 

t . N ~ N 

Pod1amo$ chegar a concltisoes anBlogas para a funçao 
y = cos x o 

Para a função y = tgxvemos que ta..1!lbém é 
. de perlodo TI :, : 

periÓdica mas 

-~ 

II 

,tg (x ... Tt) '= tg x • 

o dominio de existência é 
}-oo ,+oot c,om excepção dos pon-
t fC"' rr t' d t. os X = 2' + n ; o con ra ,orm.mo 

é )-00 ,+00 I . 
~A função é crescente em qUal-

qu~r intervalo 1c 2n-l)1'r/2 , 
,(2n+l)llj'2l com ,n inteiro, pode
mos pois invertê'·la em qualquer 
dêstes intervalos. 

Portanto a função tg x define ~a transformação biuní-

voca de } - ~ , ~ ( sÔbre ]-00 ,+cx>L. , 
~: A imagem geométrica da função inversa é '&imétrica em 

'I relação à bissectriz dos quadran-
tes 1mpares, da imagem geométri
'ca da função, directa .. Na figu
ra está a ponteado a imagem de 

----I~~.p:._--r._~-X y=tg:x e a cheio a imagem de 
y = arc tg x • 

, 
/11 -')I, 

II .. 
/ II 

" 



Limi tes de funções 

Já tratamos de limites de funções de variável natural; 
como vimos o tenno geral un duma sucessão é Q~ função da 
variável n : 

un = f(n) • 
VaTllOs agora introduzir o conceito de 11m te para fun

ções de variável real. Por eXemplO, consideremos a função: 
2 

y=x+1 ;' 
1.- X 

su'OOndo que' se atribui a x uma qualquer sucessão de valo
res Xl' x2,oo,,,xn que tenha por limite zero: 

1im xn = O ,.. .., 

(por exemplo .x.=l, 1/2,.1/3 .. •• ~ , l/n, ooe ou 
• • 1 . , 

x =·1, 1//2'000 ,11m, 000) a esta sucessão corresponde-
, ... • IV 

ra necessanamente tuna sucessao : , .. 

Yl; Y2' dOO , Yn' ~oo 

de valol'$s de y que tem 'DOr limite 1, poiS que, segundo a 
álgebra dos limit.es, sé tem: . 

. 2 á. )2 
l ' - l' xn + 1 im xn + 1. , 1 

1m Yn - 1m - = - = --- = ; 
n--Q) 1 - xn 1- lim xn 1 

isto qualguer gue seja a sucessãQ Xl' x2' •• o,xn ,oôo que 

se considere, tendendo· para zero. Exprime-se êstefacto 
abreviadamente di zendoque tfa. função y tende para 1 quando . 
x tende pare. O,qualqUer.'que·seja..6A~·como % ten4e.,pa
ra zero" ou mais $nplesmep.te ainda dizendo que·. "a função 
Y te~e para 1 quando x tende para zero ". Escreve-se en-

IV . • .', . 

tao, para indicar este tacto: . 
lim Y =-1 

x-..o 

Em ge:r:"8l, teremos a seguinte : 
Definição: Consideremos uma função y ::' f(x) definida num. 
dado conjunto C e sejam â, 11. duas constantesjdiz-se que 
y tende pará b (ou tem por limite b) quando x tende para 
a e escreve-se : 



1im y = b~ 
x:..a. 

quando a ~ a sucessão xl' x2' oeo , xn ' ~o. de valores 
de x, distintos de a~ que tenha por limite a, corresponde 
uma su~~;Yi, Y2) o o o • Yn , o.... de val;res de Y tenden
te pe,ra h .. 

Em ~imbo1os: 

I xn -F a, xn t a - f( xn) t b .. 1. 

sUpÕe-se é claro , que os valores xl' x2;." o de x são todos 
tomados em C II 

Não se exige nesta definição que a função t(x) seja defi
nida no 'POnto a, i sto é que a E: C, mas, para que a defini ção 
seja útil, deve sUpOr-se, natuDalmente,~v:xiste pelo menos uma 
sucessão.de pontos deC 4istintosde a, tendente para ã 
(diz-Se então que aé:p;;nto limite OU -]Ontode acumulação . - - . -
de C). 

Na defini ção precedente SUblinhámos a palavra It toda" • 
Com efei to, basta que exi steuma sucessão de valores de x, 
tenden·te para ~ (com x'Fa), à· qual correspdnda lima sucessão 
de vàlores de y não tendente para b, para que não seja 1i-
c1 toeSCIever: '. I • 

11m Y :: b 
x"a 

Outra observaçãofundamenta1: na defelÚção ânterior, as 
constantes a t b l'Odem serind1terentemnte ,números rE)ais ou 
qualquer dosslmbolos +ciO, .~06·;oo·~· ., .'. , ... 2 

Exemplos:, Seja a função defelÚda por y,= l!x . 
Q..uando se faz tender x para 1; 1stó'é', qu~àifseatribue a 
x uma suce~são de iràlores Xl' x2' • ., o' ~ .. ~n' 00 •. tendente 
para 1, a variável y tende para c:o,iàtóé, ))assa Por uma 
sucessão de valores. Yl' Y2' •• o , Yn,. o. tendente'Ç)8l'a in
finito. Oam2efeito, se xn tende para 1, o numerador da 

fracção ~ tende para 1 enquanto o denOminador tende 
l-xn '. . 

'. '., ~. parazero,e, portanto, segundo o,estudo que fizemos sobre 
limites de sucessões, a fracção tenderá 'Oara 00 .. 

~ Alguns autores fazem distinção entre ponto de· acumulação 
e ponto limi te 



Podemos então escrever: 

x2 
i~f l-x == 00 o 
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!'ias não podemos di zer que o limi te é +00 ou -00, porque, 
conforme se atribuem a x valores me:iol'es que 1 ou menores, 
que 1, assim a fracção resulta negativa ou positiva. 

M'as já se pode eaorever : 

11m 
x ... l 

Anàlogamente se reconhece que 

11m...!... = . lim, 1 
X-"Oó l-x~oo ,., -=- - 1 x 

= 
___ 1 __ = -1 

1im .1 .. 1 
x"oo x 

Q,uando exi~te 11m t(x) ,costmne: representarAse êste li
x-oo 

mi te por t( CX) ). AnàJ.ogamente: t( +00 ) ,= lim t( x), t( "00 )= 
, x"+o:> 

=l..1m t(x) J se êstea limites: existirem. 
X~-oo , 

Vejamos agora se existirá o'limite da túnção Sen x" 
quando x tende para 00; seja: O,tt, 2tt, ••• , nTt, e •• 

a sucessão dos valores de x tendente para 00; correspon-
de-lhe a sucessão dos valores de:sen x: ' 

O, o, o, ••• , o, ~... fO 

mas à sucessão de valo~&.de x: 
rt 1t, TC. 2nft' A. -2 ' '- + ,2 ir, ;. ....,- ' f',. ... '\ 00 

2 ' 2 

já corres-pondàa sucessão de valores: d.e senx : 

1', 1, 1" ••• " 1, ••• 

concluímos dêste mpdo que a função sen x não tem l~te 
algurnquando'x tende para 00 e' pOrtanto, é- desprovida de 
sentido a expressão : 

lim sen x 
x-+oo 

É claro que também sen l/x 

.. 
AI 

nao tende para limite al-
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gwn quando xt O, pois que lim x+o ~ = 00; não existe portanto 

lim 
x-o 

son l. x a 

o grári co da função Y' = sen f. . é a curva eSboçada na 
'J - ~ ' ___ ~ '-íf - --~. figu;a; quando xt O, esta 

fi . Ii' \ funçao vai oscilando infi-
nitas vezes entre -1 e +1 0 

I : Conside:remos agora a 
o ;funçeo: . 

. )1 
J~t~t 

2-/ir x Y' = x sen ~ para yJ.o 

e procuremos d, seu limite 
quando x tende para zero (se 

- .- -. existir)·,.; qualquer que se-
ja a sucessão de valores de x .tendente para zero, Obtem-se 
uma sucessão de valores de y tendente para zero, pois que 
se tr~ta do produto dum"ln- .. .j. y , . 
finitealmo por uma variave! " r' 
limitada: I sen l~X I ~, 1 '. "- "- /: 

Estudando o grã.fico da n:\. /' I 

função Observa-se que em to- -:2jtr:,. , JiI.. ()/!l J : 

<lo o 'inter,v~o co~teIÍdoa6- V/ 2/1t 
Ii.gem, o grafico e ,consti tui
do por uma infinidàde de ar-
cadasas quais pOrém estão' "-
compreendidas entre as bisae-, 
trizes dos quadrantes de modo que ao tender de x para zero, 
o ponto que descrev.e a curva vai-se aproximaI\do indefenida
mente da origem: a oscilação de y Vai tendendo para zeroa 

Consideremos final.mell:te a função de Dirj.clüet : 
J = O para x racional 

Y F D(x) t = 1 para x irracional 

e procuremos se exi ste limite quando x tende para zeroa 
'" '. '. IV . 

UJ longo da sucessaO' : 

1, 1 , 1 , aoo , 1 , 000 

2:3 n 

(consti tuidas por nÚmeros todos racionais), a função D( x) 



me.ntem-se igual a zero e ~ portento ii tende para zero; n:as 
ao longo da susessão: 

~ ,12 1 0010 :..:!:!:. ~ uo 

2 n 

(consti tuida por números todos irracionais), à função D(::c) 
mantem-se'" igual a 1" e, portanto, tende para 1~ Concluimos 
deste mod,o que não existe o 1il'!".ite de D(x) quando x tende 
para zero o 

.AnàJ.ogamente se conClui que não existe o limite de D{x) 
em qUalquer outro ponto. 

Limi teso late~~ : Pode acotltecer que uma função te x) não 
tenda para lirni te algum quando x tende para~ (de qualquer 
modo), mas que, no entanto, a cada sucessão de valores de 
x, tendente para~, constitui da Por valores dex ~~ 
que â corresponda uma sucessão de valores da tunção tenden
te para b; diz-se então que b éo limite da função t(x) 
à esquerda do ponto a e escreve-se ; 

b = lim f(x) 
x ... a-

Esta igual9,ade é pois equivalente à seguinte expressão 
simbÓlica: 

Xn< a l_ f (xn)tb 
xn l' a } o 

Também se pode di zer nêate caso que b é o "limi te pa
ra que tende 1'( x) qüando x" teI~de para .!,,' passand.o por va
lores menores 'llue ao" 

AnàJ.ogamente se é verificada a condição :. 

xn> a! 
.. ....f(xnl'b, xn I a ' 

diz-se que b é o limite da função t(x) à direita do ponto 
a e escreve-se : 

b = ,li, te x) 
x"'a 

ou 

SUbentende-se ainda que os valores Xl; x2, 000 de x 'são 
tomados no dominio de existência de f(x) o 



Exemplo: Conside-remos a função: 

yí=3:x?-1 para x<2 

l = x + .3 para x ~ 2; 

cujo dorninio de exi stência é ]-'00, +00 L; é fácil de ver que 
satem: 

1.:;.:s é' claro que não existe 
ra 2 o 

e x!ª!j! y= 5 
o 1im! te de y quando x tende pa-

Do estudo anteriormente feito,conclue-se que a função 
sen ~ . não tem ~im..i. te, ne~ ãesquerda, nem à di rei ta quan
do x tende para zero & 

Para a função y=:x: - I(x), que pode sardefinida dês
te outro modo: 

y = x - n,. para n ~x <'n+l:, 

n = O, t 1; t 2, 000 

tem-se : 

li~ Y = O x .. 'i, , 

e o mesmo quando :x: tênde para qu.alquer valor inteiro 1 à es
querda, ou à direitao De restó, pela representação glificat 
êste facto torna-se intuitivo. 

Outro exemplo: 

11m 'tgx = + 00 
1t-

, 
x __ 2 

portanto podemos escrever ainda: 

1im tg x = ex> 
x- .!! 
. 2 

Tai11bêm é' fácil ver que 1im x2 = -00, lim .:x:2 = +00 
x~l + l-x x-.l- l-x 

Not,!! ! - Pode acontecer que a função f( x) não seja d.efinida 
nalgum intervalo J a-é, a[, à esquerda de ,ªo Neste caso, se 
existe lim+ f(x) , será lim f(x) = liro f(X) 5 visto que 

x~a ~a+ x"'a 



só à direita de ~ sepade tomar urna sucessão de pontos con
vergente para -ª.!I nos quais a função seja definida; não faz 
então sentido falar de limite à esq,uerda. 

:Anà1ogamente, se a f\UlÇão não é definida nalgum inter~' 
valo ]a, e.+t..[, c·o::n E>O, e se existel:i.m fex) f sera 

x..,..e,-
lin.~ í(X) = lim 
X~ • x .... a 

f(x)~ anão faz sentido falar de limite ,. -
à direita. Par:' exemplo, a funçã.o y = + \tx2 - 4. não é 
definida D.ointervalo 1:-2,+2t ~ tendo-se 1im y = 11m y =O 

x'" 2 x~2+ 
e 11m y = 11m y = O o 

x~-2 x ... ··2--· 

Teoremas s~bre 1i1J!i tea de funçõet! - Cada ullldos teorenas 
demonstrados nâralimites de $lcessõeSt'or.nece imed1a'~a
mente um teo~ma correspondente para. 11m! tes de funções. de 
van áve1 real.. Assim : 

1) "O lindte dmma co~stante e a própria constante Ho 
2) 11Ume função f( x) rr..ão 'Pode tend.er simul tê..neomente 

para dois limites diferentes quando x tende para um dado 
ponto alJ~ 

3) nSe1 ao tender de' x p~ra _ª1tas' duas funções f(::::) , 
ge x) tendem 1;>arà limites 1:1" .Q. finitos, tenbém as funções. 
f( x) + g(x) , t( x).g( x) tendem para 11rni teS finitos res
pectivamente iguais a b+c e boC;' se além disso c~O~ 
a função f(x)/g(x) tende para bico" 

Demonstraremos apenas tUna parte da proPosição? a títu
lo de exemploo Seja 1im f(x) = b, 11m g(x) = c e con-

x~a x.a 
sideremos um~ qualquer sucessão xn tendente para a. 1I cem 
xn ~. ao' Entao f(Xn) t b, g(xn} l' c e portanto, visto que 
se trata de limites de sucessões., f(xn) + g{xn) 1 b+c • 
vê-se pois que, a toda a s .... 'Lcessão· Xn t a, com Xn -f= a, corl'eS'" 
ponde uma sucessão de valeres de f(:i:) +. g(x) tendente pa'. 
ra b+c, o que significa nrecisamente que : 

1im ff(x) + g(:<)] = b + c qoeoél" 
x~a '-

4) "Se f( x), g( 7.) tendera para Emites:: i'ini tos ao ten~' 
der de x para a~ e se é fe x) < g(:;;;:), l1algJm i.ntervaJ. o CO".J. 

cen'liro em.a, .ent'ão z 

JVI"Go 2Q v. f .. 9 



lim t( x) .s lim g(x) • " 
x-a x-a 

5) "Se nalgum intervalo com centro em g se tem 

f(x) ~ h(x)'~ g(x) 

e se t(x), g(x) tendem para ym mesmo l1rr.dte finito ao ten
der de x para ã, então : 

1im h(x) = 11m t(x) =- 1im g(x). " 
" x ..... a x-a x-a 

6) "Se lim f(x) =b, então 1im !f(x)! =lbt ." 
x-a ·x-a 

7) IISe a tunçãot(x) é monótona em sentido lato no in
tervalo ]a,b( , admite um liIÍrl.te à esquerda de h (tinito Ou 
infinito) e um limite à direita deã(tiP1to ou infinito)." 

Vamos demonstrar a propriedade apenas num' caso, visto que, 
nos restan~ea casos, a demonstração é análoga. Suponhamos a 

'j 

A ,:-------7. 
~--_._-,;( : 

.--í: ! 
c( . I • 

o 

função t(x) crescente em sentido 
lata: e limi tada superior.nente em 
Ja,h[ , e seja l\. ô ê:;:;';;:.:'c:J.O superior 
de i'(x) em ]a,bL .. Considel':&nos, 
por õütro lado; 'u.rna sucessão Xl a 

X2' 00 o , 'xn ' .. o~ tendente para b, 
com xn <: b o Dado um número '>0 t e-

X xiste certamente um ponto ~ de 
] a, b [ tal que t( ~ ) ~ .A. - é , de' 

contrário não seria A o extremo superior de f'(x) em ] a,bL .. 
Como além disso lim xil = b, existire uma ordem ~ depois 

n:-t'Cl) . 

:j Õ b 

da qual se tel1,l xn> rI o Então, por ser f'(x) crescente em 
sentido lato em )a,bl ,ter-s~-á: t(~) ~f(xn) desde que n>nl' 

donde se conclue: .i~é~t(Xn)~ J, :':~ n>n1' 

e portanto 11m t( xn) =A.. Isto prova que 1\.= lim t( x) 
n~oo x~-

De 7) deduz-se o seguinte corolário: 
8) "Toda a função monótona em sentido lato num inter

valo 1S,b[ admite, em cada ponto de ]a,b[ , um limite à 
esquerda e um limite à direita, ambos tini toa (podendo ser 
iguais ou não).a 



Suponhamos por exemplo que f(x) é crescente em sentido 
lato em )ailbI e· seja c um ponto 
dêste intervaloo Ê claro que se 
tem f(x) ~ f(c), quando x~]a,ct 
e portanto, segundo o teorema 
anterior existe e é finito o 
11m f(x) o Anàl.ogamente se 

x-c-
o r c b -)( prova a existência de lim+ f(x)'o 

X-l>C 

f! de notar ainda que se tem : 

f( c-) ~ f( c) ~ f( c+) • 

Limi te duma função inteira de x quando x l' 00 : 

Começaremos pela função xm comm inteiro e positivo .. 
Atendendo ao que foi di to sôbre l1mi tes de sucessões, é 
fácil de ver que se tem: 

se m par 
11m xm = +00 

X4+oo se m impar; 

podemos es:crever ainda, sem especificar : 

lim rn = 00 • 
x .... 00 

Seja agora a função : 

y = ao + a1 x + a2 x2 + ••• + em xm 

Pondo rr? em evidência yeI!l : 

_( ao 8.1 am-1 )· 
Y -::m + .--In-l + 000 + - + am :f!1 

x- x-- . x I 

e como se tem : 

11m .!2... = O 
x-O) xp , para p = 1, 2, 

Sm ~ O 
m>O 

".0 

a expressão entre parentesis tende para Bm quando xtoo; 
portanto? atendendo aos resultados precedentea : 

1im Y = 00 
x~oo 
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r,~as podemos distinguir várias hipóteses: 

1) a..m> O; então : 

lim y = + 00 , 
:x:~+oo 

~ 

1im y _f+oo se ~ e par 
.... ~-CO -l-"""" •. 
""- vv se m e lmpar 

2) em ~O ; as conclusões. são ópostas às do caso 
anterior .. 

Jntinitésimos - Diz-se que uma função f(x) 
~~c~ quando tende para zero se :x: tende 
é, quando: 

1im t( x) = O 
x .... o . 

é um !nt'ini tési
para zero; isto 

Nestes termos, t( x) dir-se-á um. infinitésimo com x-a 
quando se tiver: 

1im t(x) =- O .. 
x-..a 

Por exemPlo a função 

com x porque lim x2 - 1 
x~ o :x:2 + 1 

x2 - 1 
"';;2 + 1 

não é um infini tésimo 

= -1, m,as é infinitésima com 

x-l pois: x2 -1 11m = O 
x-l-to x2 + .1 . 

Dum modo geral é claro que, sendo .lã, h nÚmeros quais
quer: dizer que 1im f(x) = b equivale a diaer que a fun

x .... a 
ção f(x) - b ~é infinitésima com x-a o 

Sejam f(x) , g(x) .dois infiui tésimos com Xj diz-se que 
êstes infini tésimos são da mesma ord~ quandó a razão: 

tex) 
g(x) 

tende para um 1imi te diferente de zero e deinfini to ao 
tender de x para zero; diz-se que t(x) é um infinitésimo 
de ordem superior à de g( x) quando se tem : 

lim fex) = O 
x- o gex) 

nesta Última hipótese também se diz que g(x) é um infini-



tésimo de ordem inferior à de f(x) e tem-se: 

11m ..á.;x..l. = 00 
x-o f(x) • 

Dir-se-á' então que f(x) tende mais re'9idamentepara O do 
que g(x) • 

Por ""exemplo; as funções .fi, x(1~) são inf'ini tési
mos cam x tendo-se: 

11m " xC1+.&.- = 1im IX (1+X) = O 
x-+o Vx X"o 

e 'Portanto o 111fini tésimo x(1+x) é de ordem superior à 
de fi. . 

Dois infinitésimos com x, t(x) ~ g(x), dizem-se egui
~~t quando se tem : 

11m rt& = 1 
x~o g(x) 

claro que dois infinitésimos equivalentes são da mesma or
dem, mas doi s infil1i tésimos da mesma ordem :podem não ser 
equi valentes... 

Pode ainda acontecer que o cociente de doi s infini té
simos com x., t(x), g(x) .. não tenda para 1irili te algum ao tell'
der de x para zero; neate caso diz-se que os inf'ini tésimos 
~. '. sao .!!I-~Ql)1~a,,~vel. ~ .. 

Inf.ini tflmente gr~-42 - Di z-se que t( x) ê um :!nf...j,mJ;~!lt.!l 
grande com x quando tende para cc se x tende para to; em 
simbolos: 

1imf( x) = co lO 

x .... OO 

Como vimos toda a função inteira de x, de gráu igual. 
ou superior a 1. é um infinitamente· "grande com Xo 

Dois infinitame1;lte grandea com x, f(x), g(x) dizem-se 
da mesma ordem se ao te~der de x. para CD, a razão : 

~(xL 
g(x) 

tende para um limite diferente de zero e de co; f(x) diz
-se um inf'ini temente grande de ordem superior à de g(x) 

se: 11m ~L = co ; 
x--.co g(x) 



nea.ta Última hipótese também se di z que g( x) é de ordem in
ferior à de f(x) o 

~ota .. Dizer que mna variável y é um infinitamente pequeno ou 
e um infini temente grande, sem referênei a a outra variável t 
não faz sentido; ê necessário indicar a variável com a qual 
yé um inf'ini temente peg,ueno ou um inf'ini temente grande .. Por 
exemplo não faz sentido di zer g,ue a variável x3 é· u.tÍ1 infini .. 
tamente gI'aIlde ou um inf'ini temente pequeno; podemos contudo 
afirmar que x3 é um infinitâmente grande com x etambêm um 
infini temente peg,ueno com x. 

Como exemplo façamos a comparação dos dois infinitamente 
grandes com x : . 

A( x) = ao +. al x + a2 x2 + .o o + Eim xm 

B(x) = b + bl x + b2.x2 + 000 + bn xn 

(m., n inteiros pOSitivos) .. 

am* O , 

bn# O , 

Pondo respecti ve.mente. ~~ e xn em evidência vem: 

.!.2 + ~ + 000 + ~ + am 
A(x) = xm ~ x 
B(X) b 

~ + --L + o .. o + bn-l + 0n 
xn xn"'l x 

a fracção que está no segundo membro tende manifestamente 
a .. 

para ~ quando x tende para infinito; consoante os valores 

de m , n, assim teremos os resultados seguintes: 

1im 
X-CEI 

~
CEI 

ALzl ~ Som 
( .) - õii 

B x lo 

se m>n 

se m=n 

se m<n 

Conclu!mos ássim que os dois infinitamente grandes com 
x, A(x), B(x), são sempre comparáveiS, isto é, a ordem de 
A(x) será superior, igualou inferior à de B(X) j conforme 
se tiver m >ns m=n ou m<n .. 

_concei to . ele limi te duma função segundo Cauchy 

Teorema: "Su'ÇIOnhamos que se tem: 
lim f(x) = b 

x ... a 



sendo a, b nÚmeros reais e designemos por E um. número po
sitivo qualquero l~stas condições, é sempre possIvel de
tenninar um. número Ó > O tal que a dupla desigttal4ade 

b - ~ <.. f( x) < b + é 

seja verificada por :,i9dos os valores de x situados no ln ... 
tervalo J a-.ó, a+J[ e distintos de li (tomados no dom!n1o 
de existência da função),," 

A tese do teorema consist~ 1>ois em afirmar a e~stên
cia dum. número eh 0, tal que se tem: 

I f(x) ... b 1<' sempre que I x-a 1.<6 e xl: a o 

(geralmente 6 detlende de t. , pois quanto menor fôr o in- ~ 
tervalo lb-E., b+-![" menor terá de ser em geral <:> inter
valo J a-cl, a+6[). 

y 

~+E. -- - -i2J--- t' 
b ___ ""'. , 

I . o-t _ - __ 1 ___ ! 
f, I , 

Vamos demonstrar o teorama 
pelo método de redução ao absurdoo 

Suponhamos que se não verifi
ca a tese do teorema; quere isto 
dizer que,por mais pequeno que 
seja o nÚme~o positivoJ , existe 

I X sempre .:Q~ • .1,.9_~n.2LYm valor de x 
---~-----~--~ __ ~I~_» que verifica a condição: 

O CI-~ C4 o.+cS ~ ( \. --L~ If x)-bl~~1 sendo. x-al<cl e o'I.j'"Q 

( consideram-se apenas valores de x em que t(x) seja de-
tinida) .. 

Atribuamos a J os. sucessivos. valores: 

1, 1/2, 0"0 , l/n, o'õ' 

e sejam respectiv~ente Xl' ~2' 000 , xn ' 00. valores de 
x que satisfaçam à condição nrecedente para cada um dos 
valores de J indicados" A 

Construimos dêste.m0do uma sucessão de valores de x: 

tal que: 
(1) 

(2) 

Xn ~ a, \ xn .. ai < ! ' 
\ f( xn) - b I ~ é , 

qualquer que seja n o 



Da condição (1) conclue-se que xnta sendo xn~ a, eco· 
mo, por hiuótese, Um :fex) = b, deverá ter-sef(xn) t bi 

x"'a 
então a partir de ceriíá ordem deverá se~ l:f(x~) - 'bl<.e ; 

!:las i sto é contrário à condi ção (2) que supomos verii'í cuê.:.a 
para tOO.os os valores de n .. 'Chegám,')s assim a uma contredID·· 
ção e portanto o teol"?ma fica demonstrado .. 

c' 

X~_~.~r~~iJ!:m~Q." "Sej~.ã e J2. dois números Clu~squer e 
, suponhamos, que a todo -o numero positivo é '~arbitrari.o se 
~ode associar um outro número positivo J tal que se tev~a: 

I t(x) ... b I < f pa~a: \ x-a' <:: cS t x' F' a '; 
.. entáo podemqs ,af~zmar que 

1im fe x) = b " " X.,., a 

Sü'bonhamos"verificada ahinótese do teorema e ;seja Xl, 
x2, .... ~ , xn; ,o .. " uma qualquer"sucessão convergente para g, 
c:m xn ,::/=" a~ sendo êstes pontos tomados n~ domÍnio de exis
teneia de f(X) .. Trata-se de provar que f~xn}t 'b " Seja en
tão! um nÚmero positivoarbitró,rio; 1'00 hipótese. podemos. 
associar-lhe úm número ,J> O tal que: 

ix - a\<ó ,x:/: a . (f(x) - bl<.(, 

mas como por hipótese xilf a 1 haverá UTI'la ordem nl depois da 
qual. se tem: I I d xn - a '-<. 

e portanto f como' é sempre' xn =f:. a" ter·se-á : 

I f(xn) -b' < E. para n > nl " 
Em resumo: dado f 1'0 si ti vo arbitrário é sempre poss! vel 

detc'nrJ.nar uma 'ordem nl de:ç>ois da qual If(xn) - b \'<E ; isto 
que.re dizer precisa1U.ellte que f(xn) converge Para bOq"e.d .. 

~stes dois teoremas mostram-nos que é possivel definir 
Bllrni te duma função II sem recorrer ao" cducei to de lilVi te de 
su cessão o Te l'amos: 
n~f~niS§,Q._~ui&.t?.:..lse~ndo Cau~'J.~'xl : Sendo a, b nú!neros 
~:,eáis, diz-se que ,8. funt;êo f(x) tera por lirrdte b ao tender 
de x pS.ra a, lluand.o a todo o n~nero 1'osi ti "TO t. se pode as
sociar um número p03i"l;i vo <oS de modo que se tenha~ 

I f( x) - b I < E sempre que I x: - ai <. ~ , x f: a .. 



11 
A defeni ção de l1mi te de função que tinh8llloS dadq 1ni

cialmente ê devida a Heine o 

Pelos dois teoremas que acabamos de demonstrar verifi
ca-se que as d.uas defeniçÕes são equivalentes. 

A primeira definição (devida a Heine). é talvez mais 
. intuitiva, mais fá-eil de· apreender que a de Cauchy, e per

mite1 em certos casos, fazer demonstrações mais fáceis.}~s 
noutros casos é a definição de Caucby que apresenta van-
tagens. . . '. . 

(Entretanto convém observar na demonstração do primei
ro teorema 1"ntervém um principio lÓgico- chamado o "axio-
ma de ~rmeio"" que ziãoé admitido por tOdos os mátemáti-· .. 
COSi como se viu, os termos da sucessão Xl' x2' eo o , xns oe o . 

su-põelTl""se escolhido.s de modo a verificarem as condições 
indicadas; ora, o que certos matemáticos contéatam~ é a 
possi bilidade de efectuar infinitas §§.colhas).. , 

A definição deCauchy foi dada na hipótese de a, b se
rem ~ini tO?_ N~aso ~ese ter a ?ti b igUal a co, +00 ou 
-00 , . a def~ n,i çeo tera de ser mod~fi cada •.. 

Na mesma ordem de ideias podemos dar novas definições 
de !.imi tes l:..!3-terai~:: .' 

Sendo at b finitos, diz-se que b é o limite de f(x) à 
eSQ~rda de_~, e escreve-se :.:. 

Um f(x) ::: b' ou silnplesmente b = fCa-) 
x·a-· '. 

qu8lldo .a. todo o número positivo Ese pode associar outro 
número po~~tivoJ· de modo que se tenha.:· 

.!f(x)- bf<.€ sempre que (x - ai < cS e x <: a .. 

Anàlogartlent.ese define !!,ini te de f(x)' ldirei ta de a; 
diz:"sê' que:' . ','.. ....... . '.. . . . . 

lirjl1'(x) =' bou . simplesmente ,,:. f( a+) 
x-a 

quando a todo o t> O, se pode associ~ um eh O tal que : 

I f(x) -b i <: e; sempre que Ix ., ai <:c.S 7X > a o 

Estas defini ~ões 'permi tem. ::àcilmente demonstrar que: 
"Exi stindo os limi tesde t(~) à esquerda e à direita de .§., 

e sendo êsaes: li!I1.i tes iguaiS, também existe 
1 i~ f(x) --------MoGo 20 v. f.lO 



tendo-se precisamente : 

lim f(x) = f{a-) ~f(a+) .ft 
x ... a 

Com efeito, suponhamos qUe existem oá lim! tas laterais, 
de f(x)eÍn a e se tem: 

f(a~.) = 1'(a+) = b I: 00 o 

"., , ,. , 
Entao, dado um numero é> O, sera poss1vel associar-lhe 

um número 1> O tal que: 

lf(x) - b L<Ese~re que Ix -aI <.0", x<.a 
[por serb= t( a-» e ao mesmo ~ÚrnerQ E será posa! vel asso-
ci~ um ~eroól~O tal que : . 

':f'(x) .... b 1,< t sempre que' \ x'" a \<.ór.' x,. a 

&or serb = :f'( a+) ] ... 
:E!ntão,se. puzermosJ= íÍ1in.·( &1,4), yirá : 

·If(x) - b I '"CE sempre que h: -al <ó , x 1: a 
o que ~i~ficà PFeclsamenteque : 

b = 1im f(x) 
X"" a 

(Nesta demonstração SU:9Õem-se a, b finitos., mas o 
ve~adeiro mesmo sem esta restrição). 

teorema é 

eontimidade - A noção de continuidade é'usada mesmo na 
linsuagemcorrenteo Por; ~9mplo, sabemos que a densidade de" 
um gás é funçã~ da temPeratura a que êste se encontra e cos
tumamos dizer que a densidade varia "de maneira continua" 
coma tem~raturâ' para s~gnificarque, a variações bastante 
pequenas dat'arnPératum,'co%TeSJ)OMem Varlaçõea, tão peque-
nas quanto se quizer da densidade. .' 

Mas já a população dUÍD pa!snão êf'unçã~ continua do 
tempo, visto que o acréscimo de população nunca pode. ser 
inferior a 1 em v8J.or absoluto. . . 

Outro' exemplo: sabe-se que a densidade da.água no es
tado liquido varia'de maneira continua C()Ma temperatura, 
atingindo um.máximoa40 C; mas à temperatura de 00 , enquan
to se dá a pássagem ao estado. sólido, obse~a-sé uma brusca 
diminuição de -derü3idade: o gelófluctua na água., Diz-se que 
há uma descontinuidade a OOC o 



Procui~mos agora traduzir matemáticamente esta noção 
intuitiva. Consideremos uma tunção tex) e um ponto ã em 
que t( x) seja detinida (e finita); à diterençá. x-a, posi
ti va ou negativa ,chama-se acrésoimo, ou incremente de x em 
Ai à diterença t( x) - f( a), acréscimo ou inçremento da 
função. 

A função 1'( x} dir-se-á. continua em A, se a acréscimos 
infbú. te.m.ente pequenos de x em' A . corresponderem ac~scimos 
infinitamente pequenos de t(~). Em resumo: 

~fini cão - 14 z-se que a tunção t{ x) é continua no pon-
to ,ã, quando: ' 

1) assume em·.ii 'um valor t{ a) finito; 
2) o acréscimo t(x)-f(a) é infinitésimo com o acréscimo 

x-a. 
Como se sabe, a condi ção 2) é ~equ1 valente à seguinte: 

2' ) . 1im r{x) =' fe a) 
~ x-a 

Portanto, se a função f(x) ê contInua no pOnto 4, e s~ 
nêsse caso, a condição 2" é verificada (com t{a) finito). 

Atendendo ao que atrás foi ditotade:f'i.nição. decont1-
nuidade pode ser .dada directB"lente tal como segue: 

Diz-seque :f'(x) é continua em Jl quàndo, a.todo o nÚtne;o 
ro E >0, se ~sa associar um ~ro -'>0.,. d,&Jnodo que se 
tenha:' . 

"f(x) -f( a) 1< E desde' que \ x - a, <t 
[supondo x ~rte~cente 8Q àominio de existência de tCx)1 • 

. Quando a-função 'f(x)'não é COlltlnua num ponto diz-se 
descontinua. nesse ponto. 
Descontinuidades: I) Q;Ú,alldo existem os 11mi tes.; laterais de 
f(x} em A·e são d1te~tesJ isto é,quando : 

0'0' - •. _ " 

. t{ a~.) I: fe a+) , 
a função é descontiJUía: -em A, vi ato que nãQ exi ate 11m f( x) ; _. '. x ...... a 
diz-se então que a de,aoontinuidade é de la eapécie e à di
ferença t{ a+) -- t{ a-) chama-se sal to da fun2ão no pon-

" '" '. ' . 
to ã • 

II) Pode acontecer que não existam mesmo os limites" 
lateI'alS .e então a descontim11dade diz-se da ~ espécie • 

. III) Pode ainda aéontecer que exista a seja finito o 



76 -
lim f{x) .portanto f(a+) = t(a-) , mas que seja diferen, x,..a 
t~ de f(a)o Diz-se então que a descontinuidade em A é ~~ 
.Y.:i~i,querendo cam isto significar que baata modificar a 

d. : função no ponto A, para remover 
a descontinuidade nessa pontoo 

, ~?mylo§: 1 g), No exenrpl0 9-ue apre
sentamos da densidade da agua co

____ ~-_:_:__.-__ ._,.. mo função da temperatura, desconti-
O 4° 't nua no -ponto o",vã-se ràcilmente 

que a descontinuidade é de la e~ 
pãoi e pois existem: 

:te O·) = >densidade da águasÓlidá aOO 

'1'(0+) = densidade ,da ~~ ,l!q~da a 0 12 • 

mas Dão eXiste t( O) ,visto que durante a fusão do gelo ou 
durante a solidificação da águe. (à temperatura de 012 ) a densi
dade não tem valorde,tenninado, uma vez que há sempre água 

" , . ' " '. ~ - -- - '. ' . 

solida e, agua lJ.quida em presençao 

,2Q) Á.tunção't(x)=~en,ltem na origem uma descontinuida
dede2a espéci-e poiS, que, como Vimos atrás, não existe 

, t( O-)'heinf( 0+) (a função não ,é sequer definida: no ponto O) o 
, .- <:""," ", .-',.,. " _.'" 
'::la) A f'un~l'fo definidâ por : 
J ~ " 2 

f(x) = x onlla~ ~ :~~ ) 
"#' , , 

que ~ambempcxle ser detinida por 

t(x) = ~ x ',S~,::!ti:l, e x 1= -1 
,', '" ',' 1 o,,, ,se.3c~l ou x = -1 

__ -... -i_~á--+ ___ ~ 'tel!lnospontosle' .... 1 desconti-
')( __ I 

nuidàdea. remoVl.veis pois: 

1'( "'l~)==t'(, ... ~+),=:=~:~ :t'{x) = -1 

'etC ... 1) = O .' 

tC1-)'= f(l+)' = 11m f(~) = 1 ms' 1'(1) = O • 
x-1 . 

"' -

Comovemos, bastava moditicarosvalores da função nos 
, -pontos' -1< e i pa.:tae1adêixardeserdescont{nua nesses 

pontos. . 



17.. 
_Teoremas sôbre funcõea continuas 

Aplicando a áJ.gebl"à dos limites e a deí: :lição de con
tinuidade concluímos imediatamente que z 

nA soma, a diferença ou o produto de funções continu-
- N f as num ponto e ainda funçao cont1nua nesse ponto"o 

, ~ f 
no cociente de duas fUnçoes cont1DUas num ponto â se-

rá ainda uma função continua em.!b desde que o di vi sor 
seja diferente de zero nesse ponto· o 

Em particUlar uma função racionâl inteira de x será 
continua para' todos os valores:. de x. Uma' função racional 
fraccionária será continua em todos os pontos menos na
queles em q~e se anula o denominador. Por exemplo 

~é 'descontinua: nopontoX=l qnde, nem sequer é definida. 

~ tácil ver ainda 'que: 
nSe a função t(x) é continua nO ponto a,também a fun

ção I f( x)/o é continua, ~sse ponto· .. 
12.etinieãq ~, Dado ~ conjunto .A de ~ros reais, d~z-se 
que a funçao tex) e continua no'êonjUlito Aquando e con
tiIiua 'em todos os pontos de At" considêrandoêste conjun-
to como dom!nio de existência det'{x).·' . ,. 

" "Por ex~o~ a :f'Wlçãot(x) dir-se.;.á continua no 'inter
ve.1o [ato] quando, tôr oontinua em cada ponto interior de 
ta',b] e st, tiver te a) = 1'( a+) ,1'(b) :i:1'(b-), sendo f( a), 
f( b) finitos.. , ' , , 

, COllT&nl ,d~sde 'já observar que : 
·Se atUnçãb tCx) ~ continua nos intervalos [a,b1 e 

[b,e], também é continua no intervalo (a,e) (supondo ' 
a<'b .(. c) I.. ,.' " 

Cem efeito, ,verificada a hipÓtese do, teorema, a :fun
çãof'(i) sei-ã eÓllt!n\la em quàlquer ponto' interior a [a,o) 
otl a lb,er"~ ,peS%" oútro Ütdó t~-se f'(b-) = t(b) = t(b+), 
lógO.à ~ção· é contlDü.â elIl bo Fina1inente f{'a+) =.1'( a), 
fé c") = ire) 0,A" tuD.ção. 'poiS contInua em (a,cl • 
Teorema de Cauchx .. ,,·Se 'atuhção t(x) é continua no inter
valo (a,bl et'ana nos extremos dêste intervalo dois valo
res diferentes., tomam no ~pterior de (a, b1 todos os valo .. 
res compreendidos entre f'( a) e te b) • o 

Suponhamos, para fixar ideias,r( a) -<:: t( b) (se fôsse 



r(a) >t(b), a demonstração seria análoga) e seja k um nú-
~(b) A,:! .. . mero com-preendido entre r( a) e 
r -_.- --,--- -;; t(b): r(a) < k <t(b) o 

1< ----~ i '. Ii I I : I Trata-se de provar que existe 
, : I t I pelo menosUIIlponto o interior a 

,,(la) - - I 'I ' 
I i ;: [a.b] tal que t( c) = k • Para isso, 
:.. ~ I i .,_~ designemos pc>r A o conjunto dos.-

() Cl Itb,)( pontos de [a.bl onde t(x) ~ k (e 
claro que a e A, b fA) e seja r o 

extremo Superior deA. v~s. provar que se tem precisamente 
ter) = k o ' . . '. 

Com efeito,' sUpOnhamos,' por .exemplo, que se tinha te r) <. k 
(po1"'t;Qto r E A). Eritão, pondo €. = k - f( r) e atendendo a que 
t(x) é continua em r, seria possive1 detel'minar S>O, tal 
que., éIIl' todos os pontos x do intervalo [a,bl' compreendidos 
entre 1"-<5 e rt-Ó se tivesse:·· .' 

1'( r)-~ <t(x) <."t(r) + €: 

e haveria'en~ovelQres de.xmaiores do que r, tais que 
f(x)<fCr) .+E.::: k, sendo pOrtàntox>r7l:EA. mas isto -. ., .. ~ .... 
e im.poSS1 vel por ~r. r = $lpA.. ... . 

ADàl.~nte ss· tossstC" ):>!t, poderl.~dete:nn1nar-se 
Q> O. de DXlo qÜ,e, em tOdos os Pontos 'dela,b) entra r-o 

e r+~, tó~e ainda.f(x);)k, e entãê, lli9seliàr == sup A. 
Só pode ser portantó t( r) =k • . . , 
t cluo que r terá. de ser interior al.·.lj], pois que 

t( ta) ;'1"( a), 1'( r) ~ f( b) o li! 81!)S1m o teore. ti cs demonstre.-
do.·········, 

Ao mesmo teorema ~e ser dado' o 8eguin$~ enUnCiado ln-
~t1'Vo;. ;'M ". ,". ' ... ' ' .. ).'",:., ,. '. '. 

, -u.. tunçao contl.m,lEl .num i~:tervalo ~o pode. passar dum' 
valor a c:Attro sem ~"arportodos o8.,,.81.o:r-.slntemédios-. 

1; claro .que; se a t~ção~o::r:9.r éop'ttup,a DO intervalo 
y .corisidera~o as colâaá pàss~se diver-

i ---. ,sámente~P6r e.xem~o, 'a função I(x) , 
• • (l>arte 1nteil:'adex)~: int~rval.o 

.", to,l) passa' do valor O ao v810r 1 ,sem 
() 1 "2. - passar pÓr nenhum valor ints1lllédio; 

I mas a rãzão é vis! vel : a função a-
presenta um sal to no ponto 1 • 



Do teorema de Cauc~ deduz-se imediatamente que: 
"Se a tunção t(x) é continua em [a,b] e toma sinais 

contrários nos. extremos dêste intervalo, mstá pelo menos 
uni ponto c. interior a (a, bJ ,tal que te c) = O. II 

Com eteito, se t( a). e f(b) têm siDB.1s contrários, o va
lor o está compreendido entre lCa) e f(b), o que, segundo 
(, teorema de Cauchy., implica aeXistênc1a de um 1)Onto c in-
terior a Ca,b} t.àJ.que f( c) = O o . 

A proposi ção reclproca do teoI'em.a deCauéhy não é ver
dadeira (DO caso ge;rel);. mas pod.emos estabelecer a seguinte: 
Teorema: "Se a funçãof(x) émoliÓtoma no intervalo ta,b] e ' 
toma qualquer valor com:preendido entre tCa) af(b) t é conti-
nua no intervalo la,b) ao . N _: • 

Suponhamos que a tunçaoe crescente e seja c um ponto 
f(b) - - - - - - - -:- - ;r qualquer interior do i~te1'V"eloo 
f(c+) - - _. _ _ ____ I Por a função ser crescente em 

:. [a,bl enstem t(c-) et(c+),ten-
j Ç~) do";se: 
.I 

-7--:1 
- - I 

I ! 
I 

a'demonstração.do teorema consis
te _ provar qüe êstest~s valo-

~o~--':·Q--....l.~---b-:'--"-)( res são iguai s.. '. 
Suponhamos que era iCc·) <te c); 

t N . t " . en ao e.r,-se~la ,,:' 
para 1'(x) -<te c-) , 

't(x) > tCc) , para 

a~x<c 

1:~X.<.b , 

e não haverianenbumponto .do intervalo [a,b] onde a função 
tomasse valores compreendidos entret{ê-) e t(c) o que é 
contra a hipÓtese; logo' t( c-) = fe c) • 

Anàlogamente se prova quef( c) = te c+) e portanto pro
vado fica que .a tunÇioé Continua em todos os pontos' inte
riores ao intervalo. Também de:lilodoanálogo se prova que 
tCa) = t(a+) e que t(b) ·=·f(b->.Portanto a função é conti-
nua em todo o intervalo (a,bl o' . 

Supondo a função t(x) decréscente em [a,bh a demons-
tração é per.f'e! temente análoga. . 

EBem O:Â tunção cosx"· é monótona em cada um dos in
tervalos O,rt] , (tr,.21l], ...... e (-it,o] , [-2it", -lt], 010" t 

e toma, em cada um deles: todos os valores: possíveis entre 
III'- • tf. • ~, .. 

o mSXl.mo e o mlnlD10j logo sera cont1nua em cada um desses 
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intezvalos e portanto em todo o seu domínio de existênoia 
1-00 ,·+00 t .. 
Teorem!,: USe .'a :função f(x) é monótona e contInua no :intervalo 

. la, b1. 'a sua !D,versaserá contínua no intervalo Lo<., ~1J em . 
que ct... represElÍltá o m9l:lOre (3 o' maior dos números t( a). f( b} .. • 

'Com erei to Se'a função y'= f(x) é contínua em [a,b1, toma 
nêste intervalo tpdos os valores compreenctidos entre f( a:) e 
f(b) (teorema deOauchy) e portanto, se é monótona'em ta,bl, 
otranstormado do intérvalo là,bl por intermédio.da ~unção 
f é o intervalo [oe,~] .. Ora'a função inversa x= fi. y) também 
será monótona em lOl..,~l.(cresceritese f(x) fôr crescente,ie
crescente se f(x) fôrdeorescente)e como toma. todos os va
lores compreendidos, entre a e .h também serácôntinua no in
:tervalo t«,(3) (por :fôrçad~ teorema anterior) .. 

Trata-se pbis duma tr&nãfôrmação bi uni voea do interva-
lo ta~blno intérval.o~, ~ 1. . 
Teorema de w~:ierstrass : "Tod.a a função' continua ml .. n inter
vale> -[a,b) 11m! tado .~ -f'echad~ atinge nesse i.ntervalo um mã-

. . f" 
ximo ,e um mnimo II .. 

13àsta proya:rque tem um máximo, pois a demonstração po:-
ra o caso"do mÍtttmoé a:bsolutámente análoga .. 

y . . "Seja À o extremo superior, fi-l---- ~_ :··'nit? ou iDi'iDito, da ~~ção t(x) 

I ,-~«")~O ~~r~~tao. ou /:"~ '. SefCa) -=À, o teorema está 
:' I verificado o 

.' I.: " . ';, '. Suponhaníósentãof(a)<.À. e 
01 o. :n.-o-X considei'emosó~eonjun'to dos valo· 
'n3S da variávelu .'. tãS que o eJC

treoo' superi.or da função f(x) noilltervalo fa,ulé ainda 
in:f'e~ a Á· .. :Destgnernos.jorU,âsse ; conjunto . e seja' r o 
seu extremo superior; entãó' aEY,e ·r~"b . ; vamos provar 
que Se' tem necessàriament~ fel') = oX.. Suponhamos que assim 
não acont~cia; isto é;. su:poIlhamos quefer) <:.À (visto que 
lião pode ser:f'( r» À l; então podiamos esdólher um. número 
pOsitiv'o é: 1\i.al:que· Be,tivesseainda ter) + €. <.À. o Por ou
tro lajo, çomoa função é continua em r poa1amosdetermi
nar um nÚmero ~ . posi ti vo tal que 1 em 1iodo o ponto :x: de 
[e.fb] situado entrer-~ e r+rl , se tivesse: . 

t( r) - ~ < f(x) <. f( ii) + E ; 



ter-se-ia então no intervalo ta,b1 : 

sup f(x) <:)., para a ~ x ~ r - ~; 
sup f(x) ~ ter) +€ <.À' ,para r -~<x ~r :+á 

e portanto 
sup t( x) <. À 'para a " ~ x -< r + ~ ; 
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daq,ui se conclue q,ue o extremo superior de t( x), por exem
plo, no intervalo, (a~ r +, cS~21 seri~ inferior a). e por-o 
tanto r + J í 2 ( U;mas ' isto iJ imPOSSl vel sendo r + r5 /2> r 
e r = SUl' U ., "OabsuIdo prove.-rn de supor t( r) <. Ó ; tem-se 
pois t( r) =.l. o ' d q.,e.. ., 

Fica'ao mesmo tempo provado que 
em {a,b} .. 

a função é limitada 

Ngta: A hipótese de continuidade é aqui essencial.. Por 
exemplo, a função x - I(x) ~ que várias vazes. temos con
siderado~ tem como extremo superiorl no intertralo to,ll; 
porém êste v:a1or não é atingido porque, no ponto 1', a fun
ção dêsce bruscamente a zero, emboi'à' tenda para 1 quando 
xt 1 • . . ',' 

Derivadas 

O conceito de derivada surgiu naturalmente de conai
deraçõis de ordem mecânica (problema das velocidades) e de' 
consiqctrações de ordemgeomé~rtca (problema das tangentes) o 

Q;uando um móvel faz'Um deteIminado "Percurso costuma 
designar-se 'por velocidade média do móvel o cociente do 
percurso fei to pelo tempo gasto empercor~-loo Se deter-o 
ndnar.mos a velocidade mêdia e~vários peraursos ~arciais, 
Obteremos, em geral, resultados diferentea : o movel des
loca-se com maior ou menor rapidez confo:nne os percursos 
considerados; se ti,zer.mos a deteIminação em intervalos de 
tempo mui to peqlienó"á ficareIÍlOá a ter uma ideia aproxima
dada velocidade ameada instant~ • 

Mais precisamente: Seja P'!lmpOntoque se move sôbre 
- umareéta mim' det e r.mi nado senti -

o ) Po P do; oesp4ço percoXTido· s ao tim 
• R o dum tempo tserá naturãlID.ente 

. função de t: s = f(t).Sendo 
Po a :posição no instante to e P a posi9ão no instan"l;e t~ 
a velocidade mécü.a no intervalo [toJt) será : 
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fe t) - f( to) 

t - to 
ora,' quanto mais pequena fôr a diferenç~ t-tOJ mais êste 
coei'ente ·'~os d~rá. a ideia da vel~cidade' verdadeira no ins
tante too Então será natural. chamar velocidade no instante 
to a :, 

v =lilll ' t( t) - t( to) 
t-1i,o t- to 

Suponhamos, por exempl0Z que se trata d~ queda dum gra
ve; a equação do movimento e, como se sabe: 

s = J.. g t 2 
2 

e a velocidade' num dado instante to será en~ão : 

1 gt2 _1 g t 2 
v = 'lim ,2, ' .2, o , 

t-:to ,' 't- to = lim g(t+to)·(t-to ) = g to 
t-to t .;. to 

'Consideremos agora uma função y = r( x) definida num 
intervalo }a,1)( ê seja Xc' U1nponto qualquer dêste intervalo; 
à diferença: 

chama-se,. eomo Dá dissémos, acrésóimo ou incrémento da va
'riável indepéndente' nopontoxo ;,eorrespolider-lhe-á o 

,. ". . aCl"eSC1mO : 
k :: Y' ·io' = t( x) - t(xo) 

. . . . . . 

ou lncremento' da 'função t{x) ,o 
A razão dos dois acréscimos : 

l = f(x) ,-f(xQ) 
'h , 'i-, Xo ' 

é cha"l1adaa razão incremental' dá função enlXo & Se, quando 
h tende para. zero, isto é, quan:1ci x tende para Xo, esta ra
zão tender para. um 11imite f:initoou infinito, chamaremos a 
êsse linute, dertvada da função 'no ponto Xo e representá:" 
.. i,o-eraos por f'e xo); então será, por definição 

f'(xo).=lim~= lim f(x) - r(xo) 
h ... o h x-xo x - Xo 
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Tornando ao CaJlO dos inovimentos. podemos agora di zer 

~ue a velocidade do móvel "no instante to é a derivada da 
função s = f(t) para t=to• 
, Dissemos que o conceito de de ri ~ada também surgiu de 

considerações de ordem geométrica; vamos ver comoo Consi-
'I t' ,. deremos o grefi co da função €:lue 

t(]C l 1- - - - - - - . - /'" suponos agora continua) f( x) ? 
. . ~. : '..... seja"U Ho' 1'~ os 'Oontos de abscl.s-
t· . I"\; .. 

fCro.) 1_ - ~t;o - !-;.. ~ -' sas x2.' Xk/; co~o se ve na figura, 
I . 11 I a razao h e a tangente de Of. J . .... . . , "" . 
: . I sendo ó(. o angulo' que a recta Hei! 

: faz com o semi-eixo positivo 0[; 
--:o:+-r-!.:-~~-------~;...· --"":)(. fazendo tender h para zero, o 

ponto ~r tenderá para a. posição 
Mo e a recta Mcf! rodará:ooss! velmente em tômo de Mo; mas 
se existe o limite de k/h, existirá um ângulo e limite de 
O(. e a recta r·Tou tenderá para. urna po~ição limite - a ~-"" ... . 

gente ao grafi co no ponto lTo ... que' e a recta qUe' passa por 
!~ a fonua o ângulo e com o serni-eixo positivo CK; ter-se
á então: 

hlim ~h = ~lirn tg o( = tg e ~ f'(Xo)· • 
... o J.l~o· . 

. h conc1usão:a d.~ri.v~da f'(xo)é o ooeficiente angu
lar da tangente à liOOa repi'esentati va de :t"( x) no. ponto de 
abscissa Xo o . ' . 

Pode acontecer que a :função y = f(:) admita der! vada 
em todos os pontos de ]a,o(; então, a cada ponto de 1a,b[ 
correspondera um valor da der! vada; esta fica .aser por
tanto uma nova tunçãodé x definida no mesmo intervalo -
a função der! vada. 4e· ... 1'( xl em. ordem' a x em J a," ( ou simples
mente a derivada de f(x),' quando não houver lugar para con
fusões •. A função de ri vada de 1'( x) pode ser re'Oresentada 
Por qualquer das notações: . . 

f'(x), Df(X) , Dx f(x) , tx' f(x) , 

Consideremos, por, exemplo, a função linear y = ex + b 
cujo gráfico, como se sabe, é uma recta que faz' com o semi
-eixo "9<)6i ti vo COC um ãng.il.o e tal que te; e = a~ Sendo x 



um ponto qua1q~er é : y + k = a(x + h) + b donde 

y k = (y+k) - y = ~+ah+b-F-b = ah 
i 

e portanto: 

~ = a , h . 
lim k - a h.- J 

po~ ser ãconstante.. Logo : 
:r"~..,.....j:"-'_-~..!...-_--.x-+~h--'j( II Aderi vag.a. da ~ção y. =ex+b 

em ordem a x e a funçao y' == a,," 
PbrcQnsiderações geométricas chegávamos à mesma con

clu$ão: k/h é sempre, iguá!' a tg aj uma recta tem por tan
gente em qUalquer'ponto a"próPria recta .. 

~. PB;rticular,' na expressão y = ex + b, pode ter-se 
a = O; nês.te caso a' ~ção reduz-se a u.lJl8. constante (y=b) 
e tem-se y' ~a = O .. POrtanto: . 
I - liA derivada d~ constante é zero" .. 

Um outro caso -partic1.1lar ·é· aquele em que a = 1 e b=O .. 
A# ~, • 

'Entaosera y = x e y = a = 1.. PPrtanto : 
II - liA derivada de x em ordem a x é igual a 1 .. n 

Geanetricamente estas duas :proposiçõeS são imediatas: 
o gráfiCo da função y = b é uma páralela a ~; o gráfico da 
função y = x ~a: bissectriz dos quadrantes, ímpareso No pri
mei ro caso o ,acréscimo k' é sempre nulo e. portanto o mesmo 
acontece à razãok/h e ao seu li'mi te; no segundo caso k/h 
é sempre igual alo 

Em mecânica, a função s = at + b é a: equação do movi
~~2..unifo!lP.~; a velooidati,e (déri vada de s em ordem a .. t) 
e a constanteãe portanto. coincide cam a velocidade media 
emqu81quer ,intervalo;, 11 ~ o espaQoin.i.cial o Se a=Q, tem
-SE:) s = b: o movi~nto ''i-éduz-se ao'~àpouso (velocidade nu-
la em qualquer instante) .. . .' ..... '. 

Teorema :' "Se f( x) admite deri vádà fini t~no ponto xo, é 
'/ contl.llua nesse ponto .. " 
Por definição de de~vaaa ê: 

ora 



Então, tomando os limites para :dxo e ·le..Tilbrando que 
f'(xo) é finita (por hipótese), vem: . 

1im lf(X) - 1'(Xo} 1 :: f~(Xo) lim (X-Xo):: O 
X-Xo x .... xo . . 

ou seja: 
1im f(x). ='f(xo) .. 

X""'Xo 

Â função t(x) é pois contiÍlUa'emXoq.;~.d .. 
Teorema : ti Aderi vada . do produto dtima constante por ama 
função; é igual ao produto da. constante pela derivada da 
função. ti ' . 

Consideremos as funções : 

g(x) e t(x) = a .. g(x) 

com ~ constante. (di.ferente eie zero). e suponhamos que exis
te g'(xo); a razão incremental de f(X) em Xo é : 

fe x) - 1'(Xo) = ag(x) ~ a seXo) = a g(x) - g(xo) 
. x -XoX - Xo . x- Xo 

a tomando os limitas quando x tende para Xo ': 

limf(x) -f(Xo) =a ~im g(x) '-g(xo) 
x-xo x - Xo x~:X:o x - xo 

ou: 

Den vada da ~~ - Teorema: nSe as funções -p(x) e .'f ex) 
admi tém der! vada finita· no pç:>nt,o. xo ' tainbéma função 
f(X) ='f(x) +'I-'(x) tem derivada emxo 'e é :; 

.' f' (xo) :: 'f,.( xo} + '/" (xo).. ;" 
'. • •..•. - j , 

Com efe1 to a razão incremental de f no ponto Xo e : 

f(x) - f(Xo) :;: [fP(x) +'f(x)J .. (r; (xo) +1/,I(xo)1 = 
x - Xo x - Xo 

= \D(x)~ 'P(xo) + 'f(x) -y(xo) 
x - Xo x- Xo 

e passando ao limite quando xtxo ' como O segundo membro 
desta igualdade tem limite, por hipótese, o mesmo ~~e~e 

ao primeiro e ·é :f'(Xo) = V;'(xo) + !/.J(xo) q"aodo 
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Observação: Fizemos a restrição de as derivadas serem ti
ni tas porque o teorenia do '11mi te da soma só é verdadei ro 
quando os ,11mi tas d~s parcelas são finitos (ou iní'ini tos 
do mesmo sinal).. . 

Podemos então afirmar que : 
ftA derivada duma soma é a soma das derivadas das par

celas, quando estas deli vadas são tini tase • 

Derivada do lJroduto:Teoretna - nSeas:t'unções .. ~(x) 'e rt-(x) 
admitem derivada no -ponto xo, também atunção t(-x ):=tp( x) o~( x) 
admi te derivada no mesmo ponto e é: 

ft(xo) =tp(xo) ~~(xo)"''f(xo)'P:t{xo) " n 

Se jam kl e k2 os acréscimos . das :t'unções 'f e .'" correspon
dentes ao acréscinlO h de x em xoi vem. : 

f(xo+h) =j'I(Xo+h) .'f (xo+h) =(~ (xo)+kl l [If (Xo)+k21 
~ p(xo) ",(xo) +<f(xo) k2 + kl..y-{xo) + kl ~ 

e portanto, atendendo a que t(xo) =" (xo) 'I-'(xo) 

t( Xo + h) - 1'( xQ} _ 0. (.. ).k2.+ ,,"( ) k1 + kl k 
h - r Xo 11 T X,O . ii 1i 2" 

r~astetn·se : 

11m !J.. = tA '(xo), 11m !g = 'f'(xo) e ainda 1im k2 = O 
h .. o h T h .... o h . h .... o 

po~ue, sendo . .." '(xo) finita (por hipótese), a tunção + é 
contlm1a em Xo- Então vim: . 

( .) _t_(,,!-x,:.Q ·_+_h .... )_-_. _1'_( x.-o .... > f' X o = 1im.·, -h., o . h 

=cp (xo) +~(~ot·+ " (Xo) ,CfÍt(xo) 
q"e"d. 

Se ~, duas .. funções u =, (x). v ;: cp ( x) acim1. tem derivada 
finita numintery:a1o la,o r, te~se.'·á nêste intervalo: 

I (uev)'= u' v. + vtuJ ~ 

Tratando-se de três funções u· == P(x), v= "'C x.) , w= X(x), 
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com de ri vada fini ta em 1 a, b [, virá, com a apli cação . repe
tida da regra anterior : 

(uvw) , = [<uv)w1' == (uv)'w + (uv)w' = u!vw + uv'w+ UV".'T· o 

e anàlogamente para mais de três factore~. 
Podemos então di zer que : . 
nA de ri vada duÍn Droduto é igual à soma dos produtos 

~ue se obtêm multiDlicando a derivada de cada um dos fac
tores nelô 'P~dut() ti"osoutros (se "estaS de ri vaties existem 
e são finitas).. . 

Derivada da 'P2,tência - Teorema: IISe a função u = ~(x) aQ~
te de ri vada finita' num intervalo, e se fôr m um nÚmero in
teiro positivo, também a funião f(x) ~t'P(x)Jm admite de-
ri vada no mesmo intervalo e e: . 

f'(~) =~m .• l~·(~)] m-l <p'(x), .. 11 

Como: 
um = u ~ u .. ...... .. u (m vezes) 

temos pelo teorema anterior que a sua derivada é a soma 
de m parce,las. todas iguais a u' um-1 e portanto: 

I (um), '= m um-.1 Ui I 
. . q.e.d. 

JThn particular se rôr f(x}=x!A, Virá: 

f'(x) ~ m rn-1 x' = m xm-1 • 

Os teoremas anteriores ooi'mi tem-nos calcular a tieri va-
"'. . N --:.. . , 

da de qualquer t'uI).çaointeira. T~m-se) 'Poe exemplo : 

D (,3x4 - , + 5) = ~ D x4 - ~ ~ x + D 5 = 

= 3 • 4 x3 .. " .. i + O '=. 12 ~3 - ~ 
~ri vada do cociente - TeorÊtma ': "Se a função f( x) admi te 
àeri vada fini ta em Xc e se f (xo) 1- O, também a função 

f( x) = _L tem derivada no mesmo ponto e é : 
VJ ( x) _ 'P' (xo) " .. 

[p(xo)] 2 

C~n efeito temos: 
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t(x) .. l(xó) = 'P(x) y;(xo) ='_ 1 .. 'f(x) - tp(xo) 
x .. Xo x - Xc 'P(xo) tfe x ) x .. Xo 

Q;uando'x tende l;)ara Xc' a' lunção :P (x) tende para 
cp(xo) , porque, adnrl. tindo delivada finita em,lIto ' é continua 
nes~e ponto .. Então, atendendo a Que é, por hipótese,~(xo)~O, 
vira:, " ',,' 
l'ex,,)'= x1im·f(x)-f(xo'> = .. _ l' lim V>(x) - '('(xo) 

--xo x-xo' [,o. (xo)] 2 X-5t:;o,., x'" xo 

= _ 'f;'(xQ) 
. f ",(x ')1 2 . 

l .0_ 

Suponhamos flgora que se ,tráta de duas;fUriÇôes u=t(x), 
v ='f(x), Que admitem derivada finita num 'intervalo] a,bt 
no qual. ",(x) não se anulso Virá, aplicando a regra de de
rivação d9 produto e o teorema anterior: 

(~)'II (uo~r= u' t + u l~),= ~' + u (-~)= u'v ~2u v' 

Temos aSsim a regra de derivação do cociente: 

111 ='u'v.-u v' I',' V ., 
'. v"" . ' .. 

Estamos ago~' al;)tos a cal cular aderi. vada dUma função 
racional qualquer .. Por exemplo-: 

(. 3 x2 )"::: (>:2)'. Cl-x3)~ 3X2 (1-:-x3). =6x(1-:-x3) + 9x4 
\ 1 .. x3 (1-x3)2 '(l-x3) 2 

Derivada da função inversa - 'l'eorema: "Se ~ f~ção y=fCx) 
é monótona e cóntinua num intervalo [a,b) e adrni te derivada 
nu.-n ponto Xo deste intervalo, a sua função inversa x= cpC y) 
também adrrrl. te derivada C em'ordem' a y): no. .'Ponto Yo= t( x,o) , 
tendo-se: 'C)' 1 

t.p' Yó. =-,p....:'C=-.-,' .. n 
. ~ AOJ 

Como vimos atrás, se a função y = f( x) é monótona e 
continua em [a, bJ ta1'Jloém a sua inversa x :::)CC y) é contil1ua' 
no intervalo [01.,(,3], transformado de [a,o] :por meio de t(x) .. 



A cada acréscimo h de x em xo. tal. que xo+h ~ [a,bl, corres-
a ~. d 'lo t ~ p.on e um acrescJ.mo k e y em Yo; recJ.procamen e ao acres-

cimo k de y em Yo corresponde o acréscimo h de x em xo' 
tendo-se: ) y~i: kk::;:::;:f~XO + h) 

l h .. o 

'1 Xo + h ::;: ip (Yo + k) 
11m h = o 

k .... o 
ora , 

h 

donde, passando ao limite quando ktO: 

ou 

l' h 1 ::;: 1 
, .J.m k = li "~ ... o 1im k 

h1im 11- o h -o h 
seja: 

\/Cl'(y ) ::;: _L_ , 
r O f"(Xo) 

~ste teorema poderia estabelecer-se intui ti vamente por 

.'1 

, I " 

oonsiderações de ordem geométri
ca., Basta -obs~I'var qt~e sendo e 

I.~ . ,-- - -1:J;Z. e' , '-1' 
Yo+k - --+ '. I 

Y •• · _ - ..,.: I~.l--.i 

o ângulo que a tangente ao grá
fico faz c·cm o sento-eixo posi ti-

. " .'. .. . TC 'I, 

vo OX, 'SErra '2 - e o engulo q,ue 

I I . I 

41 I I 
! j 
I . 

t .~ 
b 

a mesma ,tangente faz coo o semi
-eixo :ocsiti V'o Cfl e :portanJ(;o: 

,(1t' ) 1 = tg ~ - e ::;: tge' = , 
::;: f7[~ o 

Supondo que a função y ::;: f(x) afu~te derivada em to
dos os pontos de -(a,b] ; poderemos escrever:: , 

x' ::;: J_ 
y y.' 

. x 
ou, ~= _L_ I 

dy ~ I' 

dje 

Em palavras: I!A de ri vaaa da funçê.o inversa é o inverso a
ritmético.da.derivada da função dada"., 
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Exemplo: Consideremos a função y = ~, com m inteiro,po
si tivo .. · Sendo m par a função só é definida para x~ O e to
ma doi s valores simétri cos; supoma"llos que se considera só 
o valor posi ti vo " Então a funçãc> será monótona em qualquer 

caso e a sua inversa é x = ym" Como a deli vada de x em or

dem a y é: 2! = m ym-~ a der! vada de y em ordem a x será: 
dy 

~=-l-=_ ... 1 __ = 1 
dx dx m ym-1 Ín Vxm-l 

dY 
Derivada da função composta: 

Sejay uma função com~ostadex por intermédio de u, 
isto é, seja y função duma variável ü que por sua vez é 
função de x : . 

y = f(u) e u = 'Pex) --... y = ~ lv;(x») = g(x) .. 
·Se y>( x) admite de ri vada finita em Xo e se fe u) adm! te 

deli vada -tambémfini ta no ponto U o = {"(xo), então y admi
tirá derivada em ordem a xno ponto xo· e essa derivada se-
rá igual. ao produto das duas primeiras .. II . 

. Dando a x um acréscimo h em Xo virá para u um acréscimo 
f: 

110 +l= <['(xo + h) 

e por sua vez a êste acréscimo e de u , . em Uo corresponderá 
um acrescimo k de Y: 

como: 
Yo + k = f(~~ + e) 

-L=..1L.1., 
h t h 

teremos no 11mi te, ao tender h 'Para zero 

(1) 11m ~= lim+x1imL 
h-o h·h~o h-o h 

<I 

. Mas e é um infinitésimo com h1 pois que, sendo to'(xo);kx> 
a função f ê contInua em xo ; portanto : 

1im ..lL ~ 11m ..lL = f' (c.co) I: 00 ; ".0 e e .. o e . 
por outro lado: 



1im 
h .... o 

então Ó 1imi te do 2Q membro de (1) exi ste e é igual a 
t'(uo) .. r'(xo) ; l,?go : 

g'(xo) == f'(uo)., y?'(xo) == f' (\f1(xo)]f'(xo)' q"eod. 

Se \D(x) admite derivada tilli ta num certo intervalo e 
teu) admite derivadà finita no intervalo correspondente, 
podemos escrever : 

ou I-ªL= -ªL:~I dx du dx 

Podemos desde jA aplicar este resultado ao cálculp da 
derivada du-TUa raiz .. Vimos que se tem: 

(~x)' = 1 
m ~xm~l' 

mas se em vez de x t o radi cando fôr roai s geralmente uma 
tun,ião u =if (x), 'cOInderi váda tini ta num dado intervalo, 
vira nesse intervalo: . 

ou, roais condensadamente: 

Exemplo: 

( IDfu)' = __ ·.:IU""",·~_ 
m luTJl-l 

6 X' 
=-~====:-

2 V3 x2 -1 

.. 

Den vadas das funções circul.ares directas -Antes de dedu
zir as regras de derivação para as, fliUlções wr~\r;·.ljiares va-



mos provar que as variáveis sen x e x são infini têsimos e-,. 
quivalentes, isto e, que: 

lim ~~=1 
l:. ... 0 x 

circunferência de raio unidade, Ulll ân
gulo x . expresso em radian2É!.tal que 

~ 
O~x<V:/2, e os segm.entosBB", AP 
representati vos do seno' e da tan-

. gente de x; temos:. 

~~_""";"",....-1G~~~~_)(.área do ~[oAB] <. área do sector[oAB]" 
. < área doA[O.AP1· 
ou~.recordando que a área do sector 
é igual ao semi-produto do. raio (=1) 

. pelo compIimento do arco (=x) : 

/~ sen x <.. i x ~ ,;f':t;;i x,. 

donde, dividindo os três membros' por sen x 

ou seja: 

1< ; <. .~ 
. sen xcosx 

cos x < Stm x <. 1, 'Para O < x < 1C /2 .. 
'x 

Mudafido x' ~m -'x'~:iré-se'que'a meSma rela9ãoé' verificada 
para .. :·:-':/2 < X <. O; portanto, a função se; X está enqua-

drada pelas funçõeS 1 .. =cOS X.r.l:: 1 ',119 1I1'tervalo ·-;:/2,11::/2 
excluido o 'POnto 0 0 Por ou~ro lado, tem-se 11m cos.x = 1, 

":".~: .. ' "'. . x~ o , 
visto a função cos X ser contInua em qualquer pontoo As duas 
funções exteriores tendem. pois para 1 ao tender de x 'Para O; , 
portanto tambem : 

lim.· sen x = 1 q"e"do 
x,+.o:: x 

Daqui se- deduz ainda' q~e : 

11m 1 ..... ·COS x = O 
x .. o x 

Com efeito: 
1 - cos x := (l-cosx)(l + cos x) = __ .;;;.se;;,;D:;;.2_ • ..;x ____ = 

x X (1 + cos x) x (1 + cox x) 



_ sen.z.. seu ;;ç , 
x 1 + cos x 

donde: 

1im 1 - cos x = 11m ~en x .. 1im seu X - 1 Q - O 
x-o X x-o X x .... o 1 + cosx- ~2'-

Posto isto, podemos deduzir a derivada de sen Xo Ao a
créseimo h em x correspo~erá O acrésoimo : 

k = sen(x+h) - sen x =sen x cos h+ sen h cos x - sen x 

= sen x (oos h -.1) + sen h cosx 
donde 

~ = _ sen x 1 - cos h + sen h 
h 

cos x 
h 11 

e 
1im ~ = - Sen x .. 11m 1 .. cos h + cos x . 11m·sen h 

h ... o h . h_o h h4>oh 

=oos x 
Portanto: 

(s&n x)' = cos x I 
Por outro lado, como 

1t' u = '2 "x, temos: 

cos x = sen (~ .. x), fazendo 
2 

cos x = sen u ~ ::. O .. 1 = -1,. 

donde, pela regra de derivação das funções compostas : 

~ (cos x) =-iü (Sen-u)o ... ~ = cos u ".(-1) = 

Então: 

. (it' ) = - coso - '2' .. ' x . = - sen x • 

I 
(cos x) r = -sen x I 

Passemos agoraã derivada de. t~x ; como tg x = sen x, 
cos x 

temos, pela regra de deli. vação do coei ente : 

(tg x)' = 



I (tg· x)' =sec2 x I 
Anàlogamente se deduziam as regras de derivação das.res

tantes funções:.: ciroulares directas, obtendo-se: 

I (sec x) t = sec x tg x] 

f (cosec x>' .: - cosec x cotgx 

I (cotg ~)'= - Gosec2 x i 
• 

De ri vadas das funções circul:ares inversas - A função x = sen y 
.. t pod e cont1nua e al te~ada.meI)te c;t'~eente e decrescente~ mas e-
mos detelminar intervalos em·que ela seja monótona; num inter
valo nestas condiçÕes - por exemplo (-ry'2 , Tt/2) - podemos in
verter a função obtendo-secc:nno função inversa 

y = are sen x o 

Fe1a regra de ~erivação das funções inversas vipá então: 

gz = ...!.- = __ 1_ = ~;:::::=1=:;=::- = _:;::1==::;:;-
dx 5 cos Y V1 - sen2 y v.. i - x2 

dy 
tomaMo a raiz quadrada como sinal. + porque se considera 
y"€ [-11:/2, 1t/2J .. Então: 

r-:(-arc-.-ee-n-x'-"-=·--n-l1-._-x-2! 
De modo análogo se deduzia que: 

(are cosx)' = -1 

\h - x2 

(arc tg x)' = _-=1:-.._ 
1+x2 

(no 1Q e 20 
quadrantes) 

Todos êstes resultados se podem combinar com a regra 
de derivação das_ funções compostas:. Seja u =',0 (x) uma fun-



ção deri váve1 de x; ter-se-á então 

_d... sen'P (x) = Ao sen u .. fu! = 'cos u du 
dx dl.. dx dx 

= ~i(X) .. cos tp(x) 

ou, roai s condenaadaroente 

(sen. u)' = u' cos u .. 
Do mesmo modo . . 

(tg u)' = u' sec2 u 

(arc sen u)' = u" 
Vl-u2 

(~r? ~g uI' ::: y' 
1+ü2 ' 

.. " .. " .; " " " .. '" " " 
Em certos casos é necessário anlicar várias vezes a 

regra das funções compostas" Exemplo: 

( V1 ... sen 2x )' = -il:..E!.en· 2x) f = 
2 v'l-sen 2x 

= .! gqs 2x 
1. V'1-sen ~ 

-cos 2x (21;)' ::: 

2 ~h-sen 2x 

[ sen2 (1- Ji)1' = 2 sen(1-:- :{x> .. [ sen (1-. ~x) l' = 

::: 2 sen (1- J'x)" cos (1 - J'i) e (1- Yx)' ::: 
=. W sen (1 - ~ oos (1- ~) 

A regra de deri vaçãô das funções compostas é tamõém 
chamada regra de cadeie." 

Noção de difel"encial ... 
Considere-se 'uma função 

fini ta no intervalo J a, 'I) [ ; 

f"(x)::: 1im k = 1im 
h .... o h h ... o 

y = t(x) que admita derivada 
já sabemos que: 

t(x+h) ... t(x) 
h 



portanto se fizermos : 

k -- f'{x) =uJ(h) , 
11 

imediatamente se reoonheoe que lim w( h) = O; mas tem-se 
h .... o 

Oi(h) = k - ff(X) h o que mostra ser a difernça k-f'(x)h 
h , 

u,"ll in:f'ini tésimo com h de ordem superior à da h; então : 
VA diferença entre o acrésoimo da função e o produto da 

der! veda pelo acrésoimo da vaIiável independente, h, é um 
infini tésimo de ordem supeIior à de h. It 

Na prátioa, ·quere isto cUzer que,' tomando f'(x)h como 
valor aproximado de k se oomete Um êrro c:lUé, nara valores 
~enos de h, se pode desprezar~ G nroduto f'(x)h é 
chamado QJferenoial da função no rento x e costuma ser re
presentado pelo simbolo dy ; 

dy =f'{x) • h • 

Tratando-se da função x, será: dx = lGhe por isso 
podemos suf)sti tuir h por dx, ficando: 

!"dY = fr.{x) dx 1 
I i 

Daq!Ü se deduz a notação, diferenoial da derivada, que 
temos empregado: 

d .. , 
f'(x) = ~ 

dx 

Exemplo: Se fÔl" Y = sen x," será " dy = cos x dx • No-· 
te-se que a vaIiável dy depende ao 'meSmo tem?o de x e de dx. 

Vejamos qual o significado 3eométnco do cone,eito de di
, é '~' ( fel'enciãl~ , 

~ 1 I Cano f'{x) é o o~eficiente 
/ ~ d'j angular da ta.ng?nte a curva no 
,Vk~i ( ponto.P ,de abSC1ssa x, Ç},. dife",: 

1>' Ji) rencialdy = f'(X) dx e re-
h:d; IA presentado, àp~rte o siÍlel~ pe-

. , I I lo segmento lO da figura; por 
-o L ---!;-- ;) ~ outro ledo, k, ê representado 
õT" - pelo segmento A3; portanto Bõ 



27. 
representa,em valor aosoluto, a diferença k-f'(x)oh = 
= ho w(h) o 3ntão, ao tender h para zero, ° segtnento BC 
tende para zero mais ràpidamente que AB ou J:.õ e portan
to, para valores de h suficientemente pequenos, podemos 
substituir AB por IC, isto é, ° arco de " curva "§ confun
funde-se pràticamente com a tangente PCo 

Os conceitos de derivada ede diferencial nas 
- . ciências da natureza 

rm tas vezes, nas ciências aplicadas, usa1!l-se méto
Sos ahreviad.os de cálculo ou de raciocini9 que consis
tem fundamentalmente em SUbstituir, nos câl.culos ou r.as 
demonstrações, o acréscimo du..'1la função f(x) pelo dife
rencial df'j importa salientar queêstes métodos carecem 
geralmente de rigor lógico embora conduzam a resul tadi)s 
exactos ou aproximados. Por exemplo, para detem.inar a 
velocidade du.'1l movimento quando a lei do movimento é 
s=t(t) (s=espaço, t=tempo), raciocina-se dêste modo: No 
intervalo de tempo infinitésimo lt, t+dt] pode conside
rar"se como constante a velocidade v e então o espaço 
perc.orrido t( t+dt) - t( t) = ds é igtlaJ. ao "produto da 
velocidade v pelo tempo dt, isto é : . 

donde: 
ds = v dt 

v=~. 
dt ' 

portanto" a v.e].ocidade é a derivada do espaço em ordem 
ao tempoo 

O~ nêste racioc!nio há dois êrros: em primeiro lu
gar supõe-se constante a velocidade no intervalo de tem
po [t, t+d.t] iem Segundo lugar substi tui~se o acréscimo 
t( t+dt) - f( t) pelo diferencial ds = f'( t) dto Mas os " 
dois êrros compensan~'se conduzindo a um resultado exactoo 

Não só DO· estudo dos movimentos, mas em inúmeras 
questões: de fistca, quimica, biologia, :etc, intervêm os 
conceitos de derivada ede dif'erencial o E::cenmlos: " 

a)A quan;idade de electricidade que passa numa dada 
secção dum :rio coDd.utor no f'im dum tempo t, é~ natural
mente, função de t : 

Q. = :r( ":J) 
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a quantida4e de electricidaàe escoada entre os instantes 
t e t+h é : 

a razão: 
t( t+h) - t( t) 

f( t+h)- f( t) 
11 

será a intensidade média da corrente no intervalo [t,t+1J ; 
no limite, quando h tende para O, ter-se~áa .1.ntensidade 
no instante t : 

I == li'in te t+h) - t( t) =: fl( t) = dQ; ; 
h .. o. h dt 

em linguagenl abreviada. diremos que num intervalo de tem-
po in:f'ini tésimo [t, t+d t], passa uma quantidade de electn
cidade dQ. e que, considerando a intensidade I dacorren-
te constante nesse intervalo,I será igual ao cociente 
de.' dQ;Jlor d t: ' 

I= ~ 
dt o 

b) A quantidade q de calor necessária para elevar de 
00 a tO a temperatura de Um grama de 'W!la substância ê 
função de t: 

para elevar a temperatura do mesmo corpo de t a t+h, a 
quantidade da calor será : 

cp (t+h) - cpC t) ; 

dividindo pór h temos o calor esnec1fico médio da subs
tância entre t e t+hi·no limite quando h tende para zerQ, 
obtem-se: * =.,,'(t) = calor especifico à tempo t e 

Dum modo geral sempre que num fenômeno se tem uma va
riável y dependente doutra variável x, a função y=1'(x) 
dá-nos a lei do fenÓmeno.a f'(x). representa a velocidade 
de variação de y a respeito" dê x, isto é~ indica-nos a 
rapidez com que y varia com x~ r'!ãsmo no éaso dos movi
mentos~ não é a velocidade o único exe~o de derivada: 
a aceleração é a derivada da velociq.ade em ordem ao tempo, 
indicando-nos, por assim dizer na velocidade com que a 
velocidade varia". No movimento unifonnemente variado a 



aceleração é constante: o acréscimo da velocidade dividi-
# . . '. 

do ~eloacrescimo do tampo tem sempre o mesmo valor - po-
si ti vo (movirnan"to acelerado), negativo (movimento retar
dado)" 

Estudemos agora em detalhe o movimento uniformemente 
retardado.. Suponhàlnos por exemplo que se trata de" um cor
po lançado verti calmente de baixo para cima (no vacuo); 
a lei dos espaços é : 

e = Vo t - 1 g t 2 , 
2 

sendo Vo a veloc!dade inicial, isto é, a velocidade no 
instante t=O" Façamos a representação ~rática desta 
função: já sabemos que se obtem uma parabo1a com o eixo 

e. -oaralelo ao eixo das ordenadaso 

(Não clbnt'undireata curva com 
a trajectória do movimento que 
supomos rectillnea).. A veloci
dade em cada instante é : 

v =vo - g t 

t e como vo~ a velocidadé para 
III ". . • 

-0-. ~---e-<-d..-·-~~_· t=O, sera Vo = tg cC t isto e, 
igual e tçgente. do ângulo que 

a tangente à curva na origem dos eixos"faz com·o eixo 
daa; abscissas; como se vê pelo gráfiCO, a velocidade vai 
diiriimn.ndO com: o t!3tl1PO, pois o ângulo da tangente à cur
va can o eixo dasabscissas é cada vez menor, até que no 
ponto -1\~se anula [nesse instante é v = Vo - gt = ° donde 

vá ... ' ~ ,. .,. ,. 
t = - ; entao o moveI atinge a e1 tura mSX1ma que sera 

g . 2 • 

e = Vo .. !2 _ 1; g !9r = 8 ~ 1 o A partir dêste ins-
,. g2 g~ 2' • . 

tantea velo()~dade passa a ser negativa o 

#01 • Derivadas :,latéWs - Pode acontecer que a razao 1ncre-

mentâl f(x) - iCa) 
x - a 

não tenda para 11mi te algum. ao tender de x para .A , maS 
que, no entanto, ex! stam o 11mi te à esquerda e o 11mi te 
à direita: I 



1im t(x) - fea) -F li f{x) - f{a) 
x-a- x - a x-~ x - a 

os quais tomarão o nane de dêri~;adaS laterais (à. esquer
da e ã direita) de f(x) em a~ É claro que nêste caso não 
~staa derivada fICa} de fCx) no ponto ao 

Por exemplo, a função assim d-efinida: 

t(x) = 1 3(x2 ,- 1) 
l x ... 1 

para x ~ 1 

para. x:> 1 

não tem derivada no pontp'x = 1 apesar de ser continua 
nesse ponto; com etei to':, 

1'(1) = O f, 

,11m t(x)::: 11m 3(x2 - 1) = O, x-.r x~l" 

11m f(x) = 1im+ (x-1) = O , 
x;"l+ x-"l 

portanto f{ x) é contínua para. x = 1, mas : 

3(x2 - 1) = 6 
x-1 

1im t(x) -tO.> = 11m x - 1 = 1 
x-F x', - 1 :li: ..... 1 + x - 1 .. 

N"'ao existe pOisderi vada. de t(xr no pOnto x =1. mas 
existem as der! vadas:: laterais que são à eSquerda igual a 
6 e à direi'ta iguSl,a1 ..' ", . ' ' 

Outro exemplo: Seja a tunção "t{x) = 1 x 1'; é claro. 
que 

\ (X se x>O 
xl =, 

l-x ~e x<O 

Imediatamente se reconhece 
que, no ponto x = O,' há uma 
deriva.daà di mi ta igual. a 1 

,_~_' _9_:_-_~--l"""";!'--",--__ ..,........~", e uma derivada à esquerda i-

função: 

o gual a -1. 
Um exemplo análogo é o da 

\x2- 1! ={" x2 - 1 se x>loli x<"-l 
1- x2 se -1 < x < 1 



tendo-se nos ~ontos 1 e -1 uma derivada à direita igúal 
a 2 e uma deli. vadaà esquerda 

. igual a -2 .. l~steff pontos não 
existe tangente ,à Qu:rva . repre'" 
sentativa datun:yão; existem 
apePQs' semi .. tangentef!. dizen
do-se que os. pontos ,da curva 
são Wntos.· angulososo . 

---'-~~-4-+--.~",O conceito dedérivada.la .. 
. " 1. ,. t -,. • .. . d . ' .... ,/ '.' e",a;a;.e-nos· .tambemsugeno:por 

'. . ·f~I)ÓmeXlQs donig,ndo ~mp!r:i.Qo. 
Ássim, tomemos ~o exemplo do ~ovimento unitoxmemente 
retardado e suponhamos que o cÔrpQantes.' de atingir a .. . 

aJ. turamaxima encontra um obs-
'Y táculo (porex~mp!o o teto); 

Q. -- ';',_ seo ch<X,luefôreiástico, a ve-
'\ locidade paSsa .1nS.tantâneamen-

.. te a ter um valor' simétrico do 
\ que tinha; a ascensão é brus~ , 

-"':"""lr-----'----';.....--: camenteinterrompida e o corpo 
O '., ;,<. passa' nesse instante a descer 

. com a inesma V'el.ocidadé em vá-
lorabsoluto~ Portanto'():Ç,on:t;o ct:dográticodatunção 
correapondente' ao instante êmque se aâ a inversão do 
movimento; um pOntoangulo$o(tem duaseemi;:'tangentes); 
hê: derivadaS l~teré.is diterentes.v2 :' ... vi. ·~Ex:m;un~ .. 
mos agora ografico Ms velocidades, isto e,o grat'ico 
datunçáó v =vo'" gt o . . ." . 

000 . havendo choque havendo .. choque para 
U" tr t=t <.!2 " 1 ... g 

t 
o 

I 
. .... , 

t 

~. 
Não havendo 'choque a linha representativa da veloci

dade. é' a recta indicada na .la figurai havendç choque pa-

ra . t' = tI '<.,~ t' ti velocidade passa instantaneamente a 
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,ter um valor sirnétri co do que tinha (passa bruscamente 
do valorv1ao,valor -v1) e a lin.lj,a representativa da ve-
locidade apresenta uma descontinuidade de primeira espê
cie para t=.tl" (Na realidade os fenómenos passam-se de 
màIieira máis complexa; mas; é êste o esq,uema que, em 'Or1-
niei ra àpronma,çâot'nos permite int~rpretar ma! s comoda-
mente a realidàde) o " '. 

Nos exemPlos que aé'abátnos de estudar existem as de
rivadas à, esquerda e~ direita do ponto considerado, mas, 
noutros casos, podem nem sequer existir e~sas derivadas 
como acontece,por exemplo, ,com a função definida por : 

,'. '. '~'N' {= .x" sen tpara. x t=0 
:L\x).' - . 

~' .' = 'o para x = O o 

'. t cont:rii~â::noJ)Qntozero pois f(O) = O e 1im f(x)=O 
,.' .. x .... O 

. (como se viu atrás}", Vejàmos se há dá ri vada; a razão in-
c:rementalé: ' . 

. "'> f(x) , "" iCa) = x sen t = sen t ; 
;.>' 'x·- O x 

ora, cOmo já~ vimosa.:trás,. ~en; não tem limite nem à 
. .' ""'~'"'' ."." N ~ 

esquerda nem ,s,'direita do ponto ~ero, Portantonao ha de-
rivadás.latei-àiàda funçio Dêste ponto. ' 

, ". "~o '" •• ,. '. -," ' ,"', t' 
Ra .ex~losdÇt ~un9Ões que são contl.nua,s em todos os 

',-- ."O'", - 't -, - , , " ... 

pontos do seu.dQml.nioe que •. no en1ianto, ~a&;d.tem de-
ri va.da em ne~um Ponto (função de WeterstI'?-ss) o 

". Res.ta':'nos conSiderar alguns exemplos de derivadas in-

finitas .. se ... Jfa.a ~unção: p ~ ; - .. 

_ procuremos a sua der! vada no pon
to zero: 

',~' lim:f(x)-. irO) == 1im Jx = 
, ,;. .,x -o x _ O ' x ...... 0 x 

----~~~~~--~ 

~_l __ = + 00 

<;? 
Q.uando x.tende para· zero por 

valores positivos a secante OP 
vái tender para a tangente OT= OY .. 



e quando x tende ~arazero por valoreanegativos a se
cante 00. vai tender para a tangente OT' == OY' o O ângulo 
oL de OP com ex: é do lQ q,uadránte e tende para 900 quan
do x t O: logo lim tg 0(::: +00" ·AnàJ.ogamente se reconh~-

x-+o 
ce que lim tg ~ = +00 J sendo (~ o ângulo de' 00. com (')X" x ... o 

Outro exemplo: seja a função y = ~" A razão 
# 

incremental lara x = O e : 

y - O n = x -O x 
e 

li 
x ... o~ 

rr = lim ---1_ = +cD 
X x-..o+ rx 

1im U = lim h =-<D 
x-o- x x-+o- x 

Q,uandox tende para zero por valores~osi ti vos a se
cante OP tende para a tangente OT e o ângulo o(, tendepa-. 
ra 900 mantendo-se no 10 quadrante; quando x tende para 
zero por valorea negati vos a secante 00. tende· para a tan
gente OT' e o ângulo ~ tende para 900 mantendo-Se no 
segundo quadrute; portanto' a derivada à ~reita é +00 e 
a derivada à esquer,da é -00 .. (As dúas semi-tangentes coin
cidem; o Pgnto diz-se de. reversão) .. 

Podemos esc:re-ver Simplesmente: 

11m ..z... = CD· 
x-o x 

e diZer que a derivada é infinita com sinal indetermi
nado o 

i~mos e mtnimos 
A par das noções de máximo e de mínimo tema como fo

ram anteriormente definidas,paresentam-se ainda as mo" 
N # • 

çoeS:' de máximo ou de nu.nimo local o 

Diz-se que urna fl;UlÇão f(x) tem um máximo local ou 
relativo no ponto a do seu dom!nio de existência quando 
~ possi vel déteiminar \l.'n. intervalo com centro em ã no 
qual o valor f(á) seja máximo G Por outras palavras: 



f(x) tem um máximo local em,ã, qaando existe nelo menos_ 
um número posi ti vo ~ tal que s.-e j a : 

f(a) ~ f(:x;) para a - é < X < a + ( • 
supõe-se, é claro; que os valores de f(x) são tomados no 
dondnio da função .. 

AnàJ.ogamente diz-se que f(x) tem um mÍnimo local ou 
relativo no ponto a quando é ~ssivel determinar um nú
mero positivo é 'tal que;. 

'i 

o 

a-«x<a+€ 

No exemplo g'rári co 

----- .. ------7,' -- --1L\7~~) : .p I 

-- '. ·'1'-- I '1 I I" • 
• I' fi, 
: I I I I , 

I • I I tf I I I 

b. 

f(a) ~ t(x) • 
6 '. 

observa-se em c um maximo local 
e em d um minimo local, ne
nhum dos quai s é extremo da 
fun~ão no intervr;1o [a, b1 : 
sera anenas possivel deter-

'minar u..1'll intervalo centrado 
em ~ onde a valor t(c) seja 
máximo e um intervalo c·en
trado ~m d ônd& o valor f(d) 
seja minímo .. 

Para evitar confusões cos
tumam desigl'.Í3.r-sa-· por máxi-

'. - t -----mo absoluto e minimo absoluto o maximo e o m:Lnirn.o dUL-na 
funÇão no domini~m q;;""7e-~onsidera definida .. Éc1aro 
que um máximo ou miníma absolutotambêm são máximo ou mi~ 
nimo locais, mas a recip:rqcanãoé veroadeirao 

Em particular se f(x) é cres'cente em [a-Eta) e decres
cente em [a, a+!] , diz-se que p~a de crescente a de
~~nté no ponto g; nêste caso' f( x) tem um máximo lo
cal emA. .AnâJ.ogarnente . se a tunçãoé decrescente em 
ra-~, a] e crescente em (a, a+t], diz-se que pas~a de de-

. crea:eente a eres:cente no' ponto.!'li é claro que então f(x) 
tem um minímo local em~" . 
Defini ção: Uma função di z-se regUlarnwn dado intervalo 
[a,bl ,quando é cont!riuâ. nesse intervalo, e i!ldmi te, em 
cada ponto interior de (a,h] , der! vada, finita. ou infini
ta com sina! determinado (+00 ou -oo)o(Nãose exige'por
tanto que tenha de ri vadanos extremos do intervalo);, , 

Teore~ : "Se uma fun.ção regular mm intervalo admite lL"I1 



máximo ou. mÍnimo local num dado ponto interior do inter
valo, a sua der! vada é nula ness~ pont:o.," 

P:.:at.endetnos pois ".)rovar que se f(x) é regular no in
tervalo' [asbl e ~dmi t~ um máximo ou mnm1nimo local num 
ponto c (à <" c <: b), sera. f' (e) = O.. . 

Tendof(x) um máximo local em c podemosdeter.minar 
um intervalo lc- t ,c+~1 cta,b) no qu~ se tenha sempre: 

fe c) '> t(x) ou seeja f(x)'" í'(c) ~ O;" 

então, no intervalo te ... t, c+~l, a razão incremental 

~. = r(x) • i(eL 
h x ... c 

. e J portanto f-

1im -hk:?O 
h-ao-

_ sel. .. á {~O 
~O 

se x<c 
se x·";>c 

e 11m E. E;O 
'h ... ól- . h 

como ê~tes dois ·limitestêin :'.9 ser iguais (pois, por 
hipótese a função admite em e: derivada fir.ita ou infi
ni ta de sinal à.etenninado)1 será necesse,ria.mente. = . 

, f'(c) ~ O coq"d o 

Se a função não fóI' regu.1.ar no intervalo (a~bl já 
pode ser máxima ou mÍnima num ponto c interior ao inter'" 
valo sem, que nesse :ponto. aderi vada se:- anule; é o que 
acontece' comas funções cujos gráficos. são os d.as figu-
ras segUintes: \1 

'j . "I 

1 # -- - - - - - - •• 

x 
o o 

No primeiro exemplo (caso da rtmsão 1 - Ix2-11) há 
um máximo no ponto 1 e não é 1"(1)=0, nem sequer existe 
1"(1) pois as derivadas...à esquerda e à direita de 1 são 
di ferentes:. (ponto anguloso). No segundo exemplo (caso da 
função y = ~ ) há um minimo na origem e não é ff ( 0)=0 
PQi~ as d~rivada~ laterais são infinitas de sinais dife-

r.!., Go 21) v. f. 14 



ll6.. 
rentes. (~onto de~reversão)o 

~rema de Rolle: "Se uma tunção reSUlar nu intervalo 
[a,b] toma o mesmo valor nos extremos dêste intervalo, 
existirá necessàriamente um 'Ponto interior do mesmo em 
que ad.eri vada da função ê ncla" " , 

Supondo elltão1'(Jí) regular em (a:;b1 comf(a) = f(b) 
queremos provar. q,ue existe .pelo menos um ponto c (a< c< 
<b) tal q,ue t'( c) = O ., 

Suponhamos em 'Orimeiro lugár que a função é constan
te em (a, b] : então a sua derivada é nula em todos os 
pontos do intervalo e o teorema está vetiticadoo 

Se à tunção n~o é constante em [a,b} um dos seus ex
tremos nêste intervalo (seja, por exemplo, o extremo su
perior) é diferente de; 'f( a); então existe pelo menos um 
ponto do intertalo Cá, bJ, onde a função atinge o éxtre
mo superior (Tode VVeierstrass); seja c êsse pontoo Como 
fe c) 1= f( a), t( c) 1= t(b), tem de ser c ·distillt~ de a e 
de b, logo a< c<b; mas' cé de máximo absoluto e portan
to de máximo local e como é interior a [a, b)' será (pelo 
teorema anterior): 

ft(.c) = O 

A análoga 'conclusão chagarIe.mos supolldoq,ue o extre-

T:~ I: I I , ."... ..; 
I ,I I I 
I I' t I . t' , . .. ., 
~ • I ; : ! 
1 :! ''': 

i: b 
. , . 

eixo das",a1)scissas). : 

. mo infenor era diterente 
de tCa),,' É claro que se os 
dois extramoSfôssem iguais 
a 1'( a) = f(b) t a turlção se
ria constante em (a~bl e êa-

t' • . 
tanamos no primeJ.ro caso" 

~ 

No caao da figura ha 
trêa pontoacl' C2t c,3 nas. 
condições do teorema de' 
Rolleo(Tangente paralela ao 

Deriva.das; de ordem ,superior'" . Sendo y:::'f(x) derivável 
iÓ-iiltervalo-ja,b[ pOd6 suceder queâ sua derivada f'(x) 
seja por sua vez derivável em Ja:o[; à derivada de~ f'(x) 
chamaremos 2a de.ri.va~ de· f(x.) e representá-la·~emos por 

,ylf ou flf(x) .. 



Se ffl(x) for; por sua. vez, derivável em]a,b[,' a sua 
deri vada será a .3a derivada de f( x): 

yl/'"= f"t x) 

e assim sucessivamente o Chamaremos derivada de ordem n 
" ~ , -

de f(X)2 e renresentaremos por f (x), a função·qu.e se 
o~tem derivando n vezes sucessivas a funçãof(x) o 

.!;.~ê.: a) Se fôr s = f( t) a lei õi:'7.amoV"imento, sera . 
f'(t) a velocidade"e f"Ct) a aceleração do movimento, em 
função do tempo t .. . 

b) Consideremos a função y = ~ ; teremos sucessiv~ente: 

y' = - ..L.. 
x2 

y"= + ~ 
x3· 

Y". ___ 2 02" 
." x4 · 

w 2 .. 304' 
y .=.+. 'x5 . 
o o o e o o o 

yln'= (-l)n-nL 
. , n+l· 

X 

c) Consideremos a fun~o y = sen;; s~rá 

y' =cos x = seno (x + ~ }.i 
'" portanto derivar sen x equivale a somar '2 ao seu argu-

mento; então : 

y" =" sen{x + ~ + ~)"="sen-(x +2;") 
e o o o o o o o .- ~ o o o "& 

y n = sen (X + n2TT:) 

Fónnula de Taylor 

Consideremos a função inteira de n 

p( x) = ao + aI x + a2 x2 + a3 x3 + 
temos : 

0"0 



~ 

pfCX) = aI + 2 a2 x +.3 a.3 x2 + o •• + n an xn-l 

pIlCX)'=' '2'a2 + 2.3 ~·x· + .... + n(n-l)'an xn-2 

n! Sn. ; 
I 

no ponto x=O, sera : 

-p( O) = ao 1;)'( O) = a1 pn(o) == 2! ~. p'1/( O) = 3~ a3 

.. .." pÍn)( O) = n! ~ 

valores êstes que substi tuidos no polinónúo dado condu
zem a : 

. 2 :3 
p(x) = P(O) + x p'(O) + ~ pliCO) + ~ p''\O) +",o"~n~ p(n)(O) 

2.. JO . .. 

que é a fórmula de Hac-Laurin "para. os "polinómio.so 
1~ais geralmente, pondo x= a + h na expressão de 

p(x) e desenvolvendo segundo as potências de h, Obtem-se 
um polinómio em h: 

q(h) = pC a+h) o 

Pelo teorema das::,funções compostas, será : 

q'(h) = p'Cx) ~=P:(a+h), 

poi s que x = a+h, ~ = 1 Anàlogamen. te : dh e 

q Deh} =pll( a+h) 
~. • o a o e e :e 

No ponto zero, teremos:· 

qC O) = p(a) 

q'( O) = p'( a) 

q"e O) ~ p"C a) 
o o O' ~ e 

e, fin81mente, aplicando a fórnrula de l!ac-Laurin:. 



~(a+h) = q(h) = p(a) + h p'(a) + hi ~.(a) + 
2!' . 

109 -

+ ~ p'"(a) + .... + ~ p<nl( a) .. 
3. n'. ' o 

que é a fórmula de Taylor para os polinÓmio~. 
Esta fórmula dá-nos o desenvolvimento do polinómio 

segundo' as potênci as de h, i sto ~,' segundo as -potênoi as 
de x-a.. Procuremos generalizá-la .. 

Consideremos para isso uma :rung~ 1'(~) que admita, 
num intervalo Jci4, (~ [ derivadas finitas 'até, à' ordem 1l 
inclusivé~ e sejam a, b dois pc;ntoa'desteinterValo · 
( a <;. b) o Posto isto, procuremosdeterm1nar um polinómio 
p(x) que represente aproximadamente f(x) no i,n.tervalo 
J ~ , ~ ( • Hais precisamente o problema: pode' ser posto 
dêste modo: ~termrnar uni poli n.§mi o J;)(x) que verifique 
as seguintea. co.;!!dj cões, : 

( tn,"ll 1) p(a)=f(a), p'(a)=f'(a) $ plt a)=fR(a),eoo. p (a)= 
'(0-1' ' = f ' (a) 

2) P(b)=f(b) e 

Para o resolver. consideremos a função : 

p'(x) = p(x) - ,1'('X) ',i 

temos, em virtude de 2) e da la das condições 1): 

{ Cf (a) = p( a) - f( ti) = O a b 

'P (b) = P(b)-, t(b) =0 I I 
, . 
e ,como e: .. 

v>'(x) = p' (x) - f'(x) 

atunção', ~,(x) é regular no :intervalo' (a,bJ .. EIltão "'x) 
está nas" condições do teorema' de 1:o11e: é regular em 
[a,bJ e toma OllleSlnO valor nos extremos a, b ; logo, exià
te pelo menos um ponto cr' entre .A e h~ tal que <p'( cl)=O. 
Temos poiS, atendendo às ~ das condições 1): 

! II) '(c) '= O 

. p'Ca) = p'(a) - f'(a) = O ~ ~ b 
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Por outro l;3.do tpK(x) = 'P1!(x) .. fl-Cx) o A função ~'(x) 
é pois regular em [ato)11 e toma va!.oros iguais nos extre
mosjex;i.ste pOrt a:nt o I segundo o teorema de Rollet um pon
to c2' entre a e c1 tal que ~n( (12) =- O o 

Temos pois, atendendo à 3a das condições 1) : 

'I CD, n( c2) = O 
~ _..I 

t «pile a)=ptlCa)-f'n(a) =0 a 02 cl b 

Além disso, <p.'tx) = p''t*) - f"ex) o Entáo <p"(x) é regular 
em [a,c2J e toma valores iguais nos extremos; logo, exis .. ,,, 
te pelo menos um ponto c3 . (aC' c3 < c2) ,tEÜ que '-P ( c3)=00 

Raciocinando sem.pre deste modo chega-se à conç1usão 
de que eD,'ste pelo menos um ponto c (a < c <. b) onde' ·se a·· 

(n1 ( . : ... nula .tp x)., isto e" tal que : 

If'ln} (c) = ~ (n) (c) - t ln) C c) = O 

Has como, por hinótese, p(x) é um polinómio de grau n, 
a função p(nl(x) é constante, logo 

ln,() I..n ,() tln)() pc =p a == c o 

Utilizando a fõ~a de Taylor para o polinÓmio p(x) 
e fazendo b-a=h obtarilos: . 

h2 
1'(0) =- P(b) =- p(a) + h :tI·(a) + 2r pnCa) + 0010 -I-

+ l;1n-l. <n~1I·· hn (P1 
(n-I)! P (a) +'iif P (a) 

e portanto: . 
2 

1'(b) :: t( á) ... h t'(.a) +!L tnCa) 
2! 

+ ••• hn-l·<n-l~ 
+ ( 1)' f·· {a) + n- • 

n 
+ A. t(n), ) 

n! \. c 

sendo c um ponto dotntervalo [a, e.+h 1, isto é um ponto 
tal que 

c = a + e h, 
sendo e um número compreendido entre O e 1 (O <' e <:.1) o 
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ft esta a fórmula de Taylor'para a função f(x), fór

mula que nos propunhamo.s estabelecer" 
É fácil ver que o resultado ainda é válida na hipÓ

tese de ser b <a e 
" N : Su'Oonhamos agora que b e~ nao um ponto fixo, mas um 

ponto variável do intervalo 1«,.(3 r, é para salientar ês
te tacto passemos a designá-lo ~r Xo Será então h = x-a, 
o que dá, por SUbstituigão na formula prece4~~te: 

f(x) = t( a) + (x-a) f'( a) -+ (X-ã)2 f"{a) + 000 ... 

, • 2~' 

~~ (x~a)n .... l f <Xl-l)( a) 
., ,.Cn-l)! 

sendo Xl um ponto compreendi<do entre .â e ~, i sto é : 

Xl = a + 9 (x-a). com 0<9-<1 q 

É claro que a depende geralmente de Xo 

Em particular, se fôr a=O, afónnula de Taylor toma 
o seguinte aspecto: , 
f(x) = f(O) +x f'CO) ... ~, tw(O) + ou+ x n- l · tm-1> (O) + 

2. (n-l)! 
n 

... ~ fUll(9x) , O <9 ~l 
, ,n. . 

e recebe, então o.nome de, fómple de r'ac"L~ " 
Um outro casop~rticularéo den=l .. Tem-se ,nêste ca-

. . 

{ te a+h)' = f'( a) + h fé, a+9h) .} 
so: 

o<:.e~l 

ou ainda: 
t'(x~ : ~al"'f'(X1Y I· Xl = a + e(x-a) 

que é a tórmulade L~jange ou dós acréscimos tinitC?,s" 
Fàcilmente se reconhece que esta tônrilla é válida sempre 
que t( x) e regular num intervalo que contenha os pontog, 
!à e ~ o Podemcs então afirmar que : . 

"Á razão incremental de f(x) em ~ é igllal ao valor 
de ff(X) num ponto compreendido entre ~ e ~} desde que 
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f(x) seja regular " num intervalo que contenha a e xo" (teo
rema de Lagrange) b 

Uma interpretação mecânica inter~ssante da 'fóllD.ula 
de LagráDge é o seguinte: ,Sendo s:=f( t) a lei dum movimen
to, a razã,~ inc:'emental em to : 

: te ~}-l( to) 
t· ... to. 

é t corno'vimos, a velocidade médfa entre os instantes to' 
ti a velocidade verdadeira neste intervalo pode variar, 
aumentando ou d1mfIÍuindo ; 'mas di z-nos à intui ção que de
ve sem;>re haver, .l2.~lo menSll!t um instante tI entre to e 
t emq-uea Velocidad.e' verqadeira :f~( 'li!) iguala a veloci
dade média naquele intervalo, isto é j um instante tI tal 
que f(t) - feto) 

-..;..-~, --:;.-~::::: f' ( t l ) 
t," to . 

(Por exemplo 1 se um ,automóvel ,num dado perourso, feoz. 
uma média de 60 krn/h;b.óuve oertamente um i:l.stante, pe
lo menos, cm que a velocidade verdadeira foi aquela) o 

Ora êste facto intu,i tivoé confirmado pelo' teorema 
',. .: : '. '. ~ ". , 

õ,e Lagntnge,'desde quef(t) sejà' derivavel nos interva-
los considerados (o que não sue,cde no caso dum choque) 

9onsequ~eia.'9 do teorema k..fagra~ 
I - "Se uma fun.ção .. ~(x) ad.1n.it,e Aeri vada posi ti va num in

"tervalo, 1'( x)e crêSéênté nessa intervalQo II 
.: . • . 141' ;# . 

Demo: Supo.."lhamos, qUe a fuIlçao f( x) e posi ti va no inter ... 
valo ra,,,} e sejam Xl' x2 dois pQntos quaisq,uer do in-' 
teI"!alo ta! s que xl < x2' ;'. segundo o teorema de Lagrange 
sera: 

sendo., ~ um ponto do intervalo (xl ,x2) " 
Por hipótese é x2-xl positivo pois Xl < x2 e f'n) 

positivo pois' f(x) t~ derivada positiva no intervalo 
(atb]; poreonsequência a' segunda parcela do segundo mem
bro da igualdade anterior é posi ti vae então : 

• 



Concluímos assim que sempre q,ue se tenha xl <.x2 sendo 
xl) x2 pontos do intervalo La, b), tem-se necessàriamen
te f(xl) <f(x~); ora isto q,uere dizer q,ue f(x) ·é·cres-
cente em ta, b1. q.e .. d. 

II - "Se uma função f(x) admite derivada negativa núm 
iritervalo, f(x) é decrescente nesse intervalo". 

A demonstração ê análoga à precedente •. 
Nota : ~st'es teoremas· tornam-se intui ti vos· com a re'DreA 

- . ' sentação grática. Se a deriva

~ t 
I 

/ 

da ; positiva em todos ospan
tos dum intervalo! o ângulo 
da tangente ao grafico com o 
serni-eixo . CK está no 'Primeiro 
quâdrante e t'IOrtantõ a. função 
cresce (Posição(l) .. Se a de-

o< .: o{L rivada é negativa, o âDguJ.o da 
-.:...,4...lcl4---,;..-.o .... '4----·~...;...,.;~~ tangente com o serni -eixo (K 

.. 
0.7., está no seguIlÕ.õ quadrante e· 

portanto a função decresce'(posição P2) • 
III - "Se uma função f( x) . te.rnderi vada nula num inteI"'" 

valo [ailo}, f(x) reduz-se a uma consta,nte nesse 
intervalo" " 

Dem .. : Sejam xl' x2 dois pontos quaisquer de (a,,,]; pelo 
teorema de Lagrange temos: 

f(X2) = 1'(x1)' + (X2 "'" Xl) fi(~) 

sendo 3 um ponto interior a (Xl ,X2);' como, 
a deh vada é nula eI!ltodo o iXltervalo (a, b1 
e portanto: 

por hipÓtese 
é f'(~) = O 

q,uaisquer que sejam ospantos Xl' x2,de [a,bl; logo a 
função é constante em tOdo' o intervalo [a, b1 .. 

Esta proposição é a reciproca desta outra que já 
conheci amo,s : . , . 

liA deriv~da duma :constante é zero". 
Daqui resulta ainda o seguinte: 

Corolá..."""io: "Se duas funções 1'(x), g(x) têm derivadas 
finitas.e·igclais num certo intervalo di1'erem por uma 

MoGe 2g v .. f .. 15 



c"\:;:\stante nesse intervalo o n 

Seja, por hipÓtese, ft(x) = g'(x) no intervalo [a$b) 
.. e C3onsideremos a função : 

'P(x) = f(x) - g(x) 
~ 

sera: 

desde que as derivadas das funções f(x) , g(x) sejam fi~ 
Di tas no intervalo la,,,l; como estas: derivadas coincidem, 
virá: . ~.. . 

'("(x) = O' 'para a S x ~ b 

. a, pêlo téorema anterior: 

tp (x) = .constante =C.;. 

f(x) ... g(x) = C . 
isto é: 

'Concéito de diferenoial de ordem n ( 

Já vimos que .para a função y = f(x) com derivada fi
nita,se define ,o diferencial dy pelafÓ:nnula: 

ç1y ;::: f"ex) dx., . 

sendo dx um acréscimo· aI'bi treno . de Xo 

SuPõ'ndo,que :t'(x) admite 'ségunda derivada finita, o 
20 diferencial de f(x} será, por definição, o diferencial 
do dif'e,rencial de t(x), isto é :' 

d 2y = d( dy) =d [ f' ( x) dx] = 
=-ª- [f'(x) rue] d,x. 

dx 

Ora o acréscimQdx é independente 4ex,e portanto, 
. AI .. ," ",' .. ','.' . .-

na derivaçao einoi'dem' a x comport&->se como uma constan-
~ - . te; entao 

e porêanto: 
~ [f'(x) dx1: fn(x) dx 

I d?y' ~.' fn(x) ,dx2 i .. 
DJ.Jn. modo geral, o diferencial de ord~ n de y=f'(x) 

será: 
,I dl"ly:= r(n1(x)dxn J ; 

o que nos conduz a uma nova manei ra de representar a de·· 



r1vada de ordem n de x : 

tn1(x) = dDy • 
- dxn 

(Notemos que os nn não estão colocados da mesma maneira: -<- jt . 

no numerador on -esta 'como expoente de d ao nasso que no 
- -...,. -- -'-

denominador esta como expoente do dx). 
TIm ,face desta conclusão a tól!rlUla de. ~I;\ylor: 

t( x+h) = t( x) 

pode tomar o seguinte aspeéto: 

t(:it+dx) = f(x) + dt(x) + .l.. d2f(X)+ u .. -+ - 1 ': dn-lt(x) 
2!: ' (n-~): 

+ ~ dn t'(x+9dx). 0<9 <1 
n" -

Zeros d\§a função 

Entende-se por ~ ou !!!.!duma função 1'( x) toda a 
raiz da equaçãótex) =0, isto é, tOdó o valor de X que 
anula a tunção.. _ 

Em todas as considerações que vão seguir-se su:90remos 
que '1'( x) é uma função continua no seu domínio de existên-
cia" - __ -, 

Diz-se que .§ -é um zerosim,;lesdé f(x) q.uando a razão 

~ tende ""ar~ um l1mi te finito' e diferente de' zero ao x-a ~ - -
tender de x para Jb isto é,ciu~do t(x), e x-a são infi
nitésimós da mesma orÇ1em (can x-a) .. 

.Anàlogamente di~~se que '~ é um zéro duplo de f(x) 

quando a razão 8- tende paraum·'lJ.mite fiIlito e di-
(x-a) -. _ 

ferente de zero ao tender de x para ã, 'isto~ quando t(x) 
e (x-a) 2 são -infini tésimos da meSma ordem C coní x-a). 

Dum modo geral, Sendo.a um nÚmero inteiro e posi ti vo 
diz-se que A é um Ze'l'O de ordem n de f(x1 quando a razão 

~(t :) tende para um limitá finito e diferente de zero x-a'tn -, 
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ao tender de x para a, isto é quando f(x) e (x-a)n são 
inf'iI'-Í tésimos da mesma oMem (com x-a)" 
Exemnlos: 2 é um zero da função ',' f(x) = x2 .. 7x + 10 , 
pci s te 2) = 4 .. 14 + 10 = O; vejamos qual a sua ordem; 
tem-sé': 

1im x2 -7x + 10 =lilll' (x-2)(x-5) = lim, (x-S) = -3 
X-;d x .. 2 X-;d x-2 X "",:,2 ' 

e como êste limite é finito e diferente de~ zero, ,2' é um 
zero sim~es da tunçãoconsiderads o 

Seja agora a funç;o f(X) '=x2 .. 4x + 4; adrni te ainda 
2 como zero, 'POis que t(2) = 4 .. 8 + 4 = O; por outro 
lado a razão ! ' ' 

,-#'f_X ' _~ x2 '- 1.- + 4 
~ ;;..._...;'fA;J;;;".";"-" = X .. 2 
x - 2 x-2" ' 

tende "para zero, 

ao tender de ~, para 2epoz:t~to 2 nãoá ZeTO simples; 
. . '; 

te xl. = x2 - 4;"+ 4 = ~ 
" (x-2)2, (x-2)2 

mas: 
e portanto o 

1im t(x) = 1 -/: O, CD, 1,0,go 2 á, zero duplo" 
X-2 Cx-2)2 

Seja ainda a 'função ' f( x) = san x que tem como raiz 
o nÚmero O; 'Por outro lado. tem-se; 'como vimos atrás: 
• •• • _'o '.. _'. '. '" _'._ '. 

x~~~e~ :x; = 1 l O, ~ , 

e portanto O áurea raiz sin'll;jles'da' função san x " 
Pode acontecer que sendot( a) = O;, nã.o exista: nenhum 

número inteiro e "posi't1vó ntàlqu~ a razão: ' , 
"t(x) , 
, (x-aJn 

tenda "para um limite tini toe cUf'ã"r~nte de zero; diz-se 
então que '8: não é'zero de ordem tlitelrade f(x) .. 

, 'Q.uando ° ZeI'O'ôr de ordem inteira'maior do que 1, 
. #. . . 

dir-se-a zero mUlti~loo 
" - N' : '" ',. , -, " " 

Teorema .. "Condi ça'O' necesàaria e sufi ciente para que a 
seja 'Z;ro de ordem a. da tunção f(X) é que e~ta se po-;aa 
escrever Sob a· tonna : ' 

fei) = (x-a)n .. !fJ ex) , 



m. 
sendó f(x) ~~arunção continua que não se anula no pon~ 
to ao" 
1) .A condi cão é S!1fic~ o Com efeito~ se é 
f(x) = (x-a)n;o(x), com ~(x)con-dIru,aelP(a) I: o, ter-se
-á'jJ (a) f: 00 (por yJ (x) ser continua ~ a) e por outro 
lado.: 

lim f(x) = lim~(x) =Y'(a) f: O. CD 
x-a (x-a)n x---a . 

e portanto g' êum zero de ordem n de t(x). 
2) A condição, é necessária Com efe-ito" suponh8J"llOS que 
a é um zero de ordem nde' f(X); ter-se-á: 

. t(x) 
13.m ( ) n = K f: O J 00 • x-a x-a " 

Então. se definirmos atunção, (x) do seguinte modo: 

j ti;) I: 
Y' (x) = l (x-a)n se x a 

"K se x==-a, 

(1) 

é claro que tp (~c') será, con't;!nus .'para todos os valores de 
x, pois que para ~a êo cociente de duas f'U~iões con
tinuas, sendo 'o di visor diterente de zero, e alem disso: 

if (a) = K = 11m t(x) =lim 'f' (x) 
x .. a (x-a)n x- a 

isto ê,V' (x) tambêIl1 é continua no ponto â. 
Finalmente de (1) deduz-se : 

r(x) = (x-a)ntp(x) 

e assim ti ca provado o qUe pretenalamos .. 

Q~!enç~ - Pâra coÍnodidade de linguagem,chamàremos 
vizinhança .. de ·a aos ~intervalos com centro em :!. Portanto 
a expressão "vizinhança de a", será apenas uma abreviatu
ra de "intervalo com centro em a". 
Teorema - "Supunhamos que t(x). admite derivadas:. tini tas 
;-contInuas eté à ordem n inclu~i vê,. numa vi zinhança de 
ao Então, condição necessária e suficiente para que a 
seja um zero de ordem 11 de f(x) ·ê que se texU1a : 

f(a)=O, fi(a)=O, f"(a)=O, 000' , ;n-ll(a)=O, tn(a)f:Oo" 



lia 

isto é, que sejam nulas em â,todas as derivadas até à 
ordem n'-l . e que aderi vada de ordem n seja diferente 
d!3 zero- no ponto ,!, ; " 

De1'\}.,,: Verificada a hi -pÓtese podemos a'Plicar a fórmula 
de, Tayl.or a f(:xJ numa vi zinhança de a : 

f(x) = 1'( a) + (x:"a)f'( a) '+ " .. o + (x_a)n-l tn-1) (a) + 
(n-l)! " . 

+ (:_a)n ftn)(~) 
n! ., 

sendo ~ um "ponto Cbmpreéndido entre lA e~; então, su
pondo f(a) = f'(a) = 00<> = t<n-lJ(a) = O, fica: 

(1) 

lI.fas comO ~ estâ compreendido entre 11 e Ã ter-se-á 
11m') = a; então, sendoatunção ftn'cx) continua.em 

x'" a 
~,virá 11m tn)(~) = 11m f<n1(~) = ftnta) -I: O o 

x-a '. l~a· . 

port~nto na ~õl'mt.ü.a fI) o factor te t ln'( ~) á uma 

função contInua de x que não s.eam1a ri6'pÓnto 11, o que, 
pelo teorema anterior, . 'significa que 11 é um zeró' de or-
dem II de f(X) • ; q .. e"do 

É rácil ainda estabeiecero. seguinte: 
Teorema - ·Se n. é um IlÚmero ,intei'ro maio,r que l,toclo o 
zero de ordem n de r(x);' ê1.1.pl~ro de ordem n-l de r'(x)" II 

Ápliquemos os teoremas" enterioresa alguns exemplos: 
a)' Sabemos que 1t" é um' zero de sen x; vejamos qual ' 

a sua ,ordem; ternos: 

, .f{X)=li'eIl ::K: 

. f"(x}=cos'x 
·f(lt) = O 

f'(rc} = -1 FO 
logo o zero é simpleà,,' pois cOlnovimos a ordem do zero 
é a ordem da 'Primeira derivada que se não anuI'a Msse 
ponto ( sendo as derivadas continuas) .. 
b)'Seja a função' .1 .;; cos i ; tem-se: 

r(x) == 1 - cosx 
ft(x) = san x 
fl/Cx) = cos x 

f(O) = O 
f'(O) = O 
ftl(O)=lf.O. 
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logo o nÚ'1lero· O é um :rero. de ordem 2 (zero duplo) da fun.;. 
ção 1-cos X o 

~~I'?,ma -"Se lã é um zero de ordem impar de f(X) J .. es:ta . 
funçao muda de sinal' quando .. X passa por -ª" Se .A e um. ze
ro de ordem par de f(x) esta função mantêm sinal fixo 
numa viZinhança de .ã (exce'Pto no ponto .â . onde f(x) se 
anula) "o .. c 

. . . ."' ~ ',' ,'. '.. .. '. ~ 

Demo: SUpOnhamos em prillleiro,;lugár queã e um zero de' or-
dem n impar de f(x) ;"tel'-'âe-a: '.. . 

(1) ;,.f(~) ,= (x-a)n, p(x)' ..... : 
coml1(x) condnua e. fP(a).;' O en'impu).... . 

Seja! um" número posi tivó meno;r'lue.t\f(a)J;da.da a 
continuidade de Y' (x) no ponto â pOdemos determinar lU!1 

número J positivo, de modo que qua:ndo x varie entre 
a-Ó ea+ó,a função. iD.cx) ,fique compreenâida entre 
'f'( a)-1. erp (a) +e ,isto é., cie,inod~ que: 

a- t5 . .< ~ <',a+~ --+ ~(,a)-!<. F (:ic)<-p (a)+,~ t 

mas como (<'/V"( a)I ,os números r.p (a).,.t e ,.,(~)+é têmam
bos o sinal de~(~Jeo'Il'lesmo acontecerá portanto a 
1< x) , ·desdeque, .. a-J :: X <. a+ ~._Su"Ç)Onh@llos pois que é 
semailtem neate intervalo; entao:, 
1 ) 'Se: X <. a, tem-sex;,.a <, O e; tambêrli' (x';'à)n< O (:Pôr ser 

n impar); então, segundo (1), f(i) terá sinal contrá
rio ao ,.d~ tp (xl e portanto ao d~fP ( a); então· cODi X< a e 
n impar têm t(x) sinal contrário- ao de 'C a).. " , 
2) _ Se x~aJ tem"se: x-a>O'e também °Cx_a)n> .0; então 

f(x) tera o mesmosinaJ. que y:'(a) .. . ' 
Em resumo-:f(x)1;em entea..deA' sinal contrário ao de 
,.( a) . e depois deI. o mesmo sinel que .,(.a) iloso-mda de 
sinal ao passar por,.!:' .....•. q"e"d., 

.' Consideremosagorao' caso em que .a é par. Supoflhamos 
que X'\Taria no, intervalo la-J. a+cSf, atrás' indicado. Q.uer 
seja x<. a, quer seja x> at será sempre (x-a)n> O, por 
ser n par; logo quer antefl~ q~erdepC?is de.!! ~ numa vi:' 
zinhança deste ponto -t(x) tem sempre' o -sinal dé'sP(a) .. 
Portanto t(x) mantem sinal. fixo numa vizinhança".,de,ã, 
para x 1= a, q~e"do 
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Indeterminaçõe~_ 

Vimos atrás Clue os teoremas sôbre 1imi tas nem sempre 
nos 'Oennitem detenninar o limite duma dada sucessão: em 

. N 

certos~sosJsomos conduzidos a expressoes ta1fiJ como: 

.i.·" • ...Q2...~ 0,;( 00., 00 - 00, .oeo . O ' ... ' CD . 

que são desti tuidasdesigt>4fi cado' numéri co e a que cha
maremos' âimbo1os de indeteDn!naçãoo . 

Pode também suceder q~e, dada uma expressãoanalitica 
t( x) J ao substi tuir x por' certo valor A, . sé . chegue a um 
dêstes resultados;di~):!los então que a função f(x) é !n
detel'l'!linadan'O ponto .a (não,é .def'inidaneste ponto) o 

Se existir o .; 1imf(:iC)· eo conseguirmos detem-x-a.. '. 
ne,r, . (ii.remoa que selevfmtou:a .. iMeterminacão e a êste 
1ind te chamaremos verdadeiro; valor" ou valor natural da 
função f(x) no "Ponto a. o • . '. 

. "'1: preoiso sáiierit;r que, se a expressão anal! tica dada 
conduz a·t;ma indetennip,ação.no ponto a, a função não. está 
detint da . nessepontÇ>; ••.. mas.2.9~y_eA:ciOAA-se depoi $atri bui r·· 
... 1hecomovalor .no'ponto A o 1imi te . 'Para que tende ao ten
der de .x para a (se êsse·limiteexiste);; dêste modo, a 
:f.'unção resul:- ta cont!nuª,,;el1l a, se o 11m! te. á finito: 
1'{:a) ::ii1il1l 1'(x) .. x ... a 
~emp10:' S'e ;Iià 'ex-f.,ressio.,!!eIlX,atribuixxnosa;x:o valor " . .... ·x· .. 
O~ ésta.ex-oréssão toma à forma'~ qu'e nã~tem significa-

do numérico; .no .\9ntanto, como" se, tem 11m senx:: 1 pc-. ........ ..... '. '. . ... x .. o·x . 
demosconvaneionarque ,'a. função detenidà por aquela ex" 

N . . .' • N • # 

pres~âotoma. nopont? O o va;or 1.e, aSS1m a tunçao, alem 
de ·f1car defl.nida, f1ca ta11lbeID'contl.nuanesse T;lOntoo 

Veja'llosagora . como levantar as'indétenninações: dos·. 
ti 1,)08' antatiores o 

"loCasq '';lr0rt!la~ o Consideremos uma função f{x) :: ~fx~ 
sendotp.( a) ~::. q,. (á) =- O; ::ara . x=a, a função 1'( x) assume 
a fOIma~ o Suponhamos que, numa vizinhança de !!; as fun-

ções tp (x) , 'f' (x) admi tem der! vadas continuas. até à ordem 
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que fôr necessário considerar e seja II a ordem das pri
meiras ,derivadas dàquelas funções que se não anula"11 si .. 
mul tâneament~ em ão Ent~Ot como as der! va~as de· ~ e 'f./ 
no ponto ii sao nulas ate a ordem n-l, a foImila de Tay-
lor dá-nos : n 

lil (x) = (x-a) , ln) ("' ) 
T n! Y' J 

, 

'f; (x) = (x:~)n 'f'/p.) (t) 

sendo} e 'l pontos compreendidos entre a e x. 
Di vi di ndo ordenadamente as igaa1dades anteriores vem: 

f(x) _~ • 
'f (x) - 'fi ) ( 'l) , 

mas, por outro lado, 1im ~ = 1im n = a e como 'af:I', de-. _ . x-a ~ _X""a l 
rivadas <p<ntx) e ~nt.x) são continuas, virá: 

;tlw ~~~' ;::~:l 
Esta igualdade traduz a regra de i.'Hôpi tal: 1IDeri

ve~se os dois termos da fracção suoessivamente atê en
contrar as primeiras der! vadas {ll-J (x), ~) (x), que se 
não' anulem simultâneamente no ponto ii (se tal -é posst
vel); o cociente deytn)(a) por~n>(a)' dá-no::! o ve~a
deiro valor da fracçao no ponto â. n 

! claro que êste cociente já não será da .torma ~ 

(PoITÍue as funções tp'JJ.l , Y'<nl não se anulam simUl tânea

mente em a) nem da foma * ,( porque as funções ~ ... 
~ ,(JIInJ se su-põemcontinuas e pOrtanto tini ta'sem . a~; 
,mas pode chegar-Se ao resultado' t, com k~ 0, e-entao . - O 
o limite será 00 • 

Esta regra 1X)de generalizar-se: nSeY;(x), ",ex) são 
funçÕeS: regulares nu.ma vi ~nhan9a de ã e se ~(a)= C/I( a) =0 
ou ~(a) = tp (a) = (x), entao : -.. . 
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11m <I>(x) = 1im cp'(x) 
. x-a ~(x) x~a "",'ex) 

mesmo na hipótese de ser a;=ro o" Não demonstraremos ês
t'e resultado" Notemos apenas que ê1e penni te apl1 car à 
regra de L'Hô'p1 tal àS-indetenninações da forma 00/00 o 

20 qasQ. - Foima O)l.O(J .. Consideremos u.-rna função do tipo 
'Pex) .. ~(x),c.õm flCa) = O _e'~(a) = 00; podemos então es-
crever: )D(x) 

p(-xh *(1:.) = ~l~ 
-
t(x) 

e tere.TTlos assim Uma tracção que para r=a assume a foma 
indeterminada g ~ o que ~osconduz ao primeiro caso" 

3Q c.aso, -For.:na 00 - 0)'" Conside:remos uma função do ti
po 'f e x) - '/'C x) com CfC a) = 'f( a) = CD; podemos então es-
crever --..11 __ ' 1 

y.'(x) -",(x) = _ ..... 1_ - ...-.J.._ 
1 1 

='f'(x) Y(x) 
1 

'f (x) y.;{ x) 

e como esta fracção para ,r=a to1!la 
sà>mO$ novamente condUzidoo', ao 19 
ExemPlos : a) Se'ja 'a função: .. __ ......... - .. 

Y'(x) .. Y'(x) -

tam'!:>ém a . forma -®-. 
caso .. 

1,-' cos,x 

sen2 x 
que para x=o assume, como fàcilmente se 

reconhece, a forma indetenniIlada %" 
Derivando amboS os 'tel'lrlos da fracçã.o (não 

obtemos esta outra:-' , 

. 
a fracçãp!), 

seA x 
2sen X c~sx 

sim x' 
sen 2x 

'lue para x=o ainda toma a 
,tonaa O/O; tornand..o a deri-

var amboS os temos da pacção, . .obtem-se : 

cos x q~e pára x--O toma o valor 1/2 .. 
2 cos 2x 

~tão será: 
1im 1 - cos X ;:: _0.;:;.;0:;.::5;;...'..;;.0_ = ..1....; 

%, ... 4 sen2 x 2 coa O 2 



(, verdadeiro valor da função dada, para x=0, é pois 1/20 
b) Seja agora a expressão 1 - J.. que, para x=O, as-

sen x x 
sume a indeter,ninação co -00; comO : 

1 ;.. 1 = x .. sen x 
sen x x x sen :x: 

que toma a foma O/O, para 
x.=O, . der! vandoatnbos os mem" 

bros desta fracção o1)temos esta outra.: 

I -cos x que para x=0 ainda toma, a foma 
sen x +x cos x O/O; 

Prooedendo do mesmo, modo, tem-se a expressão : 
san ,x que para x=O toma o valor 

cos x + cos x;" x sen x . .Q. = O 
. lu "'. entao e : 

2 . 

úom( 1 _ 1') = (.. senx . . .) = O 
x'" o sen x x . ..: 2 cos X - xsen XI _ '. x-o 

á) Conside.remos finalmente 'a função .: " 

tg 5x . que para x ='3'2 assume a indeteIminayão 00 
tgx õ5 

Procedendo como anteriormente,temos.a traoção : 
5 s,a02 .5x _ 500s2 x que paJ:'8. °x='9'2 t()Jlla a forma 

seo2 x, -cos2 .5x 0/0. .. 

DerivaMo novamente ambos os tarmosda fracção, obtem
-se àtracÇãó: ~ 

~ :; cos'x san x 
:Oos .5x sen 5x, .:s . 

que para 'X;t9'2: toma"aind~ a 
f!)xma ,qlo .. 

Der.i. vando outra vez ambos os' tér.mos da' traoção vem:. 

-sen;;! x + CO'82 x 'qu~ para'x=rg 2 toma Ó 

.... .5 sen2 5x +.5 cos2,5x' valor 1/.5 ' 
. }. . '.. ", 

to pois 1. o verdadairo valor da função dada para. 
x=o/2o .5 

Hâ:ximos e minímos 
Peoordemos as noções de máximo e de minímo locais: 

Diz-se que uma 'função f(x) tem um máximo looal no pemto 



~ quando existe Q~a vizinhança de ã na qual i(a) é o má
ximo valor de f(x); a..'1.àlogamente a :função :f(x) tem um 
minimo local no ponto .ã quando existe uma vizinhança de 
~ na qual t(a) ê o ndnimo de :f(x) • 
.Teo~~ : IISuponhãmos qua':f(x) admite derivada n\lTl1a vizi
nhança. do ponto ,ã;, Então: 
1 g) .. Se f1 (x) passa de :posi ti va a negativa quando x passa 

por lã, a :função f( x) tem um máximo looal no ponto ã 
2Q) ·Se :f"(x) passa de'nagativa a positiva qUando ~ passa 

por llt a função :f(x) tem U1U mínimo looal. no ponto â 
3Q) - Se. :f'(x) mantem sinal fixo numa vizinhança de .ã 

(anuland.o-se quando muito nêste ponto) a função f(x) 
. não tem máximo nem minímo local em lio 

~,,: Suponhamos que:f' I (x) é positiva no intervalo.l a-J ,aI 
e nagativa no interva.{<J]a,a+ó[ j então ,a :f'unção f(x} é cres
oente no primeiro intervalo e deorescente no segundo,por
tanto, passando. deCrescente ádecrescénte quando :x: passa 
por lA, tem um máximo local llesáe ponto.. . 

Anà1ogamente,se :f'(x) é negativa em Ja-&,áf e positiva 
em Ja,a+~ a função :f'(x) é decrescente no 111 intervalo e 
crescente no 2Q e portanto, como passa de deorescente a 
creaoelltequando x passa po.r J!t tem um m!n1mo local nesse 
pon-to .. 

Finalmente se:f"(x) tem o mesmo sinal em la-J,a( e 
1a,a+6[, ou é positiva em ambos os intervalos e :porcanto 
f(x) é orescente em todo o intervalo Ja-Q,a+~lou e nega
tiva em ambos os intervalos e f(x) é decres.Qente em 
la-t,a+(.~[; em q1Í.alquer dos casos, portanto, não tem máximo .. ,'. . ' . 

nem m:Lnimo local em.A .'. .. q.e.d. 
Fecordemos por outl'Q lado que ,se' a função :f( x) é re

gular num iJitervalo lat, ~1 e se tem um máximo Ou '.1ll1 ndnimo 
local num. ponto .â interior a êate intervalo, a sua deri
vada anula-se nesse ponto" (Tambemv1mos que:áe a· função 
não é regular, pode ter um máximo local, ou um m1nimo lo
cal num pontóinterior sem que a sua derivada se anule 
nesae ponto)" 

Por outras palavras: 
IICondição neoessária 'P.araque uma função regular num 

intervalo tenha um máximo oú umm!nimo local num ponto 
interior dêsSEr intervalo ê que a sua derivada se anule 
nêsse pontooU 
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A condiçao e necessaria mas nao suficiente; a deriva-
da pode anular-se em §; sem 

~.. "'. t • que 8J. liaJa mSXl.mo ou !lll.m.mo 
local (caso da figura., em que 
a'· tangente à curva no ponto 
de a~scissa lã é naraleia ao 
ei~o dos xx, at~vessendo a 
curva).. 

Para determinar os ,;oo,ntos 
fPÇtmmantes duma fu..llção regu
lar, isto é, os pontos de má

DDimo ou mÍnimo local, a primeira coisa a fazer é resolver 
a equaçâD: . 

:r'ex) = O , 

cujas raizes· se dizem.;ppntos de estaci0l?:ar:1oode de :r(x) " 
:r:i)n. seguida para ver quais 'deatea nontos são .efectivsr

~ente extremantes.podemosservi~nos do seguinte: 
.Teo~~ .. "São pontos de máximo oum!nim~ locá! de f(x) 
os zeros de órdemimpa.r da primeira deli.-,rada" .. 

'(Trata-se duma condição sufieiente mas não necessária) " 
~o: ·SeJa Aum zero deol'demimpar det:(x) interior a 
l'X, (3]" Ja demonstramos que nestascondiçoes fi(x) muda 
de sinal quando x passa por A e portanto haverá máximo 
ou minimo nesse ponto .. (Se fôsse um zero de ol'dem par, 
f' (x) não mudava de sinal ao :passar x por â e portanto 
o ponto ã não era extre::nante) .. 

Vimos que se lã é um zero de ordemn. de fICX) é 

(1) 

com \D(x) continua e. diferente de zero para x = a; por Ser 
tp(x) contiIiUa, tem o Sinal. ae tp{a) quando x pertence a 
uma vi zinhança de .!li mas : , .. 

() li f'(x) '. 'P a . = x ... ~ (x-a)n 

que toma a forma O/O; recorrendo à regra. de L'Hôpi tal, 
deri vendo n ve~es o numerador e o denominador, obtemos: 

<pCa) = :r{n+Ji ('e) 
. I n. 
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-e comon! é positivo o sinal de 'P( a) é o de f (n+]) (a)" 
Suponhamos Ieln 10 1ügar que f tn+ll (a) > O e portanto 

~(x»O numa vizinhança de g; se n é impar, (x-a)n ê 

" . 

negativo à esquerda e positivo à 
direita de !àe om~smo . ~cede a 
f'ex) ~: portanto ha um tnl.nimo 
em-ª,,, 'H 

Se f ln+u (a) <. O conc1uk-se 
anàJ.osamen.te que existe um mãxi-

f'(x) .+ - m.oem g 

f(x) /" 
.a, Ernoonclusão:a'seráum pOnto de 

máximo ou de m!~mo local""se a pri-
1'1áx" meira derivada que se não anula em 

'. l!. fôr de orda'lJl par:- máximo se 
o valor desta.deI:i vadáfô.:t' negativo, e I!llnimo se ovalar 
deata derivada fôr pos;Lti voo R . . 

"Se a primei ra deri,vada qUe se não ,anqla em gfôr de 
~ N- ,". • /I . ~ '., .' t -" . -- . 

ordem imparnaohaveramaximo nem,mJ.nimo ·local em ã: a 
função será crescente se-o valor destadertvada éposi-

: """, ' .. - .... y,,,' • 

tivo, .~ decreaeenteseeste valor e negativo" 
Exemp1'os '!,Seja Si f.unçãofeX)=2~x3 - 9 x2 + 12 X; 
tem"~: 'f'(x)::: 6 x2 - .18x+ 12;, Pondo f'{x) = 0, 
vem: x2 _ 3 x+'2=-(x-1)(x-2) = 0_~x1= 1 

lX2 = 2 
, . "'. .' ',' .-, .'.' . N . 

Os pontos de eBtáciona:ti.dade sao 1 e 2; vejamos se 
serão pontos ext~anteao 

Como são ZeI'OssimPlesdaprimeira derivada são de 
facto pontosext~mantes: f'(X) passa de·positiva a ne
gativa no ponto l-máximo' local'em 1; f'('x} passa de ne
gati va a positiva em 2 -ti- m1nimó local. em 2 ... 

Podemos cnegar a esta mesma conclusão procurando 
qual a primeira deri vàdada::f"unçãoque . se não anula em 
cada um dêstes pontoso Tém-ae fll(x) = 12 x 2 - 18 e por
tanto: 
1'''(1)= 12-18 = :"6; 

fll( 2) =- 24 ... 18 = 6; 

deriváda negativa de ordem par~ 
- máximo ~o ponto 1 

deri vada posi ti va . de ordem· par
. :-minimo no ponto. 2 • 



2g :Ex:emulo: Seja a função : 

fCx) = x - sen x 
temos f"Cx) = 1 - cos x = 'o ou seja cos x = 1 - x=2nil:' ; 
portanto, os pontos de estacionaridade são os pontos 2.~~ 
Cn inteiro} o Como' fn(x) = sén x e sen 2nTC= O nada 
podemoseonclu1rpor el!Iquantoo Vejamos o que se passa 
com a terceira derivada: 

f'" ex) ::::: cos x e cos 2nlC= 1 ; 

então, a primeira deri-v-ada que se não anula nos pontos 
• N 1# #. ~ 

2nlt e de ordem ímpar e portanto nao ha mmo.mo nem mm-
mo nêsses: pontos:.. (os zeros de f·ex) são Zéros de ordem 
par) o 

31) Exemplo: SejE; a tunção. f(x) =~; tem-se 

f'(x) = ~. fi , função esta que. se anula apenas. para. x=O. 

passando de negativa a poSitiva nesse ponto; logo, há ~~ 
mlnimo de f( x) no ponto 0 0 : o' 

40 ~emplo: Seja a :t'tmção f(x) = ~ tJ Como já se 
viu atrás, eata função não é regular em nenhu..1'l1a vizinhan
ça 'do ponto O, 'Porque aduli te a derivada + eo à direi ta 

o 

de zero e aderi vada ·'00 

à esquerda de ze~t mas a 
função t'ex) = g x-1/3 

3 
passa de negati-v-8 a ~siti-
va no 'ponto O (em que se 
torna infinita); háportan
to um m!l'limo de t( x) no 
ponto 0 0 

Elcempl.osconoretos de máximos e m!.l\imó!! 
lI) Problema: Pretende-se construir uma caixa de tôlha
-de nandres, de base quadr~a, sem tampa, com -uma, dada 
capaoidade' v; determinar as dimensões. da caixa de m6do 
que a quaD.tidade de material a empregar seja millima .. 

-L,;.' '1.____ e por y a altura temos: , ~J f;J, Designando po,r x o lado da base 

I _-_ .. -~ x v = x2 y ou seja y= v/x2 
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e como a área total é: 

S = x2 + 4 x y, 
.-

sera 

o nosso problema consiste então em dete~.:minar x de 
modo que ii função S dex seja ndnima" 

A.pliquemos ,a teoria dosmãximos e ndnimos; a la de
r! veda da função é : 

igualando S'f a zero, 

S' = '2lc ... 4 v ' ; 

x2 
vemsucessl vamente : 

h· 2x-~=0 , 
X 

Por outro lado, tem-se: 

Sft = 2 + 4 v.~ =. 2 + 4 
x3 x.J 

e com, o x só Pode =er, n~~ ,caso, valores' positivos, será 
sempre S· >0 .. Entao S' se~ sempre crescente a, visto que 

se . anula para x '= ~" se~ r,;egativa para x< J'2Ve posi

tiva para x> V2v lo Logo a função S tem um m1nimo abso
~, no ponto J';;;.. Conclusão: as dimensões da caixa 

devem ser 'x= J!2V,y. = ~ ~, isto· é, a a1 tura ~ 
ser iguala metade do ,lado da base .. 

212 Problema : Dete:nn1 na r um ponto duma recta tal que a 
soma das suas d1 stânci as a dois pontos dados seja mini ... 
ma" 

Suporemos os doi s pontos A. e B lJi tuad9sdo mesmo la
do da recta~ Tomemos e recta 'para eixo dos xx e 'Il.TI]Ia per
pend'icular:a esta recta, passando 'POr A, para eixo dos 
'!fY .. Sejam .. a a'bscissá de P, ta. absciása .de 13e a,b res
pectivamente, as ordenadas. de A e de B..Pretendemos de
tenninar o ponto P de- modo que a soma AP + BP = f( x) 
seja minima" Temos: 

f(x) = /x2 ... a2 + vex-e)2 + b2 (tomando as rai-
, zas com o sinal +) 



f'(x) 

= ../x2+a2 - IxÊa2 
x2, + ~2 

a2 
= -VC;-=(=~~=a.=2==)-3- + 

função' esta que é sempre 
y 

Â 

:b 
• 

(3 · • 
\'"' 
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J[(X-t)?+b2 J j" 
"Oosi tive" 
- ,Os pontos possiveis de máximo 

t. -ou de II1l.Dl.InO sao os que anu-
1am f'(x)" Has os valoreS:. de 
:x: que ~am fV(x) são os que 
fazem: 

Q 
.)c, por outro ladO, sendo ct. e r: 

os ân~os indi cados na figu'· 
-ra., tem-se, como éi'àc11 de ver: 

nem: 
cos <:II. = cOS t- ou seja o(. = ~ 

e como se tem f"€x}> O qualquer que 'seja x, segue-se que 
f f (x) é sempre : "'.g:áti va antes de se anular e sempre );)06i

~ tiva depois de Se anularo Há, portanto; u!n só zero de 
f'(x) e ai f(x),- temUÍn.m!'n!mo, absoluto" Podemos então a-- ~~ ... 
fir~:lar que a soma ' AP + .t\!P e minima quando o(, = t: o 

~ste resultado relaciona-se cam o princIpio de Fermat t 

chamado :·principio do tempo minimo": O trajectQ dum raio 
luminoso em de1"el"!ninadas circunstâncias é sempre dete:mi
nado pela· condição de que êsse trajecto se efee,tua num tem-. .' 

po rr.inirno" 

"H"G" 212 v" f,,17 



Suponhamos, por exemplo, que o raio luminoso deve ir 
do ponto A ao ponto B, tocando na recta r (esquemàtica-

~ N-

mente e esta a situaçao que se apresenta no caso da re-
flexão nu..m espelho plano); 01"9. 11 se a velocidade da luz 
é constante; o resultado anteriordi:z.-nos que a duração 
do trajecto é m!nima quando o â'lgulO de incidência,900 -cf, 
é i gual ao ângulo de refl exão, -900 - "(3 ,- exactamente o 
mesmo que nos di z a lei da reflexão. 

A. 
I 
I 

Podiamos determinargeo.metrica~nte o ponto P notan-
. ~ do que a distância de qualquer 

,,"/ I ponto da recta ao ponto.A. e /' _. .• 
,/ ao simétr.i.co A' dêste em rela-

/ -ção à recta, é a mesma; então 
~~~~-...,.,...--"~--'--- o ;ponto procurado é a inter-

A' 
secção da recta dada com a 
recta A'B pois para qualquer 
outro ponto o percurso total 

é maior qUe Af:S por ser a soma de d.ois lados dum triân
gulodo. qual -FB é o terceiro ladoo 

30 Eroblema: Num plano são dadas urna récta r e dois 
pontos A, B situados de lados opostos de r. Supõe-se que 

A 

I. 

a velocidade da luz no semi
-plano que contem A é igual 
a vl (constante), e que no 

o . 
serni 1'1 ano que o contem B é cons
tante e igualo a V20 Pretende
-se determinar sôbre r um pon
to P tal que o tempo gasto pe
la luz para ir de Aa"B, pass?-n-

• o :6. do por P,seJ! mínimo:, . 
Ora os tempos gastos nos trajectos AP e Pi sao res-

pecti !a.mente o. : 

Vx2+a2 , 

trata-se portanto ae procurar o minimo da função 

T(x) = .J.... Vx2+a2 +...L v'(X-e)~b2 ., 
Vl V2 

De ri vendo vem : 



131 -
T'(x) 

, 

função esta que é sempre ~ositiva6 A função T'(x) é pois 
crescente, e como se te!!! T'( 0)< 0, T'(e» O,· segue-se 
que esta função se anula uma vez só num ?onto x situado 
entre O e l, ta;Lque : 

x e-x 

.. 
i stoe , tal que : 

sen ól- =...!l. 
sen (? . v2 

'Portanto o tempo T(x) é mInímo, quando e só quando esta 
Úl tima igualdade se . verifi ca - o que está de acôzüo com 
a lei de refracção o 

Outros exemplos: Propõe-se ao aluno a resolução dos 
seguintes problemas: 

1) Pretende-se conatruitumàcaldeira. cilindrica com 
a c6nacidade de 1000 litros. Os materiais da parede la
teral custam 2/3 do que custam os das bases (por unida
de de área). Dete11n1nàr o raio a dar à caldeira para que 
a deS?ezasaja miníma.; 

2) A. fôrça exercida por u.1'I1a corrente eléctrica cir
cular de raio .â sôbreu."D. pequeno íman cujo eixo coincide 

t·' N ,1::/2 com o do cJ.rculo e dada ?ela e%?ressao x (a~x2)--, , 
sendo x a distância do 1mán ao plano do circuloo Demons
trar que a fôrça é máxima quandó :t=a/2 o 

3) ° alcânce duma annade fogo é dado rela expressão 

~ g-l sen 26, sendo vo a velocid.ade inicial e g a ace
leração da gravidade o Detenninar o ângulo e sob o qual 

. , 
o projectil deve ser lançado para que o alcance seja ma-
ximo o 



COl1cavidade - Pon'l;os: de inflexão 

Consideremos uma função f(x) que adrrdta derivada 
fini ta nu1'11 intervalo ]« , PI; já saoemos que a curva C re
presentativa dQ~a tal função adrndte tangente em todos os 
seus pontos, sendo o coeficiente angular da tangente o 
valor da derivada na absc1ssa do ponto de tangênciao 

.. ~ 1 Consideremos 'um ponto 
C Po de ~bscissa ~ e a tan

gente a curva nesse nonto; 
. di z-se que a curva. C" é eon

cava para cima no bonto Po 
(ou tem a concavidade vol
.i,:.da -par~ cimá e;-Po), se 
existe um número Ó~ O tal 
que, para x situado entre 
a- 6 e à+ 6, a curva fica 

O Q-& Q. X Orr$ x toda acima da tangente; ... 
diz-se que C é coucava na

F.a baixo em Po (ou tem a concavidade vol tada ;~ra )aix; 
em po) se existe um nÚmero ú>O tal que; -para. xela-J,a ... Ó[, 
a curva fi ce. toda -para baixo da tangente o Finalmente di z .. 
-se que a curva C tar.l em Po 'um ponto de in!lexãC!. quando 
existe um nÚmero ópcsit1vo tal 'quea curva fica para um 

lado da tangente ou :para o outro 
, lado conforme x está situado en

tre a-..i e a ou entre a e ·a+J .. 
O 1'Onto I da figura é um ponto 
de inflexão; é claro' que a tan
gente à curva num ponto de ln~ 
flexão atravessà :a curva" 

, Para o' estude) 8nal1 tico da 
C> X concavidade e dos pontos de in-

N '. . 

flexao, comecemos por Observar 
que a imagem geométri ca da :fUnção: , . 

f!l..x) = f(a) + (x-a) f··Ca) 
~'a tangente à cu:va no ponto Po (de abscissa .ê,); ;om 
efeito: 1) g(x) e uma tunção linear; 2) o seu grafico 
é uma recta que p~ssa por po. pois g{a)=f'( a); 3) esta' 
recta e tangente a curva em Po pois que o seu coef'icien-
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te angular [ i sto é, o coe!i ci ente de x em g( x) J é f' ( á.) 
ou seja o valor da derivada :ia função f(x) no ponto ao 

Pepresentando :por P e ppr H~ respectivamente, os pon
tos da curva e da tangente, cuja absc·issa é x, se:."Ú f(x) 
a ordenada de P, g(x) a ordenada de H e portanto 

f (::c) = f(x) ... g(x) 

a diferença entre a ordenada de P e Stordenada de :r,Ti com 
esta definição de f(x) temos: 
Teorema: "A curva C é conca~a para cima no ponto Po de 
abscissa â, se ,,(x) tiver um minímo local em -ªi é conca
va 'DI:lra baixo emPo' se fJ(x) tiver u.1'J1 máximo local em g,j 
Po será um pO:l.tó de inflexão se r( x) fô!' monótona numa 
viziphança de ao" 
~: Se~(x) tiver um minimo J.ocal em g, como 'P (a) =0 1 

sera ,,(x) sempre poàitiv~ numa vizinhança de !!, logo P 
está acima de H para êsses -valores:: de x, istoé$ a C"i.lrva 
fica para cima da tangente, sendo portanto côncava para 
cima em Po'o 

.AnàJ.oga,·nente se recol'lhece qU.e Se ,.o( x) ti ver um máxi
mo local em~, a curva é côncava para baixo em Po .. 

Finalmente, ~e \D(x) fôr monótona nU.'la vizir.:hança da 
g, comO SD(a) = O, seráYJ(x) l'ositiva g.um lado de Sl e ne
gati va do outro lado, logo a curva esta para baixo ou 
'Oara cima da tangente contonae x toma valores, dum. lado 
ou do õutro de Ao Isto quere di zer que Po é -ponto de in
flexão .. 

=eduzimos assim êste prol,;lema ao dos máximos e rnl
nimos o 

Aderi. vada da função .,o(-x) é : 

cp'(x) = f'(x)- g'(x) = f'(x) - t'( a) 
.(no caso de ser f'(a) I: CD); portanto, para x=s temos:' 

tp'( a) = O , 

quere dizer: ã é um ponto de estacionaridade de tp(x) .. 
Supondo agora que t( x) admite der! vadas: até à ordem 

que tôr necessário considerar, virá: 
<p "ex) = tlle x) 

e dum modo i5eral : 
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Daqui concluímos que : 

se fll( a) > O, também w"( a) > O, e '9Ortanto ~(x) tem um 
t. ' ~ • nummo em a: a curva.2_Q.9B...cava nara Cl.ma 

em Po, 
se fll( a) < 0, t~bém cp"( a) <O, e po;tanto íO(x) tem Ui~ 

maximo em a: a curva e concava 'Para. broxo 
em Po, 

se file a) == O, também jOlI( a) ::: 0, e nada podemos, concluir 
por enquanto, mas a teoria dos mazimos e 
minimos "Oenbi te afirmar o seguinte: 

"Se a primeIra derivada de f(x), que, a partir da se
gunda, se não anula em â, é de ordem impar, o ponto é de 
infle:;cã.o e pois neste caso S9 (x) é crescente nu.-na vizinhan
ça de ,ã); se a primeira derivada de' f(x) que, a partir 
da segunda, se não anula em lã, ~ de ordem par a curva 
tem a concavidade' voltada para cima ou para óaixoconfor
me essa derivada é positiva ou negativa em âo R 

Notemos por Último que i se f(x) admi te derivada in
finita emã, sendo continua 

Y f para x:a, o pont<? Po será de 
inflexao se, e so se, a deri-

'P vada. f' e a) ti ver sinal. deter-
, ndnado, isto é, sefôr 

. f'e a) = + (X) e easo da figura) 
~~------~------. 

O a. x ou ,f'e a) ::: -00 o 

Àssintotas 

Consideremos uma função fe x) defiDida num intervalo 
(a,+oot Ou num intervalo ]-oo',a] ê designemos por C a 
curva representativa dest~ tunçãoo 

Defini cão: Dada, wna recta A não J;>ara.lela ao eixo dos yy, 
diz-se que A é uma ass!ntota da curva C quando _a distân
Cia dum ponto 1\.f de C ,à recta l:l tendê para zero quando 
a abscissa de T<.~ tende para i nfi Di too 

Se a recta 6 fôr paralela a OYnão é preciso supor 
que a função t( x) é d~fiDida num interval.~ la, +oor- ou 
l-oo,a]; diremos que Ô é uma assintotà da curva C quando 



a distância dum 'Donto H de a à recta A tende para. zero 
'luando a ordenada de ~If tende- para. infinito (sÜpor.do $ á" 
claro, 'lue f(x) não é lirrdtada)G 

Seja r~oJf o ponto de:A 
tem a meSma abScissa 
o ponto H; então : 

aonsideTemos o primeiro caso: 
que 
que 

.. . .. 
H':ft,t = Q( sendo tX. o en-

gulo' que A forma com COC; 
mas __ -Jf> 

l'rM' = NEq cos~ 
e portento, quando~' ten-

~ -1/1' 
X de para zero, tambem 1,1M 

tende para zero e rec!pro
came-.ate; podemos poi s di zer que A é assfntota de a,' quan
do HM* tende pára zero ao tender de x para inf'ini to" 

Se fôr y:: mx: + p a equação da recta A, as orde
nadas dos pontoa-H e Ir" (de abscissa x), são respecti
vamente f(x) e mx+p; por conseguinte: 

ii[/II' = \ f(x) '-rnx: - p\ 
e então A seráasslntota de a, se' e só se: 

. (1) 1im If(x) - mx - pi:: O 
x--+co 

AI 

Se esta igualdade se verifica, com mais torte razao 
I 

sera: 

11m 
X"'+CO 

~~- O --x 

mas 11m .:e = O· portanto se rã necessmamente: 
x-.+oo x ' 

(2) 1'(:1 I 
Uma vez detezndnado m, se tal limite ex! ste e é fini - • 

to, o valor de p poderá ser determinado atendendo a (1)" 
Virá: 

1 p = xl~~ [t(x) - mx:] I 
Em conclusão : 
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"Se os l1mi tes indicados em (2) e (3) existem e são fi
ni tos, existe a assintota A à curva C e a sua equação é: 

y= m x + p, 

sendo os velorea de m e l' dados pelas fónnulas (2) e (.3) .. 
Reclprocamente, se a recta Ade equação y = l1llt + :p 

é assintota da curva C representativa de r(x), os valo
res de m e J) são dados pelas fórmulas (2) e (3) .. 

Chegari&nos a conclusões perfeitamente análogas, su
pondo que a função f(x)· é definida num intervalo J-oo ,a] 
e que x tende para -00 .. 

Pode acontecer em partic.ular que, : 

1im 1(& = O 
x"'+oo X 

ou seja m = O 

e então a assintota é uma recta paralela ao eixo dos xx; 
mas nêste caso rirá Simplesmente, atendendo a (3) 

--~----------------ai x 

p =. 11m r(x); 
- x .. +oo 

isto é, as· assintotas parale
lag.a CK determinam-se- nroou
rendo os limites·de f(x) quan
do x t +00 . ou quando x'.:..oo 
(se êssea.lirrn tes existem) .. 

PC!lr outro lado J para que 
I a recta x = a (paralela a (J'f) 

seja u..'11a 'assintota dá. curva C é necessário e suficiente 
que f( x) tenda nara +00 Ou para -00 quando ::i tende· para 
~ à direita ou à esquerda; então as assintotas verticais 
determinam-se proourando os pontos A tais que o limite 
da função à di rei ta ou à. esquerda de .ã se ja +00 ou ~ex>, 
se êsses pontos existirem .. 

'} 1~'lhemPlOS: a) Seja f(x) uma 
MIt • r"l funÇão intei;-a de grau superior 

'J •• --•••• - I... a 1· ter-se-a : ! . . , . 
! :,' lim !ill = ex> 
I x...,oo x 

C1 • ~ 
I. x . '7" poia o grau do numerador e maior 

do que o grau do denominador e 
c, I I, 
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e portanto f(x) é um infinitamente grande com x de ordem 
superior à de Xo Por conSeguinte, não existe asslntota 

t ., IV M 

ob11qua ou paralela a 0[0 Tambem nao existe assintota 
paralela a OY, porque t~a ~~ção inteira não tem polos, 
isto é) não existem valores finitos de x que tornem a 
função infinitào Em resumo: os graficos das f.unções in
teiras (de grau >1) não têm assintotaso , 

b) - Seja a curva de equação y = + Jx2_~ o 

Tem-se: 

m = lim Y.. = lim ~p - Ipc, = 1im + /l"'ê 4 = 1 
x".+CO X X.t<X) ,x JE-+CO Y X-

e 
p = lim fte x) ,- mx] = 1:i.m e Ix2-4i - x) = 

x ... +co - x~+co 

:: 1im 
x",,+co 

então a assintota tem por equação: 

Fazendo agora tender x para -00 temes: 

m =1im X. = 1im 1.. = 1im (.. JX2+~ ~ = - 1 
X" -00 ,x ··x.,.too x X"+clC) ~ V -x2 J 

P= 1im [t(x) - l'ilX) = 1im C~2+iiX .• x) 
x-'-oo X ++00 

=~ .. ~i! 7~~2~:~- =x~~~ 
e então a assIntota tem por equação 

y=-x+2 o 

Não ex! stern asslntotas verti caiso 

c) - Sejâ a curva de equação 

y = ...;x~-_1;;. 
x+1 

= 



/l t~ Tem-se: 

lim y.= 1, lim ~l = +00 
~ _____ 0--10_ 0 0_"- O 

X'" 00 x .. -1+ 

As ass1ntotas da curva são 
nois as rectas : 

y=l 

x = -1 

Fepresentação gráfica de funções 

Para traçar a curva reprosentativa dama dada função 
f(x) convém proceder sistemáticamente às seguintes pes
quizas: 
I - DOnUnio de existência, peri.odici~~de e .ê.!.,.metriaso 

a) A detenninaçãó dodominio de exist·ênéia é funda
mental para a representação gráfica de f(x)a 

'1) ?acordemos que a função f(x) se diz -periódica 
quando se tem : 

f(x+k) == f(x), 

sando k ~~a constante; ao menor valor de kOque satisfaz 
N .. t' . /'III H 

a esta condiçao chama-se penodQ da fUnçao" Se a funçao 
fôr PeriÓdica basta, evidentemente., fazer o séuestudo 
num intervalo de comprimento igual ao· parlodo" 

c) A curva representativa da função f(x) será simá-
• N N.. ~ 

tnoa em relaçao a OY, quando a funçao for .Jl8....!:, l.sto e, 
quando se tiver: 

fe -x) == f(x) ; 

e será simétrica em relação à origem :dos eixos, quando 
a função tôr impar, isto é, quando se tiver: 

f( -x) :; - f( x) ., 

lJestes. dois casos podemos reduzir o estudo de f( x) 
apenas à parte do seu dorrdnio de ~xistência situado sô
bre o semi -eixo -posi ti vo CK .. 

II - Pontos. de encontro com. os eixos" Para os detenninar 
~ - . 

sera necessario: 
a) Resolver a equação f( x) = O~ As rai ~s deata 



equação (se as houver) são as a~scissas dos nontos de en
contro da curva com o eixo dos xx. 

b) Calcular o valor t( O) 'I que é. ri ordenáda do nonto 
de encontro com o eixo dos' Y""J (se o houver).. , 
III - ~los da :função t(x)., Cha~-se uo10~ ou ~nit2~ 
da tunção t( x) ,os valores de x que a tornem infini ta:j i s- , 
to é, as raizes da equação ,(1) = O .' rx 

Os zeros e uolos consecutivos de f(x) determinam in
tervalos em que a runção tem sinal constante, se tôr con-
tinua nesse intervalo. ' 

ri - Zeros e 'O..210s da f\mção f.1..x) se tal_f~!19.~2~§?,9:§~o 
Os zeros e nolos consecutivos da função t~(x) deter

minam intervalos em que a função tem sinal constante se 
nêles fôr continua., Nos intervalos 'em que ti(x) tôr 1;'0'

sitiva, a função t(x) será crescente; nf'..queles em que 
f'(x) tôr negativa, a função f(x) será decrescente. 

V - ~ros.: e uo10s da f~J;lsffi,o f"(:r.:) se tal função e...'"ti~o 
Os zerose~olos consecutivos de fn(x) 'deter.minam in~ 

tervalos'em que tn(x) tem sinal constante se ne1ea,fôr 
continua. Nos intervalos em que fn(x) fôr positiva, a 
curva tem a concavidade voltada ~ra cima [tn(x» 0- VJ; 
naquelea em que fôr negativa, a curvá tem a concavidade 
voltada nara baixo (fft(x)<. 0- 01. 
VI - Pontos de máximo ou de m!nimo local e OOtltos de in
flexã.2,e (se existirem)' 

l!.m geral êates.:· ,nontos ficarão de"tenninados nelas pes.:
quizas,) IV e V .. 

VII - Ass{ntotas, se ~:!! houver.Limi tese, de f(x) quando 
! tendé'nam +00 ou nara"'oo , se ês,tEà.s li~:~-ª.:..existirem" 

VIII - TaDgen~eaà curva em uonto~ notáveis~ 

n: - ~~na:ção doutros uontos da, curva! 'se tôr neces
sário, uara. anerfeicoar o traçado da mesma~ 

,Exemolos: 10) Seja a função f'(x) = x3 - 3X - 2 
I - a) Dom1nio de existência - co, + co o 
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b) Periodicidade: não é periódica (nenhuma função 

$nteira àe grau superior a O é periÓdica)~ 
c) Simetrias: 

:3 . {if r(x) 
Como fC-x) = - x + 3X - 2 t= -f(x) 

não é 'Dar nem impar, logo não·há simetria nem em relação 
a OY, en.'IIl em relação à origem .. 
II - Pontos de encontro com os eixos : 

a) Com CK: Como 

(1) :x:3 - 3X - 2 = (x+l)(x2 -x - 2) 

= (x+1)2 (x-2) 

tem 2 como 'Zero sinroles e .. 1 como zero duplo .. 
b) Com OY: 

f(O) == O - O - 2 = - 2 ; 

encontra 'OOi s o eixo dos yy no 'POnto de ordenada -2 .. 

III ~ Polos - Não tem 1'010s(a distância finita) 'Oois 'Da
ra valores de x finitos a função toma sempre valores fi
ni tos (nenhuma função inteira temn010s) o 

Os zeros de r( x) determinam intervalos em q,ue os si
nai s da função se podem deduzi'r da decOm'Oosi ção (1)" Po
damos assim organizar ° seguinte quadro: 

-(I) -1 2 +(1) 

t 
I 

f{x) I + 

IV - Zeros e polos da la der! vada - Máximos e mip1mos 
J 

Temos f'ex) =3 x2 - 3 . 
logo f'{x) = O dá x2 - 1 = O, donde .x =.±l; por-
tanto 

.f~(xl =,3 (x-1)(x+1) 

Polos não tem" Q.uanto aos sinai s : 

-00 -1 1 +00 

~;~~) -+I--~-+----l~.-~-----!~~-+------
~,~áx mio 

" 



Como f(-l)~O, o máximo é nulo e 

f(l) = -4~ O mínimo é :-4 " 

V - ?.ero~e 'Polos da ~ derivada" Pontos de inflexão o 

Temos fn(x) ="6 x 'Portanto a 2a derivada tem, a raiz 
O e não tem nolos. Quanto aos sinais : 

-00 o +00 

~~~) j-_ ........ _-I! ...... -~_. --
f (x) r"\ t·\J 

----------~-------ln!" 
O nonto de abscissa O é de inflexão pois que fn(x) 

se anula nesse nonto mudando de sinal" 

VI .. Y'Táximos. minimos e l:!Q,ntos de inflexão: foram todos 
detenn1nados em IV e V sem ser nreciso ir mais longe o 

VIr - ~ssintotas : Não existem (como vimos atrás, a cur
va re~resentativa duma função inteira não tem assinto
tas) o Por outro lado : 

r( -00) = "00 , 

VIII -Tangente à curva no 
ponto' de inflexão: 

Como r(O) = -2 e 
r'cO) = -3, a tangente à 
curva no nonto I( o, 2) tem 
nor equação: 

y + 2 == -3 x 

[y-f( O)=f'( O)(x-O)} .. 

f( +00) = +00 ., 

y \ Gráfico da, 
função 



20 ) Estudar e renresentar gràti camente a função: 

t(x) = x3 o 

2 1 x -
I . a) 2,omimo de ex! stênc~ : o intervalo 1 ~oo, +00 [ , 

com exclusão dos 'Contos '-1 e +1 " 
1,) Pe~J?.d:i .W~~ - Não é pm Ódi ca (nenhuma função 

racionã! é periÓdica, a não ser que se reduza a uma cons-
tante) o ' 

c) ~lJ}~trias.. Como te -x) ,=, ;x3 = - t( x)., a 
=!t - 1 

curva é simétrica emI"elação à origem dos eixos; 'Cade
mos, 'Cortanto, reduzir o estudo da tunção ao serrd-eixo 
'iJositivo (K" 

II - Ponto~ d~ encontro com os eixos : 
a) Com CK : o único valor de x que anula a função 

é x=O (zero tri'Clo) 
1,) Com OY : 

t( O) = -º- = O 
-1 

encontra 'OOis o eixo dos yy na 'Oro'Oria origemo 

III .. ~s da :f"llgç~Ç.': 
O denominador da tracção anula-se -para x=l e" nara 

x=-l 'Oortanto a função tem os ?alos 1 e '-I (que corres
pondem a aS:;iintotas iTerticaisL' 

Com os zeros eoS polos daf'unção nodemos organizar 
o seguinte quadro: 

o 1 +00 

f'(x) I + 
rT - Zeros e 'POlos dá 1 a derivada- J'~éximos e minimos 

Temos: 
t'(x) =. 3Jt2(x2-1) :- ,x3( 2x) = x4 .. 3Jt2 = x2(x2-3) 

(x2 _ 1)2 (x2.l)2 (x2-1)2 

logo, igualando t'c'x) a zero, tem-se : 

x2 (x2 - 3) = O ; 
e 'Cortanto a derivada tem o zero du'Olo x=O os zeros 



simples x = +13' e x =.-v'3 .. 
----:\função torna-se infinita para (X2_l)2:: O; logo os 
polos são ± 1 (duplos) .. 

Quanto aos sinais da derivada temos : 

O 1 {3 +00 

f''cX) 11--.......--+-1,-----+1--+--
f(x) 1'-_ .... ___ "'_ ...... *_. / __ "_ 

~ 

m:Ln" 

Em virtude da simetria, f(x), terá um máximo em -(3o 
Como 

f( 13) ~ 2 g6, o m!nimo é ~ 2,6 
f(-v'§)-- -2,6 , o máximo é ~-2~6 e 

v - Ee~~...EP'±'os da 2a dE!.;i!.~! -E~~~~e i~§.Xã2 
Temos : 

fn(x) ;)4x3 - 6x)(X~-l)2 - (x4_Jx2) 2 (x2-l) 2x 

(x2 - 1)4 
lO 

que.simnlificada da : 

f"(x) = -*-J.~_+ J.pc2 - p~ = ~.e-<~2+3>.. 
(x2 _ 1)4 (x2 - 1)3 . 

Tem a raiz real O e os polos 1: 1 (tri "01os)" Q.uanto 
aos sinais: 

f"'(x) 

f'(x) 

f(x) 

O 

-
~ 

'" 

1 +00 

+ 
./ 

\.J ". 
Em virtude da simetria, a origem é 'Donto de inflexão" , . 

VI - Máximos e m:fnimos e 'Pontos de inflexão 
iU4JA! . ----=-===.;.;..;;. 

Foram todos determinados em IV e V " 
~ VII -Ass1ntotas; 

a) 'Não paralelas.. a OY : 



m = lim f(x) = lim 
x...,oo x x-oo 

,,= lim ff(x) -rnx 1 x-co ... 

x2 --=1 
~" -1. 

[ x3 
= lim -

x-oo x2-1 - xJ = lim -Z- = ° 
x ..... CO x 2-1 

t N nortanto existe uma ass~ntota de.equaçao : 

y=x 
b) Paralelas a OY : 

Como lirnt- f(x) = +00 
x+-l 

e lim f(x) = +00 
x~+l+ 

a curva temas assintotas de equações : 

x = -,1 e X = +1 e 

VIII - !!!!B,t?!!!~.~_C:E.IT~.JlS!..J?.'2!:to_~ . .l~~~X~?":_ 
Como f( O) = ° af'( O) == O, atangenta à curva no 'Don

to I( ° ,O) é o eixo dos :ic:i .. 
Gráf:i, co da função : . y I _.- -"---" 1 /~ 

'
II i j '/ 
: I ! : ~ 
I I: . 
I )-/ 

1. v'S 



~Glução de equações. 

Vamos eatudaralguns métodos 'Dàra' ó cálculo ·numériao 
das raizes duma dada equação t(x) = O & 

Se a função t(x) é contf~a, desde que se determinem 
dois 'Pontos a, 1, nos quais a função tenha sinais contrá
tios, existirá, ~~ndo o teorema de Cauchy, nelo nienos. 
um 'Danto interior a '(a,b1 onde a funçãà se anula, isto' ê, 
uma raiz da equação... ' 

Para: calcular a :rai z 'Podemos então dividir o inter
valo (a, b 1 em -partes ig\lais,('POr eXenrolo em 10 -oartes) , 
e detenninar os velores que a função toma nos "OOntos de 
divisão; dois casos se 'Podem dar: ou a função se anula 
nalgUm desses~ntos e fica assim d~texmi~da uma raiz, 
ou há, ne10 menos, dois 'POntos consecutivos ~,bl onde 
a função tems:i.nais contrários, nea:ta Última hinÓtese, 
'Drocedendo com o intervalo[al,b]) " como fiZemos :D8ra o 
intervalo [-fi, bJ , ôu el1-contramos uma raiz ou detenni.na
mos novo intervalo [a2'''21 nas conqj,çõesanteriores~ .Pro-

, .' cedendo assim sucessivamente, e claro que conseguimos 
caleulâr uma re,iz da equação coma aproximação que qui,,' 
zennos .. 
Exemplo: Calcular V3; trata-sede resolver a equação. 

x2 .. .3 = o; temos f(x) = x2 - .3. Oomo 1'(1) = - 2 <O 
e f(2) = 1 >0, há ·uma raiz no intervalo [1,2J: dividin
do êsteintervalo em 10 nartes iguais o'Oserva-se que : 

f(l,7)< Oe . 1'(1,8) > O , 

nortàntol;7 el,8 são os v8lores da'raiz, 'POr defeito 
e l;)Or eXcesso, a menos de uma. décima.. Temos deoois, 
pro~dendo 'de modo análogo: 

1'(1,7.3) < OeiO, 74) > O ; 

.1ogo 1,7.3 e 1,74 . são os valores da raiz, por defeito 
e, J.)Or excesso, a menos de uma centésima o E assim suces· 

. si vamente " 
Na pr~tica disnamos de 'P~ocessos menos morosos, mas 

que .exigem,. em geral, um trabalho 'Prévio chamado nsepa-. . 
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ração das raizes!! o 

Senarar as raizeaduma equação é deter.minar ~ara ca
da raiz um intervalo que contenha essa ~ só essa raiz .. 
Um dos processos usados 'Oara' a se'Oaração das rai zes é o 
m~]9do de RoJ.!3. :baseado 'no seguinte teorema: 

- . N'" - " 

W~: Se afunçao te x) &t'!li te de ri vada contl.nua 
num dado intervalo, não 'Oode haver mais de u.rn zero da 
função entre dois zeros Consecutivos daderlvada o Também 
não -oode haver mai s de um ~ro da -funçãô superio~ (ou 
inferior) a todos os zeros da derivada" .. 
Dem .. : Suponhamos quef"(x) é continua num intervalo e se
jam O{, (? dois zex;os consecutivos de f'(x) situados nesse 
intervalojf'(x) terá sinal constante entre'oC,e a. por-

~ <# 

que, l:Jendo contJ.nua, SO 'Pode mudar de sinal. anulando-se 
e J por hipótese, ~ J (3 são zeros conse cut i vos de f' (x) ; 
logo f(x) . é creacente ou 4ecrescente, , em(<t,G] e -por 

, conseguinte não Pode anular-se mais de uma vez nesse in
tezvaioeAnàJ.ogamente para à direita (ou "Dare aes
querdá) de t,odos os zeros, de ti(x)', esta função tem si
nal constante e 'DOr isao não' pode 'f(x) ter mais de um' 
zero sunerior (oU. inferior) a todos os ~rosde t"(x) .. 
Assim o teorema fi ca demonstrado o 

Nota: a hi -oÓtese dacd>ntinuidade da derivada' é dispen
sável, mas a . sua intervenção 'Denni te uma demonstração 
mais s1mnles~ , 

J:lregunta-se agôra:Comosaber se eXiste oti.não um 
zero de t(x) entre dois zeroa cOlláecuti vos' ~ , (3 def'ex)? 
A reá-posta -é sim-ple~ eXi,stim um zero de r{x} entre 

-=oe e ~. se e só Ele' f(x) tom&r sinais ,contrários nestes 
'Oontoso 

,Se um dos v8J. ore a f(''''):, f(l» fôr nuio, há, no ponto 
eorresoondente um zero mÚltipl:o,de ,r(x) 'Dóís êsseponto 
é zero da função e da derivadà, mas é clàro que já não 
'Dode haver outro zero no intervalo [...c.., (3]~ 

SU'Donhamos em particular quef(x) é definida em todo 
o intervalo 1-00, +00 1 e que tem um número finito de Zeros; 
sU'Donhamos ainda que exi stem os lim! tes de f( x) quando x 
tende nara "00 e quando x tende 'Oara +00; então, re'Presen
tando 'Oor 9ll t t.X2 , ~ ... ,(J(r, os zeros de f'(x)dispos,-



tos ~or ordem cres~ente, os valores : 

t( -00) , t( 01:1 ) , f(<<2), ~ o • , t( dr)' t( +00 ) 

constituem a chamada pucessãóde Ro11eG 
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Segundo o teorema anterior, se dois termos consecu
ti vos desta ,sucessão têm sinais contrários, existe uma 
e uma só raiz de t(x) entre os pontos- correspondentes; 
cnso contrário, não existe nenhuma raiz de- t(x) entre 
êssea -oontos:, ped.endo nó entanto acontecer que a tun- . 
ção :se anule nwn 4eles o que imediatamente se recor.heceG 

~em"los: 10) Separar os zeros- da função: 

t(x) = x3 - 3x +1 ~ 
Calculemos os zeros da deri vada;como 

. 2 ' 
t'(x) =]x - 3, t'(x) = O dá x = ± 1 

e portanto temos: 

t( "(0) = -00 
1'( "1) = 3 
1'( +1) =-1 
1'( +00) = +00 

f{x) 

A função tem; 'COrtanto, 
tais que: 

-~j -:±~ f: 
. uma uma 

raiz raiz raiz ' 

i'rês zeros r~ai S xl' x2 e x3" 
'. ,~ 

Xl < -1 -1 -< x2<1 1<~3 o 

20 ) Senarar os zerosdâf'unção f'( x) = x3 - 3X + 2 o 

Os zeros da derivada são eindá+1 e ele temos 

1'( -00 l ' = -00 

te .. 1) ,= 4 
1'(1)= O 

t( +00) =+00 

f(x) dr +'" O , + 
1 raiz J' rai~ 

du-ola 

A função 'tem 'Pois ó zero du~lo Xl = 1. e um zero 
simples x2'Ç'·1 D 

3 Q) Se-oararos zeros da função fex) = x3 -3X + 4 • 
Temos anàJ.ogatilente : 
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t( -00) = -00 

t( -1) = 6 
f( +1) = 2 

t( +00)' = +00 

-00 

f(x) , -
1 +00 

+ + 
t raiz 

A função tem u.ma única raiz real x1< -1 o 

Na figura estão eSboçados os gráti cosq.as funções 
dosexemo1os anteriores e ve
mos que, etecti vamente, a nri· 
mei ra corta o eixo dos xx em 
tres. 'DOntos ,a segunda corta 

. -O mesmo e1.XO num 'Oonto e e-
-lhe tangente no nonto (1,0) 
e a terceira só o corta num 
nonto de abscissa menor que 
-lo 

40 ) Senarar as 1'8.i zes da e· 
quação: 

x cos x .~ sen x = O." 

R9'Oresentando o nrimeiro memoro da equação 'Po.r te x) , 
tem-sa: 

t'(x) = cos x··:x: sen x - cos:x: = - x san:x: 

e i:lortanto os zeros da der! vada são os de : 

x sen x = O,. 

ou sejam x = nlT" (com n inteiro).,Q:uanto aos sinais de 
t(x) nestes,nontos, tem-se: 

... -31C -2n -1\' O lt' 21\ 13tr . .. 
f(X) 

., 

I + - + O - + ., 

Concluímos assini que a' equação 'Dronosta tem uma e uma 
só :tBi~ em cada interva1? Tk;r, (k+l)rt), c~ k. inteiro; 
alem dl.sSO t~ O como ra.J.Z tricla, 'Dois que este valor 
anula a t~ção, a lae a 2a derivadas, mas 'já não anula a 
terceira derivada, com efeito: 

fn(x) = sen:x: + x cos x, fnCQ) = O 
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f'U (x) = cos x + cos x - x sen x , 
Cálculo das raizes 

.A. .• Hétodo de NeWton - Seja 1'(x) uma função que admite 
1 a e 2'a deri vad;;;~~11'l sinal constante no intervalo [a, b} 
e su~onnamos que' os valores. 1'(a) e f(b) tem sinais con-. ~. - . . 
trarios .. Entao, segundo o que foi atras estabelecido, 
e~istirá. uma"e uma só raiz de t'(x) entre a e b; designe
mo-la' 'Deiro r .. 

A fórmula de Taylor dá-nos : 

(1) 1'(x) =: 1'(a) + (x-a) 1"(a) + (x-a)2 1'''(\) com a< ~cb .. 2: 
:Pondo 

( 2) g(x) = 1'( a) ... (x-a) 1"( a) 

esta função renresenta ~oximadamente 1'(x) nQ~ vizinhan
ça de a; se SubsUtuinnos f(x) nor g(x) , teremos em vez 
da equação 1'(x) = O, a equação do nri.meiro grau g(x) = O, 
ou seja: 

1'( a) ... (x-a) 1"( a) = O 

a qual admite a raiz x == a -.Jl.!L que renresentaremos 
. 1"(a) 

'Dor alo Vejamc;>s que interesse -pode ter o valor a1 nara. a 
'"-_"'"-___ ~. detenninação da raiz r de 1'{x) .. De 

a ai r b (1) e (2) deduz-se : 

(3) g(x) = 1'(x) - (x-a)~ tll(~) ~ 
:2: 

Comecemos nor.sU'Dor 1'"(X» Oem [a,,,} e 1'(a»O o 
Substituindo em (3) x por a obtemos g( a}= 1'( a) > O 

e suba .oi tuindo na mesma igualdade xnor °r vi,râ : 

g(r) = - (r-a)2 1'n(s) < O 
2 

atendendo a que 1'( r) = O e f"(x) > O emo (a,b1 ; mas sen
do g( a)? O e g( r) < O, conclu!mos qUe a raiz ai de g(x)= 
=0 esta .eom~reendida entre a e r .. 

• N ~ ( "\ ! an810ga cônc1usao cheg,lL:t:Joamos sU'Pondo 1'" XI < O em 
.~,)J e 1'( a) ~..2. .. 
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Interoretação gráfioa: Como f"(x):> O em I.a,b 1 a curva C 
re'Oresentativa de f(x) é 
oonoava paraoima nêste in
tervalo; ror outro lado, o 
gráfico da função g(x) ~ a 
'tangente à" curva C no J'onto 

_-<-~_~~.:-,_---,._ ..... b...;"___ ',de abscissaa; a1 será 'Oois 
<:&. a abscissa. do "Donto de en

contro desta tangente com 
< OX:, o qual. está visi ve~l1lén

te entre a e r; o mesmo sedava se fll( a) <'0 ef( a) <: 0 0 

Se i(a), tiver sillBJ. contrárto aO,de fl1(X) em [a,b] 
," - .. . "."." , AI • Ja 1Sto nao aconteoe, oomo 

~
se reooDheoe na ..... 2a figura., 

I Ponhamos entao: 
I 

I ~~ 
: a = a -
I _ ' ,. lo ,G, 1, f' (a) 

ao \ iI façamos: ' 

, " ~2.=.al ~ f(a.l) 
:f"C ai) 

• • • • & ". • e 

.. . . . . . . .. . 
Obtemos assim: u.111asuç~~são an d~.pont()s tais que: 

a < a1 <: a2 -< ue" < 8n, <. .... -< r 

pqrtanto uma Suc~ssão cresoente, limitada su:oenormente 
relo número l'oSabe;mos que~sucessão nestas condições 
t,elll ;U,m.i:t;e; êleEiisnàndo nor ~ este1imite 'vamos "Drovar 
que 'é À.=r o ,,' ", 

Visto que às funçÕeS f(x) e :t·(x) são cont{mas em 
[a,b] ter-se-ã : . 

'1im' t( an) =t(· lifll an) = tU) 
:n-oo n-a> 

e 1im f'( an) = f'( 1im an) = f' (.À.); 
n-+oo n-oo 



151 -
'Dor outro lado ff(~) ~ O, pois supuzemos que f'(x) tem 
sinal constante no int~rva.1o (a,b]. Posto isto, tomando 
os limites a ambos oS.c'membros da igualdade (4) e aten
dendo a que 1im an+l = 1im an , n·rá : 

Â - À _ f(l.) - --
tW(~) 

donde se deduz: 
f(i\.) = O 

o que mos tira ser Á uma . rai z de f'( x) em ta, b 1 ; . como nês~ 
te' intervalo há uma só raiz de t(x) será necessàr:i.ame:tlte 

q .. e.d. 

Podemos assim tomar qualquer termo da sucessão an 
como valor a'Droxirilado da raiz r - tanto mais a'Proximado 
quanto,~or tôr n .. 

. Has. estas considerações foram feitas na hi",ótese. dá 

1'( a) e flt( a) terem o mesmo sinal .. 
Se t( a) não tem .0 sinal de fn(X), como f(b) e 1'( a) 

são de sinais ccintrários'~ terá te'!,) o mesmo sinal que 
flt(b); então, raciocinando como anteriormente, somos 
levados a considerar uma sucessão bn assim definida: 

{ 

__ t'(b) 

b1. - 'b fi (o) 

b = o _ t(bn) 
n+1 n f'Cbn) 

e de modo anáiogo $e conc1uia que a sucessão b1' b2' o e o 

• bn tem 'COr 1imi te r o 

Para l;)Oder avaliar o êrro que se comete quando se to
ma anou bn (conforme o caso) T;)8ra valor a'Drax1Iilado da 
raiz, vamos associar a êste método um outro que é o : 

B) .. Hétodo da corda ou da falsa -posição .. Consiste êste 
método em SUbstituir o arco da curva pé1à corda cujos ex
tremos sã~ os pontos de abscissas ã e h .. A equação des-
ta recta e: y _ f( ~ = x _ a 

1'(b) - 1'( a). b - a 



e o ~onto em que ela encontra o eixo dos xx obtem-Se fa
zendo na referida equaçãoy = O; virá assim : 

x-a = _ (b··a) fe a). 
f(b) - fe a) 

donde: 

~ f(b) .. b fCa) 
- f(b)" fCa) 

renresentando êste valor 
# I> 

nor bl teremos, como efa-
cil reconhecer: 

na hinótese de f(a) ter o sinal de 
r"(x) em [a,b 1 ; 

a diferença entre êstes dois valores bl e .~ dá-nos 'POr

tanto um limite suDeriordo êri'o que se. comete .... tomando 
al como ~or anroximadc;; de .. r. . •..... .. . .. 

Na "ratica 'Pode nrescindir-se do càlculodolimite 
do êrro, ~nlicalldo'achàmada regraenrt:drica daestabili
dade: 

"Su'POllha:rrios que se calculam .os sucessivos Valores 
a'Oroxirilados com. um deteIm1nac1o nú.lllero dê algarismos de
cimais .. Se, a nartir dep~l'1ia .. ordem se observa es.tabili
~. isto é, se os algarismos se tornalll constantes, há 
grande "OTObabilidade .deque êsses algarismos sejam exac
tos, 'Podendo assumir-seo·valpr Cib~ido a tiartir dessa 
ordem como exacto atéã casa decimel considerada"o 

Note-se bem: não hã .. então a certeza absoluta de que . 
todos os algarismos sejam exactos, hâa"OelUJ.SUtila srande 
"Qro"abUidadede que o sejam,,· .. I 

. • - . ! .' 

~emnlos: a) Determinara raiz',rositiva da equação 
%2- - 5 = O; teremos· X = V5 que' como sabemos está en
tre 2 e 3; pondo 

f(x) ='x2 "'5 
No intervalo '-(2,3J temos :: 

) 
ft(x) > O tn(x) ;>' O e como f( 2) <. 0, 1'(3» O 



ê 3 o extremo f'avorevel ao cálculo da raiz (extremo em: 
que t tem o sinal de til no intervalo) .. 

Temos então sucessiva-nente: 

o • o o 

A regra _rica da estabilidade leva-nos a aceitar 
2,.23 como valor aproximado a menos de 1/100 .. 
b) Detezminar a raiz da equação! x cosx - sen x = O 

exi stente no iniferielo (TC~ 3 Tt/ 2J. 
Pondo fe x) = x cos x ... sen x, ve~ : 

f'(x) = -xsen x 
flt(x) = - sen x .... x cos x 

Como :f" ( x) tem. sinal constante em J íC p 2it ( por se rem 
iC', 2 Jl duas raizeS:. consecutivas de f~(x), também te~ 

sinal. constante em}n, 3Tt"/21o Além disso fere) = ... Tc t 

f(3n:/2) = 1, sendo fn(x» O em todo o intervalo~ logo 
o extremo favórável ao câJ.cUlo da raiz é o extremo di
rei to (3Jt"/2) o Temos então : 

bl ::; 3 n:- . - ,_!l2Lg},. = ~~ - 2... = 4.50 
2 tt(3íl/2) 2 3 it 

e anà!ogamente p.ara' os outros valores aproximados. 

Estudo das funçõe$ exnonencial e logaritmica 

O conceito de 'POtência foi definido em 'Primeiro lugar 
nara o caso do expoente inteiro.e.~sitivo : 

n a =a.a.a 8 .. (> t:1. --- .........---"-"...::.-~ 
n vezes· 
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Denois estendeu-se este conceito ao caso do expoente 

:r:rac,~ioné.ri.o positivo: sendo p e q :lÚmeros inteiros po'~ 
sitivos, tem~se por definição: 

aP/ q = y;p 
" 

No estudo que vamos faze: supomos que: 1) a õBse e 
sempre pOsi ti va; 2) são conside:-ados anenas valores po
si ti vos dos radi cai. s., 

A ~tência de ex~oente racional negativo e a de ex
poente nulo são definidas ~ondo : 

.. 

Desta maneira a função aX fica definida para todos 
os valores racionais de X~ Demonstrou-se no curso li
ceal que ,para êstes valores do expoente, são verifica
das as seguintes propriedades: 

1) ar lO aS ;::: ar+s 

2) (ar) s := aros 

3) ar .. b r = (aõ)r 
" 

Há wna outra propriedade que desem'OOnha um narel 
fundamental no eatudo da função exnonencial, e é a se
guinte: 

4) Se a'>l e r>O (com r racional) então a r ::>l 

Com erei to, sulloDham6s r = P/ql sendo n, q dois nú
meros inteiros nositivos .. Se a>l, temos aP> 1" Supo-

nhamos agora que era ap/q~ 1; elevando ambos os membros 

à potência q, viria aP ~·l o que é contrário à conclu
são precedente; portanto será : 

aP/ q> 1 qnêrd" 

Daqui resulta que 

5) Se ro< s e a <1 (sendo r,s racionais) ter-se-á 

ar < aS ; nor outras nalavras: a função aX é crescente 



no conjunto dos. nÚmeros racior..ais, se a>l (decrescente 
S3 a <.1) o 

De!ilo : Suponhamos r <s, com rr- s racionais; então 
s-r >0 (sendo s~r racional), o ~ue, atendendo ao teore
ma anterior~ implica: 

donde 

6) 

Já vimos que seXllio 

Vamos agora mostrar que 

1im o/ã == '1 n .... Q) 

q"e"d., 

quer seja a>l, quer seja a<l (supomos sempre a>O) .. 
Deme: Su1)OllhamoS, em 1 0 1ugar que éa ,ie seja J um 

nÚmero '00 si ti vo arbi trário; então (1+ á) n tende para +00 
('Por ser 1 + J> 1) e portanto haverá uma ordem n' depois 

da qual se tem (1+~)n> ai a . partir dessa mesma orde::n .. 
sera: 1/ 1/ 1+ J> a n ou seja 1·<; a n<.l+. 

l/n· 
donde s.é conclue que a tende 'Dara 1 quando n tende 
'Dara 00.. . 

Se tôr a", 1 a demonstração reduz-se 8.0 casoan~e
rior, tomando o inverso de a. 

De:f'inf..Ção de r;t em todo o campo real - Com os elementos 
expostôs j~ podemos fazer o estudo de aX para :x irra-
cional o . .... 

Seja ~um número irracional qualquer e sU'Ponhamos 
a >1; podemos então de:f'ini,..a~ como o e:xtremosunerior 
de áJC quando X "toma todos os valores:; racionais menores 

t . 
~ue f ; amsl.mbo1os : 

a(""= sul) gx, 'Para x racional <. (-40 

Anàl.ogamente, sendo a <1, podemos 'Pôr 

a f-= in! aX 'Dara x" racional < f' : 
Desta defin.i.ção resulta fà.cilmente que, se u~v são 



números irracionais tais que 

aU<:. aVo 

, 
u <: v, sera no caso de a '> 1 : 

Esta desigualdade subsiste manifestamente quando ~~ 
dos nÚmeros u,v, ou ambos; são racionais. 

Se a<l, tem-se à-x = (i-'r , sendo ~>1, e imedia

tamente se reconhece que a desigualdade u ,<v, imulica 
aU > aVo 

Ern conclusão: a função fi&- fica definida no conjunto 
de todo~'""õ"s nÚmeros reaiss onde só. toma valores 'POsiti
vos, sendo creS'.cente se a>l e decrescente se a <1 .. 
Chamar-1he"emos ~ção ex-oonen~o Demonstra-se que es-
ta função é transcendente. 
Conti~dade - Vejamos'em primeiro lugar que a funlÂão 
fiX é oontinua -para X=Oó Já demonstrámos que 1im a =1 . . n~. 

o· que quere dizer que dado um nÚmero [>0 haverá u.ma or
dem n"i a partir da' quà.J. se tem : . . 

1 < al/~l+J; 
mas se tôr x <~, c~ a função aX é crescente t te:2-se-á 

x 1/'" a <; a n e "DOr consequênCia, uara todos os valores de 

x tais que O <x < fi virá: 

1 c:::: aX <.1 + J,. 
O que quere dizer que 1im aX ='l • 

·x~+ , . . 
Por flUa vez, a esquerda de O, ter-se-e.: 

1im aX =1im a -x == 11m L = 1 5t = 11 == 1 
x .... O· x ... 0+ x+O+ rr .li~ ~ 

x--O 

:$ntão, como os 1imi tes., à esquerda e à direi ta de ze
ro são iguãis a 1 e se tem aO= 1, a função é con,tlnua 
no 'I)Onto o., 

Vejamos 
Como: 

. , 
agora que e cont1nua 

..!!t...-= aX-xo 
~o 

em qualquer ~onto Xo• 



e o segundo membro tende nara 1 quando x tende nU~d Xo 
(c.onforme o resultado nreeeden.te) ~ o mea'11O sucede ao 
'Orimei ro membro t i sto é 

x 
1im -ª-- = 1 

x-:xo aXo 
ou seja lim é t = r:?-o , 

x~xo 

('OOis que aXo> O) J • o que significa que a função é con-
o' tlnua no oouto Xo o .. 

Fica nois urovado que a função ex é continua e.m 
qualquer uonto dó seu domfnio de existência. 
~uriedades oueratórias: As propriedades 1) ,2)'e 3) 
mantê~se com a nova definição de potência, isto é: 

i) aU • aV '= aU+v } 

2) (aU)v =auv sendo ~,v,n~eros 
3) aU 1)u = (ab)U reUs quaisquer" 

N .• ,0,". 

A demonstraçao de qualquer destas uro'Driedades'OO-
de fazer-se atendendo à oontinuidade· das funções fr"'{. e. 
xr com r racional (se r = u/q, com 'D, q inteiros:, tem
- se xr = rxo, função esta que segundC) os teoremas 
atrás estabelecidos é continua nara X~O)e 

Vejamos, a titulo de exemnlo~ oomo se demonstra a 
uropriadade 1):' 

Sejam un e vn duas sucessões:· de números racionais 
de 1imi tes reaoecti vamente u e V; ter-se-á, atendendo 
·à continuidade de ax e a que a 'Droutiedsde 1) é verdadei
ra uara exuoentes raoionais : 

aU o aV = (11m sUn) .(11m aVn) = 11m (aU~ aVn) 

,. u +V U+V = 11m a n n .= a 
, .. . 

Anãlogamente se demonstravam as 'Drooriedades 2),3) o 

Uma outra .propriedades assinalar é a seguinte: 

1) Se a>1, tem-~e 1im aX = +00 e limax = O , 
. x-++oo x .... -co 

Demo: Vi sto que a função a:x é crescente no intervaIo 
]:00--,+00 [ , existe certamente o 1imi te de a:x quando x 



tende para +00, e como se tem lim an = +00 (sendo n a 
n-+oo . 

variável natural) êsse lindte só nade ser +00. (Convém 
~ n N 

observar que so o facto de se te r 11m a = +00 neo ha
n·oo 

bili ta a concluir que. lim ~ = +00; poderia acontecer 
X" +00 

que, tendendo x 'Dara+ço oorva.lores fraocionários, a 
função não tendesse para +(0) .. 

Por outro lado temos: 

1im aX =1im a ""X 
. x'" -cD X~+OO 

- 1im ~ = O 
X-++<D ~ 

.. 

Sendo a <1 concluiamos de forma análoga que 

lim aX = O 
x-+ +ao 

e 1im ~= +00 
x- -o:> 

Em resumo: A funçào áX varia continuamente de O a +00 
q:t;andox varia de -o:> à· +00 (se a)lo 1) ou quando x varia 
de +00 a-oo( se a <1) o. Então, segundo o teorema de; 
. Cauchy , a função. aX toma qualquer valorcOInnreendido 
entre O e +00 .. 

Grâf'i 00 dca finç~o 

y! 
i 

a>1 a <'1 

- O 1. x 
.(X ê ass!ntóta 

Função logar! tInioa: Yelo que 'acabámos de. ver! dado u."Tl nú
mero t)ositivo u qualquer, existe sem'Dre um numere;> v tal 

V· N·· .. .... ~ . 

que a = u, e naqnode.havermaisde um numero v neatas 
oondições, norque a 'função fiJC~ s~wo monótona, é univa
lente.. Diz-se então que vê o logaritmo de'u na base a . " . 
e escreve-se : 

v = log u . a 



.A função inversa da função eX'Donencial x ::; aY é pois 
a função y = loga x) chamâda função logaritrrdca, defi
nida no intervalo (0,+00 r· o Em virtude durIl teorema já 
demonstrados esta função é continua, tal como a sua in-, 
versa. O seu gráfico é : 

y 
a>l 

Da definição reS':Üta imediatamente que 

Por outro lado as 'Pro'Oriedades 1) t 2) da função ex
'OOnencial dão as seguintes.· 'Oro'Priedades da função loga.
rítmica: 

loga (uov) ::; loga u + .108a v· 

loga u v = v 10~a ·U. 

Derivada da função eXnonencial~ Comecemos nor averiguar 
se existe a derivada da tun~3o ex no 'Ponto 00 A razão 
incremental de aX neste l;)Onto é : 

aX ... aO ::; aX - 1 
x-o. x 

ite'Presentemo~la 'COr .ex x) o VanÍos 'Provar que: sendo a> 1, 
a fUllcão «x) é crescente para x> O o 

Consideremos em 'Orimeiro lugar valores racionàis de 
x. Sejam ris dois nú.'IJleros racionais "OOsi tivos tais que 
r <8; então, será 'Oosslvel de~exminar nú.1lleros inteiros 
posi ti voS 'P, q, d tais que I'= 'O/d, s= q/d, 'P <qo Po· 
nhamos h = l/do É fácil ver que se tem :: 
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àh _ 1 1 + ah + a 2h + + a( n··1)h == . ~ __ ~ ________ ~~~,~o __ ~ ____ _ 

nh h n 

Represent.emos 'Por e( n) o segundo factor do segunGto 
membro; . s( n) Será pei s a média ari tméti c~ dos ll'.lmeros 
1, ah , o~ .. f a(n-1)h .. Então: 

(2) e(n+1) = 1 + ah + coo + a(n-1)H+ anh::. n e(n) + aM 

n+1 n+1 

1I~as_, sendo a >1, tem-se 
nh . ih . . a > a , . nara 3.=0,1, O" c, n-1 

e oortanto: 
n anh > 1 + ah + a2h + 000 + a(n-1)h 

ou seja: 
(3) anh > e(n) 

De (2) e (3) deduz-se então :. 

e(n+1) ~ n e(n) + e(n) = e(n) 
. n+l 

isto é e( n+l) :> se n) e como, segundo q), se tem ~(nh) = 
-1 .,' , 

= h e(n), conclue-se que ~(nh) cresce"com ~ sendo 
portanto ~(ph) < cj( qh), visto que p<q. Como I'='Dh, 

s=qh, virá IJ( r) -< ~(s) • 
Em resUmo : Se o r -< s ,.então ~ r) <; 9f( s) (ll1endo r. s 

Í'aóionais) .. ' . ' 
-----Sejam agora U s v dois llÚmeros'Positivos tais que' 
u .. <v" Podem en.tão dete~nar-se duas ,sucessões un, vn de 
numeros ~cio~.!&!.,a primeira decreseente é a. segunda crea,. 
cente, tendo per limites respectivamente U'V o Atendendo 
ao reS'lll tado .''Orecedellt~ e à continuidade de ' ~(x) 'Dara x,> O, 
concl ue-·se que ~(un) de,cre sce I tenden40 nará cj( u), en
qua~to 0( Vn) cresce tend.endo 'Para ~(v) o Como u <v J eXis
tira uma orde1'll: ,a 'Partir da qu~se tem un -< vn e 'Portan-
to:; a '08.rtir dessa ordam,sera : 

donde 
0C u) < '}5( un) -< P(vn) <.: 0'( v) t 

çj( u) < cj( v) 



y 

o 

Então, quando 

__ ';1:1 
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x decres:ce,'Oassando 'Oor valores 'Oosi
ti vos, a rezão incremental 

'P ~(x) tam'bém decresce J mas 
como se mantem 1imi tada in
ferionnente [visto que é 
~(x) >0, uara. x:> 01, tende-

lO 

rá· -para um 1imi te finito ao 
tender de x "ara 0+. De si -
gnemos 'DOr)..( a) ·êsse 1imi te: 

~(a) = 1im ax - 1 
x-O+ X 

'Por outro lado :' 

1im aX - 1 = 1iif! a:x - 1 ~ 1i~ [a-x 
x -- 0- x x'" O -x x ~ O 

aX - 1 1· x ~, 

mas Um a-x = 1, visto que a função áX é continua no 
x-.o 

AI •.• 

. 'Oonto O; eIljiao Vl. ra : 

"X ' 
1i~ a - 1::: 1im àX. - 1 =À(a). 

x ... O-x %-0+ x ,. ' 

Tam-se 'OOis ~ 0-) = g(O+) ::: À( a), o que 'sigDifica 
que existé a derivada de ex no 'COnto 0, sendo o seu va-
1o:t'Á( a) • 

1'rocuremos agora a derivada de aX num 'COnto X g.ua1-
. 9",uer o A razão incremental neste "ponto ~: 

~ ::: ax+h -,ex = ~ ah -1 
hh· h 

e 'Oortanto: 

1im ~ = aX 1im 
h-O h h .. O 

ah ~ 1 _ x ~( ) _. a .h a • h . 

Então, aderi vada de aX em ordem a x 

.À áK ::: aX o l. ( a) 
dx 

, 
e : 

Se no l~gar de x se tiver uma função u = 'P(x), com 



162 

4eri vada fini tâ, será, pelo teorema das funções: comoostas: 

(4) -ª-. aU :::: (_.d. à,u) .. du, = aU Â (a) u' 
Wc du dx . 

Consideremos agora uma outra base bo Será : 

bX "= (iOga b)x = aX lo~b 

·donde, atendendo a (4) : '-

iL bX = aX loga b ;\(a) 1 dx ' oga b ., 

Podemos deteminar'b de-modo que seja l.(a) loga h =1; 
basta que se tenha: 

ou seja: 

log b= 1 
a).( a) 

l/À( a) 
(5) b = a, o 

o valor de 'b assim obtidó costuma representar-se pe
la letra ,Si e designa-se ~r base dos loga.ritmos' naturais 
ou neperi8!!Os .. Demonstra-se que. êste número é irracional; 
veremos mais adiante um-modo de' calcUlá-lo; com 4 deci-
mais exactos, tem-se :' . ;. 

e = 2,7182 ... 

De (5) vem hl ( a):::: a e 'OOrt~to 
, l( a) =10ge8 ; 

quere dizer: ).(a) é 'OI'ecisamente o logaritmo neneriano 
de Ai convencionaremos re'Oresentâ~lo simrolesmente por: 

, log . a.l 
omitindo .a indicação de baàe" 

A fónm.1la, de derivação da exponencial pode' agora e&-
crever-se:. . 

.. . .-
Em narticular, sea 'base for precisamente ~, VJ.ra: 



1 ~ eX = eX I ):)ois que 10See = 1 

Vemos assim que a função eX tem a 'Oarticular!dade 
de se re"Oroduzir "Dor der! vação; é 'Oortanto indetinida
'nente der! váve1, sendo a sua der! vadá de qualquer ordem 
semnre igual a eX. . 
Derivada da função logarttmica :·Se tôr y = l08a x, é 
x :: aY e como 

,virá ~= ·1 =_=-1_ 
dx aY'log a X 10g a 

dy 
No caso -oarticular da tunçãóy = 10g x # 

sera sim:oJ..es-
m~nte: Cíl 

~ 
Função 'DOtência: Chama-se f'uD,ção'OOtênci. à tunção . 
t( x) = xDl. ; em qUé·o(designa um llÚ.1ileró real qualquero 

Esta função toi inicialmente definida no caso de oe.. ...." '. . 

ser um mxrnero racional qualquer, .mas, dé'Dois do estudo 
que fizemos da função eX-conencial, atunção -potência ti
ca definida uara qualquer valor real de o( ; simtil.esmen
te o seu dominio de exis-tência ·limi ta-se agora ao inter
valo [O,+OQ[ e devem a"Ç)enasconsiderar-se valores; '1)Osi-
tivos da tunçâoo .· . .. 

Nes:taS3 condições '1)Odemos esCrever: 
. et -log x 

x = e ; 

donde se' deduz fàci1mente,. utili zendo a regra das fun
çÕes compostas· : 

d ec.. o'.log X d . <ol 1. _ . «-1 di X = e .. ãi (<<'log x) = X.o(· x ..... «·x t 

. ~ 

l.sto e: 

a regra de derivação é "Dois a mesma qrie no caso do ex-





'Portanto em qualquer dos casos o ex'Ooente assume â 
. indeterminação O~(X), já anteriormente estudadao ~as:-

~ . - " .',.., . -
tara entao procurar· o limite L da funcaQ, v log u guan-
~.o-.x tende 'Oara a (se tal limite eXiste). eIllieando os 
~étodos atrás indicados; o verdadeiro valor da função 

Uv será neSSe caso eLo 

Exemolo: A função f(x) = xJl + x .= (l+x}l/X assume r 

nara x=o, a fama indeterininada lCD o : Yodemos escrever: 
~ log (l+x) 

f( x) = e ; 'Dara x=O o eJt'Doente toma a.forma 

. 1. log (H-x) = 10$ (1+x) 
·x . x 

função esta que nara x=O toma a forma i:adeterininada ~. 
anlicando a regra de 1 I Ho"i tal virá: 

. .1 . 

11m log (l+x), = lim I+i .. 1. 
x..;. o x . x"'" o ,1 

ent~o: '1- 1.1 "(1 ) . 1m x og +x 
11m x"Il+x·.=e .~"o = el = e 

x-o . 

Caso em que o.s limites laterais são difere~tes • É 'Ore
ciso cuidado Quandose,;rocura o limite duma eX'DI'essão 
em que interv~nha a função ex'OOuenoial ou e função loga· 
rítmica, 'Porque então 'Pode acontecer que õ lindte à es· 
queroa seja difez.ente do ilm1 te à direi ta. 

Consideremos, 'DOr exenmlo, a função: 
: . . .-' . 

f(x)'= x o log(lt i/X.) 
e -orocuremoso seu' lind. te quando' xteride nara' zero. 

Tem-se: 

1 · l/x l' x \ li l/x l' x O lm+ e = 1m e = +00 m e = 1m e = 
x- O X-+(I) . x- O· X"·OO 

Portanto: 

lim f( x) = lim x o lim log( 1 + el / X ) = O 
x-O· x- O· x .... O· 
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mas ao urocurar o 1irrdte de'f(~) 
ge a forma iDd.eterminada Oe 00 ., 

1'as nademos escrever: 

ao tender x 'Para. 0+ sur-

log (1 + e1/ x ) f(x) ::: 
1. 

e au1ic.ando a regra de L'Ho
uita1 bbtem-se a: fracção: x 

e1/ x ., -1 
~ 

1 

~. 
x 

e1/ x 
= 1+e1/ X = 

1 , 1 

e-l/x + 1 

que quando X tende -oara 0+, toma o valor ..J.-. = 1 o 

0+1 
A função 'OrOoosta não tem 'DOÍ s limi te quando x tende 

'Parà zero, uma vez que os limites laterais são diferen
teso 

# 

Serie de Taylor 

DaC\a uma tunção' t( x) . que admita numa vi zinhança de 
li derivadas tini tas até à ordem ll,tem-se, como viJn<?s: 

, 2 
t{x) = t( a) ... (x-a) f'{ a) ... (X-à) ; r ll( a) ... o o o + 

Z! . 
(1) 

(x-a)n:-1 t (n-1)(a) + C (x) 
Cn-I): n 

com 
Cn(x} = (x-a)n / i n)çp 

n! . 

sendo l Uln i'OntOconmreelldido' e~tre ..: e .0 A Cne~) dá .. 
·se o nome de termoc~émentar da fórmula de Tayloro 

Su'POnhamos agora que a função t(x). admi te der! vadas 
tini tas de todas as ordens numa vizinhança de ;&·e SU'OO· 

nhamos além disso qUe se tem nessa vizinhança: 

(2) 1im Cn(x) =0; 
n-.oo 

tomando os limites a amboS os membros de (1) e notando 
que :f'( x) não deuende de 11, vem : 



\- n-1 ( 
f(x) =!im Lf(a)+(x-a)f'(a)+ooo+ (x-a)' f m-1)(a) J+ 

n+oo (n-1H 

+ 1im Cn(X) 
n .. co 

e como, 1)or hinótese,o limite de Cn(x) é nulo, será, na 
vizinhança considerada: 

r (x_a)n":,,l ( 1)' , 1 
f(x) = 1im lt(a) + (x-a)t'es) +000+ ~ t n- ~a) 

n-oo 'Cn-l)! , .J 
~ . .. , . . . 

= t( a) + (x-a) f'( a) + "00 + (x-a)no:o1rCll,-1)( a) + 0010 

Cn-l)! , 

isto é: a tunção t(x) ~assa a ser reuresentada na refe
rida, vizinhança de .ê: -oor uma série de -ootências de x-a 
qne é a chamada série de~ Taylor da:fUnção t(x) no "OOnto 
,âo Continuaremos a dar êste nome ~ s~rie assim ohtida 
mesmo quando não é verificada a condi ção (2) • 

M'asé claro que, dada uma tunção t(x) com derivadas 
tini tas de todas as ,ordens numa vi zinhança de' Jb não -00-

demos garantir ,"à 'Driori ll , que ela coincida com a soma 
da sua série de Taylor no intervalo em que esta" conver
ge: é nre;iso av~riguar Se o temo COIn'Dl.ementarteIide ' 
ou J:lão T.lara zero' nesse interlfaloo 

.. • It 

Nocaso-oarticular de a=O, ter-se-a a serie de 1"a; .. 
,-Launn: 

fCx) = tCa). x f'{O) + ~ f"(O) + o .. +xn-1 . t(n-l)(O),+" •• 
~ 20 " (n-1H 

~em'Olos imoortante,s: ,a) Série eX"OOIleIlcial 
Para a função ex, tem-se :' 

-'(100 , 

(n) :' X 
t ,,(:x) = ,e , 

e nortanto: 

.. 
Então, segundo a. tÓnnula de ~~ac-Le.uIin, virá: 

2 n-1.' x? < , 

eX = 1 + x + L + .. O" + x + _ e ex O -<e < 1 
2! C n-l)! n!" 

(é T.lreciso não rerder de vista que êate nÚmero e deren-
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de ao mesmo tem~o de a e de ~)o 

Afim de averiguar quai s os valores de :iC para os 
quais o tenno complementar tende para zero, comecemos 
por determinar o raio de convergência da. série: 

00 n 2 x.il. 
,~ ~ = 1 + x + L2' + "O" + _ +. o" ó 

·n::o " " n! .. 
sera: 

·~~·Ü.m 
. 'h~co 

l/n~ ---.;...;:::;:.~- = !im . (n+l) = 00 ; 
l/(n+l)! n .... CD 

# .~. # . . 

isto e, a. se ri e e convergente qualquer que seja o valor 
n 

real de X e portanto o· Seu temo geral L tende nare.ze-
n' 

roqualquerque seja X" 'Por outro lado, o sabemos que eX 
é uma função çrescentej 101$0' atendend~ a que' O <e <1, 
virá: 

. poi s \ ex \ < \ x \ ~ 

Ora e\XI não dênende de n; 1)Or outro lado, X~tende: no 
para zero quando n tende: para int'ini to; logo ° segundo 
mem'brotende para zero e .. portanto. o mesmo . acontece ao . ..,. 
nrimei ro, i stoé : 

. lim .(~. ~eX)· = O qualquer que seja x . 
n'" con! 

1:rn restl..TJ1O: ° teImo com:olem.entar tende 'l)ara zero no 
i>ilterval~·:.).-Oo ,+ooi:. , e portan~o' 'Será : 

x.' .... y:2 e :·1 +x·+-+ 000 '. '. .2! ..... 

"ara todo o valor dex .,' ... 
~ -oarti cu! ar "arax=l t vi +'il; 

e =1 +1+~·+J.:.+ ""., +.l.:..+ 0o" 
. 2! 3! n! 

Se'efectuarmos os oálculos com. á anroximação de cin
co decimais o'btemos o valor 2,71828 .. (Demonstra-se que 
êste número é irracional)... ..... . 
b) Séries do seno e do cOBeno .. Para a f~nção sen x tem-se 



f(X) = sen x 

f' (x) -- cos x = Sen (x+;) 
f'fi(X) = sen (x + Z; ) 
tf~·:·(X) .=. sen.(x + 3; ) 
~aoo(toooa 

r(n)(x)= sen (x + D~) \ 2, 

t( o) = O 

f"CO)=1 

f'f!( O) = O 

fU.'( Q)-=.-1 

o c o o e o 
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e 'COr consequência, segundo a fórmula de !·1ac-Laurin, vi-.. 
ra: . 

xJ ,x5 x7 
sen x .= X - -- + - - - + .... + 0n(x) 

3: 5: 7! 
sendo 

O'(x) =;,:: sen (ex + ni'c)' com 0<9 <1 .. 
n " 'n!" ',' \: 2 

!-~aà , 
/Cn(X) I~ l~~\ ~ n~r ser \sen (ex +~2[.)\~ 11 

e C0])10 o 2Q meriiQ~ i;ende "ara zero qualquer que seJa X 

(como vimos ilo exem'Olo anterior), o 10 membro tam'bem ten'" 
de pará zero ,e'DOr.tan:~o 'Codemos e~~~ever: 

, :*:3 '..,.5 ,7 n _{2n+l. 
sen x = X - -+ =- - 2í:_ + 00. + (-1) ~_._ + OOQ 

3:, 5! 7! (2n+lH 
. ., 

uam qualquer valor de ,x, serie esta que nos -peDni:te cal,· 
cular senx C com ~ ,ex'OresBQ em radianós) coma a'Oroxim~
ção ,qlle, se 'Pretender. COamo a série é a,lternada decI'es-· 
cente nara valores de x nositivos, o êrro que se oomete 
quando se toma Sn 'Pa~ sorna da série é, como s~bemos, in
ferior ao mÓdulo dol,o. termo' de~rezad6) o 

Anàlogamente se obtinha : .. ' , , 
..,.2 x4 . n .;.2n. cos x = 1 - ==- + _.- ..... 0, + (-1) '-' __ + 000 

" '2! 4! • .( 2n)! 
É interessante verificar por meio destas séries as 

uTo'Oriedades c.as funções eX, sen X, cos x, tais como: 
u+v . u o eV e = e 

sen (u+v) = senu cos v +sen v cos:u 



.. 
GEO!1ETRIA ANALITICA 

A) Yectores 

Dtrecção e sen'tido: Diz-se qué duas rectas têm a Il;lesma 
~i'irêcÇãõq:üãndõ são -oaralelas .. Podemos assim dizer que 
a Q~..!'~.Ç.ão duma recta é a 'Pl"o'Priedade C01TIU..'11 a. essa rec
ta e a todas as que lhe são naral.elas( c,on'Tem não "Cer
der de vista que' duas roc;l;as. coincidentes são conside-
redas'Paralelas).. . 

Di z-se que du.as semi'~'rectas, 'Pertencentes a uma mes
ma recta têm o mesmo sentido qu~ndo uma delas: contém a 

,outra; caso contrário diremos 
que têm sentidos onostos; as
sim as serni-rectas 10 e BC 
indiceclas nafigura·(de ori

gens A e 13) têm o mesmo sentido; mas já as serni-rectas 
Ao e ÊA têm sentidos oroatoso 

C0nsideremos agora serni-rectas nertencentes à rectas 
naralelas edistintaso Diz-se 
que as semi~rectastêm o mea
mo· àentido qua:rldo existem no 
mesmo semi-tllano 1im! tado 'Oe

la recta que 'DS.ssa 'Delas su· 
as origens; caso contrário 
diz-se que têm sentidos O~OS
tos (na. figura, ll1f e lN têm 

o meainosentido, ÊN e ~ '!'i' têm sentidos orostos) o 

A càdadirecção corres'Pondem --portanto dois sentidos' 
o'POstoso 

Chama-se ~ ou· recta orientada a toda ,a recta sÔbre 
a qual. se tenha escolhido um sentido como "OOsi ti voe o 
sentido contrário será portantô 'chamado negativo) o 

Concei tos de Projecção:" sU'Poziliamos fixados um nlano ot e 
uma recta d não paralela a ~ o Dado um oontoP qualquer, 
se conduzinnos "or P uma recta paralela a d" a rectaa 
obtida encontra o plano ~ num 'Ponto Pd que se chama-~-
je~§o de P sÔbr13. cl. segl.l~do a .direcção d .. A 'Projecção 
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di z-se ortogonal quando ,d é neMendicular a oJ... o 

(/ 
--\ .......... _~:---T 

\ 

\ 

recta r e um '"Plano I não 
l)8.rélel0 ar., Se ~or 
um ponto qualquer P 
conduzirmos um nlano 
'Oaralela a Ú ~ o nlano 
obtido vai encontrar 
r mlmnonto Pi que 
se diz nrojecção de 

quando ~ é neroendicular a r ., 

P sÔbre rt °naralela
mente a J ., A nrojec
ção diz-se orto~onal 

Concei to de vector: ÀS ciências da natureza anresentam-; 
-nos diferentes exemplos de grandezas: comnri:rnentos, á
reas, volumes, massas, densidades, quantidades de elec" 
tricidade~ notenciais, etc., Nos csaos mais sim"Ples (que 
são' os dos .exemolos ci tados}, uma vez fixada uma grande
za "Oara uni.dade~ 'Oode atribuir-se a cada grandeza da mes"" -----:r ma classe um numero real que a distingue de todas as ou-
tras e se chareIa a lr..e.2-i.da da granflez!!., ~stas grandezas! 
que ficam assim 'OOrfei temente caz'acterizádas "001' um nu
mero real ~ di zer:1.··se grandezas escalares ., 

'-~-------



J/I'as o estudo das ciências ex'Oerimentais leva-nos a 
considerar grandezas de novo ti'Oo, chamadas grandezas 
vectoriais __ Uma grandeza vectorial é caracterizada não 
a';enas Dor u'''n núrn.ero,- mas alnda nor uma direcção e um 
sentido" 'Tais são, nor exenmlo~ as fôrças, asvelocida
des, etc~ . 

A associação dêstes três dados - valor numérico, di
recção e sentido - constitui um ente aõstracto, chamado 
vector livre" Vamos 'Orecisár êateconcei to começando 'Dor 
definir-~ento ?rie!lt.~ .. . . 

QefinieM : Da-se o nome de ~nto orientado a to
do o segmento ao qual ~seatri'bui um determinado sentido, 
considerando um ,dos seus extremos como nrimeiro extremo' 
ou origem e o outro como segundo extremo ou' extremidade" 

'#'til ( 

Usa-se a notaçao: ~ 

AB 
nara designar o segmento orientado de origem Ae extre
ml.dade 13 0 . A direcção do segmento orientado IB é a da 
recta a queêle, 'Oertence e o sentido é o da semi-recta 
1.'8 (de origem A e --'Cessante 'DOr B)" ' -Se os extremos A, B coincidem; o segmento ÀB diz-se 
PllJ..2o t claro que a direcção e o sentido de um tal se
gmento são indetenm.nados, '!;)Ol'que há ini.'ini tas rectas 
que o' co~têIn -0 .. ' , . 

Dots se~entos orientados dizem-se aqui rolentes, 
quando têm ol'n.e::nno cOIn'Orimento,' a mesma. direcção e o 
mesmo sentido" EmnartiO".J1ár, -todos os segmentos nulos 

. são consideradosequi '001 entes" . . . 
t fácil reconhecer que dois segmentos orientados 

-... ........ AI -... . IV. 

AB e CD .' nso 'Oertencentes a mesma recta sso equ~nolen-. , 
tes! se e. so se· :. 

AB II CD e AC II BD • 

ÀOs segmentos orientados 
daremos ainda o nome de=-~
tores aPlicados " 

, Defini cão: Di z-se que 
dois segmentos orientados 

. renres.entam o mesmo vector livre quando (e só quando) 



são equinolentes o 

~--o vector livre re-oresentado "Dor um segmento AA e 
• • ~ N nolS um ente -abstracto que tem -oor l.magem geometrica nao 

só êsse segmento·orientado, mas qualquer out:r,'o que lhe 
---..- --

seja e qui nolente" 
~ - , Ao vector livre definido -oel0 segmento AB atributre-

mos, naturalmente, o cOlU-orimento, a direcção e o sentido 
dêst;e segmento. 

Enquanto um vec~ora~11cado só tica determinado quan
do dele se conhecem a origem; o conrorimento, a direcção 
e o sentido, o vector li vre'ficadeterininà9.o arenas 'Por 
um conl"orimento, '4-111a direcção e um sentido" 

Usa-se a notação '!!I-A para . designar o vector livre -- . reuresentado '0910 segmento ABo Deste modo a igualdade 

(1) B-A=D-C 
.. -.. ~ 

traduz a equi 'COlencia dos ae~entos orientados AB e CD. 
Se A, B,C,D reuresentassem números e não nontos, 'PO

dertamos da igualdade (1) deduzir as s,eguintea: 

A-13 =C -D, B' -D=A- C', D -B =C .. A.. 

as quais no nresente cãso, continuam a ser verdadeiras, 
comoá tacil verificare 

~bi tas vezes renresentaremoa urnVector livre nor uma 
. I ".. . . 

letra uniaa" encimada duma seta; .. 
.... ... .. .. 
u , v , A , B , D.O 

Assim, des~ado 'COr li o vector li vre re~resentad.o 
nelo segmento AB, "Podemos escrever -U=B-A. 

Se A e B tôS'Sem símbolos numéricos. pocúsmos sanar 
A a ambos os membros:: e 'riria':_ 

... 
B=Aof.'u. 

:POis. bem;' -oara que es:ta o'P9ração continue a ser lIcita 
introduz-se a seguinte definição: 

Soma dum vector com. um 'POnto - Dados um "POnto A e umvec-- - - --tor -livre u, chama-se soma ~eo A. oom u ao -oonto B tal. que 



174 - -o se:~nto orientado AB seJa uma imagem'do vector li r • 

vre u .. ti B 
Â ..------..w\ 

B ~A 4· li 
Q,=P+u 

Em -parti cular cha
ma-se vector nulo a re, " , , 

, .. 'Q 
" u ~, 
p~. 

+ 
"presenta-'se'Oor O o vec·· 
tor livre renresentado 
'Oor qualquer segmento 
nulo" 

# 1 .... #.' d 
~c aro que A + O = A ; isto e, a soma um 'POnto 

. ~ '* . 
com o vector nulo e o 'Oronio nonto .. 

Em geral", quando não há-perigo de confusão, emite-se 
o adjecti vo"llvre" e diz-se a-oenas "vector", em vez de 
'Vector livreI!" 

- + Soma de vectores- eonsidêremosdois vectores u ev e se-
- -. - #. .. + 
ja Â um nonto ar1:>itrario lo Pondo B = A + u , e = B + v 

A 

ou 

-----:_;--:; .. ~.----~C 
(,4+lr, , , 

I' 
/ . 

I 

vem: . 

O = 8 + -; = (A + ti) + v 
·;'If"as é claro que se 'Oade 

~ssar directamente do 'Oon
toA nara o "ponto C'soman
do aA o vector C-A" Pois 
bem,aêste vector dá-se o 
nome de sorna dos. vectores 

': ..... 
u, v e escreve-se: 

c = A+(ú + v) ou ainda C = A +u +v ,,-
A adição de vectores a'Dresenta;' asséguinte::l'Pronrie

dades:: 
l, - É uma oneração uniforme: Basta observar que a' soma 
dos 'Vãctores Ü, "vIiãõ' de"Oende do ponto A escolhido .. 

COlJl erei to, tomemos outro nonto A' e se j a : 

Bt =Â' +ü e' =B"+':if-
.. ,,~, ",' ~ ---.;pr.. # -ii-

como A''I:\' e eq,\d:oolentea AB é ;Bfe' eequinolente aBC) 
os dois' triângulos [.ABa] ,[AIBfC') são iguais e 'Oortanto 

-~ ~ I'J 

os segmentos l~C e A' C I saoeq",li.polentes, renresentando 



nor isso o mesmo vector u + ~ o 

Assim a àdição faz corresnonder a cada nar de vecto
res livres um, e U!l1 só, vector livre; soma dos dois 'Pri
meiros; a o;;ra~o ~r pols; !:!~o 
II #., N t· . ., ~ ~ --. -

- .i:lo uma OLJ~~Q.~.2!!!'::1: ta. ::L v8: , l. sto' e: u + v = v <I- u, 
quaisquer que sejam os vectores ü e vo Com efeito, se 
somarmos ao 'Ponto A o ve~tor ue ao 'Ponto B = .A + Ü o 
vector v~ obtemos o mesmo -porri;o O que obtertamos soman
do 'Primeiro o vector v ao ponto A e em seguida o vector 

~I li ao "Donto B I =.A + Vg como 
rãc.i1:mente s.e- reconhece pelas. 
'oronriedadea elementares. do 
'Paralelogramo ('Pois que os. se-
gmentoaÃB, Bt" são equi"Do
lentes- e o mesmo SUCéde'" aos 
segmentos.: AB' eBõ ) o 

", "* #fi ., 

III - E uma oneraçao associa.ti va, isto e ; 

A 

(- -) - - (- ~ u + v + w = u+ V + wJ 

quaisquer que se'jam os vecto
res.u, V, li. Com efeito, to
memosurn ~onto A ~itrário 
e seja B = A + u, C :;: B + :r, 

. D :;: O + 'lt Então, C-A=Ü.+ V, 

.... 
tro lado, D-B:;: v. + Y1 

D-A = (ü+;' + Vi • Mas, 'POr ou.. (- .. ) e ~rtanto D-.A= u +. v +w... . 
Por conseguinte: 

( ~ -) - - (~ ~) u. + v +w = u + v + w o 

Podemos então escrever silll'lllesmente: 

li + v + Vi em VeZ de .. CU "." v) + -; .• 

Esta 'Dropriedade 'DOde es'tender-se a uma. sona com um 
# ". . 

numero que.lquer de parcelas .• 

Projécção dum;. vect~ôbre um 'Plano_~egundo uma direccão 
~o Consideremos um "Olano ol. ,Ui'ila' di. recção d não para' • 
1e1a ao "Olano e um se@nento orientaé'~o ÃB o Sejam .Au e 
Bd as 'l)rojecções dos nontosõ A~ B sobre ~ segundo a di-



recção d n O segmento -orientado Ad'Ad chamar-se à projecção 

d,IA~~D 
,. I I 

!_'i ! 
I , , 

I , I 
I I J I , ~' 
~ .J)d f ",,' 

A-, ;~ 
GI CJ 

do segmento orientado 
-. A' • 

AB sobre O(,. segundo a 
direcção d 4 

Chamaremos 'Orojec-

ção do vector livre B-A 
sô'bre ot-.. aegundo a direc
ção d ao vector livre 
'Bd-Ad e escreveremos: 

(B-A)d = Bd .. Ad 
.. ". . E faCl.l ver q-ile es-

ta o'Oeraçãoé unifonne~ isto é', que para cada vector li-
.... _. _ _ ...,...,. AI 

vre u existe Ym e ~ vector livre ud que e projecçao 
de 11 sôbre«. segJ.Ildo a dira.cção da 1=Iasta observar que, -se tomarmos outro segmento orientado CD re'OI'esentati vo . 
de Ü (istoé 1 equipolent~.a 'lillh a sue. 'Orojec~OCdDd 
sÔbre l"Jt.segdndo a direcçãod é equi'polente a ÃdBd , re-

• • • • "o .... 

-o:'esentand.o 'OOrtanto o mesmo vector livre ud .. 
Se considerannQs dois vectores: ü, ve os projectar-

15 mos sôbre o ruano c;( , 

............ '.' Se~.mdo a di !'acção d 
Ir ràcilmente se reconhece 

Iilue a 'OTOjecção da soma 
,'-~-'-. ri' -

~Q!..~c~EL.~:':: 
1E-al .àsOI!!a d~s,,:rojex:" 
~.!:2R.~oiS vec..t'!.~es·, 
isto é: " 

(ü + v)d =~d + vd .. 

Com efeito, sendo 

u= B-A,v·= C-B, tem-seo i!d = Ba-:Ad' 'Vd = Cd-Bd e,. 

nortanto~ ud + ~d = (Bd-Ad) + (Ca:-Bd)= Cd-Ad = (ii +v)a 
Podemos então dizer. qué!:.....~E:~ão de 'orojecção é dis~-' 
\!'.l.~i..va a resneito da ~dição de vectores" 

Chega-se a conclusõesnerfeitQmente análoga~uara os 



outros conceitos de "rojecção (sôbre uma rectaJsegundo 
a direcção duma recta e sê'hre uma recta Segundo a ori
entação dum "lano) 

Módulo dum vector - Cha'lJla-se mÓdulo dum vector u, e re
uresenta-se "or \úl ou nor moa ü, o nÚmero que ex"rime 
o com"rimento do vector,. uma vez fixada uma unidade de 
com"rimento~Dados dois-nontos A,B, o mÓdulo do vector 
B-A, será rã"resentado wr I B-A~:Y;lOr, IlB I ou sim"Plesmen
te nor IAB I ., 

~hlti !>licação dum veotor nor um esoalar - Chama-se llro-
.. #J " 

duto dum vector u "or um munero real â ao vector cujo 
comprimento ê o nroduto do mÓdulo da â "elo oonrorimeil
to de u, cuja di!"eoção é a de li a oujo sentido é o de 
ii ou o sentido (roosto aodail, conforme §.- é "ositivo ou 
negativo" O 'Droduto da 11 nor ü re-oresenta-se 1)0%-' ali ., 

Por conseguinte Q vector aü tem: 
1) a direcção de ü ; ,,' 
2) o sentido de U ou o contrário oonforme ã é 'DOsitivo 

ou negativo; 
3) o mÓdulo- la ii I = la1.1u I .. 

(convém notar que, no eattldo'dos vecto'rea, os númeroS 
reai s costu.rnSJn sar chamados escalares.) .. 

Em "articular, o veotor e -1) li será o vector com 
a mesma direcção e o mesmo conrorimento de u, mas ~om 
sentido' contrário ao de u; chama-s~-lhesimétrico de' jl 

. . ' ' ' 

e re'Presenta-se- "or -u .. Imediatamente se: rec.onheça que 

.u+ (-ti) = O 

A mUltinlicação da', vectores. poraacalares a"resenta 
as. aeguintes: "ro'Ori edades: 

I a eh ii) = (ab) \i-- , 
II (a + ,,) ii = a li ... b' tt , 

III à (tt ... v) .... -=au+av, 

designando "or a, b números 'reais quaisquer e l:lor il,'f 
411 .'. "*. véctorea tambem ar1:l1 trar10So 

'~.,G. 212 v fo23 



Façamos, ,'Dor exemnlo, a demonstração daÚl tima nro
nriedade., Seja: 

B' = A + a ii O' = B' + a v 
e comecemos nor Bu:oor a> O (1 a figura) " OOnio c l 

A 

IAB'I =' IB'O" 
lAB\\BC\ 

oe' 

... 
v 

t os 'Dantos A, O e O' têm de estar 

sÔhre a mesma recta (em virtude- do' re_c! nroco do teorema 
de Thales:), e então : 

donde 
e como 

fAO" ' lAB ,( 
-'-.-- = =a 
\Ao \ \Jm1 ' 

O' - *'" = a (G-A) = a (u + 1) 
." ..,' ..... 
o' - A=a u + av' ,vem 

a (ii + ~) = a ir + a ~ 

< Esti vemos a su.'OOr a> O; no caso de s.-e-r a <O; o racio-
~ ,"' ,-.~~. # "'. . . . .. 

cimo seria analogo, coino se reconhece nela segunda fi-
gumo -

Vejamos agora como -se- ComoOrta em, 'Orojecção o '01'0*' 

duto dum. vectorl>or um. escalar" Oonside=remos um. 'Dlano 
- . C ' o(. , uma rectadnão nara-

\ ,~ 

\ lela a c( -, UlÍl vector u e , 
\ um eacalar·.,ã" Oomecemos ror 
" suoor til <:. O o !medi atamente 

'. \ \se reool:mece nela figura, 
~~----~--------~~ , .. \ utilizan,do o teorema de 

" _~ü:.J~~~~_tr_'V-=-_--~. Thale1'<-~ que é : -'..e- - '"ti ~ 

J5c1 A.,J (a md = a ud e 



A conclusão será a mesma. su"Oondo a:> O .. 

Diferença entre deis vectores - Dados dois vectores 'quais
quer, u, -:(f, é sempre -ooss!vel determinar um e Qll1 só veo
tor ~ tal que : - ~ -v+x:::u .. 

Com efeito, somando a ambos os membros des=ta igualda-..,. , 

de o vector -v vira : 

ou seja 
v + x+ (-'V) ::: li +. (. =V) 

-- ~ ( .. ) x = u + -v .. 
A êste vector ~ chama-se diferença entre o'vector~' 

..." .. '-;o. e o vector v o 'Re-oresenta-lo-emos sir!1'ÇÜ.esmente -oor u-v .. 

Di vi são de um vector ror um escalar - Chàma-secociente 
dum vector ü por úm número real,ã, e re-presenta-se por 

1, ,ao vector' 1. ii , a a·, 

que se obtem do primeiro multiplioando-o ~lo inverso d~ ~o 

Colinearidade e co'Ol.anaridade - .Diz~se que cioia ou mais 
vectores são colineares quando têm a meSlna direcção, isto 
é, quandO pOdem Ser re'Dresentados sÔbre uma mesma, recta" 
Em "Omicular o vector nulo será colinear com qualquer 
vectore 

Da "Oró-oria definição de "Oroduto dum vector -oor Qll1 es· 
calar rã sul ta que : 

"0 'Produto dum vector -a -oor um escalar k é sem'Dre um 
veotor oolinear oom Ü ',," 

~or outro lado tem-se o seguinte 
Teorema: "Se dois vectores.;u e 'f são colineares:, e o se
gundo ~ão é nulo, é -oossivel'determinar um e um sÓllÚme-
ro real k tal que ti::: k ~ e" , 

, '.GiL 
Com efeito, basta tomar \ leI::: I v I e atribuir a k, o' 

sinal + ou - Gonforme U e v têm ou não o mesmo sentido" 
A êste nÚmero k dá-se 6 nome'de rázão entre os vecto-

res u, 'v e escreve-se k =$,,, (3 -oreoiso, não "erds!' 

de vista que só -oode falar-se de razão er..tre dois vecto·' 
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_ res iI, v, quando êstes forem colineares ev f: õ) o 

Diz-se ,que "um vector 'ii écorn'binação linear dos vec
tores UI; -\12' ,o, o 0' un quando exi stam n núnleros reei s 
kl , k2' .... "kn , tais que:" , ' 

- - -- --u = klu1+ k2u 2 + 000 + knun" 

Di z-se que três ou mais vectores são cO"lanares 
quando são re~resentáveis norsegmentos orientados dum 
mesmo "Olano .. ]}m ~articular se dois vectores ü, v são 0.0-

linearês, qualquer outro vector W'é coulanar com os "ri-
meiros" ' 

,Da:defipiçãQse ,s,omade vectores e de 'Produto dum 
vector 'OOrum escal"l:\r ,resulta imediél,tarnente que: 

" , ', ~" N ' ' 

"Todo o vector w que seja combinàçao linear de dois 
vectores \\ , ~ é co';la.mr,comu e ~ oR ' 

Por outro lado, temes e o' seguin.te : 
~ IA ...... -. ,." 

Teorema : ·Se tres vectores u, v e w sao conlanares e 
os dois '~rimeiros não são ~olineares, o terceiro é uma 
com,.,inação linear d~ i! ,~to II , 

Demo: SU'Donhamos que 'ti, ,v:; \1 são coulanares e que u, v 
,." ,,.,.' _" • J ,,' N" .' .... --. __ : 

naó saó coliI)eares .. Enta.o, os vectores: u, v ,'w 'Podem 
ser re'Dresentados 'Por. se@nentos orientados do mesmo '!Jla
no; sU'PonlÍamo-los:renresentádos resi:iectivamente 'Pelos 

, " - ~ ........ '# 

segmentos poA. PQB, FoC de origem co~m Fo; isto e : 
'~ 

c" "--
/ --... 

/ 

, 
/ 

r 

- - , 
A ct--

ter-se-á então : 

(1) 

, , 

u= A-Po , -::t =B~Po ' -; = C-Po 

Como u evnãósão coli
neare s, as rectas'P 0-13 e P oÀ 
nãó são'Daralelaso Seja O' 
anrojecção de Csôbre PqA, 
naralelament~ a POB, e seja 
CR a 'Projecção de C sÔbre 
POB, reralelamente a PqA; 

Ora c'-p .. é colinear com A-Po e C"_PO é colinear com 
B-Po ; além disso, A-Po. l=l-Ponão são nuJ.'os; logo, em vir-



- t tude do teorema anterior, sera ~oss~ve1 determinar dois 
nÚmeros «. e (jtais 'lue : 

Substi tuindo êstes valores em (1),' vem: 

C - Po 7'Q{(A - Po) +~CB - Po) 
isto é: ....... -- ... w= «. u + {3 v 

o que significa que w é ama. com'1Jinação linear doa veeto· 
res'tl e v,. Clneod o 

O teorema anterior pode ser comnletado com êste ou
tro: 

"Sendo Ü, V, w co'Olanares e ü, v não colineares, eXis
te um úni co' si stema de' D.Ú.rneros reais ~ , (3tai s que 

ü=«.u+ ~v ,," 
Com efeito, consideremos dois sistemas (0<..,(3), (0(./, (3') 

em tafs cond~ções; te~se-á : 

donde: 

viria: 

-+ . - /1,- I~ 1-
i'l'=~U ... ·cv = o<. u + (3.v 

(o(.';' «.') ii + (~ _@') ~ = O o Ora se fôsse.« tf 'd.,' 

-- (3._(3 ... u=- V 
'!X - «.' 

e os vectores u, v seriam co1inea~s, contràriamente à 
hipóteseoA conclusão seria análoga su'Oondo (! tf~/o Então 
.deverá ser Cl= «', .(1=(3' " 

~ '.' Aos nÚmeros: o( ,(l dá-se o nome de comilon~ de Vi 
, ..... 

segundo u e v .. 
Tem-se ainda o seguinte: 

'. ~ ~ ~ N 
~~:. Dados tres: vectoreau, v, .T1, nao cO'P1anares, 
quaI"qué'rvector ~ . do ea"aço é com'1Jinação linear dos três:. 
primeiros" .. . .' .. 

Com efeito, tomemos um '90nto Po qualquer do eSD8.ço 
"ara origem comu.l!l dos segmentos orientados !'e'Presentati-

d .... _ ......... -vos. os vecuores: u, . v, w, m, el>onhamos : 

(2) li = A-Po ' v = B";Po ' w = C-Po, m = P - Po o 

Posto isto, sejam P', P" , pu, as projecções de P, 
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prn 
".-------~ / /l 

/ I / t 
/ , / 

/ . O / I 

~ ----[:,:,::[P / I ":l I I 

I' po -1- --) 

~' ii A, / p' 

:.·~:-~)eoti vamente: sô'bre 
PoA naralelamente ao nlano 
OPoB, sÔbre PoB- paralelamen
te ao nlano OPoA e sÔbre PoC 
paralelamente ao 'Plano APt:J3 .. 
Seja por outro lado Pl a pro
jecção de P SÔ'bre o plano' 
APoB paralelamente a PoO .. 

I v', I / 
I / ',/. 

Então será: 
J~ _____ ~ 

P-PJ. = (pt-Po) + (pn_po)' 

P-P1 = pu, - po 
p. Pl 

e portanto: 

(3), P -:"Po = (pr_Po) + (PIf_PO) + (P"'-Po) o 

Visto que pr-po ' P"-Po ' P'ff_PO são colineares r!eS

'Pectivamente com A.-POi 13";Po ' C-Po, vectores êatesc não . 
r . . ." 

nulos, conclUl.mos que se podem detenninar tres: nuineros 
Q(., @ , ~ tais que: 

. " 

.p'-po=rJ(A.-Po,), pu·po =(3 (B-Po), P"'-Po = O.(C-Po) 

Entrando com ê~tes:' valores em (3) e atendendo ~ (2~ 
Vl.ra.: _ . -+ .... _ 

m = O( u + ~ v + O VI ; qoeod" 
A. êste teorema convêm acreSCentar o seguinte enuncia-

do: 
....... - ....... IV _ 

"Sendo os vectores u, v,w,nao COPlanarea, para cada 
vector m ensteum únioo sistema de" nú..'D.~ros reais C'.l(., (l, 
~J tais que . 

- - ..... 'J( .... n .m = «. u + t!. v + fi VI .. 

A demonstração é semelhante'à do cas.o nrecedente (no 
nlano) ~ Âos mmeros «-, ~ 'o dá":se o nome de~ COInwnentes 

~ . ~.+~ 

de 111 segundo ~s vectoTesou,:v,w ., 

B) ,;:rectas e 'Olanqs 

J!1.ffi!l?:ç,ão vectorial da rectEl; - Uma recta r fica defi 
rrl.da '!;lor quaisquer dois dos seus PO:1tos Po,Fl distintos" 



Po 
l.tal que: 

ou. seja: 
(1) 

'Pon"lio qualquer da recta, os VeC
tores P-Po e P1-Po são coli-

. ..... 
neares e P1-'Po FO; logo, e-
xistirá um e um só escalar 

P-Po == i\. (Pl -Po) 

I P = Po +:t(Pl-Po) 1 
"'='ecl'Orocamente, dando a.:\. U1')1 valor real qualquer, o 

-uonto P assim orytido é manifestamente um ponto·da rectao 

Por conseguinte quando À varia entre ·00 e +00 o o 'Oonto 
P descreve a recta ro Fica assim estabe1ecida,nor meio 
da tórmula (1), uma corres'Oondênciã. 'biun! voca entre os 
números reais .:t e os nontosPde ro 

Á (1) dá-se o :nome de equação vectorial da recta 
(À é o ·"arâmetro, P o "ÓOntosenérico da recta) e 

Pondo 'U = P1-P9 , à equação (1) toma oss'Oecto: 

P = Po ... ). ~ 
I 

Dêstemodo, 'S recta fica detinida "c;>r um seu oonto·Po 
- - - ~ e . ror u~ vector u AAO nulo com, a di recçao da rectao 

Equação vectorial do 'Olano - um "lano fica definido 
ror três' quaisquer dos seus -oontos, distintos e não co .. 
1inearese Sejam Po ; PJ., P2 êsses'OontoS'j sendo P u.1J1 ou· 

tro qUalquer nonto do 'Ola
no, os vectores: 

iI-Po ' P1-Po, P2-Po 

são conlanares; além di s· 
~ ___ ..... ___ J ao os vectoresP1."Po , 
~P2-Po não são eolineareso 

~------------------." Então, segundo o que roi 
atrás estabelecido, será oosstvel determinar Qm e um sd 
sistema de dois. números reais 1 ~tais que 

.p - Po = À (Pl-Po) +f(P2~Po) 
ou seja: 
( 2) I P= Po+Ã.CP1-Po) ... ~(P2-PO) I 
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Beci'Orocamente a cada sistema de valores reais atri~ 

buidos aÃ e f, corres'Oonde um e um só 'Donto P do ,,1 ano o 

Portanto quando Se fazem vari ar ..l e (A entre -00 e +00, 
de todas as maneiras ~óssiveis, Obtêm-se deste modo to
dos os pontos do 'Olanoe A igualdade (2) é, 'Dor isso, 
cltamada a equação v;ctorial do nlano d. (;t . ,~- 'Çlarâme
~; p .. ponto genericode <t ) 

Fica assim estabelecida uma corresnondência biuni
voca entre os "DOntos d~ '01800 e todos os 'Oares de nÚme
ros reais." 

PonC!.0 li = ~ -Po', '"f = P2-Po' a e~uação (2) toma o as
"MctO: 

"'1- ... 
P ::: Po" +AU + CA V " 

nêste modO o plano fica définido "DOr Q11lseu 'Donto . 
Poe 'Bor dois vectores ,u, v não éOlineares.,dêsse "lanoo 

Coordenadas dum. nonto' no e8'Oa9.o - Sú'OOnhamos fixados 
quatro pontos o,A,E,e não existentes In1..Tlnnesmo '01ano 

. - .. .... e ponhamos: 1= A-O, J = E-O, k = C-Oo Os vectores 
C i. j, 1t são não c01?lana-

,,---------;::r res; 'Dortanto, segundo o 
"," ",'" I que foi atrás estabe1eci-

~.:.- .. - -----<.p : do~ dado um 'POnto P qua!-
: ,'.,' I quer d.oesnaço, existirá 
1 ' um(e wn só)sistema de nú .. 
: O I '" A meros reais x, y, z tais 

: ,,,.,, que: . 

- - - - - - - - - -- P-O = x! + y j + z k 

I P =0 +x t +:3' j + z it 1 
i 

?eól-orocamente dados os ~~ros reais, x, y,. z, a ex'" 
'Pressão (3) define Q11l ''pOtno P de) espaço" 'Fic,a wis esta
he1ecida uma corres:oondência biuilfvé,ca. entTé os sistemas 
de três números reai:s e ,os pontos do es'Oaço" 

Diz-se que o 'DOnto O e 'os vectores '1. j, k consti
tue"1 um triedro de referência ou referencial cártesiano; 
t, j, it são oscha11lados vectores debasej os nQTJleros x, 
y, z dizem-se as coordenadas cartesianas do 'Oonto P no 
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referencial consideTado: x a absciasa, y a ordenada, z 
a ~~o As rectas OA, 03, OC orientadas, respectivamen
te segundo os sentidos dos vectoreS:. r, :r; k são os ~;.-. 
xog coordenado$l (OA o eixo das ~~~, OB o das 2!:::. 
ª~nadas e oe o das ~otas); os ~.anos OAB, OÃC, 03C di
zem-se Etanos ooordenados (respectivamente o plano xy, 
o plano xz e o plano yz). ' ... ' 

Por outro lado observemos que todo o veotoru do es
paço admi te. ~ (e uma. só) decomposição segundo os vec-

.... j -' , tores :1, , k, isto e: .. ..... ... -. 
U ::: Ux :1 + Uy J + Uz k 

sendo ux' 'Uy' Uz as compOnentes ou as ooordenada~ do 
veotor. \'i. ~o' referencial considerado (Ux a primeira oom
ponente, Uy: a segunda canponenta e Uz a tercei ra OOlU:ç>o-

nente) (> • • • 

Sendo P um ponto de, coordenadas x,y,z num. dado refe
renoial, esoreve-se abreV1adamente P=(x;y,z)"1>aráindi
car êsse faoto; ànàJ.ogamente se esoreve II = (Ux,uy'Uz) 
para. 'indioar que o ve.ctor li tem 'POr compónante$ Ux, Uy' • 
U z (subentendendo-se qual seja o, referencial) .. ' 

Dados dois veotores,u = (a,b,c) e v :::(a',bi,c'),fà
ciImente sereconheçeque: ' 

lu +v = (a+a' , b+b'~ c+~') j.' 
isto é: as comp&nentesdo,vectorsoma são aS sanas das 
cOID'Oonentes homologas' dos' vectores,'pe:rcelas c 

.. . ."! . . . . .... 

Anã10gamente se reconhece que dado um vector u = 
(a,b,c) e sendolo um escaiar qualquer se tem': ' 

lÃ Ü = (Àa, Ã,b, ÀC) I 
i sto é: as componentes do' 'Produto dum vector P2r um es
calar são'os'produtos de eada oomponente do vector por 
êsse escal~!:o 

. .( Para verificar êstes dois factos, basta escrever u 
1\;10 Go 20v f 24 
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e V sob a forma u = a 1. + b J + ck, v = a'1.+ b' J + c'k 
e aplicar as propriedades da adição de vectores e da mul
tiplicação de um vector por um esealer)e 

Convém ainda notar que se uma das componentes dum 
vector é nula, o vector ~ paralelo ao plano coordenado 
definido:peloseixos que não correspondem a essa campo· 
nente( e reclproc81uente) o Por exemPlo, o vector (3,-2,0) 
é paralelo ao 'planoxy visto ser nula a componente se
gundo o eixo doszz;enquanto o . vector (0,0,-5> é para
lelé a Oz, por serem nulas as duas. primeiras componen
tes~ 

Por sua vez o fact'o"de . ser nula uma das coordenadas 
dum ponto signifi.ca que êsse ponto está sôbre o plano 
coordenado ·definido pêlos dois eixos que não correspon
dem a eSsa àoordenada~ Por exemplo, () ponto (3,0,-5) es
tá sôbre o plano xz., o ponto (0.,2,0) está sôbi'e' o eixo 
dos yy, o ponto (0,0,0) é a origem, etco 
. . 

Vectôr depos1 cão -Fixada uma origem 0, chama-se vector 
depoS! ção dUm. Ponto P ao vect(.)r ii :::"P-O Ç).ue sanado cOm 

a origem. define P o ~"'i ce dêste modo 
estabelecida uma correspondência 
biwn vocáentre os Pontos e os vecto-

"",, .... . 
res do espaço, à qual se reflete Da. 

representaç~o' anaH.t~ oe.' de pontos e 
vectores: :.as coordenadé.s dum ponto 
são ás comPonente's do seu vector de . 

. .. #ii' .. 

1'OsJ.<;ao" . 
Condição cartesiana de colinearidadede dois vectores! 
Sej8lU osvectoresil=::(a,;b,c) e-~=<a';.b· ,e'); a condição 
de colÚlearidade, suposto.v I: Õ, é que' exiSta. um eacalar 
k tal que: __ ~ 

:u= k v ;. 

ora esta igualdade traduz-se nas três igualdades: esca
lares: 

(4) ·t:: ::: 
c = k c' , 

" isto e, a colinearidade traduz-se na proporcior~idade 



das cOIllPOnentes hOIllólogas~ .Se' a', b', c· forem todos di
ferentes de zero, podemos ~inda escrever: 

(7=+'=7-"1 
Para comodidade de exposição, costuma escrever-se 

estas igualdades mesmo na hipÓtese de um dos denomina
dores ser nulo, convencionapdo-se quê, neste casQ, o nu
merador correspondente ~ também nulo" . 

Podemos ainda dar outra fonna à condição de coline-
aridade de vectores: . 

Una vez verificadas as condi ções (4), os deteIminan-
tes, 

(5) la -ar I 
c c' Ib b' I 

c c' , 
são todos nulos (visto que uma das colunas é mÚltipla 
da outra). RecIprocamente •. se êstes deteIminantes são 
todos nulos, as equações (4) são t.odasV"erlficadas; com 
e f ei to, como ~ 1= (5' uma, pal o menos, das componente s. 

#"'. .. :. 

de ~ (ar t por exemplo) e diferente de zero e sendo. os de'- . 
tenninantes todos nulos tem-se : 

a b' - a' -b = O" .à .c' - a' c = O , 
donde 

b = ...!... b' 
a' 

ou se ja t faZendo 

a = k a' , 

, c = -.!... c' 
a' 

b = kb' , c = k c' o 

:lmtão: "condição necessária,; e suficiente de colinea
ridade dos dois vectores u, v é que·sejam simultâneamen
te nulos os três .. deteIminantes (5) "., 

~uações cartesianas d.a-recta - Vimos que a equação vec"
torial duma recta r definida por U~ ponto Po e por um 

.. IV· ~ 

vector u nao nu!~ e : 

p = Po + .:t u o 
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Se fôr p=(x,y,z) t Po(xo,yo,zo) , u=c~,b,c), esta 
equação vectorial traduz-se pelas três equações numéri
cas se~'Uintes: 

{
x::: Xo + a;l, 

y ::: Yo + b:t 

z=zo+oÁ 

que são as chamadas equaÇÕes paramétricas da recta (em 
coordenadas cartesianas)" 

Cano supomos 11 ~ Ô , pelo menos urna das cc:mponen
tes de II não será nula (seja, por exemplo, a./:O); então 
teremos: 

{
y-

z - Zo = ~ (x - xo) a 

que são as equ8QOeS cartesianas da recta (nas quais já. 
não interveur o parâmetro À) c 

. Se as três 'componentes a,b,o, forem difere:p.tes de 
zero, estas duas'equaçõésainda podem eserever~se: 

( 6) 
x - xo _ y - y tL. -= Z - Zo 

a b c 

No entanto, segundo a conirenção' que introduzimos a 
propÔ si to da colinearidaCl.e de vectores, oontinuaremos a 
escreVer as equações (6) meSl1lo na hipÓtese de um dos nú
meros a, b,c ser nulo" 1: claro quenêste caso o veotor 
tt (e portanto a recta r) é paralelo aum plano coordenado: 
ao plano xy sê .tôrc=O. ao' p).ano xz se fôr b=.O, ao plano 
yz se fôr 8.=0" Por axem:ru.o, as equaçÕes: 

x-2 y+l 
= =z 

3 O 
.' 

representam wna recta paralela ao plano xz e podem es-
craver-se : 

{. x - 2 = 3 z' 

y+l=O" 



Suponhamos agora que a recta é definida pelos pontos 
Po=<xo'Yo,zo) , l1.=<Xl'Yl'~); podemos pÔr li = 11 - 1'0 

e as equações (6) tomam a forma: 

x - Xo Y - yo z - zo 
--.-.;;;;- = = 
xl - X o Yl" :J o Z:L - Zo 

que são as equa.ções da rec"Ga que passa pelos pontos Po 
e l1. o Estas equações tradluzeIll a condição de colineari,. 
dade dos pontos 1'0' llP .. 

Eg,uação cartesiça do 'Plano: Já vimos que dado um 

plano o(. definido por um seu ponto Po=<xo,yo,zo} e dois 
seus vectores não colineares ü:::(a,b,c). V'={a' ,b' ,e'), 

(7) 

a equação vectorial do plano 
~ 

e: 

1 -- -P = 1'0 + U + ~v .. 
Pondo p=(x,y,z), esta igual

dade vectorial será equivalen
te às três igualdades escalares 

{

X = Xo + l. a + (4a; 

y = yo +~ b + t'- b' 

z = Zo + ~ c + f.4 e' 
N _ ~. 

que sao as equaçoes parametncas do plano' cI. em coorde-
nadas cartesianas, 

Podemos eliminar :t e f4 entre estas três., equações" 
Para isso observemos que o detenninante 

Ix : X o 

a' 

y .. Yo 

b 

b' 

z - Zo 
c 

c' 

~ nulo desde que sejam verificadas as ~quações (7) por
que então a· sva primeira linha é cOmbinação linear daa 
outras duas., Portanto, igualando êste determinante a zero, 
obtem-se a equação em x,y;z que resulta de eliminar l., 
("'- entre as equações (7) o Desenvolvendo o detenninante 



190 -
segundo os elementos, da primeira linha e pondo: 

A = Ib a I 
b' a' 

B = -I's e I 
a' a' 

C =Ia 
a' 

o plano~ passará a ser definido pela equação cartesiana: 

( 8) 

Como, por hipÓtese, os vectores 1! e v não são aoli
neares, uni,Pélo luenos, dos números A, B, C será dife-
rente de zero., 

Se O Pla.no, estiver definido por três pontos Po~Xo' 
YO;Zo), F:t={Xl'Yl,Zl), Pz={ x2'Y2,z2)' pondo li = 11.-Po' 
v=P2-Po , as aanponentes de Ü e de v serão respectiva

mente: 
a = Xl - Xo a' = x2 .. Xo 

b = Yl'- Yo e b' = Y2 - ~o 

c ='zi - Zo c' := z2 - Zo 

e a equação cartesiana do plano que. passa pelos tI"ês 
pontos Po ' P1 f 1'2' será : 

x ... Xo Y -Yo 
z -~ 1 = O 

Xl- Xo Yl- :to ,.- Zo 

X2-Xo , Y2- Yo ~- Zo. 

~Aequação (8) pode ainda e.screver-se sob a forma 

AX+By+Cz+~:=O 

pondo D = - A Xo - B Yo - CZo o 

Portanto: a equação cartesiana dum plano é da fonna 
(9), COiU A, B, C não simultâneamente nulos, 

Vamos ver que, reciprocamente, dados ao arbitrio A, 
B,d C, D, com A,B,O não ~i11rul tâneamente nulos, a equação 
11) representa um plano o 

'Designemos por ..n. o lugar geo~trico dos pontos do 
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espaço, cujas coordenadas::;,y,z verific&-n. a equação (9) .. 
Trata-se de provar que ..n. e um plano. 

Seja, por exemplo OFO; a equação (9) pode então ea~ 
creve~se 

(10) z=m.x+ny+p -A com. m = - , 
C, 

. -B 
n=-

C 

Ora para x=O; y=O, vem z=p; 'para x=l, y=0, vem 
z = m+p para x=O, y=l, vem z = p +n • Portanto ospon
tos 

Po-=< O,O,p), l'l. =( 1 , 0, p+Il1) , P~O,l,p+n) 

pertencem a.Q..; por outro lado é fácil, ver que os vecto-

res lJ. - Po :;:: (1,O,m) P2 -Po::: (0,1 ,n) 

não são colineareso A equação do plano que passa por Po' 
II .... 

PI' P2' sera. entao : 

x 

1 

O 

y 

° 1 

z-p = ° 
Il1 

n 

ou seja. desenvolvendo segundo os elementos da primeira. 
'linha: 

- l.iJX," ny + z - P = ° 
ou ainda: 

z=mx+ny+p, 

que é a equação deJl " Fica assi~ provado, como preten
d1amos, que ..n. éum plano~' À meSma conclusão chegariamos 
supondo A:::fi 0, ou B:::fi O' o 

Suponhamos k=O e C~O. Entã9 a equação (9) torna-se:: 

By+ (J ~ +D'= ° 
e a equação (10) resulta! 

z = y + p " 

Nêstecaso, o vector l1. -Po = (1 ,O,m), ficará a ter 

por componentes 1, 0, ° e será então.paralelo ao eixo dos 
xx: o mesmo acontecerá portanto ao plano 

Dum. modo geral: 9,uando fal. ta um dos temos na egua-
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ção (9) t esta representa um :plano paralelo ao eixo cor
reapondente (ao eixo dos xx, ··se A=O; ao eixo dos yy, se 
B=Õ;~o eixo dos zz, ~ C=O) o Q.uando fal tem doi s 'I:;erm~ 
o plano é paralelo ão plano coordenado definido pelosei-
xos correspondentes ó . . 

Em particular %=0; y=0 e 7>=0 são as equações 
dos planos coordenados o 

Intersecção de planos : Consideremos os planos de equa- ~ ... 
ções: 

(11) { AX+BY+CZ+D=O 

.A.'x + B'y + C~z + D'=O ; 

os pontos comuns aos dois planos (seexi atirem) serão 
os pontos cujas coordenadàs x,y,z, sati·sfazem simultâ
neamente às duas equações. Trata.-se pois de· fazer o es
tudo do sistema (11); para isso consideremos os deter-r 
minantes : 

Se êstes- deteiminantes não tôremsinnultâneamente nu
los podemostanar Ulll dêles cano principal e . visto que não 
há. detenninantes. caracter! sti cos (pernão haver equaçÕes 
não principaiS) as equações são compatíveis - o sistema 
admi te uma simples. infinidade de solu.ções - Se, por exem
plo, o 3Q detenninante não fôr nulo, podemos resolver o 
sistema em ordem a y ez, obtendo : 

'y=mx+p 

tz:nx+q 

que são as equações duma recta intersecção dos dois pla
~ (uma recta no espaço pode ser representada de infini
tos modos, dando as'equações de dois quaisquer planos 
que por ela passem) e 

Se todos os determinantes são nulos, isto é. se : 

A B C -----=-c-
A' B' C' , 



para qUe O sistema seja poss1 vel (supondo, por eXSinpl~, 
A F O) terá 4~ser nulo o caracteristico: 

D't Df 
isto é : A D -=-

A' Df 

P . ' f' 1 ortanto o s1stema e poss1ve e tem uma dupla in~i-
nidade de soluçÕes, quando : 

A _ B _ C _ D ~ 

------- , 
A' B' C' D' 

mas~ nestas condiçõeS, os coeficientes homólogos da,s~ 
duas equações são proporcionais, as soluções duma são 
soluções da outra e portanto os planos são coincidentes n 

Então : 
"Condição necessária e suficiente para que dois pla-

nos sejam coincidentes é que os coeficientes ' " 
'homólogos das duas equações sejam propor

cionais"~ 

Se o caracterÍstico I!, ~,I é diferente de zero,o 

sistema é imposs{vel, o que significa que não há nenhum 
ponto comum aos dOis planos: êstes são, portanto, ,para
lelos e distintos o 

Condição caracterÍstica de paralelismo dosdois planos 
illl é pois: 

A _ B _ C ....... --...--
A' B' C' 

Daqui Se deduz ainda o seguinte: A equação do plano 
que passa por,um dado ponto 'l1.(xl ,Y,t,Zl) e é paralelo ao 
P1ano A x + B y + O Z + D = O, será : 

A (x-xl) + B (Y-Yl) + C (Z-Zl) =0 " 

Intersecção de três-:: planos - Sejam. os planos de' equa-... 
çoes: 

(12) 
Ax+By+Cz+D=O 

A'x + B'y + C'Z + Df= O 
A"x + B"y + C"z + D"= O 



Suponhamos em primeiro lugar que o detenninante 

IA B C 
6= A' B' c'ê diferente de zero; trata-se neste caso 

A" B" C" 
dum sistema. de Cr~r (poss!ve1 e détenninado), portan
to o sistema (12) tem uma só solução: os três planos têm 
um único ponto comum" . . .. . 

Se fôsse Â = O, tinhamos de levar mais longe a ana
li se, fazendo o estudo do sistema (12); pod!am então 
surgir-nos os casos seguintes : 

Sistema passivel e simplesmente ln
dete:nninado: os três planos cortam.
-se segundo uma recta (detenninante 
princi pa1 de segunda ordem, caracteA 

r!stlco nuloL 

Si stema impossl ve1: três pIá
nos paralelos a uma direcção 
(detenninante principal de se

,gunda ordem, característico 
diferente de zero)~ 

. Sistema poss! ve1 e duplamente in
detenninado: três planos coinci-

. dentes (dete:rmi.nante prinei pal de 
pr:·.:~,:;i.l.:.a ordem e· os dois caracte-
r! sti cos nuloS) o . 

Sistema imposs!:vel: dois planos 
coincidentes e o 3g paralelo aos 
állteri ore 13 (detenninante princi 'l;)al 
de i a ordem, um caracter! ati cO nu-
lo e o outro diferente de zero) e 

Sistema imposs! ve1: 3 planos "9flrale
los (dàtenninante principal de pri
meira o.roem e os dois caracterlsticos 

. diferentes de zero)o . 

Intersecção. duma recta com 1.1,.1'11 p1 ano - Como vimos, as eClua
ções cartesianas dmna r~cta no espaço são as equações de 



dois planos que nela se cruzamG Dêste modo, achar a in
tersecção duma recta com um. plano -equivale a achar a in
tersecção de 3 planos: somos assim conduzidos ao proble
ma anteriorn 

Contudo, se a recta não é defi!Íida Pelas equaçÕes 
cartesianas, podemos proceder doutro modo; a~sim, por, e
xemplo, se o plano é dado pela e~?ação 'cartesiana: 

Âlt+By+Cz+D=O 

e a recta é dada pelas equaçaes paramétricas : 

I x = Xo + aÃ 
(13) , 'y = yo + b.l.. 

. z = Zo + cÀ 

podemos entrar com. êstes valores de Xi y, z na equação 
do plano obtendo: 

A (Xo+aÀ) ... B (Yo+bÃ) + C (Bo+cÀ) + D= O, o.; 

e detenninar,.t de modo que esta igualdade seja verifica
da, o que dá': 

.À = _ A Xô -+- B Yo + C Zo ... D ; 

AatBb+Cc 

entrando caD. êste valor de l em (13), teremos as coorde
nadas x, y, z do ponto de intel:-secção da recta com o pla-

Se Aa + Bb + Cc = O eo numerador da tracção é di
ferente de zero; nãó há valor de l. tinit'o: a recta é pa-

. . ' ~ 

raleIa ao plano., Se Aa'" Bb + Cc = O e o numerador e 
tamb:m igual ~ zero, qua1qu~r valor de ::to satisfaz: ~" 
re'cta eXiste no plano~ .' . . . 

Concluímos assim: que a conô.1ção de -oaralêlismo entre 
# o • 

a recta e o p1~o e : 

IAa+Bb+cc=o! 

Parelelismo de duas rectas.- A condição de paralelismo 

das rectas : 



{'x:xo+al 

r:: t Y = Yo + b À 
_ z :;;:zo + c À 

{

X:;;: x~ + a' l"-
a ;: Y :;;: Y~ + b' r-

z :;;: z~ + c' f-
é a coDdição decolinearidade dos vectoreS ü={a,b,c) , 

v=<a f ,b' ,e'), a qual, como já vimos é : 

a b c -=-----=-
a' b' c' 

Daqui Se deduz o seguinte: As equaçÕes da recta qu.e 
-oassa 'Por um dado ponto (Xl 'Yl'~) e ê paralela â recta 
r a~: ' ' 

z,- ZJ. 
= = 

a b 

Nota: Q,uando uma recta está definida por duas equaçÕes -cartesianas da forma : 

sendo, 

I A X,+ B y + a z + D= o 
AfX +,~,'y + a'z + Df= o 

por exemplo 
a 11:- o 
a' ,1 

P.Odem obter-se equaçÕes paramétricas da recta. começando 
por resolver osi s~ema ,em ordem a y e a z.. Sejam 

y =.lÍ1 x + p , 
". -'-. . ,," .~ ...." "til: • Ao 

as equaçoes obtidas .. Agora bastara tOOlar xparaparame
tro;as equaç&,s paramétricas serão: ' . '. . 

'~ :;;: '1 , , y = p + mÁ. , z= q + n~ .. 

A recta passa pois pelo pontoPs( O,p,q) e tem a direcção 
do vector u={l,m,n) .. 

Equ~ção do plano que passa por uma recta e por um põ::llo 
situado fora dela - Seja o ponto P:I.={Xl'Yl';') e a recta 



de equaçães : 

\

x = Xo + a 1. 
y = Yo + b 4 
z = Zo + c li 

O plano que passa por ll. e por r pode ser definido 
pelo ponto Po e pelos vectores Pr -Po e li=( a,b,c), visto 
êstes dois vectores náo serem col~neares (por hipÓtese 
Pi não pertence a r) .. Como as coordenadas do vector 

P:L -Po são xl""Xo ' Yl-Yo' ZJ. -zo" a equação do plano pode 
ser escrita sob a tor.ma : 

. • a 

desenvolvendo o detemiumteobtiDhamos a equação do pla
no sob.a ·torma·habitual c 

C) Problemas métricos 

lngulodedois vectores .. -Entende-se. por ângulo dosvec
tores t, "f, e, represeI).ta~se por (tt, v), o ângulo de duas 
semi-rectas de' origemcomwh. que tenham a direc~o e o 
sentido dos vectores dados .. ,s.'. um dós vectores. e nulo, 
o ângulo consi4era-se indetexminadoe 

ÃDgulo dum vector ir com uma recta orie.Tl.tada r é o ângu..; 
lo de ii com úm vector não nulo que tenha a di recção e o 
sentido de r.. . 

Vector unitário étociô o vector de módulo igual a 1. 

Chama-se versor dum vector não DUloe representa-se por 
vera u, o ve~tor unitário que tem a direcção e o senti-
do de u; iato é : . __ ...... ___ _ 

..... 
vera U =..JL 

\ü 1 
C # # 

omponenteort~~al dum vector segundo um e~ e o mo-
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d~o da projecção ortogonal do vector sôbre êsse eixo, 
com o sinal + ou - consoante a referida, pro'jecção e o 
eixo têm o mesmo sentido ou sentidos opostos., 

... "o 

~.o .. 

• 

.... 
~ • I 

I; 
~~ ___________ ~~.~!~,~,_.~. ~~~t4._.~_~_~ ______ -'~_ 

u p . u~ 

Observando as figuras, vemos que, em qualquer caso, a 
componente. dó vector II sôbre. o eixo r- é igual a \ 1!)cos 9, 
sendo 9 o. ãngulo .do vector c~ o eixoa . . 

J-Iultiplicação interna: Chama-se produtó interno ou pro
duto es:calar dos vectores li e 'fJ ao escalar definido por: 

/(1.4) Ittl- fV'\ c~s (ú,v) , 

'DÚmero-êste que se representa por u l v (ler 03 lnter
• no VIf) ,,'" 

O conceito matemático de produto' .interno p~ém do ... 
conceito tisico de' trabalho.. Consicieremos uma tôrça f 

A 15 '. . constante • di recção, sentido 
.~~ ."' .... , oe intensidàde, que.dealoque a 

\7 unidade 'de ·lilassa de Um ponto A 
F • a outtb ponto Bsôbrea recta . 

.....,. ÃB; então, desigDando pore '0. 
o ..... 

ângulo de f' éga.B-A, o trabalào 
executado pela f'ôrça será: . 

':W=.".11l~I~-ir ~s 9·:: .. 1.1-c~~~)o 
Segunda defini cão de· produto intemo- Consi'deremOs Um· 
eixo 'r e umvéctórlr .. DeSignando por: à v,c.to~ ~~~o 

. .. .. ~ '. ; .. com.adirecçãoe sentido . .de r,. 
• : ~ ';::-::'L~.:.. ~:... __ . ,,~ -'é'c1aro que o ãnguio.e de:'U COII1 

": _ . . : '. . r ê iguai ao âDgw.o (1!,~) e por-
e I .'''tailto a' cciniponente ortogonal de 

) I. . 

. ü· segundo 
lu l-cos 9= llt t_cos.(u,~) 

JC #' 

r'sera :. ... \ ... := u· e .. 



Consideremos agora dois vectores u, ~ quaisquer e .. - .-ponhamos e = vers v; ter-~-a : 

ui v = 1i!(.IV'I·cos (ü,~) = Ivl \\üj.cos (ú,ê)J ' 
isto é~ o J>rodut-o i'b.terno de ti ;por v é igual ao produto . .... ... 
do modulo de v pela canponente ortogonal de u segundo 
um eixo com a direcção e o sentido dev (ou viae-vere,!!) ~ 
Temos assim uma.segunda definição de produto interno n 

Caso parti cul ar importante : 

ti \ ti = l1i\.\ú\ cos(ú',ü) = 1 -u1 2 ; 

POr palavras: o produto interno dwn vector por si mesmo 
ê igual ao quadrado do módulo do vectorn PodemOs então 
escrever: 

Propriedades do produto interno : 
I - Anulamento - ~a prÓpria definição se conclue que o 
J.l;"·'~Uto interno so pode ser nulo quando um dos vectores 
fôr nulo ou quando os dois vectores: forem perpendicula
reS entre s~; portanto: 

'Condição de ortogonalidàde de dois' vectores não nulos 
é o anulamento do seu produto interno".. '. 

II - Comutatividade - Tem-~: ii I v = vi ir, como resul
ta imediatamente da definição. 

III - Distributividade a respeito da adição.- Tem-se: 

• .. 
I. 
o 

(Üi+U2>t v = Ullv + u21V' 
Basta atender à segunda de

fini ção de produto interno e 
observar que projectando ortogo-- - .. nal.mente os vectoreS": ul' u2 so-
bre uma recta com a direcção e 
o sentido de v, a projecção da . 

......;'" N.....:ar.. ..... 
soma ul + u2 e igual a soma das projecçoes de ul e u2 .. 

IV -dQ.uando se multiplica um dos factores por u.m escalar 
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o nroduto interno vem mu1 tiplicado por êsse escalar", . . ~ 

~sto e: 
o 

Expressão cartesian~ do produto interno - SuponhaIJlOS fi
xado um. referencial cartesi ano (O, "1, "1, k); se fôr 
ü=( a,b,c), 'V=( a' ,b' ,c') nêste referencial, tem-sé: 

11' =a1' + bj + c k 
::; = a'! + b'r + c'k 

. ~ e a):Ü.icando as propriedades do produto interno Vl.ra.: 

uI v = aa' (11 t) '+ bb' (jI1) + ,cc' (ilk) + (ab' + a'b)(T{j) 

+ (ac' + afc) (!lk) + (bc' + b'c) (j(k) o 

expressão esta que nos penDi te calcular o produto interno 
d ....""'" . --.. e u por v, conhec~das as componentes dos vectores u,v, 

,. , . .. .... ~ .. 
os modulos dos vectores de base ~ ~ J, K e os angulos que 
êstea,for.mam entresi o 

:Em Particular se eis' tres vectores de base foram uni
tários ~ perpendiculares entre si o referencial diz-se 
orto-nonnal e Nêste caso (que é o mei s frequente na prá
tica), tem-se 

11 ..... -, .... ' -\-~ =:= J J =:= k k =:= l' 

... {""" .. ,- ... \-
lo J = lo\ k = J k = O 

e então vi rã. simplesmente ': . . . .... . 

I ú\:t = aa'+ bb' + ce' I 
que é a expressão cartesiana do produto interno em referen
cial orto-normal, ou, com~ taml?~ se diz, em coordenadas 
cartesianas rectangulareso . 

;',b:l.ulo dum. vector' em coordenadas cartesianas rectangula
'~I ~ r~s: - Seja o vector u=( a,b,c); como se temi u -::::, ulu, 

vJ.ra: IJti I = v' a2 + b2~ I 
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.?2d. 
(.Anàlogamente se deduzia a expressão d.o módulo em. coor
denadas cartesianas quaisquer, utilizãnd.o a expressão 
que obtivemos para o produto interno)o 

Distância de dois pontos:> em cQordenadas cartesianas 
rectangulare...§. : Sejam os pontos PJ.=(xl'YH~)' P2=(x2, 

'Y2,z2); a sua. distância será o módulo do vectorP:t-P2 

o qual tem por compónentes xl-x2' Yl-Y2' ~-z2; por con
seguinte a distância. será: 

(.An8J,ogamente se deduzia a expressão da distância em . 
coordenadas cartesi aDaS" quai sqo.er) .. 

Ângulo de dois vectores - Sejam os vectores ii=( a,b,c), 

V={ a' , b' , c') n Da exnressão do produto interno vem: 

CQS (ü,l).= ulv, 
.' \i!'~ Iv\ 

e portanto, tratando-se dum referencial cartesiano oto
-no:rmal; 

cos (ü,"f)-. . aa' + bb' + cc' 
.la2 + b2 +.c2 {a,2+ b,2+ c,2 

Em parlicular,répresentando·poro<., (3, I os ângulos 
do vector l!::( a,b,c) com os eixos coordenados, isto é, 
os â.Dgulos do vector l! com os vectores de base, !=(l,O:,O) 
-+ '. ... ... " .'1' ".' 

J~O,l,O), k==(O,O,l), vira,: 

cos ~= a 

Va2 .+ b2 + c2 

·b 
cos I? = 

la2 + b2 + 02 

c 
cos 1 = 

/a2 + b2 + c2 

MeGo 22 V f 26 
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A cos «.., cos (3, cos 1 dá··se o nome de cOS_enos directo
res da direcção do vectoru o 

Q;!.l.adrando e somando estas igualdades obtem~·se: 

cos2Q(.. + C082 (3 . + cos2 O = 1 ; 

os cosenos directores são pois as componentes do vector 
unitário que tem' a di'recção e o· sentido de ~ (oversor 
de m; logo: 

vera u :: (cos ~,cos ~, cos o) 
(Allà!ogamellte se dequzia a ex pre ssâo do ângulo Cle 

dois vectorea em coordenadascartesi.anas quaisquer)., 

Ângulo de duas rectas - Conside~os as duas rectaade 
equaçÕes : 

x-xo _ Y-Yo _ ~ 
a - b -·c 

x-xb y-y' ·Z,-Z,6 ___ = --2. =_ 

, 

a' h'. c'. ,! 

e ponhamos ""ti=< a, b , c) -, -;::( a', b;, o') o o ângul Oi:' das duas 
rectas será igual ao ângulo de ü com -:; (se êste tôr a
gudo) ou aó seu suPleÍneIitar (se o' ângulo (ü,v) tôr obtu
so); ~rtanto,#rep~s?nt~o por 9 o ângulo das duas 
rectas ter-se"a eDlrefe:rencial·orto-nonnal:' 

as' + bb' + cc' ·cos. 9==· ; . . " 
\I a 2+b2+ c2 Va .2+h" 2+0 ' 2 

'. , , " , 

gondi çâôde ort~onaliClade •. (elll ràferenci al orte-norma!): 
Como vimos, condição necessáriâe'Surtciente :para 'que dois 
vectores não nulos sejàm perpendiculares é que o seu pro
Cluto interno seja nulo., Portanto,;-em coordenadas rectangu
lares, a condição de or,togonalidadedos vectores.- ú=C a, b, o) 
"'-.1 ) # v'""\ a' ,b' ,c' e: 

{ aá"+hb'f+'cc' =0 I 
O ffiemuo se deduz, da expressão que dá o ângulo dos 

vectores (pondo cos e = o) o .. 



Vector normal a ut'n ... E..1ang - Seja ,o plano cI.. de equação 
J..x .,. By + Cz + D = O" Considerando um ponto Po=(xo'Yo' 
zo) pertencente ao plano, a equação pode escrever-se: 

(1) A (x-xo) + B( y-Yo) + C (z-Zo) = O; -- -então, pondo P=(x,y,z) e U={A,B,C}, a igualdade (1) ex-
prime que o vectorÜ é normal ao vector P-Po e, como P 
é um ponto ar9itrário do Plano, segue-se que o vector 
Ü ê normal ao plano (visto Ser perpendicular a qualquer 
vector do pleno) " Em conclusão: o vector que tem por 
componentes, respectivamente, os coef'icientes de x; y, 
z, na equação do plano é u-ru vector nonnal ao plano" 

Ângulo de dois planos -Dados os ~anos de equações : 

A x + B Y + C Z +. D =0 

A'x + B!y + C'z + D'= O 

e pondo U=CA,B,C), V=(A',B',C'), o ânguio f'oI!llado pe-,.. .. ...... 
los planos e igual. ao ãngliI,.o .dosvectores nomais U,V 
(se êstefôr agudo) ou ao seusuJ.)leDlentar (se êsse an
gulo fôrobtuso); portanto o ângulo a dos dois planos , 
e dado'por: 

/A.2+ B2 + 02 JA,2+B,2+c,2 
cos a = AA'+ BB' + CC' 

Daqui se deduz que a condição de ortogonalidade dos .. . 
d.ois planos e: 

AA' +BB' + CC' = O ( ref' o orto-noImSl) 

Ortogonalidade dll1Il.B: recta e dum plano - Seja a recta de 
equaçõés : 

x-Xp ' = Y.::JlR. = Z-Zg 
a b c 

. ~ . ~ 
e o plano de equaçao irx. + By + CZ::Oo A recta sera 
perpendicular ao plano se e só se f'ôr paralela a um 
vector perpendichlar ao planojora o vector ii'=(a,b,c) 
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.: 3m a direcção da recta, enquanto o vector U=(A,B,C) é 
no:rmal ao plano; logo a perpendicularidade entre a :rec
ta e o plano equivale ao paralelismo entre os vectores 
U, ~, o qual é expresso pelás'ig~aldades: 

Il .JL = .JL.= --'L I 
Á . ~ B ,C'! 

Problema: Conduzir pelo pontoPl=(xl;Yl';') uma recta, 

Perpendicular ao plano o{ de equação ).x + By + Cz + D =O~ 

A recta ficará definida 
pelo.ponto Pl e·pelo vector .... . 
U normal ao plano; por conse-

•. .".. . N quenCJ.aas suas eq,uaçoes se-
N 

rao: 
X-Xl Y-Yl z-zl .---=-=--

A B C 

lJl6Ulo duma· recta, com wn' plano .;;' Se ja a recta r de equa-

'" çoes a;. ,., 
e o plano de equaçao 

X"'XoY-Yo z-zo 
-=.~.==-a . b c 

l-cr. + By + Cz + D = O i 00."llO o veotor ii=( a, b, o) tem a di
!-acção da recta e o vector 

''''~=<A,B,C) é nor-nal ao pla
no, o ~~o da reota com 
o plano e compl~ntar do 
A + -ãngulo dos veotores u e U 

'. (se êste, rór agudo) ou do 
seu sumementar (se o ân
gulo (;t,U)'l'ôr obtuso) ; 
então, designando por a o 
ângulo 'der oom t;;I..., será: 

cos C~ .. e) = \ oos(~,u)\ isto é 

I' . , aA + bB + cC 

, sen a = J a2 + b2 + 02 V A 2 + B2 + C2 \ • 



Distfulcia dum p~n'Go a ",m plano - Consideremos o ponto 

PJ. ==< xl 'Yl' zú e o pha."1.0 o<. de egl,l.açãs> 

(1) .~ + By .+ Cz + D =0 o 

Se fôr Pc~(xo,Yo'zo) ~~ ponto do plano, a equação 
(1) pode escrever-se : 

( 2) A( x-xo) + B( y-Yo) -}o cC z-zo) =.0 o 

"P, 
~---I'------r 

Sé projectal1llOs o vector Pl-l'o 

sôbre anonnal ao plano que pas
sa por 1'1'. obtemos' o vector 
1'140 cujo módulo é precisamen
te a. distância d de. 1'1 a <X ; mas 
esta projecção é, a~ valor abso
luto, iguaj. ao produto interno 
de lJ. -1'0 pelo versor de 11 0{1., 

isto é: 
d ;:: mod [( P1 -Po) 1 vers (PJ. -Q:)] 

e como 11'-9. tem a direcção do vector. Ü:{A,B,C), o 
ve rsoI' de ll-Q pu é igual a vers Ü ou é simétri co 

dêste o Ora : . 

vera li = (1/A2~2+c2 
portanto, como P:'"Po=<x-:-xo, ~YO' z-.Zo), vem: 

. 1 " \' 

d =.1 A( Xl-x o} + B( Y'l-Yo) + cC ~:-Zo) I' 
I I A 2 + B2 + c2 ." . 

expressão que, atendendo a (1) e a (2) pode ainda tomar 
a fOIma: 

d ;:: \ AX1 ... ·Bn ... CZi+D I 
. va2 + B2 + C? 

visto que D = -CoAXo + Byo +Czo) o 

Como se vê para obter a referida distância basta 
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substituir, no primeiro membro da equação do plano, as 
variáveis x, y, z pelas coordenadas homólogas do ponto 
P.t' dividir o rasul tado pela rai z quadrada da soma dos 
quadrados dos coeficientes de x, y,z e tomar o módulo 
do valor obtido o 

Nota - Convêm ter presente que, em referencial cartesia-_ .. - .. --- -
no orto-normal, a abscis.sa, a ordenada e a cota dum pon-
to P são, res:pectivamente, as distâncias de P ao plano 
yz, ao plano xz- e ao plano X'Z o 

Distância dum ponto a uma recta - Seja o ponto lJ.::(xl'Yl' 

zl) e a recta r de equaçÕeS: : 

(1) 

X-xo Y-Yo z-zo 
..-..- = ----.. = -

a b c 

Conduzamos por Pl um plano cÂ. perpendicular à recta 
r e sejaQ. a intersecção 
de ~ com r; então, a dis
tância d de Pl a ~ é o 
mÓdulo do vector .PI-Q.o 
Como o triângulo \!lQ.PoJ 
". - ' e rectangulo em Q. temos 
(aplicando o teorema 
de Pitágoras): 

- .i-· 2 - 2 d == V Pl Po - P oQ, o 

Por outro lado, \ PoQ· , é o mÓdulo da projecçÊto de 
IJ. "'Pó sôbrà -r, portanto : 

\poQ.1 = mod t<PJ. -Pó>' vers it J can i!=(a,b,c) 

e então: 

!PoQ.I= ' a(xl-xo) ... b(YI-Yo) + c(zl-zO> 

;,/a2 ... b 2 , .... c2 

além disso é: 

1 11.Po! = V(xl-xo) 2 + (Yl~Yo)2 + (zr-zo)2 



entrando cOm êS'i;es ve,lores em (1), te.rn-se finalmente: 

D) ~dança de ooordenada3! 

Suponhamo!? fixado um referencial cartesiano (O,!,j,k) 
(orlo-normal ou não) e um segUndo referencial (O',"!f,'j1 ,k") ~ 
Pretendemos exprimir as coordenadas dum ponto no pri"; 

meiro referencial em. 
função das coordenadas 
do mesmo ponto no se
,gundo referêncial (ou 
vi ce-versa) e SUP9em
-se dadas: as coordena
das da origem e dos 

'~--~Z~-----------x- vectoreade base do se-
gundo referenoial a 
respeito do primeiro; 

seja: 
O' ,::; ° + xo! + Yo J + Zo 1t .... 
i' i:: ai + b J + e Y 
!, == a'i .+ b'T +c'lC 
~, n- b"T ~ 
A 7 ~ 1 + aJ + c"k o 

Posto isto consideremos um ponto P qualquer do ea
paço e sejam x"Y'Jz' as suas coordenadas no segundo 
referencial, it!Jto e : . 

(1) p :;;, 0'+ x' t· .+ Y' j' ..: z' k' ; 
representando por x, y, z as ooordenadas do mesmo pon
to P no priíneiro' refereIl~;a~r e atendel;ld,6às coordenadas 
de O', i', 1', k' 'no primeiro "'referencial, a igualda-
de vectorial '(1) desdobra-se nas tresigualdades es~ 
calares: 
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I x::;: Xo + a x' + a' y' + a" z' 

( 2) Y =:= Yo + b x' + b' y' + b" z' 

z = Zo + c x' + c r y' + CD z' 

são estas as fórmulas de trànsfonnação que per.mitem 
passar do 20 sistema para o 12 o 

As fÓI!llulas da transfonnação inversa, isto ê, as que 
pel'Ipitem eXpriÍnir x', y',z' em função de x,y,z, obtem
-se fàcilmente reaol vendo o sistema anterior em ordem 
a x', y', z' o 

Strpoi"lhamos agora que os dois refere.nciais são orto-
. ,.., ....,. ~ ::c: 

-llOI'IT.3.!~o Entao as componentes de ~, t J', l{' no 1 Q re-
ferencial s~o os cosenos directores dêstes vectores (e 
vi ce-veraa) o Podemos assim. organi zar o ~guinte quadro 
que' nos indica o coseno do ângulo de cada um. dos vecto-
res 1"', j', k' , com cada um"dos vectot'es"1,.j,.1t . 

k - --1' 
1- J 

T' a b c 
... , 
J a' b' c' 

k' ,aR b" .c" 
, 

Dêste quadro se deduz que as componentes dos vectores 
r, j, k . no segundo sistema são os elementos das colunas 
reapectivas, isto é : 

Fademos ~ssim concluir que as fórmulas detransfonna-
çãoinversa são,.neate caso: . 

x f ,,* . a{ x-xo) + b{ y-yo) + cC z-zo) 

y'. ~a'(x-xo)+bf( y-Yo) + c'( z-zo) 

z' =a"(x-x )+b"{y-y ) + CII(Z~ZO) .0 o 



Convé.ll ainda notar que, neste caso particular, se 
verificam entre os elementos do quadro anterior as se
guintes ~lações: 

POr se tratar daa samâs dos quadrados das componente a 
de vectores unitários~ 

Também: 

+ bb' + cc' = O 

+ 'bb n + cc" = O 

+ b'b" + c'c" = O 

i, ab + a'b' + ,a, "b" = O, 
ac + atc' + altc" = O 

, bc + b'c' + b·c" = O 
, . 

por se t:t1ltár de ptodutos internos de vectores. perpén":' 
diculares entre si. -. 

Em resumo: Â soma dos quadrados dos elementos duma 
fila (linha ou coluna) é .. igll~ à ~da4~;. a soma dos 
produtos dós elementos homólogos de duas filas parale
las ê nula .. 

Casos 'Particulares;' (reterenc181s orto-nanais) 
. I) Sé '"1' ="t, l' =1, k' = k os novos eixos coordena
dos são parslel08aos primeiros; "diz-se então que se 
trata duma translaccãodos ei~oso Ter-se-á neste caso 

{;::::: ;: 
z = Zo +z' 

II) Se O':; O, diz-seque se tre.ta dUma rotaeãodos ei
xos em tô:rno da01"iS~ Então nas ró!!llUlas (?)' ~r:. 
xo = yo= Zo ':';'0., , . ., 

Se, além disso, um dos vectores de base se mantiver 
(por exemplo; Se tôr k' = k), diz-se que se trata dwna 
rotação em tôrno do eixo correspondente. Nêste Último 
caso as fórmulas de trartstozmação tomam o aspecto: 
Nr~G" 2~ v f 'Zl 
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fX = a x' 
1"1 = b x' 
l z = z' 

+ a' yf 

+ b' "1' 

Se fôr e o ân~o de que 
rodaram os eixos (no sentido 
indicado. nat'ig).lra pela. seta) , , . .. 
sera: 

(i.' ,1)' = O , Cr;,}) = ~ - e , 

("i' ,1)= ~ + e , (j' ,j) = e, h 

e 

donde: a = cos a,' . b = sen e,a' = - sen 9, ,b'= cos e 
e as róxmulas de t'+6nsfonnação podemas,crever-se: 

r~x. cos e -y' Sen e 
y = x· sen e + y' cos e 

," z = 'i' , ... , 

E) Cónicas 

Suponh~s tixa40 llU1JÍplano um referencial 'cartesi
ano orto-normal" Ch8ma.;';'se linha: de 2a ordem ou cónic~ 
ao 1 ugar e;~~~:cico dbs p'ontó~ .. ,do ~ané>. ~l1jas coordena
das x.Y' ve ri ti cam uma equação-algebri:cá'do 21:1 grau em 
x, "1, isto ~, uma equação da tOIma.!: 

(1) A:L2 + 2 B xy + C ;;'.~ 2 ,D X + 2 E "1 + F = O 
~ '>- • #III.' • A 

seIldo os coeficientes A,B,C naó simultaneamente nulos o 
N # 

Notemos ,ele passagem, que as ,rectas sao ',tambem aba-
m8Q.as linhas: de ,la ordem, ,pÓ~comsP.é>IÍde;:reIll ~~: .eq~a:-, 

N' . . -' .. ", '.' ...... ~ ... '. N ':"'. . . . 

çoes do 1Q grau em x,y, isto e, aSêqua'ÇO~$~ 'dó'~tipo: 

( 2) 'à. :x: + b y +0 = b 
.'. "# *,' r •• , '. "" ". • IV 

Dada uma. conicae uma recta definidas. Palas equaçoes 
. '",."., 

$ .. A justiticaç~o do temo· /I qÓni ca" , usado nesta acepção, 
será dada oportunamente o 



(1), (2), respectivameute, o problema da determinação 
dos pontos comuns às duas1inhas equivale a achar os 
sistemas de valores de x, y que verificam (1) e (2), 
simultâneamente, is"l;o é, equivale a resolver o sistema 
constituido pelas duas equações. Ora, para resolver ês
te sisterna í pode por ex~-nplo resolver-se (2)em ordem 
a y (se b#O) e substitUir em (1) esta incogni ta pela 
expressão achada; obtem-se dêste modo uma equação do 22 
grau (só em x) que ad..'1litirá,·quando mUito duas raizes 
reais; estas raizes, asaociadas aos valorescorrespOn
dentes, de y que verificam (2), dão-nos ospantos dá io-

N - - . '" ... , ( ..... -", •. "'"' .. " #., 

tersecçao procurados",. Podemos assimconcluirdes4e ja 
q~: .. • " 

", ~Todaa linha de. ~a()rdem éeilcontrada por uma rec
ta ,quando muito, ~eDl dois pontos 1t " 

Para o estud-p .duma linha de 2a ordem convém simpli
ficar o mais possi vel a respectívá equação. , mediante 

, ' 

oportul'laS mudanças de coordenadas" 
ElimiI!ªSão dos teImOS do 1 12 ....B~ ~ Começaremos por 

tentar eliminar os tezmos em x 'e em· y" Para isso t deve 
usar-se 1.h-na transl.acçãó dos eixos. sendo X , Y as novas 
coordenadas, a translacção é definida, como v;i.mos, por 
fórmulas do ti pc : ' 

y == Yo.+ Y t 

sendo (xo,y,o) a ppya origem. Procuremos detezminar Xo 
e Yo de modo que os tennos ilo primeiro gra~ resu1!eIn 
nulos" Efectuando em (1) a transtozmação (.3), vira: 

A(xo+X)2 + 2 B(xo+X)(yo+Y) .... C{Yo+y)2+2D(xo+X)+2E(yo+Y)+F=O 

Feito o desenvolvimento, os coef1ciéntes" de X e de 
Y serão respectivament~t como é fácil ver 2(Axo+BYo+D), 
2( Blco+CYo+E)o " l'ortanto,pàra que ostê'n:i1os em X e em Y 
desapareçam,.deve ter-S~: 

l,JA Xo + B Yo + D :;; O 

1. B Xo + C Yo + E = O 
Ora o determinante dêste sistema é : 



,.A B I ::: -AC .. B2 
jB C ( 

a) Se AC-B2 I: 0, o sistema é possivel e detenn:i."nado"Po
de pois escolher-se a nova origem (lcoJYo) de modo 

que se elir.!1.n:em os te~nos em X e em Y .. 
b) Se AO-J32 =0, o sistema ouêimposs!vel ou éindeter-

minado". Devemos, portanto renunciar a reaol ver o pro
blema no caso da impossiY>ilidade" Veremos mais adiante 
cOtllO:Procede;r:-nest.~casoo 

EÚminação dôte!mOt~ctan.,oular - A eliminação do ter-
_ '.:' . - -~ '. .' _ ... , ' " H mo emxyeBeIllpre poSS1 vel' mediante umarotaçao conve-

niente do sistema· de eixos" Bepresentando porX,Y as 
nOvas coordenadas, a rota
çãoé definida por fótmu
las do tipo 

(4){;:: :: : : :::: 
~ 'sendo.e o ângulo de qUe ro

d,am os eixos" 
Efectuemos tuna tal transfo:onação em (1); é tãcil re

coIlhecer queostezmos do 22 grau em X e y, fornece:rão 
os termos do 20 grau em Xe Y; basta pai s que nos ocu
pemos dêstes teImoso que darão: 

A(XC?S e .. y'sene)2+ 2 B(x cc)se .. 'y san e)(it sen e + 

+ Y'cose)+c{i; sene +y cos 9)2 

ou, desenvolvendo'-: 

, Á~x.2+2 . ~l X ~+C? y2 
, com; 

(Al :;: .A cos2 e ... 2 B sen ~cos 9+0 sen2 e 

(5) ~ B:t=lB{cos2 e - .sen2e)+l(C--A) sene·cos e 

l O:t. = A sen2 9 - 2B sen e cos e' + C cos2 e 

Ora, visto"que cos2 e - sen2 e =cos 29, e 
2 sen e cos e ::: sen29, ter-se-á Bl ::: O se fôr 



( 6) 2 B cos 29 + (C-A) sen 29= O 

i sto é, se fôr: 
tag 29 = 2 B 

J..- ° ' 
o que pe:rmi te deteIminar a amplitude da rotação de mo
do que rasul te B1 = O • ,Mas não interessa propriamente 
o ângulo 9 : basta notar que, a partir de tg 29 se de
tel1Dinam os coeficientes da transfoxmação (4) mediante 
as conhecidas" fórmulas trigonométricas: 

cos 29 = 1 , cos 9 = Ji + cos 29 , 
'11 .:,. ts2 2e 2 

Sen e = {l - cos 29 
2 

O problema admi te 4 solüçÕes;' basta evidentemente 
adoptaru:me. destas soluções., , . 

1ntretantoobservemos que, o cálculo dos novos coe
ficientes Al' ~ pode fazer-se directamentee Oom efeito, 
de (5) deduz-se, por a.dj,ção e subtracção: 

.Al + 01 = A + C 

Al- 01= (.A-clC cos2 9 - sen2 e) + 4. Bsen ecos 9 , 

e portanto 

Al - ~ = (A-C) coa 2é + 2B sen 2e 

Q.uadrEUldo ambos os membros desta igualdade, proce
dendo igualmente pare. a igualdade (6) cem os membros' 
escritos. emordeDliDV'ersa. e somando 'ordeDadamente, vem: 

(~ -. Cl)2 ~ ' (A - 0)2 '':4 B2 , 

e como :ê (A1+Cl)2 = (A+c)2 virá, · subtraindo ordenada

me~te desta a anterior 4 ~ ~ =.4 A C - 4. B2 ou seja 

Al ~ = A C - -g2 o 

Al e c1sãó pois as rei zes da equação do 2Q grau ! ' 
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(7) 

Caso em que AC •. B2 ::/= o. Quando esta condi ção é ve
rificada, o que convém é começar por elimlinar os termos 
do 1 I) grau e só deIlO! s eliminar o teImo rectângular( É 
fácil ver que a rotação não influe no te11l1O independen
te)., A équação acabará por a~sumir a forma: 

(8) 

chamada equação reduzi da da cóni ca., (Para cOmodidade, 
passa."'lI.Os a designàr as- coordeIlfidas p9.r x,y:) " 

Agora duas hi:J;lóteses há· a di s:tizlgu1r: . 
1 a - ~, .a têm o mesmo sinal.,. Então : 

Se p tem o sinal contrário ao de lU e !h a equação 
(8) nunca pode ser verificada: não lhe corresponde por
tanto neI'.humaimage:tn ge~trióa.,. . . 

Se p=O, a equação só ê verificada para x = y = O : 
a cóni ca reduz-se à. UIil ponto que é neste caso .a origem" 

Se ptem o· sinal de m ade n, podemos elICrever a ,., 
equaçao sob a forma: 

ou ainda : 

com a.= K, b =Jf" 

y" '!b~.- 5 
1>.. É claro que y só toma 

.valores reais:quando '.se 
-:tem"a,~x' ~ a,sando' y=O 

--t--"':"_-;:rlk::::;;:;::::::;;;::::==~-:-ta.~ quan~o x··:-:!:. a, e y = ± b 
~ ..... . 
, quando x=Oo Portanto, tra-

ta-se duma curva com to
dos os pontos a distân-
cia fini tao '. 

Além disso', observemos 
que a equação -não muda ao substi tüir x:"por -x ou y por 
-y: i sto quere di,zer que a, curva é simétri ca em relação 



aos eixos coordenadoso Dá-se a esta curva o nome de 
~ 

elipse o Supondo a~ b, diz-se que e ~. o semi-eixo maior 
. e ,'lue é.'Q.o semi~eixo menor da e11psEfo Chama-se focos 
da elipse os pontos : 

F::.=(c,O) , Ff:::{ -c,O) ,. com c:: Va2';'b2 

Ao número e =c/ a dá .. se o name de excentricidade da 
e11ps~';é cl:~roqueise . tem s~p:fà O~e <1 t sendo e=O, se 
esô sea=b (a· elipse:i-ed.üz:"si{entioã uma ci~cunterên
'ciade raiQ~;a) ".Finalmente, é: fácil ve:rif'icar que se . tem, 
pare.todp o~o:n:Yo ':p,da curv~ : ., 

'\ P FL·{l p' F~ i = 2 a, 

" isto. é, aSoInadas distâncias de P aos f'ocosê constan
'te jreencóntramos assim a'propriedade caracterlstica dâ 

elipse" qu.e se usaÍio licE!u para deduzir a sua'~ equação .. 
-, ' ••.• ~.~.... ,'"l",", • . .,,; _,' o,,· M "o.· 

2Q !!b !lt~,sina,f$~ont~riOs o :tJ!nte,o : :à. " 
Se P=O,a equaçao (8) esCrve-Sê m x + ny2 :=. 0, . OU 

s~ja, ,J;lQ~d() 'k, =V ":Jo/n, ',: " .. . 
, y = +k x ;' '1 -= '~ kx ; 

a imagem geométrica da' eqúaçãoé poiscorist!tuida, Mste 
caso t por duas :rectas que passam pela origem .. 

:Se.:p#o,'te:ti ,pô sinal dê'm ou osinár'déll, visto 
-- • -.. -' ". "~"" " .:" • -,.'. o'. , que !B, n tem por bipotese S1nB1SContrar1os .. Stiponhamos 

que l' tem o sinal de 11 (nacasQ contrário os racioclnioa 
são inteirarnent,e análogos, inüdalidoos pa~1s de x e de 
Y)o A"equfigã() (6) ;1'o4e Etntão escreVeX-8e::; 

I ~~ ~ell· cem a =.Ji • b =t * 
ou ai~~t 

: y = ±:b; J~. -1 
'" a . 

Então, 'ysó ,tOÚla valore8:<reais para. x~a .ou x~-a, 
tendo"'se~t para x· = t a'~ ;'Tràta ... se portanto 'duma cur
va comPosta de doi s remos infini tos t que corta O eixo 
dos xx nos pontos de abscissas a, -a, mas que não corta 
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o eixo dos YYo A curtra tem dois eixos de si."D.etria, um 
~ que a corta, por is-

So chamado eixo trens
. ./ verso (neste caso o 

~ eixo,dos X4)e o outro 
que a não corta, por 
isso chamado eixo não 
transverSo (neste caso 

---~~""';"~~;i=:::;:::::::~~~-":!:~::- o.eixo,dos yy)" Dá";';;se 
'a esta cumo nome -de 
:hi~rbole .. Cb:amam-se 
focos da hi pérbole os 

'" póntos 
"F=(c,O} , F'=< -CjO), 

, ',' - COlll, c = v' e. ~b2o, 
AO número e=cta dá-sá o 'bOroa de excentricidade da . 

hipérbole; ser! sempre e>l.,Se"a=h a hipérbole diz-
-se e9.uiláterÉl" ' .. ' " '." , 

- A doutrina anterioxmente eXposta'pe~ terêconbecer 
que esta curva teDl dUI:ls:.assintota8:;cleequaçÓes 

'y - .b,,:x -ã .. 

Finalmente, podeveriticar':'":~ que, sendo Pumpon
to qualquer da~rva se tem:, 

~Ip Ft<·lp ,F' I =;'2'a 
e assim se reencontra,'a PrOpried~' c.ra~ter1st:i.ca da 

~ 

biperbolEtõ " 
- ,Caso ~,qu.- AO -B2 :: O, ~ , q,uanaC),eãta igúaldade é 

'Verificada, cCimeçarâ por eIimrnar-se o' temorectangu
laro A equação (7)'-teI"i neatecaso U1Íl8 raiz -nula (o ca
so de ambas-8S_' rã! zãs serem milaa é iDlposs! veI'; pórque 
entãõ os-coeticienteSõ' A,B,C, serimn simul tãneamente~ nu- ' 
los e a eqüação deixaria de- Ser do 20 grau)" Supõnb-àmos 
ef'ec'euada"-em,;(lj a t~tOl!Uação,(4),de modo que se -

" -, ~ 

aDUle o teImo rect"~'ar:; Um dos t,eImos quadràdos tambem 
-resulta]:.ánuloiseja ~r eXemPlo o te!11lO em X2 0 Então, 
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dividindo ambos os membros pelo coeficiente de y2, a e
quação assumirá o aSPecto: 

y2 + .2 E~ Y + ~. ~ X + Fl = O , 

Se···D1 ==O, obtem-se UInE!- equação do 2Q grau em Y que 
representará duas paralãlãs à Ux, uma pãrale1a a 04: ·ou 
nenhuma figura? conforme esto. equação tem 'duas raizes 
reãis e distintas:, uma raiz dupla, ou raizes imaginári-

~ - .-
as" 

Se DIFO, a equação pode esorever-se-ainda.: 
2 . . 

(y + E1)2 + 2 Dl Qc + F1 ;~~-) == O .. 

Pondo: 

y = y + El' 

fi cará definida uma translaoção dos eixos que conduz a 
equação àtoxma: . 

·1-1.-y2-=-2-p-x""1o; com p= - ~, 

chamada ~ua9ão 
a tonna: 

reduzi. da. Podemos escrevê-la ainda sob 

1_ _ _ _"!J_ _ _ _ ,/,' 

I . 
di 

, 

y == ±. v'2 p :x: 

Suponhamos, por exemplot 
p ~O; então y sótcr.l8. valores 
reais para x ~O, t~ndo-se y=O 
parax=Oo A ourva e formada 
dum· ramo infini tó, sime·trieo 
em rela:ção a CbC e passando pe
~ãori9éffio Dã~sewlheo nome 
de :e.are.b«?±.§e· 

C~ama-sa foco da parábola 
... ao ponto. F( pi ~~ ~ ~ O) e 9-1 !'Q~~..;r5- z 

da parábola a' recta d de·e~u8.ção x==-'-p/2 .. 
Pode verifica'r-f:~e que a clistâ:n.cia c,U1U··:90nto q,1.l~quer 

da curva ao i'oco .~ igü:al à dis·f;âncie. do meSll'10 ponto à 
.directr-Lz ~ p:r:opried8.de caracteristica de. parábola)" 
~-..Io G" 20 v f 28 
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finalmente é--fácil ver qUe tânto a parábola como a 
elipse não têm nenhuma asslntotà n 

~em!?!~~: 1) Seja a cóDica : 

:;:2 + 2 x y .• 3 y2 .. 2 x + 6 Y = O ., 

'rem-Se 1.=1, 13=1 $ C::::-'3~ D=-l, E=3 (note-se que é 2B=2, 
2D=-2, ~6) o Visto que 1..C-B2f:.O,podemos elirr.inar os 
termos dolQ grau .. Para.isso j basta resolver o_ sistema 

{
A Xo + B Yo + D :;: O I Xo + Yo - 1 = O 

isto 
. B ~.() + C Yo + E = O é: Xo - 3 Yo + 3 = O , 

esubsti tuir na equação proposta x por xo+x e y por 
Yo+Y (continuando a designar por x e y as novas coor
denadas)- Ora xo=O, yo~l; . obter-se .. á dêste modo a no-,. 
va equaçao: 

X2 +2XY-3 y2+3::::0o 

Como A+C = -2, AC"B2 :::: -4, para ter a equação re
duzida bastará resolver a equa:ção : 

que dá :tl 
da será: 

ou ainda: 

~2 + 2:,t.. .. 4:::: o., 

= -1 + 15 , A2 :::: .. 1 .. v50 E a equação reduzi-

-( J5 + 1) x 2 + ( 15 - 1) y2 :::: -3 

i ( JS -1) 

. # . 

Trata-se t portanto, duma hi:perbole" 

2) Seja a cónica 

x 2 - 2x y+y2 ~ 2 x + 2 y+ 1 :::: ? 
Tem-se B=:;'1, Jt==C=D=:!!!=F=l., Portantó AC-B2=O" Neste 

c~so, para fazer des8;earecer o -termo :rectangular, basta
ra efectuar uma rotaçao tal que : 



tg 29::: 2 B :::.4:::, 00 
A-C ... O ' 

podendo tomar-se ~ = TC/lj., sen 9 = -cos e = v'2/2 ó 

.. f '" ,.. , .. t As formules de trens o~çao serao po~s r.ea e c~so: 

x = (X ... y) .:11. 
2 I Y = (:K + Y) .iI' . 

2 o 

~feotuando a transformação na equação proposta e passan
do a usar x,y em .vezde X,Y, virá a equação : 

ou ainda: 

ou, finalmente, pondo x no ~Ugar de 

y2= V2x ~ 

Trata-se pois dtJll)aparápOlao 

F) Q.uádri cas 

x - .Jf§. • 4 . 

SuPOnhamos'fixado no espaço um referencial cartesi-
8.J.""lO orton:o~o Chama-se superficie de 2a ora.em ou qU,~
drica ao lugar geom~trico dos pontos do espaç-ocujas 
coordenadas x, y,z verifi~u~ uma e~uação algébrica do 
20 grau em x, y, z, isto ~, ~~ equação da forma: 

lL 2 2 2 2B '. 
-"1.x + A2y + A3z + lXY + 2B:rz + 2B3y z + 2Cl x + 

+ 2C2y +_2C3z + D ::: O 

sendo os coeficiéntes dos termos do 20 grau não simul
tâneamente nuloso 

Começa~~os por estudar alguns tipos particulares 
de quádri e:aso - _ . _ 

10) - 3u.perficfe estérica - Dados um ponto I\~=(a,b,c) e 
um nÚm.;;;-;;al -;', a superfioie esférica de centro I·,[ e 
raio r é o lugar geométriCO dos pontos do espaço cuja 



distância ao ponto .;:.1 é igual a ro 

~'O 
( 2) 

Sendo p=(x,y,z) um ponto 
da. superfÍcie, a sua distân-.. ~ .., 
eia a ~A: sera: 

r =V(x.~a)2 + (y-b)2 +( z-c)2 

visto que o referencial é 
ortonormali então a equação 
da superficie será: 

Eatà equação é do 20 grau gm'x,y,z; a superf1cie es
férica -é., portanto, uma qué.drica" 

A equação (2) pode ainda escrever-se: 

x 2 + y2+ z2 - 2~ .. 2by - 2cz + a~ + b2 + c2 - r 2=- O; 

comparando com -( 1) , vemos-que t para a equação"( 1) repre-;; 
sentar uma "suPerdcie-esféri"ea é condição nece s!?Jár' a que 
os"coeficientes dos termos:-'em-x2 , y2,-z2 sejãm igu . se' 
que sejam-nulos os COeficientes dos feriiios rect ares" 
Mas será esta condição tam.b~ suficiente? Suponhamos a 
condiçãõ verrficadã; dividindo ambos os membros de (1) 
pelo coeficiente de x2 , obter-se-~ uma equ~ção da for-
ma 

x2 + y2 + ·z2. mx + n y + P z + q = O , 

ou, decompondo o lQ membro em quadrados: 

(x + ~)2 -+ (y -: ~)2 + (z + ~)2 = k , 

com k = i<m2+n2+p2)-.q " Se fô~ k>O, a equação repre

senta uma. superf!cie. esférica de raio v'k e centro 

C=( ~m,/2, -n/2, -p/2) " 
. Se fôr k=O, há um único ponto cujas coordénadas veri

ficam. a equação : o ponto-(-m,/2, -n/2, -p/2) o 

Se fôr k~O não existe nenhum ponto cujas coordena
das veritiquem a equação" 

::nu resum'1 : a condição ainda não é süficienfie (só 
quando' k·~O se trata duma superdcie esférica) " 



Antes de prosseguir, vejamOs corno pode-ser represen
tada aôal!tieamente uma circunferênoiã no espaçoo Dum 
modo-geral uma. linha nó espaço é representada por'um 
sistema -de 'duas equaçõeS,: ás equãções de duas superfí
cies que tennam por intersecçãõ essa linhao 

Conside~uos ~~ oircunferência de raio r, cam c en
tro no ponto Po=(xo,Yo.zo) e existente no plano: 

A(:,:-xo) '+ B( y-Yo) _+ C( z-zo) := O ; __ __ 

a circunferênciâ ficarÉCdefinida-pela interse'cção dêste 
plãno com a esfera de centro Po e raio T; as suas equa-

N ,.. • 

çoeS' serao 1>O:l.s: 

[ A(X-X~) + J3(y-yo) + C(z-Zo):;: O 

, (x-xo)2 + (Y·Yo)2 + (z~zo)2 = .z2 
Suponhamos em particular 'que o pIano da circüriferên

cia é :paral'êlo a unCdos :planõs coordenãdos" por exemplo, 
ão plaiio xy; a sua êquação será z::k e nêstã ,caso as, 
equações da circunferência serâo simplesmente: 

{ 
(x""Xo)2 .... (:I"'Yo) 2 = x2 
z=k 

2g ) - Superfícies cilindricas - Chama-se superfície oi-
._~ _ --- "' ..... _--

l!ndric~ ao ltigargeametr.íco das-+ectasparelelas a uma 
recta ,dada {geraotriz-es) e qUe' se apoiem. numa linha,dada 
(directrizL Se a directriz é uma cónioa, a su:perticie 
cilindrica é, como vamos ver,umã quádricao (SupÕe-sê 

x-x 
a 

, 
I 

= y-y 
b 

que ã directJ/~':2t e":""as geratriz.es 
não existem numniesmo Plano). 

Sejã então A a dirac'êriz e 
g uma geractriz duma supàrf!cie 
cilindrica Z. de" 2a ordem" Sendo 
u~ a,b,c) uni vector com a direc
ção dã recta g~:ã equação geral 
~s rectas paralelas a g será: 

z-z = ----.. J 
C 
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séndo (X',y,i) um ponto fixado arbi tràriamente sôbre a 
recta; para obter a equação da superficie cilindrica 
.I·bastará obrigar êste ponto a pertencer à p.irectriz 
L\" Para Simplicidade vamos .:."Upor que D. existe sôbre 
Um dos pl"ãnos, 'COOrdél1B.dos, por exemplo, no 1'.:: ano ·xyj 
então A será. represen·tada. por um sistema do tipo: 

\ f(X-, y) = O 

l Z = O , 

sendo f( Sê ,y) um polinÓnrl o do 22 grau em, x, y .. 
Como a directriz se encontra no plano xy, a direc

ção das ger8ctrizes não deve ser paralelaaêsse plano; 
então será c~O e das eq~ações (3) virá, fazendo z= O: 

x=x-.!z ,," c 
- b Y=Y-c z , 

valores "que introduzidos na primeira das equações (4) 
conduzem" a" , " 

(5) f(x - ~z, y - ~ z) = O c , 

que é a equação da superflCie cilindrica 4 visto 9-ue 
é verificada por todos os pontos (x,y,z) de l:. e so por 
6 " 

esse~ .. 
" Como:a equação !(x,y) ~'O se Supõe do 20 grau em 

x,y,a 'equação (5) e cio 20 grau em x, y, z • Concluimos 
assim comO tinhamos af'irraado, que tÕda a. superdcie ci
lindrica ,com'directriz de ~ ordem é UlI1a quádrica~ 

" ~ particular, se' gé paralela a Oz, tem-se a=0, 
c=O e a,equação:'(5) reduz-se a 

f(x,y) = O ., 

Dum modo geral, uma equação em que falte uma das va
riáveis representa ~ superficie cilindrica de geractri
zes paralelas ao eixo da variável que falta; por exemplo, 

a equação x2 + z=? == 1 representa. uma superf'icie cilin
drica de geractrizes paralelas a Oy e cuja directriz é 



ê a circunferência do pla
no xz, de centro na ori
gem e raio lo 

3º) - Superf'icies cónicas - Chama-se superi'lcie cónl
ca ao lugar geo~trico d~s rectas que passam por um 
ponto dado (vértice) e que se apoiam. sôbre 1)1.1a linha 
dada (directriz)o ··Se a directriz é de 2a orde"ll~ a su
perfi cIeconiêã é, como vamos ver, uma q,~ádri ca 

Consideremos uma superf1cie cónica ~de 2a ord~ 
de vértice V e directriz 6.para maior si:'ilplicidade su

ponhamos o vértice na ori~ 
gem das coordenadas (se as
sim não fôsse bastaria efec
tuar uma translacção dosei~ 
xos, transport~do a origem 
para o vértice) e suponha
mos ainda que a directriz 

~ existe num plano o( paralelo 
a um dos planos coordenados 
(por exemplo paralelo a xOy) o 

A directriz Ô terá então por 
,., 

equaçoes : 

{ rei, y) = o 

z=k 

For outro lado, a equação gersl das rectas que pas-
• # 

sam pela ongem e : 

(6) ..!..=..L=-...!.- , 
a b c 

sendo· (a,b,c) um vector não nulo cam a direcção da 
rectao Para que esta recta seja uma geractriz da su
perricie cónica deverá passar pela curva A ; então, 
sendo (x ~y ~z) um ponto da recta e da directri Z, virá, 
supondo c#) : 

- a-x = _ z, 
c 

e como Z = k, entrando 
( 6), obtem-se : 

y=llz c 
com êstes valores na equação 



mas sendo (::x:"y,z) -Um outro ponto da mesma geractriz, ., 
sera: 

x a -=-- .L=-E-
z c z c 

e poroonseguinte, de (7) ~,rirá: 

f ( ~k. i k) = O 
equação do 20 grau em ::x:,y,z, que é à equação da superf'i
eie cónica que pretendíamos deduzir~ 

Suponhamos, por' e::x:emp101 que se trata da superfície 
oónica de revolução com o vertice na origem e tendo per 

---eixo OZj podeIll0s -tomar para directriz uma circunferên .. 
ciasituada num plano paralelo a ::x:Oy ou seja uma circun
f.e;r;-ência de; equações :. 

f ~2 +y-2 = r 2 

tZ=k 
.... 

AtendeI),doao resul tado anterior, teremos para equaçao 
da su:perf'1cie : 

~ k2 +;C k2 = r2 z2 lo z2 
ou seja: 

k2 (::x:2 + y2) = r 2 z2 

.%~,.Qrema.! "Toda à secção plana dl.Ull8. quádrica é Uma có
nica"o 

Consideremos a quádrica de equação (1) e o pla.."lO (j" 

definido pela equação vectorial: 

, p = 1'0 +5 13::+ Y ~ 
sendo Po=(xo,yo,zo) um pento de cJ e 't=(a,b,c), 

. ~;( a ~ : b" ; c' ) doi s vecto:t'es não colineares de ô; ),? 1 

serno as coordenadas do ponto P a respeito do rcfercn
c5.al (Po'us~) 110 plano (l'CÊ clarG que podemos escolher 

t ...,. -+ d' 'l •• .' • os >"ec'ores u, v e mou.o que se Jam u..lU,liar~os e perpen-
di (~'ül.a~ceS E\l'1.tre sid o 



Sejam agora x,y,z as coordenadas do ponto P no re
ferencial (O, 1. -S. 1{) fixado no espaço; a equação vec

torial do plano traduz-se pe
las equaçÕeS escalares: 

x ::: Xo ... ~ a ... ta' 

y :;: Yo ... ~ b ... '( b' 

z = Zo ... '} c ... ~ C f 

Para determinar a inter
;; secção do plano O- co,m a quá

drica considerada, basta' su· 
bstituir êstes valores de 

x, y, z na equação da quádric8; obtem-se dêste modo uma. 
relação entre as variáveis .), t: 

f( 3 , 7) ~ o, 
que é a equação da secção a respeito do referencial 
(Po ' u,"t) fixado em (j" ; como esta equação é dó 20· grau 
em ~ , '1., segue-se que a secção é uma cónlca', qoeoã.. 

Em particular fica provado que tôda a secção plana 
duma superdcie cónica de revolução é uma J.,ir: .. 1:J,a de 2a 
ordanj prova-se que a reciproca também é verdadeira, is
to é, que toda a linha de za ordem pode obter':'se por sec ... 
ção plana duma superficie cónica de revolução o Daqui o 
nome de céni cas dado às linhas de, segunda ordem .. 
Nota: Q;uando o plano secante (T é par81.elo a um dos pla
nos coordenados, a equação da secção detenm.na-se ime
diatamente .. Suponhamos,' por exemplo (j' / /xOyj e sua e
quação será da forma z = k, com k constante; tomando x, 
ycomo parâmetr<?s, as eq':1ações ~amétri ces de O- serão 

x = 3 ' y ='t t z = k " 

Tudo se resume nortanto em substituir z por k na equaçãõ 
(1); a substit~ição de x por 3 e Y por 1 é dispensável~ 

Parabolóides '.- Dá-se o nome de parabolóide a toda a su'"' 
parficie que se pode representar por uma equação da for-
ma: 

z = a x 2 ... b y2 



com a, b, não nulos (a respeito dum referencial conve
niente) • 

Para fazer UJ."na. ideia dmna tal superf'1cie estu.demos 
a forma das secções produzidas por planos paralelos aos 
planos coordenados o 

nu plano de equação x:::::x:o (paralelo a yOz) cortará 
a superfície segundo ~ linha de equação: 

z = b y2 + a x 2 
o 

trata-se, camo é fácil de ver, duma parábola - cam a 
concavidade :voltada para cima ou para baixo' conforme 
b>O ou b<O .. 

Anàlogamente 'se reconhece que as secções feitas por 
planos paralelos a xOz são parábolas com a concavidade" 
vol tada para cima ou para baixo, conforme a)oo O ou a < O .. 

1- Se a '>0, b '>0, um 
plano Z=Zo cortará a' 
superficie segundo a 
linha, : 

Zo = a x2 + b y2, 

que é üma elipse se 
zo>O .. Se zo<.o, o 
plano não corta 'a su
perfic!e; ~ zo=O,o 
plano e tangente a .. ' .. 

~ super!i cie.. A anruo-
ga conclusão se che-' 
ga supondo a<.O,b<Oo 

Em qUalquer dês
tes casos,(istoé, quando a e b têm o mesmo sinal) a· su· 
perf1cie é chamada parabolóide eliJ2t.!.2Q; em particular, 
se . a=b, o parabolóide di z-se de revolução (em tôrno de 
Oz)o 

Suponhamos 'agora b ~ O, a<. O o Os planos paralelos ao 
pla.r~ xz cortarão a superfície segundo parábolas com a 
concavidade voltada para cima; os planos paralelos ao pla-

r • • 
~o yz cortam a superf~c~e segundo parabolas com a conca-
vidade vol taca para baixo; um plano z=zo (paralelo a 
xO;r) corta a superficie segu..Yldo a linha : 



a x2 + b y2 = Z~ ; 

esta equação representa uma hipérbole se zo~O e duas 

" 
, 

b,>o 
«<o 

rectas se zãP0 
(visto que a, 
b tem sinais 
~ontrá.":"ios) " 
A anâloga con"· 

t-.,.....--;~-.)(;~clusão se che'" 

-_ .... , 
/ 

I 
/ 

ga supondo 
a >0, b-<:'Oo L' :,' 

,-' ----~----~------ I 
I 

Em qualquer 
dêstea, casos 
(isto é, Quan
do a, b têm 

sinais cont1'ários); a superdcie é 
hiperbólica .. 

Elipsoide - Chama-se elipsoide toda 
de, ,ser representada por uma equação 

222 
-L+..L+.2...=l 

a2 b2 0 2 

chamada Rarabo1óid~ 

f~ . a super l.Cl.e que po-
da forma: 

Um plano z=zo (paralelo ao plano xy) corta a super
dcie segundo a linha de equação: 

x2 y2 z~ 
-+-=1 --

a 2 b2 c2 

Se IZol= c esta equação representa um dos pontos 
~ , (O,O,zo) ou 

(O ,O,-zo). • 
Se -c <zo <.C 

a equaçãorepre
senta uma elipse" 

.r-_+-+ __ .p...._ojJ....~Se Zo <:. -c ou 
... zo> c, o plano 

não córta a super-
1' , . 
l.cJ.e~ 

Fara os plenos 
paralelos aos ou
trosplanos coor-

denados as conclusões são análogaso As coordenadas 
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X$Y'z de qualquer ponto do elipsoide verificam portan
to as oondições : 

\xi =s a , 

Aos três nÚmeros a,b,c dá-se o nome de semi-eixos 
do elipsoiãei se dois delea são iguais, o e1ipsoide diz
-se"de ~~~ em tôrno do eixo correspOndente ao ou
tro.. Se fôr a=b=c, trata-se duma esfera .. 

Hiperbolóide de uma folha - É toda a superfície que po
de representar-se por uma equação da fOIma: 

x 2 y2 z2 
----+-------=1 
~2. b2 c2 

Um plano Z=Zo corta a 
't 

j 
I 
I 

I 

! 

I 

superfície segundo 
equação : 

x2 y2 
-+-=1 

a2 b 2 

a linha de 

equação esta que repre-" 
senta sempre Uma elipse .. 

Um ~ano ~o prOduz 
a secçao: 

x2 z2 
-------=1 

a 2 0 2 

trata-se duma hipérbole 
(cam os eixos paralelos 
a ex e Oz) ou de duas 
reotas concorrentes 

.(quando yo=b) " 
.Anàl.ogamente se reco·· 

nhece que um plano x=Xo 
oorta a superfície seg~

do wna hipérbole ou segundo duas reotas concorrentes" 
1:>m particular se a='b a.s secções paralelas a xOy re

duzem-se a oirounferências e 6 hiper.Polói~ diz~se de 
Eevolução em tôrno do eixo Oz" 

Hiperbolóide de duas fÔJ,J.l8.S - É toda a superfÍcie que 



pede ser representada por uma equação da toma: 
x 2 y2 z2 
--- .. -=1 

a 2 b 2 0 2 
• 

t-um. plano z=zo oorta a superf'~oie segundo a linha de 
equação: 

que ê ~~ hipérbole que tem oomo eixo transverso 6 eixo 
Ox; anà1.ogamente para os planos paralelos a xOz e 

Para um plano x=Xo obtemos: 
y2 1.2' xg 
-+ -=- ·1, 

b2 0 2 a2 

equação esta que re~eS&nta uma elipse se o 20 membro 
tôr poei ti vo, isto é, se ~:> a2 J ou ainda Xo < -a ou 

xõ> e... Se !xo\=a a· seoção reduz-se a um ponto e se 
lxo \ <.a não há seoção. A aupertioie é portanto torrnad~ 
de duàs partes separadas - as duas :tolha§. do hiperbo-
loide... . 

Em partioular, se b=o, as seoções elíptioas passa~ 
a oirculares e o hiperboloide é de revoluç~ em tôrno 
do eixo ex ti 

R!:.ç>ya-m y,UC tôda a suJ2.E.?Ttioie de2a ordalD . ....12erten
ce a um' dos tipos e.nteriór.mente estudados: cones ou _. ---,-, -:-r- _ .... -
cil~.!Ê.!:Q.ê. de_28. ..2.!',9.e...Ü) ~re.l>olóicles(el~:Q..t~_~ h:i .. -
perbólicos} 1/ elipsoides e hiperbol&ides (duma folhe. 
. . .- - ---- . 



ou de duas folhas)" 
- Em. particular, um cone ou cilindro de 2a ordem pode 
degenerar num sistema"de dois planos distintos ou coinci
dentes,- ou numa recta~ Uma equação do 22 grau em x,y,z 
pode ainda representar um único ponto ou não ter imagem 
geomé·~ricat como se viu a pro pó si to da esfera., 

~uá_dricas regrada~- O parabolóide hípérbólico e o hi
perbolóide de uma folha apresent~ a particularidade no
tável de poderem ser gerados por uma reôta: dá-ae-lhes 
por isso o nome de sUPer-ricies regradas. Prova"'se que são 
as únicas quádricas em tais condições., 

Consideremos em primeiro lugar o paraboloide hipper-
bólico: .. 

z= a;x:2 + b y2 , (ab<'O) , 

Escreven~o esta equação sob aforroa : 

z = b (y-nDC) (y+mx) , m = A ' 
.. 

ve-se que o plano : 
(1) y=mx+l., 

em que ~ é um parâmetro arbitrário, corta a superficie 
em pontos tais que 

( 2) z = b ).. (y + m) 

tstes pontos são pois os da recta definida por (1) 
e (2) o A superdcie é gerada por esta recta, quando.l. 
toma todos os valores poss! veiso . 

Anàl.ogamente, cortando pelos plall0s y = -m;x: + f:'- ,. 
obtem-se um seguIido si~tema de geractrizes rectilineas" 

Passemos ao hiperbolóide duma folha: 

;x:2 y2 z2 
-+- ... - =1 

a2 b2 c2 " 

Escrita a equação sob a forma 

;x:2 z2 y2 
-----=1·---

a2 02 b2 



ou 

. 
ve-se que todo o pla~o : 

x z / y ) 
(3) a -7 =l.(l - b 

corta asuperf1cie segundo uma recta· si tuada no plano: 

(4) À (2.... ~ 2-) = 1 + ..L 
a c b 

A superfície pode ser gerada por esta rectao Obtem
-se anà!ogamente um segundo sist~na de geractrizes rec
tUineas : 

: - ~ = f(l + ~) 

(~ + :}t< = 1 - ~ • 



Trigonometria esférica 

Comecemos por recordar algumas noções estudadas no 
curso liceal .. 

Triedros - Três semi-rectas OA, OB, OC com origsm comum, 
n~o complanas, definem três ângulos planos AOB, AOc,BOo 

c 

o 

menores que 1800 i chama-se 
triedro ÔABC à região con
vexa do espaço limitada por 
êstes três ângulos planos, . 
os quais . passam a chàmar
-se faces do triedro .. Às_. 
semi-rectas OA, OB, oc dá .. 
·se o nome de arestas do 
triedro'e a O o nome de 
vértice o Os ângulos die-' 

dros coÀB, AOBc, BÔCA são ch~ad.os ângul.os do triedro .. 
Se nUm plano representamos três ânguloa:,AJÔB, B'bc', 

OiÔAft, respectivamente iguais a AÔB, BÔC. CeA, obtere
mos a planificação da superfície do triedro ó Podemos 

Ati assim reconhecer intui ti
c~ vamente os seg.lintea fac

tos: 
I - Num triedro, qualquer 
face é menor que a soma 
das outras duas'e maior que 
a sua diferençao 
II - A s~~a das faces dum 
triedro é sempre inferior 
a 4. rectos .. 

Consideremos um triedro OABC, tomemos um ponto 01 
interior ao triedro e conduzamos por ~ as rectas: ~Al 
perpendicular ao plano BOC e encontrando-o em Al; 01 ~ 
perpendicular ao plano AOC e encontrando-o ~n Eii °101 
perpendicular a6 plano AOB e encontrando-o em C1 0 

Sejam P, Q., R, respectivamente, os pontos em. que : 



Al 01 Cl encontra a ares·ta OB, ~ 01 Cl encontra a aresta 

.OA e A1 01 Bl . encont:::-a 
a aresta OC ... 

Nestas condições o 
plano AIOICl é per
pendicular a OE, oor
tando por isso o die
dro COBA segundoUi'll 

A rectilíneo AlPC1' cu
ja medida é, como se 
sabe, igual à medida 
do diedro; por outro 
lado, A1 Ôl CiI>· é suple-

mentar de 11.1 ro1"- Reconhecemos assim que as faces do tri
edro de v~rtice 0i são suplelnentares dos ângulos do tri
edro de vertice O, 

Pela mesma razão~as faces do triedro de vértice O . 
são suplementares dos âDés'Ulos do triedro de vértice °10 

Dois triedros nestas, condições1 isto é, tais que â'§' 

faces .d€'~!_él&€!~~O sUllleD!.~ntares do.s â~~os diedros 
do outro dizem-se su.plehlenta::'es~ --- --" . ~ 

:1epresenta::ldo . pOl" Di." (1., t as medid:as dos ár.:gulos dtml 
'~riedro, as medidas das faces do triedro suplementar se
rão, portanto: 

~ - olf IT"- ~ 1 lt""- r (o<,~, t expressos em radianos) 
~ 

e como a soma das faces dum triedro e sempre ir~erior a 
4 rectos, virá: 

2 n: > (""-01.) + (tr-(') -I- (Ir-tY) > O 

ou, somando -3l't'aos 3 membros e multiplicando depois 
por -1 : 

Em conclusão: 

III - A soma dos diedros dili~ triedro está sempre compre
endida entre 2 e 6 rectos o 



Triângulos esféricos - 6onsideremos uma superficie esfé-
~ . rica de centro O e um triedro com vertlce am O; as ares-

tas dêste triedro irão cortar a sup~rflcie esférica em 
três pontos A~B,C; como 
os planos das faces do 
triedro pass~n pelo cen
tro da esfera, cortarão 
a superficie esférica 
seguDao circulos máxi
mos e portanto as faces 
do triedro cortarão a 
superf1cie esférica se-

f gundo os arcos de Clr-- ",-..."'-""'-"" culo maximo AB, BC, CA, 
extremos ccr.cnuns doi s a 
dois e de amplitude in
ferior a 1800 0 • 

À figura assim forma
da por aroos de·· circulo máximo oom extremos comuns dois 
a dois (eoommedida inferior à 1800 ) dá-se o nome de 
.... ~~~N 

~r~~pgulo esferiqQi os arcos AB, BC, CA são os lados do 
triângulo e os pontos A, B, C os vérticesn O triedro 
OABC diz-se o !riedro ao centro oorresponde~ ou, sim
plesmente, b triedro correspondente ao triângulO esfé
rioo [ABC) ~ . .......... ~ . 

Chamaremos angulo de dois lados AB,AC, ao engulo 
formado pelas ·serni-tangentes AT:t. eAT.2 a êsses lados no 
vértice comum.. Como A~ e AT2 são perpendiculares ao 
raio OAe ex{stem nos planos OAB e OAC, o ângulo TJ.ÃT2 
~ t ~ ~ e um rectillneo do diedro CAvB e tera portanto a mesma 
medida que êste diedro. então: 

nA cada diedro do triedro corresponde um ângulo do 
triângulo esférico com a mesma medidá" 

'Por outro lado é fácil ver ',ue: 
liA cada faoe do triedro corresponde um lado do tri

ânooulo esférico com á. mesma medida i, ,( porque o admite co-
mo ângulo ao centro)., ' 

Portanto, atendendo a esta correspondênCia face-lado, 



diedro-ângulo, tem-se que, a cada propriedade dos trie
dros, corresponde uma propriedade dos tri~~os esfé
ri cos; assim : 
I - Q,ualquer lado dtun triâDglÜo esférico é menor'que a 
soma dos outros dois e maior que a sua diferença" 
II - A soma" dos lados dUlU triângulo esférico é sempre 
inferior a 4 rectoso . 
III - A soma dos' ângUlos dUt'1l triângUlo esféri co está 
compreendida entre 2 e 6 rectos n 

À diferença entre a sana dos ângulos do triângulo 
e dois rectos dá-se o nome de excesso esf.érico: . 

E=A+B+C-lt"o 

(Para simplicidade de notação, representamós por A,E,C 
os ângulos do triângulo de vértices A,B,C): 

Dois triângulos esféricos dizem:-se Êwlement~~ 
quando cor'respondem a triedros ao centro suplementares; 
portanto: 

"Os lados e os âr..gulos dum triÊI.Dooulo esférico são 
respectivamente suplementares dos âr~~os e dos lados 
do triângulo esférico &'U:plementar" . 

Pode acontecer que um triângulo esférico te~ha um, 
dois, ou até os três ângulos rectos e então dir-se-á 
respéctivamente: re?tân€fti!o, ll~~, ou ~ectâE:
gY1:Q~ 

Fónnulas ~ra a resolução de tr~ân~Jlos esfêric~ - l~ 
~po de fórmu1a~, Consideremos Um triângulp esférico 
LABC] (Convencionaremos representar os -v-értices do tri
ângulo por letras maiúsculas e'os lados pelas letras 

. . . , , 

<::\. minúsculas corresponden
tes)o Sejam BI,CI as pro· 

O c;... ____ ~. ___ ""--__ "'. 

J31. 

jecções -ortogonai s de B, 
C sôbre OA (isto é os 
'pontosde intersecção da 
recta OA comoà planos 
que passam por B" C e são 
perpendiculares a OA); 



B - o == (BJ. - O) + (B - B1 ) 

C .. O = (C1 - O) + (C - C1) 

LJhltipliquemos internamente, membro a membro, estas 
igualdades, observando que, sendo B1-0 1. C-C1e B-B1 J... 
JLC1-0, os produtos internos de El-O por C-C1 e de B-B1 
p?r~C1~0 são nulos; aplicando a propriedade distributiva, 
V1ra: 

# 

Tomemos para unidade o raio. da esfera; sera : 

'\ B-O \ = \ c-o \ = 1 

e com9 BOc = a, vem : 

(2) (B-O>!.( C-O) = \B-Ot Ic-o I OOS a = cos a 

Além disso, por ser Bi-O a projecção ortogonal de 
B-O sôbre A-O, ~em-sa: 

Bi~O = cos BOA o (A-O) = cos c (A-O) 
.AnàJ.ogamente: 

C1-0::: cos b (A-O) •. 

Portanto, visto ser IA-O r = 1 :. 

( 3) ( B:t -o) I ( 01 -o) :::. cos b cos c c 

Temos ainda I B-B11::: san c, t C-C1\ = san bei o ângulo . 

dêstes vectores é A, por ser igual ao rectilíneo do die
dro de aresta OA; então:· 

(4) . (B-BJ,)ICC-C1) = sen b sen c cos A " 

Entr6nd~ com os valores dados por (2), (3), (4) em 
(1), 'vem finalmente: 

,co~ a =co~ b cos c + san b san c cos A I 
que é a chamada fórmula fundamental da trigonometria es
férica" Podemos então enunciar a seguinte regra: 



nNum triângulo esférico o COBano de qualquer lado 
é igual ao produto dos cosenos dos outros dois lados 
mais o produto dos senos dos mesmos lados multiplicado 
pelo coseno do ângulo oposto 89 lQ lado"o 

Aplicando.esta regra aos três lados a,b,c obtemos 
o primeiro grupo de fórmulas : 

cos a = cos b cos c + Sen b sen c cos A 

cos b = cos c cos a + sen c sen a cos B I 

cos c = cos a cos b + sen a sen b cos O 

20 grupo de fórmulas - Consideremos o triângulo esféri
co (A'.B'C'] suplementar do anterior; os elementos dêste 
triângulo são :. 

A' = tr'- a, B' =lt"-b, C' =lC- C 

a' =7r-A, b' =1r-B J c' =1C"- O 

e entrando cem êstes valores na la fózmula do grupo I 
vem : 

- cos A' = cos B' cos O' - sen B' san C' cos ai 

Como se trata dum triângulo arbitrário, podemos emi
tir as plicas~ Procedendo·anàlogamente para as outras 
duas fóImUJ.as do grUpo I, obtem-se : . 

cos A = - cos B cos C + sen. B san O cos a 

cos B = - cos O cos A + sen C sen A cos b II 

cos O = - cos A cos B + sen A san B cos c 

. 30 grupo de fórmulas; - Da la fórmula do 1-- gruPO. deduz
-se : 

cos A = cos a - cos b coa c 
san b sen c 

como sen2 A = 1 - 00s2 A, teremos. 

2 t cos a - cos b cos c ) 2 sen A = 1 -
sen b sen o 



= sen2b sen2c - cos2a - cos~ cos2c + 2 cos a cos b cos c 

sen2 b sen2 c 

donde, atendendo a que sen2b.sen2c == (1-cos2b)(1-cos2c) 
e dividindo por sen2a : 

::::,2. --20S2~ - cos~L::"Q.<?s2c_ + 2 cos a cos b cos c 
sen2 a sen2 b sen2 c 

Ol~a? observa-se que, pennu-cando as letras a,b,c, o 
2Q membro desta expressão não muda (é stmétrico em a, b, 
c) ; isto leva-nos a concluir que: 

sen2- A sen2 B sen2 C :;: = 
sen2 a sen2 b sen2 c 

Como se trata dum triângulo esférico, as medidas das 
faces e dos âr.gulos são sempre inferiores a dois rectos, 
e por conseguinte os respectivos senos são s~~pre posi
tivos; pOdemos então escrever: 

I. San-A . --'.~= 

l;len a 
L.....;:... . 

sen B 

sen .b 

sen C =---- III 
sen c 

fór.mulaS estas chamadas ~~~gias d~~senos e que expri
mem o seguinte fa.cto: "OS senos dos lados dum triângulo 
esférico sãopropórció~isaos sériOs dos ângulos opostos" c 

4.Q :grupo 4e. fórmulas - Substituindo na la fórmula do gru
p~i~ val~r de cos c dado pela 3a fórmula do mesmo gru-
po obtem-se : - , 

cos a = cos ~cos2b + s~n a sen b cos,boos C + 

+ sen b sen c cos A 
donde: 
cos a (1-cos2b)= sen a sen b coso b cos C+sen b sen c cos A 

ou, substituindo l-cos2b por sen2b e dividindo ambos os 
membros por sen a sén b : 



cos a s~ ~ cos b cos C + sen c cos A 
sen a sen a 

!Ias tem··se (analogias dos senos) 

sen c sen C 
sen a = sen A 

o Último termo do segundo membro torna-se então 
sen C cot A e assim poderemos eaerever finalmente: 

cos b cos C = sen b cot a - sen C cot A , 
fórmula esta que relaciona quatro elementos contiguoso 
Obtemos assim o seguinte grupo de seis fórmulas: 

cos b cos C ::: sen b cot a - sen C cot 'A 

cos a cos C = sen a cot b - sen C cot B 

cos c cos B= sen c cot a - sen B cot A 

B::;: cot c - sen B cot C IV cos a cos sen a 

cos c cos A = san c cot b - sen A cot B 

cos b cos A = sen b cot c - sen A cot C 

Triâ~os rectângulos - Estas fórmulas simplificam··se 
consiãeràvelmente quando o triângulo esférico é'rectân
gu.1.o, Se fôr, por exemplo, A = rt/2, vem cos A = O " 
sen ~. = 1; então as fórmulas anteriores fornecer.l~nos 
as seguintes! 

I cos a = cos b cos c 

roa a= cot B cot C Jtgb~tgaCOSc 

II cos B =' sen C cos b tg c = tg a cos B 
cos C = sen B cos c IV 

tg B l tg b ~ sen c 
{ sen b :c sen a sen B 

III tg c = senbtgC 
sen c = sen a sen C 

Podemos reproduzir ràci1mente estas fórmulas recor
rendo a um processo m..."l~.mónico chamado a Regra de Ii,e,Eer: 
Consideremos um triângilo esférico [ABCI rectângulo em 



A e imaginemos os elementos dêste triângulo dis~ostos pe
la ordem em 'lue seguem, abstraindo do ângulo recto e ten
do,o cuidado de substituir os catetos b e e pelos seus 
complementos; então a regl~a de Neper enuncia-se : 

".Qsoseno de qua19.~er elemento é i~al ao produto 
da..~~2:~~BBientes dos element.0..êcon.iuntos (adjacea~.2 ou 
~oél.uto dos senos dos e~~nto~.sep~rad.9tinão adja.-

~~s) " 

a. 

Para aplicar esta .regÍ'a, é mais cÓmodo na prática 
desenhar, em vez do tr:i.â.IloO'tllo, um pentágono cujos lados 
seja"n os elementos do triâno7Ulo naorde:.0.1 pela qual se 
sucedera, suprimindo o ângu.lo recto e substi tuinà.o os ca
te~os b e c pelos respectivos camplementoso 

SupoIlhamos, po~ e,xemplo, que se trata de resolver 
o triângulo rectângulo em A conhecidos a hipotenusa g 
e o 'cateto ll; ~ra ca1cul~ o outro ~ateto S, observ~'" 
mos quo, dos tres elemen'l;os a,b,-::, e ã o e~~-!D...5l.nto~
dia,. isto é, o que está disposto simétricamente em :::'e
lação aos outros dois; comoêstes não são adjacentes a 
.ã, virá~ pela segunda parte da regra de Ne~r: 

donde 
cos a = sen (~ - b) sen(~ - c) = cos b cos c 

cos c = cos a 
cos b 

Para calcular o ângulo B,notem.os que o elemento 
médio é ~ - b ., então virá: 2 ' 

d.onde 

cos (~ - b)= sen a sen B , 

sen B = sen b 
Sen a 



Finalmente para o ângulo C, o elerOOnto médio é C, 
logo: 

cos C - cot a cot (~ - b) 

= cot a tg b o 

Anàlogamente se resolvem os outros casos dos triân
gulos reotângulos, 

Triângulos obliquângulos 

112 e 20 casos - Conhecidos os três lados, ou oonhecidos 
os três ângulos, determinar os elementos desconhecidos" 
112 caso - Suponhamos dados os três lados; para deter

c minar o ângulo A, podemos uti
li ozar a fórmula fundamental, 
que dá; 

cos A = cos a - cos b cos c' 
senb sen c .. 

.D =1as esta fórmula não se pres-
A ta ao 'cálculo 10.;5ar1 tllti:CO; 'va-

c: mos por isso transfo:rmá .. lac 

Comecemos por recordar·como se torna logaritmica 
a expressão cos x - cos y " Pondo : 

{ x=u-v 

y=u+v 
vem: 

ou seja 'u = ~ 
2. 

J 
y-"X v= 

2 

cos x .. cos y = cos (u - v) - cos (u + v) == . 

, 

= c~U"CÕ~ V+ .sen u ,sen v - CO:;l~S v + sen .tJ sen v . . ".--

= 2 sen u sen v = 2 san ~ sen l-X 
2 2 

e a expressão 'Obtida já é adequada ao cálculo logar!
tmico~ 

J?recisamos ainda de utiliozar uma outra fórmula que 
V8J.1l0S dedu'1.ir n Tem-se : . 

cos x = cosf~ + ~}= cos2 ~ - sen2 ~ 
••••. - ""'. _ .. ".~ •• CO' .. -'._0' \ 

.M.,t.G. 2~~- r:3J 



donde, atendéndo a que cos2 ~ = I - sen2 ~ , 

sen2 ~ = 1 - cos2 ~. : 

cos :x: = 1 

e portanto: 

2:x: sen -- J 2 
cos:x: = 2C092 ~ - 1 

2 

- cos :x: 
2 

igualdades estas que permdtem escrever: 

tg ~ = 
2 

1 - cos' x 
1 + cos :x: 

Vol tendo ao caso de que estávamos a tratar, temos: 

I - cos A = sen b sen c • cos a+cos b cos c 
sen b sen c 

. 1 + cos A= sen b sen. c + cos a ·cos bcos c 
sen b sen c 

e por conseguinte: 

1 - cos A :::. coa (b-c) - cos a . 

. 1 + cos A cos a - cos (b+c) 

aulicando a anterior fÓrrDUla de transformação logar! t.-ai-. ' ca Vl.ra : 

1 - cos A 
~sen .a+b-c 

. 2 
sen a-b+g . 2 

= 
1 + cos A 'a.. sen a+b±ç sen b+c-a 

2 2 

Convenciqpando pÔr a + b ~ c.=2p, ter-se-á: 

a + e .. b == 2(p -b), ia. -I- b .. c=2(p-c),b+ c· a=2(p-a) 

e finalmente : 



tg A = / sen (!l··b) S~l1 (p-·c) 

2 V· sen'P sen Cp-a) 

Para os âng~os B e C, será anàlogamente 

tg ~ = 

tg Q = 
2 

sen (p-c) 

sen p sen (p-b) 

Jsen (p-a) .en (p-b) 
. san p sen (p-c) . 

• # ~ ~ . 

formulas estas que ja seo 10garJ. tmicas .. 
No 2Q caso são dados os três ânSuIos A,B,O a pre

tende-se detenninaros três lados a, b, c .. Podemos recor
rer ao triângulo esrérico'supla~entar; ràcilmente se re~ 
conhece que, pondo' A +'B .... C - 1800 == 2L1., resUlta: 

ter ~ _ 
°2 

sen A sen (A-i:1) 

sen (B"'ô)sen (C-A) 

; . . 

tg ~ 
2 
-J senA sen (B~) 
'. sen (A~A)sen (C-A). 

t er ~ - J senÁ sen (C-A) 
02 - , .. 

~n(A-~ sen(B-~) 

312 e 4.!~ casos - Conhecidos dois l,ados e o ângulo por 
êles formado ou conhecidos um lado e os dois ângulõs 
adjacentes, 

c 

os elefilentos desconhecidos, ,: 
Por exemplo, suponh8.tnos co

nhecido~ a,b,C e propünhamo
-nos determinar A,B, c O 

a) Comecemos por calcular C o 

Segundo' a'~erceira rónnula do 
grupo I,tem-se : 



244 -
cos c = cos a cos ,b + sen a sen b cos C., 

• . # , 

Para adaptar esta formula au calculo 10gar1tmico se-
guiremos o chamado "método do ângulo auxiliar," ~ 

Pondo cos a em evidência no segundo membro, vem: 

cos c, =C08 a (cos b ,+ tg a sen b cos C) ; 

detenninando U;1l ângulo auxiliar y; tal que: 

(1)1 tgf =, tgacos C I 
(o que é sempre passivel visto que a tangente varia àe 
-00 a +00) ,podemos escrever : 

cos c = cos a (cosb + sen tp, sen b) 
cos cp 

= cos a '( b b) cos ,YJ cos ,cos t.p + sen <f sen 

ou, finalmente 

( 2) 'cose = cos a cos (b-r) 
cos ~ 

Determina-se primeiro oânguló' auxiliar CP' por inter
médio de (1) e de~is ~ por intermédio de (2) G 

b) Para calcular A; podemos re'c,orrer à primeira das fór
mulas do grupo IV .. Tem-se: 

donde, 
sen C cot ~ = sen b cota - cos b cos C 

sen C cot,Â. = cos C (sen b cot a - 'cos b) 
cos C 

·~terminandO agora um' ~glll~ 'auxiliar 'f' tal que 

vera: 

, cot a = cot y; , 
cos C 

sen C cot A = ~os C (sen b cos~ _ cos b) = 
senf 



= cos e sen (b- Y') 
sen !f 

e finalmente : 

( 4) cot A = cot e sen (b- <e ) 
sen f 

As fórmulas (3), (4) resolvem pois o problema 
c) Para calcular B, teremos teremoS anàJ.ogamente as 
fórmulas: 

cot'f = cot b , 
cos e 

cot B = cote sen (a- '1-1) 

Sen '+' " 

Quanto ap 40 caso, ~odemos'reduzi-lo ao 30 por pas
sagem ao triângulo suplementar., 

50 e 60 casos - Dados dois lados e o ângulo oposto a 
um deles, ou dados dois ângulos e o lado oposto a um 
deles, detenninar os elementos desconhecidos" 

~stes dois casos, que não estudaremos em detalhe, 
são chazOO.os "casos duvidosos"; o problema pode ter 
duas soluções, uma ou nenhuma." 

F I a 
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