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I1QRIA DAS DISTRIBUICÕES 
INTRODUCio 
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11/. liçlo 

t ao grande mateméftico trançês LAURE!IT SCHWARTZ que se 
deve a criaçao da t§oria q�8 distribu��ea. Os primeiros artigos 
s6bre o assunto publicou-os Schwartz em 1944,1945. Mas a teoria $6 
obteve difus!o universal quando ap�receu sistematizada na monogra­
fia "La Théorie ,.g�s. Distributions!., em dois volumes J editados em 1950 
e 19.51 na colecçlo tfActualit�s Sc:ientifiques et Industriellesn,n� 

1001 e 1122. 
Um dos objectivos iniciais desta teoria era fundamentar 

rigorosamente certos proeassos de cdlculo,j,ntroduz1dos empiriçamen­

te,e ali�s com conhecido t!xito,em MecÇlnica QuAntica por Dirac,e no 
Cálculo simb&lico dos electrot�cnicos,�egundo o EngA• Heavis1de. 

Esses processos do �t!lc:uloll&'lém de ca�ecerem de ba!J9 l6� 
gica,eram por vezes contradit&rios. Situaç5es anillogamente insegu'" 
ras surgiam em certos aspectos estranhos e um tanto desconcertante5 

das equaç5es em derivadas parciais e tamb4m na teoria do integral e 
da s�rie de Fourier que tIo vita.l papel desempenham em Matem�tica 

aplicada. 
No entanto,o trabalho de Sohwartz nlo se limitou a s1s� 

tematizar,a legalizar situaç5es por vezes contradit&rias encontra­
das nos dominios j� reterido�. Bem ao contr�r10, -a teoria das dia·· 
tribuiçe5es abre h. ),lat.emátict., k Fisica e h. T4cnlt.;& novas possibili­
dades de progresso,em escala ainda imprevisível. Podem,ali�s)lapon.,. 
tar-se desde jIÍ alguns êxitos notlÍveis da descoberta de Schwartz: 

a) d�vem-se-lhe jd substanciais p'rogressos na teoria 
das equaç5es em derivadas parciais,por obra do pr&pr10 Prot.Schwartz 
e alguns dos seus disc!pulos; 

b) v�rios tisicos te&ricos (Peterman,Güttinger ),t@m 

aplicado j� com resultados apreciAva!s a teoria das dlstrlbuiç5es 
nas suas pesqu1zas; 

c) em Electrodinâmiça Quântica,vê-se na nova tecn1ca 
matem�tica com grande esperança,um meio de encontrar soluç�o para 
graves dificuldades da estruturaçUo da respectiva teoria. 

Mas a primeira �istematizaç!o da teoria das distribui­
ções,efectuada por Schwartz,exige conhecimentos de An�11se funcio­
naI que ao tornam pouco acess!vel a .tísicos e a t'cnicos. De resto, 
compre?nce-se que o primeiro caminho seguido na estruturaç�o de �� 
teoria,possa n�o ser o mais t'cil,o mais directo. Na verdade,a3s�u 

aconteceu em muLtas casos. 
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Em 1953,0 jOvem matem�tico alemão Heinz KOnig,na sua tese de 

doutoramento(l) ,apresentou uma çonstrução da teoria das d1stribui­
ç�es segundo um novo m�todo que, sendo mais abstracto que o de 
Schwartz,parece contudo maj.s directo,mais elemen�ar e portanto mais 
acessível. Isto vem mais uma vez provar que ,ao contr4rio do que 
vulgarmen�e se pensa,nabstractoff 'não significa necesskriamente 
tfdif'!ci1", "heomdticoU ,nabstruso". 

Ora)� uma orientaç!o abstracta semelhante,mas n�o id3ntica,à 
de KlSnig,que vamos seguir nesta exposiç!o. Mais peecisamente,va .... 
mos seguir um m�todo axiom�tico. 

Todavia,antes de exp6r uma teoria axiom�tica,1 conveniente,' 
at' indispens4vel, tomar conhecimento ele um pouco do processQ 1ndu<� 
tivo,hist&rico,que conduziu a essa ax1om�t1ca. Por exemplo, que 
significado teria para nds a axio"t1ca do C�lculo das Probabilida­
dessse esta nUo ta·ase anteo�c11da do u:'�. c�-;os�ç'o dac noçt5ec intui­
tivas qv.e inte"tm :u-. �'.r:.-'�ul\lçlo da meaa ax10�t1,.,a ? 

• • • • • • • • • • • • 

Para começar,nlo seria poss:!vel encontrar maneira melhor do qu,e 
repetir a frase com que o Prof. Schwartz quis um dia exibir os seue 
conhecimentos de língua portuguesa: 

nA noclo de distribuiçlo d uma generalizaçlo da noclo 
de fung!qtt 

Podemos até dizer que,de certo modo,o conceito de distribuiç�o 

estA para o de funçr!o, como o de ndmero complexo estA para o de miv. 
mero real. E esta analogia ndO é superficial: roi ela at'.como ve� 
remos,que sugeriu a construcção axiom�tica do espaço das distribui­
ç�es que vamos apresentar. 

Uma das primeiras ffdistribuiç5es",que se apresentaram,f6ra do 
quadro clássico das funç5es, � a chamada tlfunçlo impulsiva unitária11 
dos nlectrot�cnico;"i, ou" funç!o d de Dirac". 

Jt a"funç!o" assim definida: 
_ {O tpara X ri o 

d(x) -
00 t para x • o , 

e sujeita ainda k condiç!o lb, 
cf (x) dx • 1 

a quando a < o, b , o 

• • • • • • • • • • • • • • • 

(1) "Nelf8 B8�ctup& der Theorie der Distr1butipnenfr 

von L. SCHWARTZ,Math. Nachr. 9 (1953),p.129-148 



3 
Quanto h 1. parte,(definiç�o de Ó ) ,nada há a objectar 

há muito tempo que a lvlatemática clássica aceita o símbolo 00 ,acre.§. 
centado ao campo dos ntlmeros reais,compl,exos,etc,- e interpretado 
de variadíssimas maneiras,inclusiv� geom�tricas. Tudo fica cer-
to,desde que suficientes precauç�es assegurem que não surgem con-
tradições. ( A moderna teoria da integração exige mesmo,expli-
citamente,o recur$O aos símbolos +01:), - 00). 

A 2A. parte, fb ) Ó (x) dx := 1 
la � que � contrária a todas as teo-

rias usuais. da integre.ção de funções. Aquele integral existe 

na verdade (segundo Lebesgue) ,mas- encarando Ó como função - o seu 
valor deve ser nulo. Para interpretar melhor esta condição 
contradit6ria, vejamos qual a origem concreta da "função cf ". Esta 
entidade apareceu como gerivada da "função unitária dos telegrafi.§. 
tas" ou ttfunç«o d9 PeAviside", H(x)rassim definida: 

11 ,para x)oo 
H(x) =10 ,para u:o 

1 

------------.. -----------+�------�--------------_. o 
Trata-se duma"verdadei:..'aUfunç!o) C\ljo domínio � o eixo real, 

uma vez excluida a origem. (Por vezes,define-se na origem tam-
bem# tomando ,por ex .. , H( o) = 1 .. 

Mas, como pode aparecer J como derivada de H ? 
Reconhece-se imediatamente que H(x) admite derivada para to­

dos os valores de x r o,no sentido clássico; mas para x = o, H(x) 
não admite derivada dentro da teoria clássica da derivaç�o de fun­
ções. Quando muito,na hip&tese de $e tomar H(o) = l,podertamos 
falar em derivada h eSquerda da origem, valendo + ÇIJ: H' (o -) = + cD 

Nao se deve,neste moment o ,perder de vista que os conceitos 
matemáticos se criaram para interpretar a realidade física. �, 
pOis,recorrendo a um "modêlo" inspirado em consideraçê5es físicas 
que deve encontrar-se a sugest�o para a interpretaçao da função d (x} 
como derivada da runç�o H(x) 

Um exemplo muito simples � o seguinte : consideremos um movi­
mento de um ponto material,em que a velocidade � dada em função do 
tempo pela funçlo v = H(t) • 

Para t<o,4 v = o; o m&vel est4 em repouso. 
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Para t.>o,é v == 1 o movimento é uniforme,com velocidade uni 

tária. 
No instante t :=; o,a velocidade passa bruscamente de o a 1. 
Suponhamos,para maior simplicidade,que a massa é unitária: 

lU == 1 A força responséÍvel pelo movimento sertÍ,segundo as 
concepçé'.Ses clássic-as,a derivada da velocidade : 

t == dv = dH 
-a:t Crt 

Para t(O, nada há de anormal: como é �� == o, a força é nu�' 
la. O �esmo sucede para t>o. 

E para t = o? Os físicos nlo abandonam f�cilmente a sua 
preocupaçtto de causalidade,o seu apêgo ao determinismo; a mudança 
brusca do valor 2 da velocidade para o valor l, ocorrente no inst.;:m­
te t = 0,& assim atribuida a uma causa: esta causa será chamada , 
aindn,uma força. Ser;;l uma força finita ? N!o pode ser,porque 
uma força fin ita , num intervalo (de tempo ) nulo,não produz efeito 
algum. s6 pod�, pois, ser f = oc;::, • 

Daí a definição da força em função do tempo,que o quadro 
seguinte resume: {O, para t ri o 

r =- H1(t) == 

Ç>O, para t SI o 
Por outro lado, e por coerê-ncia com o referido princípio do 

determinismo (restrito) ,uma causa determinada (a força) em condi -
çé'.Ses determinadas (a velocidade num certo instante,por ex.,t=a,o) 

s6 pode produzir um efeito,que neste caso é a velocidade num ins -
tanta ulterior,x • 

Segundo 6s h�bitos cldssicos,para encontrar a velocidade no 
instante t = x devemos integrar a força entre � e �; isto �,será v 
(veloCidade no instante x) dada pela relaçtto 

v i =, (t) dt • H ( x) - H ( a) = H ( x) 

��a vez que H{a) = o,na hipótese a(0. 

que 
Se considerarmos,em particular,um 

H(b} = l,teremos j'b 
Ht(t) dt == 1 

a 
A identificaçtto,já 

de Dirac,permite escrever 
feita,da funçtto 

jl(x) dx a 1 

instante t = b>o, vist,o 

f( x) com a função J (x) 



Quer dizer: a função J' ,nas condições de Dirac, está "concre­
tizada" mediante a sua identificação com a derivada �� 

l\ilas deve observar-se gue nada se justificou no procedimento 
adoptado: chegou-se ao resultado final,caminhando deliberadamente 

na esteira de m�todos tradicionais,sem inquirir da sua aplicabili­
dade aos casos concretos em que foram c hamados a intervir. 

Vamos considerar outro movimento,em que a velocidade em ca­
da instante seja dada pela igualdade 

v = 2H{t} 
Ser� ent!o,raciocinando como h� pouco, 

. o , para t ri o 
f = V f == 2H' (t) ;I � 

E,por sua vez,encontraremo$ 

v {:H' (t) dt • 2H(x) 

t aO, para t == o 

=120 ' para x>o 

, para x<o 

Segund.o o conceito gerl'.l de função, a n9.!! força fé, precisa-­
mente, Ó (x) ,porque coincide na verdade com i (x) em todos os pon­
tos da recta num�rica. 

Ou seja, ( como j� tinhamos identificado H f (t) com d (t) ) , 
2H t( t) == 2 -I (t) :: d (t ) 

Quer dizer: a mesmf função d' (t) tem,no mesmo intervalo 

(a,x),doi,s integrais diferentes, H(x) e 2H { x ) ,o que forçaria a 
adoptar um conceito de integral contraditório com as mais banais 
exigências do senso comum. 

Sob o aspecto f!sico,a contradição apontada levaria ao abaQ 

dono do determinismo,porquanto a mesma causa (a força d ) com a 
mesma condição inicial { a velocidade nula no instante t = a�o),prQ 
duziria efeitos diferéntes: velocidades iguais a 1 e 2,por exemplo, 
num instante t>o • 

A isto poderlÍ objectar-se,por exemplo,do seguinte modo: não 

h� movimento algum,na realidade,em que a velocidade passe de Q at� 
J.:,bruscamente 

O que pode acontecer (dir-se-â) � que ,num pequeníssimo in­
tervalo ( - f ,+ e ) J a velocidade cresça continuamente de .Q. até 1. 

v 

________ � __ � _______________ t 
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Podemos atd admitir que a velocidade no intervalo (-f.,+f) 

é continuamente derivdvel,isto �,tem derivada contínua,sendo essa 
derivada a funç�o que representa a fôrça que determina o movimento, 
e que 56 é diferente de 2 no intervalo (-t,+f). Esta funç�o cres 
ce ràpidamente atE;{ atingir,um valor elevado,decrescendo depois rà-
pidamente até 2. Este esquema é perfeitamente coerente com a 
idea intuitiva de impulso ou de chogue. 

_--,--L �I """---___ t 
"e o ... t 

Ora,assim vistas as coisas,nada de anormal,de singular. 
Para quê sair do quadro das funç5es habituais,então ? 
A esta pregunta pode responder-se que: 

l.l1-as funçeses com que matemàticamente pretende traduzir-se a 
realidade fís1ca,s�o apenas esguemas,simplificaç5es,que de modo 
algum se ajustam totalmente h realidade. Portanto,as funQ�cs de 
t,definidas no intervalo (-t,+t),para representar a variação da ve 
locidade e da força, não deixariam de ser consequências de hip6te­
ses sempre mais ou menos aderentes à realidade - mas não a descre­
vando nunca exactamente 

2.11-Simplificação por simplificação,é muito mais simples e c6-
modo empregar nestes casos a funçtto d- e a função H - � não ser que 
interesse precisamente estudar o mecanismo do impulso,ç6mo se faz 
no capítulo de Hecânica a isso consagrado. 

N!o esqueçamos, a114s, que os físicos estudam fen6r.lenos con­
cretos,a partir dos quais improvisam esquemas intuitivos; aos ma­
temé:1ticos,o seu papol consiste em recolher essas intuiçeses dos ff.� 
sicos e sistematizd-las de forma coerente,libertando-as de pos -

síveis contradições internas. Estruturas formais n!o contradit6-
rias: nisto,est� toda a matem�tica. No que toca ao maior ou m� 
nor valor de Uül esquema matemdtico apresentado para estudo de um 
fen&meno físico,serd oportuno lembrar o que Poincaré dizia da "ver 
dade" das vlÍrias geometrias: "não há geometrias mais ou menos ver-
dadeiras,há geometrias mais ou menos c&modas". Tambem se pode 
dizer: n!o h� esquemas mais ou menos verdadeiros,há esquemas mais 
ou menos c6modos,mais ou menos eficazes conforme o fim em vista. 

Observe�se ainda que,cm Electrotecnia,no estudo de regimes 
transit&rios em circuitos el�ctricos,interv�m a função impulsiva 

G(x) E mais ainda: pode ser necess�rio fazer intervir as �-
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I li (\ tiva� t , ,s ) • . •  de O derivadas de qualquer coisa que n!o se sa-

be bem o que 4 (no quadro c148sico das runç�es)-mas com as quais 
se trabalhou,e com êxito 1 

• • • • • • • • • 

Por outro lado,vej�aos como Dirac efectuou a introduç!o da 
funç�o dr (�) na sua exposiçlo: o problema que êle tratou foi de uma 
amplitude consider�vell-nada menos que a representaçlo de uma fun­
çUo qualquer, (pelo menos.de todas as funç5es cont!nuas),mediante 
uma rdrmula do tipo 

supondo que se trata de runç�es definidas em toda a recta Ox. 
Ora,antes dos trabalhos de L. Schwartz,j� a teoria do in­

tegral de Stieltjes tinha 1e,it�mado aquela tórmula,(pe10 menos, 
em c ertos casos),para cuja justificaçlo Dirac tinha apresentado r-ª 
z6es intuitivas,mas inaceitdveis quanto a rigor lógico. 

Conviria recordar aqui,sumhriamente embora,a derin1�lo do 
in�egral de Sti,ltjes • E para 1sso,ser� oportuno. relem-
brar pr�viamente a noç�o geral de medida de que aquele integral de­
pende. 

Entre os conjuntos de pontos da recta mais simples,figuram 
o.s intervalos: 

_ ... -._. -..-_t; ..... j--.....a+t:-_ . ..... ---i---.I-----

� claro que,considerados por exemplo,) intervalos I1,I2,I3, 
a sua reuni!q (1) 

11+12+I) 
jd n�o � um intervalo,em geral. 

Se considerarmos uma infinidade numer�ve1 de intervalos, 
11,I2,···,1n'··· 

a sua reuniUo � 
11'" 12 + .. • • ... ln'" • • o =� In 

poder� n!o ser j� um intervalo,mas um conjunto de tipo muito �ais 
complicado .. 

(1) O use de sinal'" para designar a reuni!o de conjuntos é prefe­
rível,em teoria da medida e em cdlculo das Probabilidades,ao uso 
do sinal habitual LJ 
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Suponhamos que se passa ao complementar (relativamente a um OQ 

intervalo que contenha todos os ln> da reuni�o :E. In pode ainda 
surgir um conjunto de novo tipo. Imaginerhos que voltamos a 
considerar reuni3es de infinidades numer�ve is de conjuntos do tipo 
anterior,e que passamos aos complementares dessas reuniões; admit� 
mos que se prossegue,sucessivamente e transfinitamente,na execução 
dessas duas opera�ões: 

a) reuni�o de infinidades numer�veis; 
b) passagem ao complementar. 
Dizem-se conjuntos de Borel ou borelinnos todos os conjun-

tos assim obtidos. 
Posto isto, designemos por J3.{> a família de todos 'Os bore­

lianos que sAo conjuntos limita42! e suponhamos que se faz corres­
ponder,a cada conjunto X desta família um detenainado n��ero 

I (X) 
real ou complexo. Fica assim definida em .J3� uma função I1m�.�­
f:'ica de conjunto, isto t1, uma E!:RficaçAo de 539 no conjunto dos mima-
ros reais,R,ou no conjunto dos n�eros complexo�,C. Pois bem, 
a funç�o �(X) diz-se numerhvelmen�e aditiva,se,dada uma infinida­
de numer�vel de conjuntos XnE 1.3R,diSjUntos dois a dOis,se tem ne­
cessàriamente 0(") � 

� (,f:, Xn) = !:,,(Xn) , 
em que .I. Xn designa a reunião de todos os conjuntos Xn e 1: )A (Xn) 
a soma dos ndmeros �(Xn) (s�rie absolutamente convergente ) . 

� &bvio que esta propriedade (aditividade numer�vel) impl� 
ca a aditividade a respeito dum ndmero finito de parcelas 

�(XI+X2) =jM{Xl) +;M(X2) ,etc. 

hs funç3es nUffier�velmente aditivas,definidas em]i, ,tamb�m 
se d4 o nome de medid�2. 

Um primeiro exenplo de medida t1-nos oferecido pela medida 
usual,que faz corresponder a cada intervalo I o comprimento destê. 

Um outro exemplo '-nos dado por qualquer distribuiç�o de 
;:11aSSa sot>re a recta. Neste caso,o mimera )J. (X) associado a 
cada conjunto X E 1314 n110 negativo e diz-se massa contida em X. 

S�o ainda exemplos sugestivos de medidas n�o-negativas as 
distribuiç3es de probabilidade. Neste,caso,o número ;M(X) diz-
-se a probabilidade de que a vari�vel casual considerada tome um 
valor situado em X • 

Um exemplo duma medida real que pode ser negativa será uma 
distribuiç!o de cargas e14çtricas sobre a recta. 
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t ainda féÍcil ver como esta noçlo,bastante geraltde medida; 

se generaliza a qualquer espaço cartesiano Rn • 

Podemos agora referir a definiçlo do integral de Riemann: 
-Stieltj�s,relativo a uma mQdida , ,que se representa pelo símbolo 

'o 
Lr(tl df • 

Concretamente , vamos indicar o que seja o integral de 
Riemann-Stieltjes de uma funç!o r no intervalo fechado (a,b],a res 
peito de uma medida ;M (1) _ 

Consideremos uma part1çlo � do intervalo La,bJ num número 
finito de sub-intervalostpor meio de pontos interm4dios: 

Seja /j. .. mtÍx. (tt ... ti_1) , i .. 1,2, • • •  ,n,isto �,a máxi-
ma das amplitudes daquela� sub-intervalos. Este ndmero il 
chama-se o diâmetro da decomposiçlo �. 

De forma mais precisa, consideremos os seguintes sub-inter­
valos de [a, b J : 

[tottl[U [t1,t2 [ , , Ctn-l,tn) , 
dos quais os primeiros n-l slo abertos h direita; os n intervalos 
assim definidos slo dis.1untps dois a dois, De um modo geral, 
designemos por Ik o intervalo de ordem k: Ik- [tk-l,tkJ 

Seja tk um ponto 9u�lgu�r do intervalo Ik! tkt1k pode 

mesmo ser um dos extremos do intervalo. 
Multipliquemos o ndmero f(tk) pela medida )4 (Ik) do inter-

valo de ordem kj formemos o �omQtório 

Consideremos a tQtalidade das somas a que 8ate processo 
conduz; se existir limite finito (no sentido da integração) (2) da­
quelas somas quando o diâmetro� tende para 2,diremos que êsse 11-

(1) E! essencial ter em conta que se trata de um intervalo fa,b] 
fechadq: tratando-se, por ex. ,de um intervalo rFl, b L aber'l;& t{ 
âireita,o integral seria,em princ!pio,diferente. 

( 2) Quer dizer: quando exist ir um nmnero I tal que, sendo J;;> o um nú­
mero positivo qualquer,� possível determinar um número F.-)O de 
modo que J a todas as part ições de la, b) de diâmetro �.4.. t cor­
respondam somas do tipo (""' ) tais que 

II -�f(tk)·�(Ik)\<J 



la 
mite 4 o integral de Riemann-Stieltjes de funç�o f,a respeito da 
medida)4- ,e relativamente ao intervalo fechado la, b J 

(b laf(tl di' 
Daqui passa-se muito fàcilmente para o integral imprónr'hç!, (+cn 

. f(t) d.l' 
J_ vC (b 

trata-se do limite (eventualmente existente) do integral 1 f (t) dli, 
quando supomos que .! tende para - 00, e .e para ..;. 00 Ja 

valos 

EJf.emBlos: 
1) Seja o caso de integrar a funç!o f(t) e 1. 

Entlo,teremos Eb 
Jledf1= lim'·)&.( lk) =�[a,b] ,j� que os inte/" 

,11 ' i ' 
II' 12' 6 • •  , ln são disjuntos dois a dois e a medida � adi ti Vê), 

2) Sendoft wna distribuição de massa existente se 
bre a recta, 1+00 

/ x df = l\� , d�-nos abcissa do cer:,-
tro de gravidade respectivo c 1- ot'.j 

No caso duma distribuiçlo de probabilidade t1.:! � o �entro da 
distribuição ou va�qr m�dio da variável casual x. 

.s..i!! respectivo. 

:3) Sendo;4 uma distribuição de massa, o integral 
I i+ IX) 

(x-loi) 2 dJ� 
-QO d�-nos o momento de in�r-

Tratando-se dmaa distribuição de probabilidade,o valor do 
integral á a variância da distribuiçao. 

· ., .. · · · · · · · ., · · · 

LX Convenciona-se chamar h funçao I(x) = d� uma pr�mitiva 
da medida � Dá-nos a medida a 

correspondente ao intervalo fechado [a,x] E a medida diz-se 
a deri�ada da primitiva m(x) � fácil reconhecer que as fun-
ç!:1es "primitivasn de medidas stto as funçl5es de variaç�o limitada. 

Tamb�m n�o � difícil verificar que duas primitivas de uma 
mesma medida diferem por uma constante. 

• • • • • • • • • • • • • • 

(1) No sentido da 1ntegraç�o. 
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buição -

Ora,d (x) pode interpretar-se em correlação com uma distri­
(ll 4e mas.sa no eixo real:a que faz corresponder a todo o 

intervalo que não qontém a origemto número 2; e 

que cçmt&m a origem,o número 1 .. (O que equivale 
.1 na origem,e .2. em todos os .)utros pontos). 

Por conseguinte,se pusermos neste caso 
(quest�o de notaç�o),vir4 

, 

a todo o intervalo 
a colocar a massa 

o que nos conduz à propriedade integral da funçUo d atr(Ís referida. 
De rasto,a medida deve ser aqui interpretada como ��a densidadeiora 
a densidade dwn ponto material de massa 1 � infinita,o que justifi­

ca a atribuiçUo do valor 00 a cr na origem. 
A f6rmula de Dirac deduz-se agora fhcilmente. Comecemos 

por considerar o integral entre.! e 12: 
b I f(t) d(t) dt 

la 
Segundo a definiç!o de hh pouco,sÓ interessa,em qualquer 

partição de [atbJ,o intervalo que contiver a origem; portanto 

I:(t) ó (t)  dt reduz-se a: 11m [f(tv). M(Iv)] ,designando por 
l. .0-.,,") 

/0-
a I y o intervalo (da partição) que contém 2 • 

8.<0 o 
Suponhamos,provisbriamente que f é uma função contínua. Ê 

claro que,ao supor que o diâmetro Ada decomposiçUo tende para Q, 
tende para .Q. em particular o comprimento de I)I; como I-y encerra 
a origem,e t'i pertence a Iy ,resulta que t'r�o}oo,quando /.> .... 0 .. 

Ent�o,a continuidade (admitida) de f permite escrever: 
lim f :: f(o) 

Isto � t (jêÍ que 

se fÔr a<o,b>o. 

a medida �(Iy) 
p(t) d(t) 

= l,por Iy conter a origem) 

dt = f(o). 

E,como se trata de um valor constant§,fazendo tender � pa 
ra - 00 e b para + QO, vem ainda 

• • • • G • • • • • • • • • 



Generalizemos agora a definição das funções de Dirac e 
Heaviside,dando séntido a símbolos corno d(x-a), H(x-a) 

12 

A funç�o d' (x-a) aparecer� como a derivada da funç�o H{x-a) ,que se 
dizftfunção Heaviside relativa ao ponto !,tf.e se define do modo se-
guinte: (1 ) para x>a 

H(x-a) .. 1 
lo ,para xC.a 

o C',) 

" 

A derivada,no sentido precisado lbgicamente h� pouco,á uma 
medida: corresponde a estar a massa 1 colocada no ponto ,!,e Q em 
todas as outras. Ent!o,ser' igual a 1 a medida de todos os inter 
valos que contêm ã,e igual a 2 a medida dos que nUo contêm êsse 
ponto. Vê-se muito bem aqui,a necessidade de distinguir inter-
valos �Be��os e ,{!ch�dos: supondo c(a,o intervalo fechado [c,a] 
têm medida )A 111& 1; o semi-aberto [c, a [ tem medida" IR o 

Podíamos pois interpretar Ó (x-a) como a distribuiç!o de 
massa que faz corresponder ao ponto.! a. massa 1 a.a qualquer inte,r 
valo que nlo cont4m â,& massa 2 • 

Seguindo agora racioc:lnios am(logos aos que fizemos no ca­
so particular (a m 0),4 flÍcil obter a igualdade de Dirac: 

1.;;::) J (t ... x) dt I: r( x) 
-� 

Est4 assim justificada esta r6rmula,para a hipcStese de ser 
f contínua. Para quê,enttto,recorrer h teoria de Schwartz? 

É que,em c41culo simb61ico dos electrot�cnicos,há por ve­
zes a necessidade (como já acentul:Únos) de rec orrer hs derivadas dE. 
função impulsiva: Ól� S" , • . . .  Ora,na.da fizemos que justificasse o 
sou emprâgo,e até a sua definiç!o. Além disso,Dirac escreve f6r-
mulas f:;:�: -/Y3;) d(t-x) dt ;e,em geral, t(ni • JiEJJ(n1t-xJ dt 

sem se preocupar sequer com saber se f d cont!nua,deriváv�,etc. 

O que não o impediu de chegar,por t�o incerto caminho,a brilhantes 
resultados! 

E a justificaçtto que pode dar ° integral de Stieltjes,não 
vai além do l5L caso considerado. P! pois indispensável recorrer 
à teoria de L. S�hwartz para legitimar o emprêgo das derivadas Si, 
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(f', . . .  , probl emas c omo o do d ipolo magn�t ico , da teoria do potenc üü 
dos folhe tos magn6t icos , ex,igem êsse emprêgo inevithvelmente .  

Ve jamos ainda alguma c o i s a  sabre o papel da teoria das di�­
tribuiç5es n a  t eoria d a  s érie e d o  integral de Fçurier . S ab e - s e  
quant as restrições é pre c isJ impor , nes s a  teoria , hs funções cons ide­
radas , para obt er cond i ç õ e s  important es de convergênc i a . O int e ­
gral de Fourier t em s ido objecto de monografias v�rias ; a d e  

Tit smarc h , por exemplo , é  um volumoso tratado , onde muitas péÍginas 
s�o utilizadas para demonst rar apenas me ia dliz ia de resul tados .. (; 
meS::110 pode dizer- s e  quanto à série de Fourier , e quanto ao int egral 
de Laplac e ,  que :lnt erv�m na justificação cl�ssica do C�lculo S imb6-
l ico  de Heaviside . 

Ora , c erto s mat emát i c o s , - em part icular , Bochner , -procuraram 
evitar es sas dificuldades J e ao me smo tempo aument ar o c at!lpo de apl,i 
c abil idade da s �rie de Fourier , admitindo- como exis_t ent es , derivadas 

de funç�es cont ínuas que não têm derivada no s ent ido usual . Pelo 
s eu primado hist6rico , á  dever referir c omo exemplo a funç�o de 
:lelerstras s , que 6 cont ínua em todos os ponto s , e  n�o t em derivada 
em ponto algum . 

Ora , a verdade � que admitindo a existência destas derivadas 

como eF�idades fcrmais , s6 s impl if ica cons ider�velment e toda a t e o ­
ria . I.( , de c erto modo , o  mesmo que acont ec eu quando s e  começou a 
us'ar , am c erto s  cálculos o símbolo ..{:.l. Admit indo como v�l i das 

c ertas regras ; chegava- s e  a resultados c ertos . Tal como se t eve 
a inic iat iva de a.nt epor o :r'adical a -l , tambEÍm se escreveu ( para 
uma funç�o cont ínua não - deriv&vel ) , o s ímbolo nf , de derivaç ão . 

t uma ent idade formal , cujo emprêgo não deve c onduz ir a c on� 
tradições . Importa para i s s o  alargar o campo das funqõ es , - t al 

c omo a introduç�o do s :ímbolo J:I obrigou a ampliar o c ampo do s 
números r e a i s  para o campo dos c omplexo s . 

S e  ficar provado que isso 4 pos s ível , i sto � , s e ficar prova­

do que n�o surgem contradiç5es , est� tudo fe it o . Nisso c ons is t e  
pre c isamente a teori� .. axiomática das dist ribui ç 5 e s , que vamo s apr e­
s entar . 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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