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TEORIA DAS DISTRIBUIGBES . 1
INTRODUGKO 18 ligfo

E ao grande matemdtico frang&s LAURENT SCHWARTZ que se
deve a criag8o da teoria dags distribuicBes. Os primeiros artigos
s8bre o assunto publicou-os Schwartz em 1944,1945. Mas a teoria 3¢
obteve difus8o universal quando apareceu sistematizada na monogra-
fia "La Théorie des Distributions",em dois volumes,editados em 1950
e 1951 na colecg¥o "Actualités Scientifiques et Industrielles®,n#
1001 e 1122,

Um dos objectivos iniciais desta teoria era fundamentar
rigorosamente certos proeessos de cdlculo,introduzidos empiricamen-
te,e alids com conhecido 8xito,em Mecanica Quéntica por Dirac,e no
Célculo simbdlico dos electrotéenicos,segundo o Enge. Heaviside,

Esses processos do ~dlculo,além de carecerem de base 1d-
gica,eram por vezes contraditdrios. Situag¥es analogamente insegu-
rag surgiam em certes aspectos estranhos e um tanto desconcertantes
das equacgBes em derivadas parciais e também na teoria do integral e
da série de Fourier que t#o vital papel desempenham em Matemdtica
aplicada.

No entanto,o trabalho de Schwartz n#lo se limitou a sis-
tematizar,a legalizar situag¢Bes por vezes contraditdrias encontra-
das nos dominios jd referidos. Bem ac contrdrio,-a teoria das dis-
tribuigtes abre & Matemdtic:,h Fisica e & Téenica novas possibili-
dades de progresso,em escala ainda imprevisivel, Podem,alids,apon-
tar-se desde Jjé4 alguns 8xitos notdveis da descoberta de Schwartz:

a) devem-se-~lhe jd substanciais progressos na teoria
das equac8es em derivadas parcials,por obra do prdprio Prof,Schwartz
e alguns dos seus discfpulos;

b) vérios fisicos tedricos (Peterman,Gfittinger ),t&m
aplicado j4 com resultados aprecidveis a teoria dad distribuig8es
nas suas pesquizas;

¢) em Electrodinémica Quintica,v8-se na nova tacnica
matemdtica com grande esperanga,um meio de encontrar soluglo para
graves dificuldades da estruturaglio da respectiva teoria,

Mas & primeira sistematizagtio da teoria das distribul.
gtes,efectuada por Schwartz,exige conhecimentos de Andlise funcio-
nal que a tornam pouco acessivel a fisicos e a téenicos, De resto,
compreence~-se que o primeiro camipho seguido na estruturag¢fo de uma
teoria,possa n¥o ser o mais fdcil,o mais directo. Na verdade,assim
aconteceu em muitos casos.
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Em 1953,0 jévem matemdtico alem¥o Heinz K8nig,na sua tese de
doutoramento 1 ,apresentou uma ¢onstrug8o da teoria das distribui-
¢8es segundo um novo método que, sendo mais abstracto que o de
Schwartz,parece contudo mais directo,mais elementar e portanto mais
acess{vel. Isto vem mais uma vez provar que,ao contrédrio do que
vulgarmente se pensa,vabstracto" n¥o significa necessiriamente
rdiffciln,"heomético™, "abstruso",

Ora,é uma orientagfo abstracta semelhante,mas nfo idé&ntica,h
de K8nig,que vamos seguir nesta exposigHo. Mais peecisamente,va-
mos Seguir um método axiomdtico.

Todavia,antes de exp8r uma teoria axiomdtica,é conveniente,é
até indispensdvel,tomar conhecimento de um pouco do processo indu-
tivo,histdrico,que conduzsiu 2 essa axiomdtica. Por exemplo, que
significado teria para nds a axiomdtica do C4lculo das Probabilida-
des,se esta nfn fésse antecidida do urn cx;osi¢¥o dac nogSer intui-
tivas que interv®m 2e - ulag8o da mesma axiomdtiza ?

Para comegar,nfc seria possfvel encontrar maneira melhor do quc
repetir a frase com que o Prof. Schwartz quiz um dia exibir os seus
conhecimentos de lfngua portuguesa:

"A nocfio de distribuicBio £ uma generalizacHo da nocHo

de funcHo
Podemos até dizer que,de certo modo,o0 conceito de distribuigfic

estd para o de fung¥o,como o de nimero complexo estd para o de mi-
mero real. E esta analogla nfo & superficial: foi ela até,como ve-
remos,que sugeriu a construccgfio axiomética do espago das distribui-
¢¥es que vamos apresentar.

Uma das primeiras "distribuigBes",que se apresentaram,fdéra do
quadro cldssico das fung¢®es,é a chamada "fungHo impulsiva unitédrian®
dos nlectrotécnicos,out'fungfiod de Dirac".

E a"fun¢8o" assim definida:

o ,para x ¥ o
cf(x) - <{

oo ,para x = o ,
e sujeita ainda A& condiclo /b

J(x) dx = 1
A quando a<o,b 20
(1) "Neue Begrtindung der Theorie der Distrjbutionen”

von L., SCHWARTZ,Math. Nachr. 9 (1953),p.129-1,48



Quanto & 12 parte,(definig%c de § ),nada h{ a objectar
nhd muito tempo que a Matemdtica clédssica aceita o simbolo oo ,actes
centado ao campo dos nUmeros reais,complexos,etc,- e interpretado
de variadfssimas maneiras,inclusivé geométricas. Tudo fica cer-
to,desde que suficientes precaug¢8es assegurem que n¥o surgem con-
tradi¢Bes. ( A moderna teoria da integrac8o exige mesmo,expli-
citamente,o recurso aos sfmbolos +on, o).

A 2& parte, //b

}J(x) dx = 1

/8 ¢ que € contrdria a todas as teo-

rias usuais da integrec¢¥o de fun¢8es. Aquele integral existe
na verdade (segundo Lebesgue),mas- encarando'cf como fung8lo - 0 seu
valor deve ser nulo, Para interpretar melhor esta condig#o
contraditdria,vejamos qual a origem concreta da "funqaocf ", Esta
entidade apareceu como derivada da "fung¥o unitdria dos telegrafis
tas® ou "funcHo ds Feaviside™, H(x),assim definida:

+1l ,para x»0

H(x) =4
o0 ,para xo

1

)

Trata-se duma"verdadeira"funcg¥o,cujo dominio € o eixo real,
una vez excluida a origem. (Por vezes,define-se na origem tam-
bem,tomando,por ex., H{o) = 1.

Mas,como pode aparecer<f como derivada de H ?

Reconhece~-se imediatamente que H(x) admite derivada para to-
dos os valores de x ¥ o,no sentido cldssico; mas para x = o, H(x)
ndo admite derivada dentro da teoria cldssica da derivag3o de fun-
¢Bes. Quando muito,na hipdtese de se tomar H(o) = 1,poderiamos
falar em derivada 3 esquerda da origem,valendo +<m: H'(07) = +oe

N#o se deve,neste momento,perder de vista que os conceitos
matemdticos se criaram para interpretar a realidade fisica. E,
pois,recorrende a um "mod&lo"™ inspirado em considerag¢Bes fisicas
que deve encontrar-se a sugestdo para a interpretacg3o da fungéocf(x}
comc derivada da func¢fo H(x)

Um exemplo muito simples é o seguinte: consideremos um movi-
mento de um ponto material,em que a velocidade € dada em fung¢3o do
tempo pela func¥o v = H(t) .

Para t<o,4 v = o: o mével estd em repouso.
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Para t»>o0,é v = 1 o movimento & uniforme,com velocidade uni

tdria.
No instante t = o,a velocidade passa bruscamente de o a 1.
Suponhamos,para maior simplicidade,que a massa é unitdria:
m=1 A forga responsdvel pelo movimento serd,segundo as
concepcBes cldssicas,a derivada da velocidade:
£ = 9V . _dH
I R

Para t<o,nada h{ de anormal: como & -%%— = 0,a forga ¢ nu-

la., 0 mesmo sucede para t>0.

E parat = o ? Os fisicos n#o abandonam fhcilmente a sua
preccupac8o de causalidade,o seu ap8go ao determinismo; a mudanga
brusca do valor g da velocidade para o valor 1l,ocorrente no instan-
te t = 0,4 assim atribuida a uma causa: esta causa serd chamada ,

ainda,uma forga. 3erd uma forga finita ? N&o pode ser,porque
uma forga finita,num intervalo (de tempo) nulo,n#o produz efeito
algum, Sé pode,pois,ser f =oo .

Daf a definic¢8o da forga em fun¢#o de tempo,que o quadro
seguinte resume:
o, parat # o
f =H'(t) =(

o0, para t = o

Por outro lado,e por coeréncia com o referide princfpio do
determinismo (restrito),uma causa determinada (a forga) em condi -
¢8es determinadas (a velocidade num certo instante,por ex.,t=a<o)
sé pode produzir um efeito,que neste caso € a velocidade num ins -
tante ulterior,x .

Segundo 6s hédbitos cldssicos,para encontrar a velocidade no
instante t = x devemos integrar a forga entre a e x; isto &,serd v
(velocidade no instante x) dada pela relacg8o

X
v ilrﬁ'(t) dt = H(x) ~ H(a) = H(x)

uma vez que H{a) = o,na hipdtese a<o.
Se considerarmos,em particular,um instante t = b>o,visto

que H(b) = 1,teremos b
/H'(t) dt = 1
a

A identificag#o,jd feita,da fungHo f£(x) com a fung¥od (x)
de Dirac,permite escrever b
d(x) dx = 1
a
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Quer dizer: a fung#o 4 ,nas condigdes de Dirac,estd "concre-
tizada™ mediante a sua identificacg#8o com a derivada gﬁ

Mag deve observar~-se que nada se justificou no procedimento
adoptado: chegou-se ao resultado final,caminhando deliberadamente
na esteira de métodos tradicionais,sem inquirir da sua aplicabili-

dade aos casos concretos em que foram chamados a intervir,

Vamos considerar outro movimento,em que a velocidade em ca-

da instante seja dada pela igualdade
v = 2H(t)

Serd4 ent#o,raciocinando como hd pouco,
0o, para t ¥ o
£ o vt = 2mr(e) =

{oo, para t = o

E,por sua vez,encontraremos

X 2 , para x»o0
v -/2H*(t) dt = 2H(x) =5
a

o , para x<o

Segundo o conceito gersl de fun¢¥o,a nova forga f é,precisa-
mente,d\(x),porque coincide na verdade com J (x) em todos 0s pon-
tos da recta numdrica,

Ou seja,(como j4 tinhamos identificado H'(t) com d (t) ),

2H'(t) = 24 (t) =4 (t)

Quer dizer: a mesma funcZo 4 (t) tem,no mesmo intervalo
(a,x),dois integrais diferentes, H(x) e 2H(x),0 que forgaria a
adoptar um conceito de integral contraditdrio com as mais banais
exigéncias do senso comum,

Sob o aspecto fisico,a contradig¥o apontada levaria ac aban
dono do determinismo,porquantoc a mesma causa {a forga J ) com a
mesma condig¢¥o inicial (a velocidade nula no instante t = aco),pro
duziria efeitos diferentes: velocidades iguais a 1 e 2,por exemplo,
num instante tro .

A isto poderd objectar-se,por exemplo,do seguinte modo: nZo
hd movimento algum,na realidade,em que a velocidade passe de g até
Y,bruscamente

O que pode acontecer (dir-se-4) € que,num pequenissimo in-
tervalo (- €,+ € ),a velocidade cresga continuamente de o até 1.

v

4

NN
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Podemos até admitir que a velocidade no intervalo (-€,+§)

é continuamente derivdvel,isto &,tem derivada continua,sendo essa
derivada a fung¢8io que representa a f8rga que determina o movimento,
e que sé € diferente de o no intervalo (-&,+€). Esta fungfo cres
ce rapidamente até atingir,um valor elevado,decrescendo depois ri-
pidamente até o. Este esquema é perfeitamente coerente com a
idea intuitiva de impulso ou de chogue.

£

/
/

.5/ c +& t

Ora,assim vistas as coisas,nada de anormal,de singular.

Para qué sair do quadro das fung¢8es habituais,entfo ?

A esta pregunta pode responder-se que:

le-as fung¥es com que matembticamente pretende traduzir-se a

realidade ffsica,sHo apenas esquemas,simplifica¢8es,que de modo
algum se ajustam totalmente & realidade., Portanto,as func¢les de
t,definidas no intervalo (-£,+£),para representar a variacZo da vg
locidade e da forga,nfo deixariam de ser consequéncias de hipdte-
ses sempre mais ou wenos aderentes & realidade - mas n¥o a descre-
vendo nunca exactamente

2e-Simplificag¢%o por simplificac8o,é muito mais simples e cé-
modo empregar nestes casos a funqaoqf e a fungfio H - a n¥o ser que
interesse precisamente estudar o mecanismo do impulso,¢omo se faz
no capitulo de iiec@nica a issoc consagrado.

N%o esquegamos,alifs,que os fisicos estudam fendmenos con-
cretos,a partir dos quais improvisam esquemas intuitivos; aos ma-
temdticos,o seu papel consiste em recolher essas intuig8es dos fi-
sicos e sistematizd-las de forma coerente,libertando-as de pos -
sfveis contradig¢8es internas., Estruturas formais n¥o contraditd-
rias: nisto,estd toda a matemdtica. No que toca ao maior ou me
nor valor de um esquema matemdtico apresentado para estudo de um
fendmeno fisico,serd oportuno lembrar o que Poincaré dizia da "ver
dade" das vdrias geometrias: "n%o hd geometrias mais ou menos ver-
dadeiras,hd geometrias mais ou menos cdmodas". Tambem se pode
dizer: n¥o h4 esquemas mais ou menos verdadeiros,hd esquemas mais
ou menos cdémodos,mais ou menos eficazes conforme o fim em vista.

Observe-se ainda que,em Electrotecnia,no estudo de regimes
transitdrios em circuitos eléctricos,intervém a fung¢Bo impulsiva
3(1ﬂ E mais ainda: pode ser necessdrio fazer intervir as de-
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rivadas éc, J”,...de d  derivadas de qualquer coisa que n8o se sa-
be bem o que € (no quadro cldssico das fun¢¥es)-mas com as quais
se trabalhou,e com 8xito !

Por outro lado,vejamos como Birac efectuou a introdugfio da
fung¥o d (x) na sua exposigBo: o problema que &le tratou foi de uma
amplitude considerdvel,-nada menos que a representagfic de uma fun-
¢%o qualquer,(pelo menos,de todas as fun¢Ses contfnuas),mediante
una férmula do tipo

+ 00
£({x) -/f(t)J(t«-x) dt ,
-0

supondo que se trata de fung¢8es definidas em toda a recta Ox.

Ora,antes dos trabalhos de L. Schwartz,jd a teoria do in-
tegral de Stielt jes tinha legitimado aquela fdérmula,(pelo menos,
em certos casos),para cuja justificagfio Dirac tinha apresentado rg
z8es intuitivas,mas inaceitdveis quanto a rigor 1dgico.

Conviria recordar aqui,sumhriamente embora,a definiglio do
integral de Stieltjes . E para isso,serd oportunc relem-
brar préviamente a nogfc geral de medida de que aquele integral de-
pende.

Entre os conjuntos de pontos da recta mais simples,figuram
os intervalos: Il 12 13

n 2

Y £ 2 3
¥ ¥ Ll A L L8

Z claro que,considerados por exemplo,3 intervalos Il’I2’13’
a sua reunific (1)

Il+12+13
jé nfio € um intervalo,em geral,
Se considerarmos uma infinidade numerdvel de intervalos,
Il,Iz,...,In,...
a& sua reunifio z
LitIoteeotl toe, = ‘ I,

poderd nfio ser j4 um intervalo,mas um conjunto de tipo muito mais
complicado.

(1) O uso do sinal + para designar a reunific de conjuntos € prefe-
rivel,em teoria da medida e em cdlculo das Probabilidades,ac uso
do sinal habitual U
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Suponhamos que se passa ao complementar (relativamente a um
intervalo que contenha todos os I ) da reunifio é%?lnl pode ainda
surgir um conjunto de novo tipo. Imagineﬁos que voltamos a
considerar reuni8es de infinidades numerdveis de conjuntos do tipo
anterior,e que passamos aos complementares dessas reuniles; admita
mos que se prossegue,sucessivamente e transfinitamente,na execuco
dessas duas operagdes:

a) reunifio de infinidades numerdveis;

b) passagem ao complementar.

Dizem-se conjuntos de Borel ou borelianos todos os conjun-
tos assim obtidos.

Posto isto,designemos por:g3g a famflia de todos vs bore-
lianos que s¥o conjuntos limitados e suponhamos que se faz corres-
ponder,a cada conjunto X desta fam{lia um determinado nimero

M(X)
real ou complexo. Fica assim definida Gsz3? uma funcfo numé-~
rica de conjunto,isto é,uma aplicagfio de ﬁzp no conjunto dos nume-
ros reais,R,ou no conjunto dos ndmeros compiexos,C. Pois bem,
a fung#o M(X) diz-se pumerhvelmente aditiva,se,dada uma infinida-

de numerdvel de conjuntos Xné'jgp,disjuntos dois a dois,se tem ne-~
cessiriamente

oo ob
/“(..Zr Xn) = «\Z.-"./“(xn) ?
em que 2 Xn designa a reunifio de todos os conjuntos Xn e Z/M (Xn)
a soma dos numeros M(X ) (série absolutamente convergente).

E dovio que esta propriedade (aditividade numerdvel) impl:

ca a aditividade a respeito dum niumero finito de parcelas
/‘(xl+x2) =/h(xl) +/M(1{2) ,etc,

As fung8es numerivelmente aditivas,definidas em.jgg,também
se d4 o nome de medidas.

Um primeiro exenplo de medida é-nos oferecido pela medida
usual,que faz corresponder a cada intervalo I o comprimento deste.

Um outro exemplo é-nos dado por qualquer distribuicZo de
nassa soore a recta. Neste caso,o ndmero //4(X) associado a
cada conjunto X € ﬁpé nfo negativo e diz-~-se massa contida em X.

S8o ainda exemplos sugestivos de medidas n¥o-negativas as
distribuicBes de probabilidade. Neste,caso,o numero /“(X) diz-
-se a probabilidade de que a varidvel casual considerada tome um
valor situado em X ,

Um exemplo duma medida real que pode ser negativa serd uma

distribuic8o de cargas elég&ricas sobre a recta,
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E ainda fdcil ver como esta nogHo,bastante geral,de medida,

se generaliza a qualquer espa¢o cartesiano R® .
Podemos agora referir a definig8o do integral de Riemann-
-Stielt jes,relativo a uma medida/M ,que se representa pelo simbolo

b
£(t) dx
#1614

Concretamente,vamos indicar o que seja o integral de
Riemann-Stieltjes de uma fungfio f no intervalo fechado {a,b],a res
peito de uma medida /ﬁ (1)

Consideremos uma partigfo (5 do intervalo [a,b] num ndmero
finito de sub-intervalos,por meio de pontos intermédios:

&“toﬁ tl(ou' <t'n-1<tn'b

Seja A = méx. (ty-ty q) , i =12,2,...,n,ist0 é,a méxi-

ma das amplitudes daquelzc sub-intervalos. Este ndmero &
chama-se o difimetro da decomposicfio & .

De forma mais precisa,consideramos os seguintes sub-inter-
valos de [a,b] :

[to’tl[” [t1=t2[ ’ ’ [tn-l’tn} ’
dos quais os primeiros n-1 sHo abertos & direita; os n intervalos
assim definidos sflo disjuntos dois a dois, De um modo geral,

designemos por Ik ¢ intervalo de ordem k: Ik- ftk_l,tk]
t
Seja Ek um ponto gqualquer do intervalo I,: t,€ I, ; pode

mesmo ser um dos extremos do intervalo.
Multipliquemos ¢ nivmero f(gk) pela medida M (Ik) do inter-

valo de ordem k; formemos o somatdrio

n -
(o¢) Z £l ) . pM(Ty)
Consideremos a tgtalidade das somas a que &ste processo

conduz; se existir limite finito (no sentido da integrag¥o)(2) da-
quelas somas quando o difmetro A tende para g,diremos que 8sse li-

(1) E essencial ter em conta que se trata de um intervalo [a,bg
fechado: tratando-se,por ex.,de um intervalo [a,b[ aberto
direita,o integral seria,em princfpio,diferente.

(2) Quer dizer: quando existir um ndmero I tal que,sendo d>o um nid-
mero positivo qualquer,é possivel determinar um ndmero €0 de
modo que,a todas as particgBes de {a,b] de difimetro A< ¢ cor-
respondam somas do tipo (=) tais que

[T -Z2E). mz))e d
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mite € o integral de Riemann-Stieltjes de funcg8o f,a respeito da
medida//i,e relativamente ao intervalo fechado [a,b]

/b
f

/af(t) Q/M,

Daqui passa-se muito fhcilmente para o integral imprdprioc

/f(t) d

fa o /}4 [b
trata-se do limite (eventualmente existente) do integral).f(t) dp,
quando supcmos que & tende para ~ov,e b para + & a '

Exemplos:
1) Seja o caso de integrar a funcfio f£(t) = 1,
Ent8o,teremos b

/l dp= lim Z/W{Ik) =)A[a bJ yJ4 que os inter
valos Iy,I5,...,1, sfo disjuntos dois a dois e a medida ¢ aditive

2) SendO/“ uma distribuic8o de massa existente sé

bre a recta, I+ o0

;x dM= b , dd-nos abcissa do cern-
tro de gravidade respectivo. /-co
No caso duma distribuigfio de probabilidade,idl € o centro da
distribuic8o ou valor médio da varidvel casual x.
3) Sendo/M uma distribuic%o de massa,o integral
+ og

/ (x-Bi)? dp

< dd-nos o momento de indér-

cia respectivo.
Tratando~se duma distribuicfio de probabilidade,o valor do
integral 4 a yarifncia da distribuicg#o.

cvscessaccscss X
Convenciona~-se chamar i func#io 3(x) =)/§}4 uma primitiva
da medida M Dd-nos a medida a
correspondente ao intervalo fechado [a,x} £ a medida diz-se
a derivada da primitiva 3(x) E fdcil reconhecer que as fun-
¢Bes Yprimitivas®™ de medidas s8o as func¢8es de variag¥o limitada,
Também n%o € diffcil verificar que duas primitivas de uma
mesma medida diferem por uma constante.

G0 0 06 P¢Ceaece e

(1) No sentido da integrag¥o.
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Ora,é\(x) pode interpretar-se em correlagfio com uma distri-
puicHo (1) de magsa no eixo real:a que faz corresponder a todo o
intervalo que n%o contém a origem,c nimero 9; e a todo ¢ intervalo
que contém a origem,o ndmero 1. (O que equivale a colocar a massa
1l na origem,e 9 em todos os >utros pontos).
Por conseguinte,se pusermos neste caso d/h= <;ft) dt

(questBo de notaglio},vird x <
d =/J(t) it
}i'/4 a

o que nos conduz % propriedade integral da funcg#o d atrds referida.
De resto,a medida deve ser aqui interpretada como uma densidade;ora
a densidade dum ponto material de massa 1 € infinita,o que justifi-
ca a atribuic8o do valor co & J na origem.

A fdérmula de Dirac deduz-se agora ficilmente, Comecemos
por considerar o integral entre g e b:

b
/f‘(t) J(t) dt
a

Segundo a definic¢8o de hi pouco,sd interessa,em qualquer
partigHo de [a,b},o intervalo que contiver a origem; portanto

b
//f(t)cf(t) dt reduz-se a: 1lim f(E,)./M(Ip{] ,designando por
a

ARC XY
I, o intervalo (da partigHo) que contém o .

t t- I t
0 :l s ;n
a<o (5} bro

Suponhamos,provisdriamente que £ € uma fungfo contfnua. E
claro que,ao supor que o difmetro & da decomposic¢Ho tende para o,
tende para g em particular o comprimento de I, ; como I, encerra
a origem,e ty pertence a Iv yresulta que ty-»o0,quando & —»o.

Ent#8o,a continuidade (admitida) de f permite escrever:

lim £ = f(o)
-
Isto é,(jd que a medida M(I,) = 1,por I, conter a origem)

b
£(t) 4(t) dt = (o).
se £8r a<o,bo.
E,como se trata de um valor constante,fazendo tender a pa
ra -co0 € b para +ee,vem ainda co
j;'(t) d(t) dt = £(o)
-

% 660 Q 800608 9CeO

(1) Ng%o j4 func¥o !
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Generalizemos agora a definigl8o das fun¢8es de Dirac e
Heaviside,dando séntido a sfmbolos como J (x-a), H(x-a)
A fung®o d (x-a) aparecerd como a derivada da fungfo H(x-a),que se
diz"fun¢8c Heaviside relativa ao ponto a".e se define do modo se-
guinte: 1 , para x»a
H{x-a) = }
lo , para x<a

i
i
{

o &

A derivada,no sentido precisado ldgicamente hk pouco,é uma
medida: corresponde a estar a massa 1 colocada no ponto a,e o em
todas as outras. Ent#o,serd igual a 1 a medida de todos os inter
valos que contém g,e igual a g a medida dos que n8o contém 8sse
ponto, Vé-se muito bem aqui,a necessidade de distinguir inter-
valos abertos e fechados: supondo c<a,o intervalo fechado Ec,a]
tém medida M= 1; o semi-aberto Ec,a[ tem medida M= o

Podfamos pois interpretar d (x-a) como a distribuicHo de
massa que faz corresponder ao ponto a a massa 1 e,a qualquer inter
valo que n%o contém a,a massa Q .

Seguindo agora raciocfnios andlogos aos que fizemos no ca-
so particular (a = o),4 fdcil obter a igualdade de Dirac:

+O0
/{f(t)cf{tox) dt = £(x)

0
Estd assim justificada esta férmula,para a hipdtese de ser
f contfnua, Para qué,ent¥o,recorrer & teoria de Schwartz?

E que,em cdlculo simbdlico dos slectrotéenicos,hd por ve-
2es a necessidade (como j4 acentudmos) de recorrer is derivadas d:z
Fungo impulsivazsﬂwg",.,.. Ora,nada fizemos que justificasse ¢
seu emprégo,e até a sua definigHo., Além disso,Dirac escreve fdr-
mulas como:

+ o * o )
£r{x) =//f(t)¢fkt-x) dt ;e,em geral, g0} - f(t)éwntt—x) dt
- o0 - o0
sem se preocupar sequer com saber se f € contfnua,derivdvel,etc.
0 que n¥%o o impediu de chegar,por t¥o incerto caminho,a brilhantes
resultados!

E a justificag8o que pode dar o integral de Stieltjes,nc
vai além do 12 caso considerado. E pois indispensdvel recorrer

% teoria de L. Schwartz para legitimar o emprégo das derivadas é",
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& «..,problemas como o do dipolo magnético,da teoria do potencial
dos folhetos magnéticos,exigem &sse emprégo inevitivelmente.

Ve jamos ainda alguma coisa s8bre o papel da teoria das dis-
tribui¢Bes na teoria da série e do integral de Fourier. Sabe-se
quantas restricBes é preciso impor,nessa teoria,is fung8es conside-
radas,para obter condig@es importantes de convergéncia. 0 inte-
gral de Fourier tem sido objecto de monografias v4rias; a de
Titsmarch,por exemplo,é um volumoso tratado,onde muitas péginas
sfio utilizadas para demonstrar apenas meia ddzia de resultados.
mesno pode dizer-se quanto & série de Fourier,e quanto ao integral
de Laplace,que intervém na justificagfio cldssica do C4lculo Simbd-
lico de Heaviside,

Ora,certos matemdticos,-em particular,Bochner,-procuraram
evitar essas dificuldades,e ao mesmo tempo aumentar o campo de apli
cabilidade da série de Fourier,admitindo como existentes,derivadas
de fung®es continuas que nio tém derivada no sentido usual. Pelo
seu primado histdrico,é dever referir como exemplo a func%o de
Welerstrass,que & contfnua em todos os pontos,e nfo tem derivada
em ponto algum.

Ora,a verdade & que admitindo a existéneia destas derivadas
como gntidades formais,se simplifica considerdvelmente toda a teo-
ria, E,de certo modo,0 mesmo que aconteceu quando se comegou a
usar,am certos cdlculos o simbolo V-1, Admitindo come vélidas
certas regras,chegava~se a resultados certos. Tal como se teve
a iniciativa de antepor ¢ radical a -1,também se escreveu (para
uma fun¢fo contfnua n¥o-derivédvel),o sfmbolo Df,de derivacHo.

F uma entidade formal,cujo emprégo n#o deve conduzir a con-
tradicles. Importa para isso alargar o campo das funcgles,-tal
como a introducHo do simbolo Vel obrigou a ampliar o campo dos
nimeros reais para o campo dos complexcs.

Se ficar provado que isso € possfvel,isto é,se ficar prova-
do que nfo surgem contradi¢¥es,estd tudo feito. Nisso consiste
precisamente a teoria axiomdtica das distribuig®es,que vamos apre-
sentar,
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