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Vimos j� como no conjunto O.(I) das distribui-
ç5es de dôm:!nio I se define uma adiçlo,um operador de derivação, 

., (> • 

e o produto de uma t�nç!o por uma distribuiç!o,em determinadas 
condiq3es. E tamb4m vtmos a vantagem que se pode tirar dessa 
estr�t�ra alg4bricI em v�rias aplicaçees concretas. 

No entanto,para poder aprofundar a,teoria das distri
buiç5'es,e poder aplicêÍ-la a outras questees,-em especial,para 

tl:"atar conven·1entemente funçees nló racionais do operador D de 
der:lvaç�o e a transf'ormaçlo de Fourier, bem como aplicaç5es dês
tas instrumentos anal!ticos.ao estudo das equaçees de derivadas 
parcia.is t :integro-diferenciais. e outros tipos (ie equaç3es furi
ciona1s,-torna-3e 1nd1spens�vel introduzir no conjunto das dis
tribuiç5es em I,C�(I),a14m da estrutura alg4brica j' considera
da, uma estru;tura; .. topol&gica, isto 4, certas noçt.Ses; .chamadas "to
pol&gicas" tais como a noçUa de limite de uma súcesslo)ponto d� 

.,acumul�ç!q", de um conjunto, conjunto aberto, etc. 
No entanto,de todas essas noçees "topol&gicas",s& ne

cessitaremos ... para os fins em vista neste curso - danoçlo de 
!fmit�, de uma �ucessJQ (de distribuiç5es). Antes de introdu-
zir êsse conceitoJconv�m fazer algumas observaç8es de ordem 
geral sabre converg@ncia de sucesst.Ses em espaços vectoriais. 

Chama-se espaço normado ,todo o espaço vec�orial E s8-
b.re o corpo real ou sObre ó corpo compl�xo.no qual,a cada vec
tor xt E se associa um ndmero real q(x),habitualmente chamado 
Qorma de x,de modo que sejam verificadas as seguintes condiç5es: 

I} 

II) 

q (x+y) " q{x) + q(y) quaisquer que sejam..oe TeC�O
res x,Yf. E e o escalar O( 

(ndmero real ou complexo,con
forme E 4 real ou complexo) 



III} Se q.(x) Iii o, ent�o x=o (vector nulo) 

139 

Reparemos agora em que da condição I I) ,quando O( =0, 
resulta q(o) .. oj-isto �2a norma do vector nulo �,necessària
mente ,.zero. 

Por sua yez,da condição I) decorre [tomando ·y=-x e 

notando que q(-x) • I-lI q(x) = q(x) ] 

o�2q(x) ,donde q(x)� o 

Quer dizer: a norma de um vector qualquer � sempre 
um ndmero nlo-negativo. 

Obse,rvaçtses: 
1) Quando a cada vector x f E se associa um número 
reai q(x),de modo que &6 condiç5es I) e II) se veri
riquem,d1z-�e que q(x) , uma sami-norma sabre o es-

paço vectorial E. Este 4. tambtSm um conceito fund�·· 
mental. � claro que t6da a norma 4 uma semi-norma� 
mas a rec!proca nlo d verdadeira. 

2) Mui�as vezes ,a norma ou semi-no.rm� de um vector x 

4 representada ainda pela notaç!o n· x fJ 

Exemplos: 
a) Considerern03 o espaço Cn a n 9imens�es complex�s� 

todo o elemento zlCn 4 da forma Z = (zl,z2) • • •  ,zn),sendo Zlt 
32, • • •  Zn ndmero8 complexos quaisquer Viesignemos por C o cor

po complexo). 
Pode definir-se em Cn uma norma,escrevendo 

Demonstra�se que a função li xII de x � de facto uma. 

norma. Pode ainda , neste caso,sem inconveniente algum,desi
gnar-se a norma de z por 1 z I , e chamar-lhe então m&dulo ou .!i.Q!!! 
;rimento do vector z 

b) Um crit4rio perfeitamente andlogo se adopta no 

espaço de Hllbert,conslderado como conjunto de t6das as suces-
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sees z de ndmeros reais ou complexos 

tais que 4 converlente a s4rie 
Q!ro 
fizn,2 

\ 

Entlo a t&rmula 
UzH .. j � 'znt2 

4ef1ne uma· norma no referido conjunto (espaço de Hilbert). 
c) Consideremos uma vez mais o conjunto C ( I) das tu·n

ç8es num4ricas complexas detinidas e contínuas num intervalo I 
(que suporemos cqmpactq) da recta. J� sabemos que C(I) � 
um espaço vector1al,real ou complexo. 

te: 
CostUma definir-se em C(I) uma norma" da maneira seguin-

chama-se norm, duma tunçlo r contínua em I e.desi�na
-se por ti tu. o m�x1mo valor do m&dulo de f ( t) naque
le interValo,iato 4, 

Utn .. m"x. 't(t)l 
t(.I 

Segundo o teorema de We1erstrass ,como I � compacto e 
tt(t)t(llaquele m4ximo ,;dste,e 4 "pito. 

;,2 (L) • 

DemonBtra ... �o thc11monte que II tU 'de facto uma � "  

• • • • • • • • • • 

Outro conceito que interessa ter em conta � o de esp�: 

Diz-se que um conjunto E.qualquer,' um e!paço (L),quan
do a cada uma de certas suceeeees 

de eleaentos de I,se associa um determinado elemento! de E,que 
se chama limite desta Bucasslose se �epresenta pelo símbolo 

1im � , 
� • � o • • • o � • • • • (1) 4 uma t�çlo cont!nua(porque o .4 f(t) ) 
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d'e acOrdo com as condições seguintes: 

1) uma sucess!o nlo pode ter dois limites di�erentes. 
(condiçlo dayn1cidade do limite). 

2) se todos os elementos xn �a suce$s!o coincidirem 
com um mesmo elemento � de E,isto 4,se xn=a para qual
·quer n, entlo lim xn :II a 

("J.imite,de uma constante 4 a pr&pria constante) 
3) Se 1im xnB a,entlo toda a sub-sucess!o(l)da ;.nicial 
ter� o mesmo limite,!. 

!;noç!o de espaco {L14 c;1evida a Fr4chet. lf um con ... 

eeito muito geral,de pouco alcance,mas suficiente para os objece 
tivos que temos em vista. 

As sucessl5es de elementos de E que têm limite dizem
-se cpnvergepte!. 'Quando a sucesslo 

(de elementos de E) 
tem o vector AE E como ,limite,tamb4m se diz que aquela sucess!o 
�.2.I\!.€t[U para.! (ou tende para !) e tamb4m se adopta a notaç!o 

Xn, --. a, 
para indicar eate tacto. 

Outra noçlo de anêO.ise geral que nosi,nteressa mais 
a1n�a , a que combina os conceitos de espaço {L)-e espaço vec� 
torial: diz-se que um. eonjunto E 4 um espaço (L) vectorial, 
quando 4 um eapaço vectoriafe� complexo,e simultaneamente � 
um espaço (L),sendo vêÍ11d.as as duas seguintes condiçt5es: 

(1) 

8e forem 

lim(�+Yn) 11/ 11m �+l1mYn 

'1,72'. II II ,Yn, ...... 
aucess8es convergentes quaisquer de vectores de E,e 

t.t 1 ' Ct2 » .. ... ,�, .. • • 
uma sucess.o convergente qualquer de ndmeros reais ou complexos� 

" .. .. . .. .. .. .. .. 

fl) Isto �,toda a sucesslo que resulta daquela suprimindo um 

ndmero qualquer de termos» e conservando os restantes na mesma 
ordem .• 



dizendo 
pectiva 

costume 

142. 
Tamb�m se exprimem as duas precedentes condições (1), a que a estrutura de espaço (L) d� E é compat!và� poro res-

estr�tura a1g�brica de espaço vectorial. 
Ora,num espaço normado E;munido de uma norma q(x),� 

introduz.ir a. noç!') de limite do seguinte modo: 

D,iz-se que uma sucesslo xl'''2,' • •  'xn, • • •  de vectores 
de E tende\ para um vector ,!€ E ,quando a norma de xn-a 

, um infinit4simo,isto ',quando 
11m q(xn",a} = o 

n .. oo 

(Repare-se em que as normas slo nrlmeros reais,e que já 
est' definida a noçlo de limite para sucessões de números). 

Mio oterece dificuldade alguma reconhecer que se tra�a 
dê Um espaço (L),vectorial. Em especial,as condiç8es (1) da 
p�g1na anterior demonstram-se exactamente como no caso dos n�
meros: com et,,�to sub$t1tu1ndo a noçlo de tfm6d�lotf pela noção 
mais geral de "norma",ba$ta decalcar os conhecidos raciocínios 
ralativos a suoessees numdr1cas. 

Assim,no espaço C(I) das tunç5es complexas contínuas 
num intervalo compa.cto I,diremos que uma sucess�o de funções 

fl,f'2,···,fn,··· 
te'nde para uma tunçlo t ,qútmdo a norma If tn-tU tende para o, 
isto ',quando o m4!tmo ya�Qr-absoluto da t�nç!o rn-r no inter
valo I tende par,�. Por outras pelavras,dado um.número posi
ti vo qualquer, f , existo sempre um nmnero natural ')1, tal que n)-'; 
implica 

trn(x) ... f(x)I<:! 
Rara todo o.son�o x do intervalo I, Este pormenor � fundamen
tal: a ordem � depende apenas. de f. te nlo dos va.lores de x. 

Sabe-se j' como se exprime �ste. r.acto: diz-se então que a su

cassio de funçees 
fl (x) ,f'2{x),. •• "tn (x), • • •  

converge yp1formementepara a tunçlo f(x),no intervalo I. 
Se se tratasse de tunceJeS! .. reais,pod:tamos fazer uma in

terpretaçlo geom4trioa simples do que acaba de constatar-t;�1. 
Considerando os gr�fieos das tunçeses f(x)- f e f(x)+ f. 

(obtidos por translacç!o vertical do gr4rico de f),a condição 
11m Ilrn-fl1 .. o 

n--oo 
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significa que,a partir da ordem..y ,todas. as funçt)es f'n.(x) tem 
os seus gr4ficos encerrados na faixa limitada pelos gr�r1cos 
de t+ f e f ... f ,�faixa essa que pode ali's estreitar-se tanto 
quanto se queira',.mediante adequada al teraçlo da ordem v'. 

Mas nrlo esqueçarr.os que nos colocamos numa hip6tese 
mais geral: C(I) representa todas as funç3es complexas da va

riável I!!!,definidas e cont!nuas no intervalo I os valores 
das runç�es podem pois ser imagin'rios,e a precedente inter
pretaçlo grlÍfica n!o abarca o caso geral da convergência n.o es-
paço normado C (I) 'j :1..-1. 

·�----�-------------------x 
Outra noçlo geral óe grande interêsse,ligada à de esp� 

ço (L).4 a de apl1caclq çoPttDVa. 
Dados doia espaços (L) quaisquer,E e F,diz-se que uma 

aplicaçlo I de-! em , , çonttnVI quando se tem-

11m I (�) .. '(lim�) 
para tada a sucesslo convergente 

de vetorescle E. (Esta 4 pois uma d.efiniçlo de ·continuidade 
que respeit.a apenas aos espaços (L),mas que � suficiente para 
c fim em vista). 

Ex�plo: consideremo� em C(I) o operador de integra
çlo J ::; ,jéÍ considerado: 

::Ir .l�(tl dt ( c( II 

Sabe-se qU8,quando a. funqlointegranda,f'n{t) converge 
uniformemente para uma funçlo dada.,g(t),entlo o integral de !n 
converge uniformemente para o integr�l c;ie g: i�to ',:t f n con ... · 

verge uniformemente para � g,se f'1,f2, • • •  ,fnt • • •  

convergir uniro�emente para g. 
Por outras palavras)o operador � ,a14m.de aplicaçllo 

linear do espaço (L) vectorial 0(1) em si mesmo,' tamb�m uma 

aplicaç!o contínua. 
Oonsideremos agora o caso do operador D da derivaç!o: 

vamos ver que.nlo se trata jéÍ de uma aplicaçlo cont!nua nas 
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condiçe5es att$ aqui admitidas. Representamos j� por C1(I) 'O 

espaço das funç5es continuamente deriv�veis,valendo manifesta
mente a incluslo 

o operador D d� derivaç�o � certamente uma �plicação 
linear do lA daqueles espaços vectoriais no 2�. Ora,se adop
tannos em ele!} a �esma definiçlo de n9.� que em C(I),e tor
narmos 01(1) um espaço (L) com a definiç!o de limite decorrente 
de tal norma,· , r'cil reconhecer que o operador D não � uma 
aplicaçfio contínua. 

�m exemplo basta para_provar êsse facto. Conside
ramos as funç5es (indefinidamente derivdveis e portanto per
tencentes a ele!)]: 

t (x) • -1- san nx n n 
d.etiq.1da8 , por exemplo, no intervalo fechado I • lo, 2 r] . 
o m'ximo val�r.absoluto da tunçlo ln em I "ce.rtamente � 
portanto, 

E 4 evidente ·que lim U ln" li: o 

Quer isto dizer que a.sucessUo de funç5es [d� O(IU 
f'1.'f'2'··· ,tn'··· 

e0l1V9rge un�tormemente para-,g,isto ',para a funç!o (identica
mente) nula,! • o. 

Consideremos agora a sucessão das derivadas, 
(2) Dfl,Df2' • • •  tDfnt • • •  

Visto que Drn � cos nx,temos manifestamente 
UntnU_ m 1, 

-quer dizer: uma vez que esta norma n!2 tende para 2,a suces

s�o (2) das derivadas n�0 __ ten4e Eat�_a derivada da run�!Q nulat 
que � D.o = o. Tem-se pois neste caso 

D(ltm tn) , 11m (Dtn), 
e portanto a ap11caçlo D de C1{I) em C(1) não � cont!n�ª,se 
mantivermos em 91(1) a definição de norm� que tínhamos adopta
do em C(I}. 

Qra,vamos ver que se p9de adoptar no espaço 
al C1(I)uma definiçlo de limite,menos restritiva que 
rior,de modo que o operador D passe a ser contínuo. 

vectoria• 
a ante-=
Isto �t 
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vamos mostrar que se pode "reforçar" aquela noção inic"ial de. 
limite de modo tal que a aplicaçtto D se 'torne cont:!nu�. 

Basta, evidenteme7;lte J convencionar o seguinte;:, di�emos 
que uma sucess�o fl,f2, • • •  ,fn, • •• de funções continuamente de
riváveis tende para uma função continuamente derivável,g,quan
do ntto �& a sucess�o fl,f2, ••• ,fn, • • •  converge uniformemente 
para g,mas também a sucessão das derivadas, 

\ 

, I  J I fi,t21 • •  ·,fn,··· 
converge uniformemente para gf. 

1'endo adoptado em al(!) esta deí'iniçUo de convergên
cia,automhticamente a aplicação b ficará a ser cont:!nua,como é 
6bvio. 

Diz-se que uma tal noçlo, � mais forte (ou ainda,mais 
!!n!) do que a n0910 de limi�e inicialmente definida em C(I),. 
neste-sentido: se uma sucess!o de func6es converge,de acordo 
com a 2& defiRd,çlo,converge tamb4m segundo a 11:; mas é claro 
que nlo se d� aqui a recíproca! Note-se ainda que a noção de 
limite introduzida em C1(I) 4 o reforço estritamente necessá
rio da noçlo inic1a1 paraga:rantir a continuidade de D - quer 
dizer.,4 a mais traca (isto ',menos torte) noção ·de limit.e que 
satis'faz a tal requisito. 

E agora,podemos proceder de ,maneira análoga para um 

quà:lquer dos espaços CP(I),constituidos (como se sabe) pelas 
funçtSe$ que admitem deriv�das sucessivas contínuas at� b. ordem 
p,inclusivl$. Diremos que um. s\1cesslo defunçtSes 

fl,f2,···,-tnt • •• 

de CP(I) converge para uma funç�o g do mesmo espaço,quando as 
p+l sucesstSes 

tík) (x) ,f�k) (x), • •• tt�k) (x), • • •  , 

convergem uniformemente para g(k)(x), com k=o,1,2,o • •  ,p 
Deste modo estendemos a condiç�o de converg�ncia 

uniforme a todas as suc.esstSes de derivadas sucessivas)at� à 
ordem p inclusiv�. E assim conseguimos definir em CP(I) a 
mais fraca noç�o de limite g�� torna contínuas os operadores 

no. T � �2 DP , - , 41 t,JJ ,,. • •  , 

AnoqUo de limite agora. introduzida no espaço CPCI) 
torna êste um espaço (L) vectorial,como fàcilmente se reconhe-
ce. g tamb�m fácil verificar que aquele conceito de limite 
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em CP(I) pode ser deduzido directamente de umÇl noç�o de norma 
convenientemente escolhida: basta que se tome,para cada função 
f CP(I): 

t . [ I (p) ] IfHp = máx. f{x) ,í'(x) , • • •  ,t' (x) , 
�LI . 

isto 4,?asta adoptar como norma de uma função o maior dos m�xi
mos dessa f'unç�o e de toda$ as suas de�ivadas at� à ordem p,no 
intervalo I. lf cl'aro que ,desta norma,deriva a noção de limite 
que definimos em CP(I). 

PaesemO's a.gora ao espaço das funções indefinidamen-
te deriv4veis, � 

CW( I) III O CnCO n-o 

Em que circunstancias , natural dizer agora que uma 
sucesslo de tunqtses: 

converge para uma tunçlo g ? 
Cert.amente,quando nlo sd a pr&pria sucess�o conver

geunitormemente para g no intervalo l,como tamb�m todas as su

cess6es de derivadas de qualquer ordem, 
(k) (k) (k) f'l .r2 ,···,í"n ,. • .  

convergemunit'ormemente fm I para as correspondentes derivadas 
g.(k) de g. 

Com esta deí'iniçUo de convergência,consegue-se que 
tddas as potências 

(p·o,1,2 .... ) 
do operador D de derivação sejam aplicaçe>es contínuas do espa
ço CW(r) em C{I). Trata-se mesmo da menos forte noção de li
mite que permite obter este resultado,isto 4,aque menos se 

afasta da noção de limite in.icialmente introduzida em C (I) • 

�ais ainda: o op�rador D 4 uma aplicação de C�(I) 
em si mesmo, como já se sabeJe com aquela noção de limite h� 
pouco lá definida,a aplicação D assim considerada ê também QQB
�!nMf!,como logo se reconhece. 

Tudo que se disse refere-se exclusivamente a espaços 
de funçt5es. Conceitos anlÍlogos podem agora estabelecer-se r;o 

espaço das d�stribuiç�es, 
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(}omeçaremos por supÔr o intervalo I compac� � isto 4, fe-· 

cha�o e limitado. 
Consideremos,em primeiro lugar o e$paço Cl(I) das dis

tribu1ç5es de ord�m não superior a �,isto �,derivadas de lA or

dem de funções cont:!nuas ;lo interva.lo I; sab€.·�se que 
C(I)C. 01(1). 

Já se verilicou que D & uma aplicação linear do' 111 es
paço no 2�; pois bem,somos agora induzidos,naturalmente,a defi
nir em C1!I} uma noção de limite que satisfaça �s duas condiçõ
es seguintes: 

la,a aplicaç�o D do espaço 0(1) (com a noç�o inicial 
de limite) nç espaço 01(1) (com a nova noção de limi
te) seja contínua; 
2.o.-a noçt!o inicial de limite �m O(I) seja mais forte 
que a nova noçUo de limite quando.aplicada a C(I),co
mo s':l:q-espaço de 01 ( I) • Conv'm, d cl:-aro, que nos 
at�s�emoe �_w�nos poss!v� de noç!o inicial.- A ques-

tao resolve-se com a seguinte definiç:1o: 
Dada uma sucasstío de distribuiçtJes 

T1,T2 . .. .  ,Tn,... [de Cl(!)] 
diremos que esta sucesslo converge para uma distribuição U da
quele mesmo espaço,quandÇi existir uma sucesslo de funções con

tínuas. em I,f'l'f2 .... ,. ttntlO If" '!IDi!9rmemente convegerg�nt� para 
uma funçlo g contínua em I�de modo que se tenha 

'ln III Df n f U • Dg • 

O que se fez portanto foi recuar, indo buscar ao es-

paço 0(1) a n()(;&�o de liinite pretendida. F�cilmente se vê que 
esta d a mais forte noç�o de limite que satisfaz �s duas r�fe
ridas condiç<5es. Nr!o quisemos afastar-nos sen�o o m:inimo,o 
estritamerite necessdrio do conceito usual de limite (da conver'" 
gência uniforme em. X). lf Óbvio que esta noção de limite1uma 
vez restringida a C ( I) , rA de facto mais fraca do que a :Lrüc ial
mente definida em C(I) ,porque agora (segundo O novo critério) 
direíilos que uma sucess�o de fUnções contínuas, fn, converge para 
uma função cont!nua,g quando existir uma. sucess�o de primiti
vas das funç�es tn que convirja, uniformeme.nte para 'I)I!la primi
tiva de s,no intervalo I. Ora, isto n110 quer di�er,segundo vi.
mos j� (com um exemplo: p'g.144),q�e a sucessão 

tl,f2,···,tn,··· 
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convirja uniformemente em I para a funçlo g: �fectu�ospor�an
tOJ�om a hoç�o de limite introduzida em C1(I),um ala�gamento do 
conceito inicial de limite em C(1);"enf'raquecemos",de f.acto,�ssc 
conceito. 

Podemos agora g9neralizar aquele procedimento a um qu
alquer dos espaços' Cp(I) ,das distribu1ç�es de ordem nUa superi
or a p,no intervalo compacto 1,os quais se exprimem como deri
vadas de ordem p de funç3es cont!nuas em I. Diremos que uma 

sucessão 

converge pàra uma distr1buiçlo U do mesmo espaço quando se pu ... 

der escrever 
'l' • nPr , n n U • DPg, 

sendo t1,f'2, ••• ,f'n' • •• uma sucesslo de tunç�es cont!nuas em I, 
uniformemente convergente para g. 

E a8s� conseguimos caraéterizar a mals torte noçr!o de 
limite que torna �ont!�uos todos os operadores 

DO,D,D2, ••• ,Dn, • •• 

considerados como aplicaç5es de C(I) em Cp(I). 
Pouco ialta agora para podermos defini.r uma noçlo de 

l�ite no espaço �e ��das as distribuiç�es em I.. Mas ante� de 
lfÍ chegar,observelllOs aint,la o.seguinte: as noçt5es de limite,�u
cessivamente mais fracas,que introduzimos nos espaços Cp(I), 
podem ser ainda definidas a partir de uma noçlo de norma. Isto 
�,cm eada um daqueles espaç.os ,podemos definir um conceito de. 
norma ,do qual decorre a noç!o de l�ite l' introduzida. 

Portanto,cada espaço Cp{I) ser� ainda um espaço (L) vectorial. 
• • • • • • • • • • • • 

Consideramos agorà o espàço C�(I) de todas as distri
buiç8es definidas em I. (Com8Dsabe,sendo I compacto,não hk se

não distribuiç3es de órde. finita em I). 
Diremos que uma sucessão 

• T1,T2a •• ,�Tn'··· 
de tais distribuiçtses converge para uma distribuição UE..C...,{I}, 
quando existir pelo menos l,ml udmeTo natural,p,uma sucessão 

f1,t2,···,fn,··· 
de funções cont!nuas em I,e uma função g contínua em I,de tal 
modo que se v�rifiquem as condiçUes seguintes: 
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1) T ::: nP:r • 

n ' u ... nPg 
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2) a suceeslo (ln) convirja uniformemente no interva 
lo I para g. 

Por outras palavras .. diz-se q:u.e uma sucess!o de distri-

'lil, 7'2'· • •  , Tn,·· • 

converge em Cw(I) para uma distribuiç!o U,quando todas essas 

d'istribUi�{5es pertencerem a um mesmo espaço Cp(I) ,e a sucess�o 
convergir n�sse espaço para U. 

I 

Como lOgo se v!,esta � a menos traça das noções de 
limite q.ue tornam contínua.s tedas as potências do operador D, 
corno aplicaçlo de 0(1) em Cw(I). E ocorre aqui uma circuns
tância semelhante ao que se passava com o espaço C�(I) das fun
ç5es 'i.ndefinidamente deri v�veis em I: 5' operador D fica.a ser,: .0 

!-am.!t�m uma a�1�2a!(lo (cont!nua de, C'AI' I) em s1 mesmo. 
Na verdade,se,em C�(I),� s�cesslo 

Tl,T2,·,,·,Tn,··· 
converge para uma distribu1çlo U,existem um ndmero natural p, 
uma sucesslo de funç�es co�t!nuas,em I, 

rl,f2,$··�fn'··· 
e uma outra f'unç!o gt. C(I), tais que 

a" l' � nPr # n n � U :li: nPg 

b) a sucessflo (tn) converge unifonnemente para g 
em I. 

Ora,se isto acontece,a derivada de Tn,ou seja 
DTn = DP+lrn,d termo geral de uma suces

s�o que tende para nu = nP+1g; mas esta circUnstancia equivale 
(bastar� Uludar p em p+ 1 na defintçlto hh pouco recordada) h con.

vergência,em Cw(I) ,da sucess�o de distribuiçaes 
DT1» D'2" 'lO . .. ' DTn , ... . 

para a di.stribuiçlo DU .. 
O operador � (aplicaçlo de C�(l) em si mesmo) � por

tanto contínuo: 
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Mais ainda: a noclo de limite introduzida em Ç�(I) d 

f:l._m�;�. forte noç�<2 de limite neste espaço .que ,determinando em 
,Q..(1} u.rna nqç�o de11m1te.ma1s fraca do que a inicial torna con
s;.fnuo o operador Daen,g,araqp",como aytlicação' do espaço Cm'I) em 

em si mesmo. 
� ___ r .. 'III"'_ 

Faltaria provar ainda que o espaço Cw(I) se torna,com 
aquela definiç�o de limite,um espaço (L) vectorial. Trata-se 
de verific'ação extremamente simplesJque pode efectuar-se como 

exercício .. 
A pregunta que pode surgir agora � a seguinte: podere·· 

mos n&s definir aquela noção de limite em C�(I),a partir de 
uma noç!o de norma? Prova-se que isso D!2 � possível. Ali4s, 
jd o mesmo acontecia com o espaço C�(I) das funç5es indefini
ment� derivêfveis. Neste espaço.' possível definir a noç!o 
de limite,n!q.por meio de uma norma dnica,mas ,sim por meio de 
uma infinidade numeréÍvel de normas - todas aquelas que designa
mos pelos s!mbolos 

(p=0,1,2, • • •  ) " 

Na verdadeJdi�er que,em C""{I)"uma dada sucess�o de fun
ções converge para uma dada funçUo,significa di��r que a con

vergência se déÍa respeito de todas aquelas normas,em ndmero 
infinito.. Neste sentido ,pode afirmar-se que a noçlo de lifi\,ite 
em C� ( I) pode ser def'inida mediante uma infinidade numertÍvel 
de normas (mas prova-se que o n�o pode ser por meio de uma nOE 
ma li'1ica) 

Pois bem tamb�m se demonstra (mas isso ultrapassa 
já o âmbito do presente curso) que aquela noção de limite que 
se introduziu em C�{I) pode ser definida,n!o jéÍ por uma in

finidade numeréÍvel,mas por uma infinidade continua de normas. 
A demonstração deste facto insere-se na teoria geral dos Es
paços Vectoriais Topol&gicos,e em especial,na teoria dos 8s
p�ços Localmente Convexos,teoria que � hoje de importância de
cisiva para a An�lise Funcional,e em particular,para a Teoria 
das Distribuiç5as. Todavia,essa teoria não chega a ser neces
s�ria para os objectivos que temos em vi�ta: limitar-nos-amos 
a trabalhar com a noção de iimite de uma sucessão. 
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An';tes de fazer o estudo de algu�s exempl<?s, con:v�m es:;. 

t,abelecer um importê.J.l1te teorema, que �ornece um processo muito 
c(�modo para manejar prhticamente a noção de convergência que 
introduzimos no espaço Cw( I) • 

Sabemos jd que as funç�es localmente som�veis se iden-
t:tticam a certas distribuiç5es .. 
te 

TEORElv!A: "§.<:} j� 

Pois bem, tem lugar o se guin-

uma s\lcess�o de f\lnsc5es sÇ?mávéis num intervalo compac
�, ta, bJ e globalmente �.1mitadas ,por � ndmero L ) 0a 

L 

isto 4,t�is gue Ifn(x)I< L,gualguer sue seja.x !m[a,b) 
-ª gu,,!lguergue seria. O mimare na'li,!ral n. Se a sycess!o 
(tn) converg:lr gufÍsi em todos os pontos do intervalo 
I a, b] B,fr. uma d,t erm1nada rune !c) g , �llt!O � som::í veI e 

ª suce�'Slo f' 1 t t 2' ... J f n' oe � ponver,Le para g no senti
do da n0210 gfl l:J�m'!':te der..in�a �m C",( I) ff .. . . 

Este teorema' consequência,por um lado,d� pr6p �a de
finiçlo de convergência que se introdu�iu em C.,y(I),e,por outro 
lado,da seguintepropos1çlo,conhecida pela designaçlo de 

j§ngr_d.!-._çopvergê1'l.��!. 1 im,i tada de La besgue 

ftQuand2.*f\� f'uncth}� fn (x) ,.�.29sta.s som4veis num interva
locOPi'éls;'lrl r lA, b) • gonst..+tuem u,ma sucesslo sue conver

ge_911'll.S todoé_J�§ .. �ontos d'l9uele intervalo para uma 
runclo. ruJ�J,e ... !l�m.4iglJ!.o �xiste uma funç�o À (xl som�
vel eIJi (8., b] �"lJu� 

(rn(x) I<.À (x) 
.e.ara. �.çdo « ;} .. . � ,todo 0...R0nto x em [�, b) ,então g(x) �_ 
t�b\ém S9m�vel"J, e a .. .!ijlcet:t��!?_dos integrais, 

. 
}l (x)dx , t2(X)dX,. t·, tn(X)dX 

convergeraar! 
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Supondo conhecido · ·este t eorema de Lebesgue '- v�os de

m,onstrar o anteriormente enunc�ado . C'omec emos por obsérvar 
que , des ignando por L um ndmero , a  tunç!o c onstant e .  A ( �) tz, L 4 
c ertament e somlÍvel em qualquer intervalo compacto , [ a,.�] . 

Por outro lado t em- s e r em virtude de hip&tese do t eo
rema a �emonstra� 

, r o (  x) .. g ( x) , < 2L 
e c omo , rn ( �) - g ( x) f converge para z ero "presque part.out " 
quan.do n ..... cc ,  s egue ... se , pelo referido teorema de Le be.sgue , que 

J.b 

. 1 1m ftn ( X ) '" g (x ) '  
n",O'I a 

g agora t�c11 ver que , s endo 
a. suc esslo de f'unçtses 

dx • o 

� t1 • Jf'2 ' . ' "  tr tn " "  
(;:oQ-verge uniformemente ém fa ,  bJ para l g .  

Na verdade escrevendo Fn • :) to e G � :r g ,  t emo s 

sendo e sta 'thtima des1gualdad,e consequência do tacto de a runç �o 
integranda ser n!o-negat1va .  Como o dltimo integral esc rito t e!!, 
de para z ero , resulta que 

m4x. I 'n( x) - G( x) l  
x t I 

tende tamb&n para zero . Est� as sim , provac;.o o . que s e . pret endia : 

'n converge uniformement e  pará G ( x) , em [ a , bJ , is�o � , a  sucess�o 

J 1'l , )t2 J  . .  · � J rn t " .  
converge uniformemente em [ a ,  b ) para :J g .  Ora , as .  tunç3es 
F1 ( x ) .. J f1 t , F2 .( x) • � f2 , etc . sflo . cont !nuas , e11l [a , bJ cQmQ se 
sabe { pág . 4g ) , e  temos �v1dent emente , tn • DFn( x) , para n=1 , 2 , . . ..  

O resultado a que blt im.amente se chegou equival e pois 
k convergênc ia da sueesslo 

f1 .1 f2 .' . 'II . " tn , . " .  
para g , po eSEaçq 01 ( I L.  OU ainda t k  convergênc ia da mesma su-



15 3 
e ',} s s ão para g , no e s paço Cu) I ) . O t eorema. está pois d'e�onstrado � 

t claro que o teorema podia s�r gen?ral izado , conside
ra.n do urna funç!o somável À ( x ) no lugar de L , çie acordo com o 

' <:f'erido t eorema de Lebesgue . Mas , na prát ica " t eremos d�Outili.,. 
:1:; .:;1.1"  apenas sob a forma si,inples indicada . 

Passemos agora ao estudo de alguns exemplos .  
��emElo � - Cons ideremo s a dens1dade de probabil idade 

numa distr1buiçlo normal . Como se sabe . �  dada pela função 

lIl ( ) 1', � x • - =  . 

Ú .J2"ir e�. '1ft· 
lS t:mdo f o Xalgr m�d.io da · distr.ibuiç lo 'de probabilidade ( tamb�ru 
chamado s..e.,ntt,2 ) e G"'  o d�svio-Badrlo ( tamb4m chamado !r.r.Q 9lf.a:, 
g.r.�,�po.; m�d�·II.\Uando s e  trata da teoria dos êrros ) .  

O traçado do gr.ítico da curva ( "curva em sino" de Gaus s )  
nto oferece dificuldades : a curva 4 sim4trica �m relaçtto h rec 

t a  x .,1( , tem um m�ximo no ponto de absc1ssa )A: , admite ::'''imo as
:\l!ntot� o e ixo Ox , t em dois pontos de intlexlo , de abc issas j'A - r. 
,;e. J4 + (i  , coinc ide prltt icamente com Ox para x>)4 +3r' e X�3Ú  , 
et c . Y 

Por outro lado , reoordemos que a sumulants desta dis
tribuiçUo de probabilidade , 

I ( x) • I� ( t ) dt 
/-OQ 

tende para 1 quando x � ... 00 
Vamos provar que , quando o d�svio-padr!o cr t ende para 

z ÜI'o , mantendo-se / .. constant e , a  cumulante -m tende para <;i dj.s
tribuiç�o de H�aviside corre spondente ao ponto J4 I sto é , va
mo s provar que , se cons iderarmos �a suc ess�o qualquer de valores 
de G que t end� para z ero , a  svees s!o corre spondente de funç3es 
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e c omo @$te dltimo integral tende para: zero , ( pela mesm� razão 
qu.e apontdmos no c aso do integral 

/X'Pn ( x) dx ) ,. concluim:�s 
J-CtJ que 1 1m 'n( x) III l , para x >'� . 

n -too Em conclusão : 

se x<.)1 
se x -f' 
se X >� 

Isto ' , In ( x) converge para a tunç!Q H ( x-�) t excepto 
no pont.o J4 como se trata de um drl1eo ponto , podemos diz er <'{ue 
.!iL suc esslo de funQ8es 

11 ( X) , 12 ( x) , • • •  ,ln( x) 1 
converge ,guêfa� i em tgdosqgs pontos para a tunçlo H (x-f' ) .  

Por outro lado ,tem-s8 , eviclentemente 
' In( X) , <  1 

qU.lllisquer que �ejam n e x. 
Logo , aplicando o anterior teorema , podemos afirmar que 

In(x) . � H(x-,#' ) 
p�-a�n���o de �o210 de l�ite do espaco C�( I )  - sendo I qual
quer' intervalo compact.o que contenba t' . 

Intlo , '?n(x) ,.que 4 a derivada de in( x) , converge (no 
n1eSuto sentido) para DR (x")A ) , que , a distribuiç!o J ( f )  de 
Dirac relativa ao ponto � -como queriamos provar . 

Exeaplo 2 consideremos a sucess!o de tunç6es 

r (x) • .J-. 1 n r 1+n2x2 
Os respectivos grCÍficos slo sim'tricos em rela .�o a 

Oy, adBitea o eixo Ox como ass!ntQta; ap�esentam um máximo na 

ór�em, e dois pontos de inflexlo , -entim , assemelbam-se muito hs 
·curvas as sino� de Ga�ss , anteriormente estudadas . 

Quando n -+oe' ,  o mêÍximo de cada tunçlo tende tamb�m 
para oe ,.e em todos os ponto$ o valor da .  tunçr10 tende para z ero " 

As prUdtivas slo , por exemplo , 
1 ln (x) .. .". arctg DX. 
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Portan'I.iO , 1/2 oe x > o 

a ::1' !J; tende para o se x -= o 
"*1/2 s e  x < o 

Quer dizer , in { x) converge para H ( x) - �2 , excepto na 
origem e tem-se sempre 

converge �rtanto para H ( xj �no 5e�tido da convergência no espa
ço ·de todas ·, as distrib·�iç3ea Cf!l qv,,alqucr intervalo compacto I 
que contenha a o�':I.gem 6 A continui.dade da ap11csç!o D dêsse e s 

paço em si meem9 � pã:rmfito pois concluir que a sucesslo das deri
vadas das ln ( xl , 

f'1 . f2 ' · I) · , f'n tl ' • •  

tende para . a cli�tr1bu1t;;Uo ",f de Dirac .. 

Por tim, v�o� I'��ol 'ir�r a q:u��t�;;o seguinte : como da!i-:
nir e l�ite de 'W'f1& ��,; escão �i�, cli.lt;;,"i'buiç6es no · espaçQ C.,.< I )  , 

sendo I um intervalo qUe.lqtlOl"" du recta , limitado ou n!o , f'echado 
ou nlo ? 

.14. sabem.os qu,Q i' dada u.m� d1str1buiç!o T E  ·C1r( I )  , 0  s!mbolc 
R l't d.esigna (l r.eatr�.çt{Q de T ,a um inter'valo compacto J qualquer 
contido em I � Et sabemos _ tl!rúbdm qua asos. X"e$tri�Jlo � uma çiistri
bu1çlo de ord.em firá.te , -quer (iizGr , um elemento de c ... A J )  , deri va-� 

da de Uma f'unçlo ccmt!n\'tl erf,l J. 
-L .#� --....." 

o. .... ...,������ i:IiliU «.- , ...... 

J 
Pois b� : di�emo� q�e u�a sueesslo 

(1 ) Tl * T2 l1  . . ..  # Tn � .,.". 
de distribuiç6es em I converge para uma distribuiç!o U f Cw< I )  � 

quando a sucesslo das restriçe>es ias distribuiç5es ( 1 )  la qual -_ 
quer interv�o compacto . J C. l .  

RJT1 ,RjT2 , .. • .. Jr J,Tn _ . .. ..  
converge para a d1stribrdç�o RJU , n :>  sentido da convergêncil'! nc

,espaço C",,( J )  • 

Assim, voltantlo ao l!i. exem � .o de h� pouco , n&s provi&noe 
que a sucesslo de ��ç�es 

( .2 )  �� hd ,  t(2(x) lI"' .. ..  , 1 \ (x) p "  
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(: onverge para a distribuiçf10 de Dirac r�1a.t1va ao pontio .!' ,8 (/,) , 
;:.Jfl qualquer intervalo c ompact·o que �ontenha o ponto )4- ( e  anh
l.ügament e para o 29. exemplo ) .  Daqui resulta �gora que àquela 
m e sma suc essUo converg� em toda a recta para a. distribtliç �o 
S yu) t -uma vez que a convergênc ia da suces slo ( 2 )  para ( 
e;::1tá evident ement e tassegurada tamb&n em qualquer intervalo c om

pacto que n�o contenha o ponto r . 
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