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A NOCXO DE LIMITE PARA SUCESSOES DE

DISTRIBUICOES
108 ligHo

Vimos j4 como no conjunto Cq(I) das distribui-
¢Bes de domfnio I se define uma adiglio,um operador de derivacZo,
e o produtd'de uma fungfo por uma distribuiglio,em determinadas
conaigfes., E também vimos a vantagem que se pode tirar dessa
estrutura algébrica em vdrias aplicagSes concretas,

No entantc,para poder aprofundar a. teoria das distri-
bulgBes,e poder aplicd-la a outras quest8es,-em especial,para
tratar convenientemente fun¢Bes nfio racionais do operador D de
derivag8o e a transformaq¢fio de Fourier,bem como aplicag¢8es dés-
tes instrumentos analfticos .ao estudo das equag8es de derivadas
parciais,{ntegro-diferenciais,e outros tipos de equag¢¥es fun-
cionais,~torna-se indispensdvel introduzir no conjuntec das dis-
tribui¢Ses em I,Cq(X),além da estrutura algébrica jé considera-
da,uma gstrutura topoldgica,isto é,tertas nog8es chamadas "to-
poldgicas® tais como a nog¢lo de limite de uma sucess#o,ponto de
acumulacdo de um conjunto,conjunto aberto,etc.

No¢ entanto,de todas essas nog¢8es "topoldgicas",sd ne-
cessitaremos - para os fins em vista neste curso - da nog¢3o de
dimite de uma sucessfo (de distribuig8es). Antes de introdu-
zir 8sse conceito,convém fazer algumas observag8es de ordem
geral s8bre ccnvergéncia de sucessBes em espagos vectoriais,

Chama-se espag¢o normado todo o espago vectorial E s~
bre o corpo real ou sbbre o corpo complexo,no qual,a cada vec-
tor xé& E se associa um nimero real q(x),habitualmente chamado
norma de x,de modo que sejam verificadas as seguintes condig¢Bes:

I) q(x+y) € q(x) + qly) quaisquer que sejam oe vecto-
res X, yéE e o escalar e
II) qlo x) ={etl.q(x) (ndmero real ou complexo,con-

forme E € real ou complexo)
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III) 8e q(x) = o,entfo x=0 (vector nulo)

Reparemos agora em que da condig¥o II),quando Ot =0,
resulta q(o) = o;-isto €,2 norma do vector nulo &,necesshria-
mente,zero.

Por sua vez,da condigfo I) decorre [tomando-y=~x e
notando que q(-x) = |-1] q(x) = q(x) J

0&£2q(x) ,donde gq(x)po

Quer dizer: a norma de um vector gqualquer é sempre
un ndmeroc n#o-negativo.

Observagles:
1) Quandc a cada vector x¢ E se associa um nimero
real q(x),de modo que &s condigBes I) e II) se veri-
fiquem,diz-se que q(x) € uma gemi-norma s8bre o es-
pago vectorial E, Este é,também um conceito funda-
mental., E claro que t8da a norma é uma semi-norma,
mas a reciproca n%o € verdadeira.

2) muitas vezes,a norma ou semi-norma de um vector x
é representada ainda pela notag¥o || x|}

Exemplos:

a) Consideremos © espago ¢® a n dimens8es complexas:
todo o elemento z€ C" € da forma z = (2,,%5,...,%,),5endo z,,
Zayesely, ndmeros complexos quaisquer (designemos por C o cor-
po complexo).

Pode definir-se em C™ uma norma,escrevendo

Nall = 130%eeeeot {502

Demonstra-se que a funcHo ||x}}] de x é de facto uma
norma. Pode ainda,neste caso,sem inconveniente algum,desi-
gnar-se & norma de z por }z} ,e chamar-lhe entfio mddulo ou com
primento do vector z

b) Um critério perfeitamente andlogo se adopta no
espago de Hilbert,considerado como conjunto de t8das as suces-
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sBes 2z de ndneros reais ou complexos

2 ® (29,25)000,2,,000 )

tais que € convergente a série
0

' 2
Entfo a fdrmula

el = \/%" a2

define uma norma no referido conjunto (espago de Hilbert),
¢) Consideremos uma vez mais o conjunto C(I) das fun-
¢Ses numéricas complexas definidas e contfnuas num intervalc I
{que suporemcs compacto) da recta. J4 sabemos que C(I) ¢
um espage vectorial,real ou complexo.
Costuma definir-se em C(I) uma pnorma da maneira seguin-
te:
chama-se porma duma fungfio £ contfnua em I e designa-
-se por |i £ll. o mdximo valor do médulo de f(t) naque-
le intervalo,isto §,

el = ndx. | £(¢))
tel

Segundo o teorema de Weierstrass ,como I € compacto e

'f(t”‘l)aquele ndximo existe,e é finito.

Demonstra-sc fhecilmente que |{fll & de facto uma porma.

LA I RN A N

Outro conceito que interessa ter em conta & o de espa-
so (L) .

Diz-se que um conjunto E,qualquer,é um espago (L),quan-
do a cada uma de certas sucesasfes

xl,ngcoo'xn’ooc

de elementos de E,se associa um determinado elemento a de E,que
se chama limite desta sucessfo,e se representa pelo simbolc

lim x,

At oOevVOrseET

(1) € uma fungfo contfnua(porque o € £(t) )
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de ac8rdo com as condig¥es seguintes:

1) uma sucess¥o n¥o pode ter dois limites diferentes.
(condic8o da unicidade do limite).
2) se todos o0s elementos X, da sucess#o coincidirem
com um mesmo elemento g de E,isto é,se X,=a para qual-
quer n,entdo lim x, = a
("limite de uma constante € a prdépria constante)
3) Se lim x = a,entfo toda a sub-sucessfioll)da inicial
terd o mesmo limite,a,

A nogHo de espago (L) 4 devida a Fréchet., E um con-
¢eito muito geral,de pouco alcance,mas suficiente para os objec-
tivos que temos em vista.,

As sucessBes de elementos de E que tém limite dizem-
~se convergentes. Quando a sucess¥o

XyyXppeeesXppeee (de elementos de E)

tem o vector g€ E como limite,também se diz que aquela sucessic
gonverge para g (ou tende para §) e também se adopta a notaglo
X, — a,
para indicar este facto.
Outra noglio de andlise geral que nos interessa mais
ainda é a que combina os conceitos de espago {L)e espago vec-

torial: diz-se que um conjunto E € um espaco (L) vectorial,

quando € um espago vectorial s complexo,e simultaneamente &
um espago (L),sendo vdlidas as duas seguintes condig8es:

(1 1im(xn*yn) = lim x +limy

lim{ex x ) =(limex }s(1lim x ) ,
se forem
Xy 3XppeeerXpgese
Y1e¥300009¥pseee
sucessfes convergentes quaisquer de vectores de E,e

V¥ 00000000
uma sucess¥o convergente qualquer de nimeros reais ou complexos,
tsessscscas
(1) Isto é,toda a sucessfio que resulta daquela suprimindo um
ndmero qualquer de termos,e conservando os restantes na mesma
ordem.
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Também se exprimem as duas precedentes condiges (1),
dizendo que a estrutura de espago (L) de E € compatfvél pomares~
pectiva estrptura algébrica de espago vectorial,
Ora,num espago normado E,munido de uma norma q(x),é
costume introduzir a nog¢&» de limite do seguinte modo:

Diz-se que uma sucessfo Xq,X5,s..,X,,... de vectores
de E tende para um vector g€ E,quando a norma de X, -a
é um infinitdsimo,isto €,quando

lim q(xn-a) = 0
) R T IY

(Repare-se em que as normas s¥o numeros reais,e que jé
estd definida a noglio de limite para sucess8es de nimeros).

N#%o oferece dificuldade alguma reconhecer que se trata
de um espago (L),vectorial, Em especial,as condig8es (1) da
pégina.anterior demonstram-se exactamente como no caso dos nd-
meros: com efgito substituindo a noglo de "mddulo" pela nogHo
mais geral de "norma',basta decalcar os conhecidos raciocfnios
relativos a sucesses numdricas.

Assim,no espago C(I) das fungBes complexas contfnuas
num intervalo compacto I,diremos que uma sucess¥o de fungdes

IR N ST
tende para uma fungic f£,quando a norme [lf -fl) tende para o,
istc 4,quando o mdximo valor absoluto da fung¥o f,-f no inter-
valo I tende parg o. Por outras pelavras,dado um némero posi-
tivo qualquer,& ,existe sempre um nimero natural V,tal que n»
implica

fe (%) = £(x)l< €

para todo o ponto x do intervalo I, BEste pormenor € fundamen-
tal: a ordem ¥ depende apenas de £ ,e nfio dos valores de x.
Sabe-se jd como se exprime 8ste facto: diz-se ent#o que a su-
cesstio de fung¢les

£1(x),£5(%)ye0a,E,(x),...

converge uniformemente para a fungllo f(x),no intervalo I.
Se se tratasse de func8es reais,podfamos fazer uma in-
terpretag8o geométrica simples do que acaba de constatar-cs,
Considerando os grdficos das fung¥es f(x)-€& e f(x)+§&
(obtidos por translacgHo vertical do grdfico de f),a condicfo

lim £ -fll = o
n~—son
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significa que,a partir da ordem Y ytodas. as fung@es fn{x) tem
os seus grdficos encerrados na faixa limitada pelos grédficos
de f+§ e f-¢§ ,-faixa essa que pode alids estreitar-se tanto
quanto se queira,mediante adequada alterag¢o da ordem Yy,

Mas n¥o esquegamos que nos colocamos numa hipdtese
mais geral: C(I) representa todas as fungBes complexas da va-
ridvel real,definidas e contfnuas no intervalo I os valores
das fung¢®Bes podem pois ser imagindries,e a precedente inter-

pretaglio grdfica n¥o abarca o caso geral da convergéncia no es-
pago normado C(I) j",

Outra nogHo geralade grande interésse,ligada & de espa

e (L},é a de aplicacHo contfnua.

Dados dois espagos (L) quaisquer,E e F,diz-se que uma
aplicago ¥ de'E em F € gontinua quando se tem

Iim 8 (xn) » !(1imxn)

para t8da a sucessfic convergente

xlgngcoogxn’»oot

de vetores de E, (Esta 6 pois uma definig¥o de continuidade
que respeita apenas aos espagos (L),mas que é suficiente para
o fim em vista),

Exemplo: consideremos em C(I) o operador de integra-
¢80, J ,34 considerado:

X
Jf = /f(t) dt ( ceI)
¢

Sabe-se que,quando a funqao,integranda,fn(t) converge
uniformemente para uma fung¥o dada,g(t),ent8o o integral de f
converge uniformemente para o integral de g: isto &,J £, con«
vérge uniformemente para J g,se  £,f5,¢00,8 ;000
convergir uniformemente para g.

Por outras palavras,o operador 3’,além.de aplicacéo
linear do espago (L) vectorial C(I) em si mesmo,é também uma
aplicag8io continua,

Consideremos agora o caso do operador D da derivagHo:
vamos ver que .n¥o se trata j& de uma aplicaglio contfnua nas

L e



1LL
condi¢Bes até aqui admitidas, Representamos jé por pl(I) 0
espago das func¢Bes continuamente derivdveis,valendo manifesta-
mente a inclusle

¢l(1) ¢ c(n)
0 operador D de derivagfio € certamente uma aplicacgHo
linear do lﬂ daqueles espagos vectoriais no 22, Ora,se adop~

tarmnos em C (L) a mesma definicfo de norma que em C(I),e tor-
narmos C (I) um espago (L) com a definic¢8o de limite decorrente
de tal norma,- € fdcil reconhecer que o operador D n¥o £ uma
aplicag8io continua.

Um exemplo basta para provar 8sse facto. Conside-
remos as funqﬁes indefinidamente deriv4veis e portanto per-
tencentes a CT(I) BE .

fn(x) = ~Z= gen nx

definidas,por exemplo,no intervalo fechado I = [0,27].
0 mdximo valor absoluto da fungfio f, em I € certamente ~%~
portanto,

LM

E é evidente que lim Jf )l = o

Quer isto dizer que a sucesslo de fung8es [de C(Iﬂ
£338n,000 985000
convarge uniformemente para ¢,isto £,para a funcg¥o (identica-
mente) nula,f & o,
Consideremos agora a sucessfo das derivadas,

(2) Dfl’nfz,.oo’nfn’ooo

Visto que Df, = cos nx,temos manifestamente

"Dfn”~ = ],
-quer dizer: uma vez que esta norma nfo tende para g,a suces-

s%o (2) das derivadas nfo tende para a derivada da funcHo nula,
que € D.o = o, Tem-se pois neste caso

D{lim £ ) # lim (Df ),

e portanto a aplicagfio D de cl(I) em C(I) n%io & continua,se
mantivermos em Gl(I) a definig#o de norma que t{nhamos adopta~
do em C(I).

Ora,vamos ver que se pode adoptar no espago vectori-
al CI(I) uma definiglo de limite,menos yrestritiva que a ante-
rior,de modo que ¢ operador D passe a ser continuo. Isto é,
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vamos mostrar que se pode "reforgar® aquela nogdo inicial de
limite de modo tal que a aplicag¥o D se 'torne continué,

Basta,evidentemente,convencionar oseguinte: diremos
que uma sucesso f;,f,,...,f ,... de fungBes continuamenie de-
rivdveis tende para uma func¢fo continuamente derivdvel,g,quan-
do nfo sé a sucesso £13f5,060,f,... conyerge uniformemente
para g,mas também a sucess¥o das derivadas,

108 ee sl
converge uniformemente para g'.

Tendo adoptado em Cl(I) esta definic8o de convergéne~
cia,automdticamente a aplicagfo D ficard a ser contfnua,como &
dbvio.

Diz-se que uma tal nog#io € mais forte (ou ainda,mais
fina) do que a nog¥o de limite inicialmente definida em C(I),-
neste sentido: se uma sucessfo de funcBes converge,de acordo
com a 28 definiqglo,converge também segundo a 1&; mas € claro
gque n¥o se df aqui a reciprocal Note-se ainda que & nogfo de
limite introduzida em Cl(I) éd o reforgo estritamente necessd-
ric da nocg8o inicial para garantir a continuidade de D - quer
dizer,é a mais fraca (isto &,menos forte) nogHo de limite que
satisfaz a tal requisito.

E agora,podemos proceder de maneira andloga para um
qualquer dos espagos CP(I),constituidos (como se sabe) pelas
fung¢Bes que admitem derivudas sucessivas continuas até & ordem
p,inclusiv¥, Diremos que uma sucessfo de fung¥es

flgfzatil"’fn’too
de CP(I) converge para uma fung¢8io g do mesmo espago,quando as

p+l sucess@es
£{8) (x),£88) (x),..0, L) () , .,

convergem uniformemente para g(k)(x), com k=0,1,2,...,p
Deste modo estendemos a condiglio de convergéncia

uniforme a todas as sucessBes de derivadas sucessivas,até i

ordem p inclusivd, E assim conseguimos definir em CP(I) a

mais fraca noc8o de limite que torna continuas os operadores

Doa I,D’Dz,ﬁ L] l,Dp

A no¢8o de limite agora introduzida no espago cP(1)
torna &ste um espago (L) vectorial,como fiacilmente se reconhe-
ce. E também fdcil verificar que aguele conceito de limite
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em Cp(I) pode ser deduzido directamente de uma nog¥o de norma
convenientemente escolhida: basta que se tome,para cada func#o
£ cP(1):

12l = ndx. [ £(x),£(2),..., 2P ()]

isto é,basta adoptar como norma de uma fungZo o maior dos mdxi-
mos dessa fung¥o e de todas as suas derivadas até i ordem p,no

intervalo I. K claro que,desta norma,deriva a nog¢8o de limite
que definimos em CP(I).

Pagsemos agora ao espago das fungBes indefinidamen-
te derivdveis, o
) = o)
n=o
Em que circunstancias € natural dizer agora que uma
sucesslic de fungles:
fl’f?.""’fn".'

converge para uma funcglo g ?

Certamente,quandc n¥o sé a prdépria sucess@o conver-
ge uniformemente para g no intervalo I,como também todas as su-
cessBes de derivadas de qualquer ordem,

k k k
eK) g0 pll)

convergem uniformemente (m I para as correspondentes derivadas
g(k) de g.

Com esta definiglo de convergéncia,consegue-se que
t8das as poténcias

pP (p=0,1,2...)}

do operador D de derivagHo sejam aplicagBes continuas do espa-
co ¢*(I) em C(I). Trata-se mesmo da menos forte nogfio de li-
mite que permite obter este resultado,isto é,a que menos se
afasta da nog¢¥o de limite inicialmente introduzida em C(I).

Mais ainda: o operador D € uma aplicagHo de c¥(1)

i mesmo,como j4 se sabe,e com aquela nog¢fo de limite hi

pouco 14 definida,a aplicag®o D assim considerada € também cone-
tinua,como logo se reconhece.

Tudo que se disse refere-se exclusivamente a espacos
de fungBes. Conceitos andlogos podem agora estabelecer-se ro
espago das distribuigBes,
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Comegaremos por supSr o intervalo I compacto,isto é,fe-
chado e limitado. '
Consideremos,em primeiro lugar o espago Cl(I) das dis-
tribui¢Bes de ordem nfo superior a i,isto é,derivadas de 12 or-
dem de fungSes continuas 10 intervalo I; sabe-se que
c(I)C Cl(I)

J4 se verificou que D & uma aplicag#o linear do 12 es-
paco no 22; poils bhem,somos agora induzidos,naturalmente,a defi=-
nir em C,{I) uma nog¥o de limite que satisfaga is duas condigd-
¢s seguintes:

iﬁra aplicac8io I do espago C(I) (com a nogHo inicial

de limite) no espago Cl(I) (com a nova nog#io de limi-

te) seja continua;

2%-a nogHo inicial de limite em C(I) seja mais forte

que & neva nogfo de limite quando. aplicada a C(I),co-

mo sub-espago de C,(I). Convém,é claro,que nos

afastemos o menos possfvel de no¢fio inicial. A ques-
t8c resolve-se com & seguinte definig8o:

Dada uma sucessfo de distribuigBes

Ty TpgeneyTpyens [de ¢;(1)]
Géiremos que esta sucsssfo converge para uma distribuigdo U da-
quele mesmo espago,quando existir uma sucessfo de fungdes con-
tfnuas em I,£9,85,000,8,... uniformemente convegergente para
una fungfic g contfnua em I,de medo que se tenha

T, = bf, , U=1Dg .

0 que se fez portanto fol recuar, indo buscar ao es-
pago C(I) a nog¥o de limite pretendida, Facilmente se vé& que
esta é a mais forte nog¥o de limite que satisfaz is duas refe-
ricdas condigBes. N#o quisemos afastar-nos senfo o minimo,o
estritamente necessdrio do conceito usual de limite (da conver-
géncia uniforme em I). ¥ dbvic que esta noglo de limite,uma
vez restringida a C(I),é de facto mais fraca do que a inicial-
mente definida em C(I),porque agora (segundo o novo critério)
diremos que uma sucess¥o de fungles continuas,fn,converge pars
uma funcBo continua,g quando existir uma sucess$o de primiti-
vas das func8es £, que convirja uniformemente para uma primi-
tiva de g,no intervalo I, Ora,isto n¥o quer dizer,segundo vi-
mos j4 (com um exemplo: pdg.lhl),que a sucess#o

fl,fz'lll’fn,..l
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convirja uniformemente em I para a fung#o g: efectudmos portan-
to,com a nogHo de limite introduzida em Cy(I),um alaréamento do
conceito inicial de limite em C(I),"enfraquecemos",de facto,8ssc
conceito,

Podemos agora ge¢neralizar aquele procedimento a um qu-
alquer dos espaqos'cp(l),das distribuig8es de ordem n¥o superi-
or a p,no intervalo compacto I,0s quais se exprimem como deri-
vadas de ordem p de fung¥es contfnuas em I. Diremos que uma
sucess¥o

TI'TZ"“’Tn*"‘ (Tné.cp(l) )

converge para uma distribuig8o U do mesmo espago quando se pu-
der escrever
T, =~ DPf, , U =DPg

sendo fy,f5,004,f ;... uma sucessfio de fun¢¥es continuas em I,
uniformemente convergente para g.
E assim conseguimos caracterizar a mais forte nog¢Ho de

limite que torna contfnuos todos os operadores
DO’D’DZ’OOO’Dn,OIO
considerados como aplica¢Bes de C(I) em CP(I)'

Pouco falta agora para podermos definir uma noglo de
limite no espago de todas as distribuig8es em I. Mas antes de
14 chegar,observemos ainda o seguinte: as nog¢8es de limite,su-
cassivamente mais fracas,que introduzimos nos espagos CP(I),
podem ser ainda definidas a partir de uma nog¥o de norma.Isto
é,cm cada um daqueles espagos,podemos definir um conceito de
norma,do qual decorre a nog¢fic de limite 14 introduzida.
Portanto,cada espago cp(I) serd ainda um espago (L) vectorial.

Considercomos agora o espago C,(I) de todas as distri-
buigBes definidas em I. (COménsabe,sendo I compacto,nfic hd se-
nfio distribui¢Ses de ordem finita em I).

Diremos que uma sucess¥o

P Tl,TZ‘._._,,Tn'c-q
de tais distribuigBes converge para uma distribuig¥o UeC (I},
quando existir pelo menos um pdmero natural,p,uma sucesso

fl,fz,.h.,fn,ttt

de funcBes contfnuas em I,e uma fung¥o g contfnua em I,de tal
modo que se verifiquem as condiglies seguintes:
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1) T = Dpfn s U = DPg

2) a sucessfo (fn) convirja uniformemente no interva
lo I para g.

Por outras palavras,diz-se que uma sucess¥o de distri-
buigtes
ﬁal’Tz_,ill’Tn’lnl

cenverge em C,(I) para uma distribuig#o U,quando todas essas
aistribuigaes pertencerem a um mesmo espago C (I) e a sucessio
convergir nesse espago para U,

Como logo se v&,esta € a menos fraca das no¢8es de
limite que tornam contfnuas t8das as pot&ncias do operador D,
como aplicag¥c de C(I) em C,{I). E ocorre aqui uma circunse
t&ncia semelhante a0 que se passava com O espago c¥(I) das fun-
¢8es ‘indefinidamente derivéveis em I: g _operador D fice 2 ser

tambdém ume aplicacto contfnua de Ciu(I) em si mesmo.
Na verdade,se,em C,{I),a sucessHo

TlaTz,!Oi,Tn’OQG

converge para uma distribuiqBo U,existem um nimero nratural p,
uma sucessfo de fung¥es continuas em I,

fl,fg,a.q’fn’o.b
e uma outra fungfo ge C(I),tais que

a) ‘]."nﬂbpfn , Uanpg

b) a sucess¥c (£f,) converge uniformemente para g
em I,

Ora,se isto acontece,a derivada de Tn,ou seja

DT, = Dp+1f ,€ termo geral de uma suces-
s#o que tende para DU = Dp lg, mas esta circunstancia equivale
(bastard mudar p em p+l na definic%o hi pouce recordada) 3 con-
vergéncia,em C (I),da sucess¥c de distribuicSes

DTl, DTz‘scgﬁ, DTn .,QCQ

para a distribuiclo DU,
O operador I faplicagfio de C,(¥) em si mesmo) & por-
tanto continuo:

1im({DT,) = D(1inT,)
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Mais ainda: g nogfio de limite introduzida em Cw(I)} ¢
a mais forte nocHo de limite neste espago,que,determinando em
C{ZI) uma nocHo de.;imiﬁehgggg fraca do gue a inicial torna con-
tinuc o operador D,encarado como aplicacfo do espago Cw(I} em
em si mesmo.

Faltaria provar ainda que o espago C,(I) se torna,com
aquela defini¢¥o de limite,um espago (L) vectorial, Trata-se
de verificag8o extremamente simples,que pode efectuar~se como
axercicio,

A pregunta que pode surgir agora € a seguinte: podere~
mos nds definir aquela nog%o de limite em C,{I),a partir de
wna nog¥o de norma ? Prova-se que isso nfio € possfvel, Alids,
j4 o mesmo acontecia com o espago Cd(I) das fung¢Bes indefini-
mente derivdveis. Neste espago,é possivel definir a nogHo
de limite,n%o por meio de uma norma ¥nica,mas sim por meio de
uma infinidade numerdvel de normas - todas aquelas que designa-
mos pelos simbolos

(] p (p=0,1,2,...).

Na verdade,dizer que,em C*(I),uma dada sucess¥o de fun-
¢Bes converge para uma dada funglo,significa dizer que a con-
vergéncia se dd a respeito de todas aquelas normas,em ndmero
infinito. Neste sentido,po&e afirmar-se que a nog¢fio de linmite
em C“(I) pode ser definida mediante uma infinidade numerdvel
normas (mas prova-se que o n#o pode ser por meio de uma nor
ma unica)

o
(g

Pois bem também sec demonstra (mas isso ultrapassa
j4 o &mbito do presente curso) que aquela nog%o de limite que
s¢ introduziu em Cy(I) pode ser definida,nfo j4 por uma in-
finidade numerdvel,mas por uma infinidade contfnua de normas,
A demonstracg8o deste facto insere-se na teoria geral dos Es-
pagos Vectoriais Topoldgicos,e em especial,na teoria dos Bs-
pagos Localmente Convexos,teoria que é hoje de importéncia de-
cisiva para a Anflise Funcional,e em particular,para a Teoria
das Distribuig8es. Todavia,essa teoria n#o chega a ser neces-
sdria para os objectivos que temos em vista: limitar-nos-emos
a trabalhar com & nog%o de limite de uma sucess%o.
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Antes de fazer 0 estudo de alguns exemplos,convém es=

tabelecer um importunte teorema,que fornece um processo muito
cémodo para manejar praticamente a nog8o de convergéncia que
introduzimos no espago C,[(I).

Sabemos jd que as fun¢Bes localmente somdveis se iden-
tificam a certas distribuig¢®es. Pois bem,tem lugar o se guin-
te

TECREMA: "Seia

fl,f2’oeo,fn’ooo

uma_sucessHo de func8es somévelg num_intervalo compac-
to, [a b] e globalmente limitadas por um_ndmero I.>o,
isto &.tais que }fn(x)l< L,gqualguer gue seja.x emia,b)
e_gqualquer gue seija o ndmero natural n., Se a sucessfo
(f ) gonvergir gudsi em todos os pontos do intervalo
[as b] para uma determinada funcHo g.entfio € somivel e
a_suceuwalio fl’fZ""’fn’°'“ gonverge para g no senti-
do da nocHo de limive definida em C_(I) ".

BEste teorema 4 consequéneia,por um lado,da prép .a de-
finig¥o de convergéneia que se introduziu em C,(I),e,por outro
lado,da seguinte proposi¢fo,conhecida pela designaglo de

“*uandnﬂsﬂ_fun¢6ﬁs £ (h), supostas somdveis num interva-
compécto |a, b) ,gonstituem uma sucess¥o gue conver-

vel em.[aybj éal gﬁ

[£40x) [¢ A ()
para todo o n o todo o ponto x em La,b! ,entfo g{x) ¢

vambém somdvel.,e 8 sucess¥o dos integrais,

b b b
/i‘l(x)dx ’ /fz(x)dx,.t.,/fn(x)dx
. /a a a

converge para / b
a

glx)dzx
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Supondo conhecldo-este teorema de Lebesgue,vamos de-
monstrar o anteriormente enunciado, Comecemos por obsérvar
que,designando por L um ndmero,a func%o constante A(x) = L &
certamente somdvel em qualquer intervalo compacto, [a,b]l.
Por outro lado tem-se,em virtude de hipdtese do teo-
rema a demonstrar

|£,(x) ~g(x)| < 2L

2 come ’fn(x) - g(x)‘ converge para zero "presque partout®
guando n- go,8egue-se,pelo referido teorema de Lebesgue,que

b
lim /[fn(x) - g(x)] dx = o
neos )
‘ x
E agora fdcil ver que,sendo Jf ~/f(t)dt,
a sucessfio de fungles a

Jey, 385,000, 32,000

converge uniformemente ém‘[a,b] para 3’5.
Ma verdade escrevendo Fn = 3 fn e G = Jg,temos

X x b
an(x)wG(x)g .}/ [tn(t)-g.(t)jdtl,g/ J£a(e)-glt)] atg [ |2, (x)-glx)] ax
‘a8 A a

sendo esta dltima desigualdade consequéncia do facto de a funcfo
integranda ser nfo-negativa. Como o dltimo integral escrito ten
de para zero,resulta que

nx. [Fo(x) - o(x)]

tende também para zero, Bgtd assim provado o que se pretendia:
Fn convarge uniformemente para G(x),em [a,b] ,isto &,a sucess¥o

Jeg, ey, 38,0,

converge uniformemente em [a,b] para Je. Ora,as, fun¢des
Fy(x) = J £1,.Fo(x) = sz,etc. s8o cont{nuas,em [a,b] como se
sabe (pdg.48),e temos evidentemente,f, = DF (x),para n=1,2,...
0 resultado a que bltimamente se chegou equivale pois
% convergéncia da sueessdo
Eyafnyeaesfyyece

para g,no _espaco Cl(I), Ou ainda,h convergéncia da mesma su-
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cussdo para g,no espago C,{I). O teorema estd pois demonstrado.
¥ claro que o teorema podia ser generalizado,conside-
runde uma func¥%o somdvel A(x) no lugar de L,de acordo com o
wferido teorema de Lebesgue, Mas,na prdtica,teremos deutili-
zur apenas sob a forma siaples indicada.,

Passemos agora ao estudo de alguns exemplos.
Exemplo 1 - Consideremos a densidade de probabilidade
nune distribuiclio normal. Como se sabe,é dada pela fungZo

Y
1. . e‘%
GCvar
sendo M o yalor médio da -distribuiglo de probabilidade (também
chamado centro) e ¢ o desvio-padrfio (também chamado 8rro gua-
drético médio,quando se trata da teoria dos &rros).

0 tragado do gréfico da curva ("curva em sino" de Gauss)
nte ofersce dificuldades: a curva € simétrica em relaglic & rec~
ta x =M, tem un mdximo no ponté de abscissa M ,admite -~mo as-
sintota o eixo Ox,tem dois pontos de inflexHo,de abcissas/N'-F,
s p+l ,coincide prhticamente com Ox para x>M+3G e xymBG",

ete, b4

Y(x) =

i
'
'R) 2
PO
Por outro lado,recordemos que a gumulante desta dis-
tribui¢o de probabilidade,

w——

x
B(x) = [ (t)de
-0

tende para 1 quando x —e + 02

Vamos provar que,quando o desvio-padrfio O tende para
#ero,mantendo-se M constante,a cunulante § tende para a dis-
tribui¢fo de Heaviside correspondente ao ponto M  Isto €,va-
mos provar que,sSe considerarmos uma sucess¥o qualquer de valores
de G que tenda para zero,a suvcessfo correspondente de fung8es
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e como @&ste dltimo integral tende para zero,(pela mesma razfo
que apontdmos no caso do integral

/'Fk(x)dx ) ,concluimes
oo
que lim ¥ ( } = 1l,para x »
fi=soe Em conclusio:

.0 se XM
lim 8 (x) = _1/'2 se x =M
1 se x> /‘
Isto 4,8 (x) converge para a funglo H(x- /f\) excepto
no ponto M como se trata de um uYnico ponto,podemos dizer que
a sucessdo de funcgles

il(X) -nz(x),otu ’E (x)x
converge guﬁai em todos os pontos para a funglo H(x—/*}

For outro lado tem-se,evidentemente
j5,(x) ] < 2
quaisquer que sejam n ¢ X,

logo,aplicando o anterior teorema,podemos afirmar que
&, (x) > H{x- M)

Cu(I) - sendo I qual-

quer mtervalo compacto que contenha /‘

Ent¥o, ¥, (x),que é a derivada de &, q(x) converge {no
nesmo sentido) para DH(x- )A) ,que ¢ a distribuiqao ( /A) de
Dirac relativa ao ponto ,I -COmo queriamos provar.

Exempio 2 consideremos a sucessfio de funcOes

-1
fn(x) ¥ 1en®x?

Os respectivos grédficos sHo simétricos em rela %o a
Oy,admitem o eixo Ox como assintota; apresentam um mdximo na
origem,e dois pontos de inflex%o,-enfim,assemelham-se muito as
Teurvas em sino® de Gauss,anteriormente estudadas.

Quando n—vo?,0 méximo de cada funcfo tende também
paraoc ,e em todos os pontos o valor da fun¢do tende para zero.

As primitivas s%o,por exemplo,

Qn(x) = —%- arctg nx,



Portante, Y2 se x>o0
tende para © ge@ X = 0
=if2 se x<¢o

-
L4
g

Quer dizer,¥ (x) converge para H(x) - 1/2,excepto na
origem e tem-se seupre

fe (x) be iz .

. v
A sucessloc

ﬁly@?,@ckgﬁngaée

converge portanto para H(x),no sentido da conmvergéneia no espa-
¢e de todas.as distribuicg¥es cm qualquer intervalo compacto I
gue contenha a origem. A continuidade da aplicag8o D d&sse es-
pago em si mesmo,pérmite pois concluir que a sucessfio das deri-
vadas das &,(x),

Eysfgsevcrfpsece
tende para a distribulcle J de Dirac.

Por fim,vemos resolver & questéo seguinte: come dafi-
nir e limite de uma sucescHo de diateibri¢bes no -espago £L,,,(I)5
sende I um intervalc gueliquer gu recta,limitado ou n¥o,fechado
ou n8o ?

J4 sabemos qua,dade umn distribuigfo T€ Cull),o simbolc
R J‘l‘ designa a restriclo de T & wa intervaleo compacto J gualquer
contido em I,e sabemos tenbdm que esca restrigfo é uma distri-
buiglio de ordem finita,-gucr dizer,uwn elemento de C,(J),deriva-
da de uma fungfio contfmu em J

wn

el w‘&—-%‘\

- R . A
J
Polis bem: diremos que ums sucess¥o
(l) Tl,ifzﬁoe"ogi‘uaoue
de distribui¢Bes em I converge para uma distribuigfio U¢ Cyl(I),
quando a sucessfio das restri¢Bes las distribuicgBes (1) = quai-
quer intervalo compacto. J . I,

Rﬁlaﬁfz**”s},j‘Tnt"'
converge para a distribuicHo R gu,p> sentido da convergéncia nc
espago C,(Jd).
Assim,voltardo ao 1t exems.o de hd pouco,nds provimce
que a sucessHfo de fungdes
(2)  BUx), Dlx)yeee, € 02,0,
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converge para a distribuig¥o de Dirac relativa ao ponto M ,5'( ),

tm qualquer intervalo compacto que tontenha o ponto /“ (e ani-
logamente para o 2% exemplo). Dagui resulta agora que aquela
masma sucess¥o converge em toda a recta para a distribuicéo

§ V“) ¢~uUma vez que a convergéncia da sucess¥o (2) para ()

estd evidentemente assegurada também em qualquer intervalo com-
pacto que n¥o contenha o ponto /4 .
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