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INTEGRAL DE UMA FUNCAO COM RESPEITO A UMA DISTRIBUIQ.K_Q

Definic8o de distribuicHo segundo SCHWARTZ

1lls licHo

Vimos na ¥ltima licflo que a distribuicBiod de Dirac
#¢ pode exprimir como limite de uma sucess¥o (‘Pn) de funcgles
indefinidamente derivdveis,-relativemente 3 noglo de convergén-
cia introduzida no espago das distribuig8es.

E como o operador de derivacfo € contfnuo para essa no-
cko de limite,~-€ claro que podemos derivar um nidmero gualquer
de vezes ambos o0s membros da igualdade

O = lin €,

permutando a derivacgfo com a operagHo de passagem ao limite,
Teremos pois (x) (k)
k A
5 = lim p&ra kul 2 6o
n apn t t Rk |

Quer dizer: J (k) ¢ ainda limite no setido da conver-
génclia em GK(I) de uma sucess¥o de func¥es indefinidamente de-
rivédveis,

Trata-se aqui de um facto absolutamente geral,pois €
vdlido o seguinte

TEOREMA "T8da g distribuic#o T se pode exprimir co-
mo limite de uma sucessfo de func®es inde-
finidamente derivdveis,-até mesmo como li-
mite de uma sucessfio de polindmios".

Limitar-nos-emos a fazer & demonstra¢¥o no caso em que
o domfnio da distribuiglo T € um_intervalo compacto. Ent#o, jd
sabemos que T € a derivada de certa ordem de uma fung3o f que
¢ continua em I,isto é,

T = DPf [fe ¢(1)]

Por outro lado,é conhecido um teorema de Weiertrass se-
gendo o qual,para t8da a fung¥o continua € possivel determinar
ums sucess#o de polindmios,que converge uniformemente para aque
lz func¥o. Isto é,para t8da a fungfo £€ C(I),é possfvel cons-
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spuir uma sucessfc (Qn) de polindmios tal que

(1) £f=1lim Q

neset
sendo esta convergénela uniforme no intervalo I,

Ora,nesse caso,a converg8ncia também se d4 a respeito
da no¢¥o (mais fraca) de limite do espago C,(I),e podemos apli-
c&r o operador de derivaglo p vezes,a ambos os membros da pre-
cadente igualdade (1l),permutando com a operagfo de passagem ao
limite. Vird entSo

DPf = 14m Q!(P)
n n

isto &,a distribuigfio T = DPf & o limite [_no sentido da con-
vergéneia em C (T) ] de uma sucessfo de polindmios.

E clarc que os grdus destes polindmios ultrapassam em
gera;.qualquer némero de modo que as derivadas Qép) serfo,a par
tir de certa ordem,nfilo identicamente nulas,

0O teorema estd assim demonstrado para o caso em que I
4 gompacto; no caso geral,a demonstragfio € um pouco mais deli-
cada,

¥ o precedente resultado que vai permitir introduzir o
conceito muito importante de

integral de uma funcHo a respeito de uma distribuicHo,
-noglo esta que genéraliza a noglo de integral de uma func¢lo a
respeito de uma medida,que logo na primeira licHo foi reférida,

Consideremos una distribuigdo T num intervalo I qual-
quer {nfo necessdriamente compacto !) e uma fungHo \ (complexa)
contfnua neste intervalo.

Segundo o teorema anterior,a distribuig¥o T pode ser
acxpressa como limite de uma sucess3o de fung8es Zﬂn {indefi-
nidamente derivdveis),

J Te= limigh

Pois bem: escreveremos,por definicdo,

/?(x)?xdx = 15.m/({3(x) a"n(x)dx
I n/r

se 0s integrais do 22 membro existirem (pelo menos para algu-
wa sucessto [, tendente para T) e se existir também o seu li=
mite,independentemente da sucessfo D’n de fuac8es indefinida-
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mente derivdveis escolhida para representar T.
Quando as referidas condig¢®es relativas ao 2¢ membro se
verificam,diz-se que a fung&o‘? € integrdvel a respeito da dis-
Lribuic8o I
Note-se que esta definic8o se aglica ainda,sem qualquer
wodificagao,ao caso _em gue ¥?(x) é mai geralmente uma_funclo de
%.Com os valores num gualguer espago QL! vectorial

Mas,para fixar ideias,limitar-nos-emos agora ao caso em
qua 40 (x) ¢ uma fungfo numérica (complexa) continua,

E claro que se o intervalo I & compacto,o0s integrais do
Z% membro exietem sempre porque a fun¢Bo integranda € sempre con-
sinua (serd,portanto,uma fungHo integrdvel segundo Riemann no in-
tervalo compacto). Sejam g e b os extremos de I naquela hipé-
teger I = [a,b] + Podemos ent8o usar, 6 a habitual notagfic em que
figuram os limites a e b de integraglo,e escrever T(x) em vez de
Tx,caﬁc ndc haja perigo de confusfio, O integral dete com res-
peito a T no intervalo I escrever-se-4 ent%o

(x)T(x)dx
[¥

TEOREMA "Se o intervalo I,é compacto e se P ¢ uma fun-
¢8o §complexa1 indefinidamente derivdvel em
I gue se anvla - bem como t8das as suas deri-
vadas - nos extremos de I,existe sempre o in-
tegral de ¢ a respeito de gualguer distribui-
¢80 T em I.e € dado pela fdrmula

b b
() /1\0 (x)T,dx = (-l)p/ ﬂu(p)(X)f(x)dx:
a a

se f6r T = DPf com fe G(I) ",

Na verdade,segundo o que se disse anteriormente,a fun-
o280 £ € limite de uma sucess¥o de polindmios que convergem upi-
formemente no intervalo I:

f=1lim Q
n B

Vimos que entfo
? = DPf = 1linm Q(P)
n

Vamos agora averiguar se o integral
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/b

/ ¢ olPlax
/a
tende para algum limitezdé acbrdo com a defini¢¥so due demos de

integral. (As funcgles an} constituem uma sucessfo de funcBes
indefinidamente derivdveis que tende para T).
Ora,por sucessivas integrag¢®es por partes,é fécil re-
confiecer que ,
b b
(2) ‘()Qr(ap&x = (-1)P ‘e(p)qr(xp)dx
a a

Cem efeito,uma 1% integragdo por partes a4:

b b b
/w Q(p)dx .[%)Q(p-l)l (é Q(p l)dx =
a a
= (..l)l /Le an"'l)dx )

wmna vez que %?(a) = @ (b) = o,por hipdtese.

Aplicando p vezes o mesmo proeesso,chega-se,como ¢ ma-
nifesto,a f£émmula (2).

Mas,por canatrucqﬁo,Q (x) converge uniformemente para
f em I. Logo,também a funglo integranda %?(p)Q (x) converge
para AP (x)£(x),uniformemente em I,

Mas entao,aegundo um teorema cldssico do C4lculo Inte-

v Pl(x)q (x)dx
e

convergird para o integral do limite,

b
/ '\e(p)(x)f(x)dx
a

Isto &,

b (o
lin [ ¢ (x)QlP) (x)ax = (-1)P P(P’(x)f(x)dx
nJa a

Falta ainda provar que g fung#o ((J é integrdvel a res+:
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peito de T; n¥o se verificou ainda que o integral n8o depende
da representac8o que adoptdmos para T.

Suponhamog que outra representaco era adoptada para

distribuiglo T
T =« DY [com g€ C(I)]

J4 vimos que se pode representar T sob a forma de de-

rivadas da mesma ordem:
T = DP*I = DP9 |

Com F - G = Pp+q (polindmios de grdu inferior a p+q) .

Basta tomar F e G tais que g = pPG , £ = Dl .,

Vamos ver que a férmula que d€ o integral de P com
‘wapeito & T conduz ao mesmo resultado,-isto &,mantém-se inva-
alénte - 20 passar para, a nova representagfo de T. Atendendo

que.‘{’ (a) = P(b) = 0,0 mesmo sucedendo hs derivadas de ¥

sucessivaes integracgBes por partes permitem escrever

b b ,
m)P/ g P (xp£(x)dx = <-1)P*q/ @'Y (x)F(x)ax =
a /8

b
=Y mq[?(wq)(wp jdx = (~1)P"4 (P(p*'Q)(x)G(x)dx +
&,

(=1) p+q Y p+q')'(x)Pp*q(x)dx .

Ora,retrocedendo no caminho seguido para transformar
primeires integrais,encontramos
b b

ge(p+Q)(x)Pp+q(x)dx = (-1)P*a t()(x)ngg(x)dx
&,

B como a derivada de ordem p+q de um polindmic de
grdu inferior a p+q & nula,aquele dltimo integral € nulo.

Por outro lado,atendendo a que g = DPG,£ £dcil (pro-
cedendo como anteriormente) concluir que

b b
(-1)?""1/ Q(Pﬂi) (x)G(x)dx = (__l)q / (e(Q)gdx
a a

Como resulta entlo

b b
('1)p}( q?(p)(X)f(x)dx = (-1)9 <€(p)(x)g(x)dx
& &
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:¢4 provada a invarifincia do integral,ao mudar a representacfo
da distribuic%o T.
Fica assim provado o teorema,de grande importancia no
Y 86 Segues
ceso00s0sec s

Resta agora generalizar este teorema ao casc em que ¢
iatervalo € qualquer,-n¥o jé compacto.

Para isso,cdonvém recordar algumas nog¢8es topoldgicas.
fhamaese gder8ncia de um conjunto,a ésse mesmo conjuntc amplia-
4o com a sua frontejira. Conjunto fechado € um conjunto que con-

.4 & sua fronteira,-isto 4,un conjunto que coincide com a sua
ziexréneia, Diz-se aberto um conjunto que n&o cogtém nenhum dos
seus eventuais pontos de fronteira, Por exemplo,um intervalo
zherto € un conjunto, aberto,porque n¥o contém a fronteira,que é
constituida pelos dois extremos. Um intervalo fechado € um
:mniunf@ fechado. Um intervalo semi-aberto nao é um conjunto
fechado nem um conjpnto aberto.

Imediatamente se reconhece que o complementar de um
vonjunto fechado € um aberto,e vice-versa,

Pois bem: chama-se guporte de uma fun¢#o continua X
a do conjunto dos pontos em que a func¥o ¢ diferente de
aero, N&o se pode dizer,é claro,que a funglo seja dlferente
da zero em todos os pontos .do seu suporte: € certamente nula nes
rzspectivos pontos-fronteira !

Exemplo: suponhamos que uma funqSO,f ¢ diferente de
zero em dois intervalos abertos, ]a,b[ e '}b,c[ ,e nula nos
restantes pontos da recta

VAN

o0 a b c X

0 suporte de f € ent¥o o intervalo fechado {g,c]

A func¥o é nula no gomplementar do suporte: &sse come
plementar é o maior comjunto aberto ‘em qﬁe a funcfo € nula,e es-
ta circunstancia permite-nos generalizar o conceito de suporte
ac caso de uma distribuigfio gqualquer,

Definic¥%o: suporte de uma distribuicfio € o complemen~

tar do major conjunto aberto em gue a distribuicfo é

nula.,
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Prova-se fhcilmente que existe sempre um tal conjunto.

Por exemplo: qual é o suporte da distribuigio d ‘de
Dirac? Serd o complementar do maior conjunto aberto em que
z distribuicHo 4 nula,-aberto &sse que € constituido por todos
o8 pontos distinteos da origem.

-Portanto,o suporte de d ¢a origem,

De um modo mais geral,uma derivada da distribuic8o de
Dirac relativa ao ponto ¢, é.,tem como suporte o0 ponto c.

~ (¢
E até se prova que toda a distribuigfio de suporte pontual € uma

combinac¥o linear de derivadas de distribuic8es de Dirac.

e¢ceesorped

Posto isto,podemos generalizar o dltimo teorema,{pg.160),
sstabelecido apenas para intervalos gcompactos.

Seja agora I um intervalo qualquer da recta,compacto
ou pio. Podemos entdo afirmar: |

"Se ¢ ¢ uma func¥o indefinidamente derivdvel de suporte

compacto,contido em I.ent8o existe o integral dega

respeito de gualguer distribuiclio T em I ".

Trata-se agora de um intervalc I que n#o € necessdria-
mente compacto; . € todavia sempre possivel determinar um inter-
valo compacto J,contido em I,e contendo o suporte da fungfo @ .
{Bastard considerar o intervalo cujos extremos s¥o o extremo in
ferior e o extremo superior dé suporte da fungHo P ). Mas,
no intervalo J,sabemos jd que a distribuicBic T € a derivada de
carta ordem de uma fung#o continua,isto &,

T = DPf | com f£gC(J)
E agora € vbem fdcil reconhecer que se tem ainda

/t()(x)Txdx = (-l)p/‘?(p)(x)f(x)dx
I I

Repare-se porém que aquela fungfo f e o mimero p depen-
dem n¥o apenas de T,mas do intervalo J que se considerou,compag
to e contido em I,e,em Yltima andlise,de

¥ f4cil reconhecer que daf n#c resulta ambiguidade para
o integral de @ com respeito a T em I.

Schwartz costuma designar pela notagfio ) (I) o conjune
to das funcgBes indefinidamente derivédveis de suporte compacto
contido em I,qualquer gque seja o intervalo I,




Ent%o,sendo %) ¢ D(I),e T uma distribuicHo aqualquer (1)
nertencente a CT(I) convencionemos repreésentar por &(T) o in-
tagral de ce com respeito a T:

B(T) = //;?(X)Txdx .
I

Manifestamente,o valor de &(T) € um ndmero complexo,-
unt escelar: trata-sé pois de uma func¢¥o escalar de varidvel
vectorial,

Por outras palavras,® serd uma aplicac8o do espago
vectorial'cg(l) no conjunto € dos escalares (ndmeros complexos).
Uma val aplicaglo chama-se por vezes funcional s6bre Cg(I).

0 que vamos provar agora € que este funcional & linear
e gontinuo como sabemos:

1) "Linear% significa que se verificam as seguintes

condig8es:

B(U+V) = T(U) + B(V)
@) {

B(oU) = xB(U) ,
guaiquer que sejam as distribuigBes U e V em I,e o escalar « ;
2) "Contfinuo" significa que
(2) lﬁm~§(Tn) = Q{lﬁm Tﬁ)

sendo (Tn) uma qualquer sucessfo convergente de distribuigdes
em I,
A linearidade de B(T) € f£4cil de estabelecer.
Consideremos um intervalo compacto J,contido em I e
contendo o suporte de ¢ . Nesse intervalo U e V poderdo repre-
sentar-se como derivadas da mesma ordem de fung8Bes f e g,con-
tfnuas em J

U = DPr
V = DPg,com f£,z€ C(J)
Temos ent8o,sueessivamente,

B(U+V) = /’((U*-V)dx = («1)P /&e(p)(ﬂg)dx =
I I
= (—l)p/te(p)fdx + (-1)9/\€(p)gdx = 8(U) + &(V)

nl.l.iﬂlQDOCQQ.ODOOCOQO

(1) N#o esquecer que,se I € compacto,é C{I) = Cy(I)- de manei=-
ra que este ¢aso contém o anterior como caso particular,
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A 28 condic¢%o de linearidade € também imediata: ficil-

mente se conclui que |,
(X U) =/¢é‘r(0(U)d;c = O(/Pde =X B(U)
I I

E a condigfio de contimuidade € tambem f4cil de estabe-
lecer, Na verdade,~ segundo a definic8o de limite que  intro-
duzimos em Cﬁ(I) - o facto de a sucessfo (Tn) convergir para
uma determinada distribuig¥o U significa que,em todo o interva-
lo compacto Jc;I,(Tn) converge para U a respeito da convergén- |
cia no espago C (J) . Por sua vez,isto quer dizer que existe
uma sucessfo (fn)gde fun¢8es continuas que, converge uniformemen=
te para a fung8io contfnua g no intervalo J,e de tal modo que

= p
Tn D fn
U = ng ’

sendo p um conveniente nudmero natural,
Teremos entdo,sucessivamente,

1im 2(T)) = 1im é'rndx = (-1)P.1jm [?‘P’fndx ,

atendendo ao que se viu atrds e ao facto'dete se anular fora de
J

Ora,por hipdtese,f converge para g uniformemente em
J; portanto,- e isto & decisivo na demonstragfio,~ a funcHo in-
tegranda, «((p)fn converge uniformemente em J para ce(p g.
Podemos ent¥o escrever

(~1)‘Plﬁm /‘((P)fndx = (-1)P \c(p)gdx = T(U) = B(1jmT )
J J
Vimos assim que,os funcionais do tipo &(T) s#o de fac-
to funcionais lineares continuos.
Poderia agora preguntar-~se:

haverd outros funcionais lineares contfnuos ? Prova-se que nfo:

"todos os funcionais 1ineares continuos s8bre o

espago das distribuicBes sHo daguela forma"

Para conseguir justificar este resultado fundamental,
temos de fazer algumas consideragBes preliminares de ordem ge-
ral,
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i J€ no Cdlculo Vectorial,relativo ao espago ordindrio
Rj,se viu que se podem apresentar fun¢gBes de trés tipos:
a) vector funcdo de escalar;
b) escalar fung8o de vector;
c) vector funglo de vector

Examplo: o movimento de um ponto no espago R3.é sem=~
pre definido por uma fung8o vectorial da varidvel (tempo) t
e sl
p-C = £ (t) em que P € o ponto mével e O a origem,

Ainda hd pouco vimos um exemplo de fun¢#o do tipo
"escalar funcHo de vector",a que chamamos funcional.

Considqremos em geral um espago vectorial E,real‘gg
complexo,e um vector ug B ,funcfo da varidvel real t u =f(t).

Trata-se de um vector funcHo de um escalar.

Para definir as nog¢8es de limite,continuidade,deriva-
da,integral,para fun¢¥es dé&ste tipo,- é antes de tudo indispen-
sdvel possuir'ima nog¥o de limite em E,

Ent&o,suponhamos que E é um espago (L) vectorial.

J4 € possfvel em tal caso definir limite da fungfio u = £ (t)
num ponto diz-se que f(t) tende para um determinado vector
u,,a0 tender t para t ,quando a t8d§,a sucess$o de valores de
nimeros reais,tn # to,que,convirjaApara to,corresponde uma su-
cess¥o de "valores® f(tn),de f(t) que converge para u.

Assim,a nog¢8o de limite que foi dada em E converte-
-s¢ na no¢Ho de limite de fung¥o vectorial de varidvem real.

Por sua vez,a continuidade de f(t) num ponto,t , de-
finir-se-4 agora da maneira habitual; diz-se que f(t) & con-
tinua no ponto t_,quando existe,em E,o limite 1lim £(t), e &
igual a f(to) =T,

lim £(t) = £(v,)
t-oto

Suponhamos que f(t) é continua num intervalo da recta
(isto 4,em qualquer ponto dé&sse intervalo) ; ent%o,quando t per
corre 8sse intervalo,o vector u = f(t) descreve em E uma linha
continua,- designaclio que generaliza de forma natural o que
ocorre no espaco ordingrio.

A nogfo de derivada da fungfio u = f(t) resulta agora
das noc¢8es anteriores,

Diz-se que f(t) tem derivada no ponto tys8€ existe o
limite da raz¥%o incremental

£(t) - £(t,)

t—to

4€ escreve-se:
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£(t) -« £{t.) £t ) - £(t )
£'{t,) = lim O = 1im 2 e,

t—-st t-t N+ o® tn-t

) o
sendo (tn) uma sucessfo gualquer de ndmeros reais (%to) que
tenda para to’
E também fdcil caracterizar a nog8io de integral de
Rismann da fung#o vectorial £(t),num intervalo comgacto.La,b],
Consideremos uma partic#o d8sse intervalo mediante um
ndmero finito de pontos:

aO = to < tl‘( tz(.caa <tn = b .

Chamaremos,como habitualmente,difimetro desta partiglc
4 maior das diferengas ty-ty ;

Chama~se goma de Riemann relativa hquela partigHo,to-
da a soma do tipo n

S “gf(ti) (xi-xi-l)
em que t; € um ponto qualquer do intervalo (ty ;,t)

Se ja (Sn) unma sucessic de somas de Riemann correspon-
dentes a partig¥es cujo difimetro tenda para zero. Poremos por

dafiniglo b
}[ f{t)dt = lim Sp
a

n

se este limite existir em E,e nHo depender da sucess¥o (Sn)z
isto é,se tiver sempre ¢ uesmo valor seja qual fér a esc8lha
da sucessfo de somas de Riemann naquelas condig8es.

Consideremos agora dois espagos (L) vectoriais,E e F,

ambos reails ou ambos complexos. Designemos por V/ uma apli-
cacHio linear continua de E em F Seja dado um vector u de

E,func8io da varidvel real t: u = £(%)
Certamente,a cada valor de t,a aplicagfio q/ associa
um vector de F,mediante a igualdade

- “
?Wu)=¥{ﬂtﬂfggmﬁ
a fun¢8o vectorial g(t) assim definida € a fungHo transformada
de f(t) por meio de Y (com o mesmo dominio de existéncia).
Pois bem vamos provar que,ge f(t) tiver derivada no ponto t,
também g(v) tem derivada em t_,zendo precisamente

Vit eg] = e'ts,)
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Para demonstrar tal facto,convém observar o seguinte:

dados dois vectores u e v,e um escalar¢X ,tem-se:
u=-v _ 1

o
transformag¢8o linear,

(u - v) ,e portanto,sendo & uma

(P)) Q(..B_;"_L) _:.l?. T(u) + &(-v) - ﬁh;);{ﬁ(v)

Ent8c,como é,por definico,
£(t,) - £(t,)

£'(t,) = lim
n-sao tn—to
{zendo (t,) wma sucessfo qualquer de nimeros reais # t, que ten-
da para t,),serd
(e (6)) = 1im L)) T WIESD
n—$ oo tn-to

visto gue $'§ (por hipdtese) continua,e portanto permutdvel
com a operagHo de passagem ao limite; e também linear,e por-
tanto satisfaz % precedente condigfo (l;)

Dali resulta

t. ) - gt
ky(f'(to)) - lim .g( Q) g(t,)
N —p An tn-to

= St (to) ’

sendo. este limite independente da sucess¥o de nimeros reais
tnfto,que tenda para t ¢ Ficou assim provado o asserto em
zausa, De um modo geral,podemos escrever

V(== £(t)) = =& ¢ (202,

isto &,"toda a aplicaclo linear tontfnua & permutdvel com a
operacdo de passagem ao limite",

Esta conclus$o nada encerra de surpreendente,visto que
a operacg¥o de derivacfio € constituida ldgicamente por meio das
nog¢des de:

a) adicH8o de vectores;

b) produto por escalares;

c) passagem ao limite . Como todas estas nog¢Bes s3o
respeitadas pelas aplicagBes lineares continuas,era natural
esperar que tal acontecesse.

Quanto ao integral,algo de andlogo ird acontecer:
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tem-se

b'c.‘r,-}w/t'J (t)|at
\y/af( & auy[f( )]ac

isto é,hd permutabilidade do sfmbolo de aplicagfo linear con-
tfnua com o simbolo de integragio.

Observe-se ainda que a definig¢¥3¢ de, integral de uma fun-
%o numérica indefinidamente derivdvel, ¥ ,com respeito a uma

distribuiglic T,
//;OTxdx )
I

pode estender-se,mutatis mutandis,ao caso de uma fung¢#o,inde-
finidamente derivdvel,vectorial,f(t),dando-se deste modo sen-

tido ac sfmbolo
//;Ttdt

a0 0000000

Todas estas noc¢les intervirfio na justificag¢¥o do enun-
ciado fundamental da pdg. 166 que df uma caracterizacfo dos
funcionais linedres contfinucs,e que constitui um ponto culmi-
nante da Teoria das Distribuigdes.

Vamos agora estudar uma fung¥o vectorial particularmen-
te importante, Considecremos a distribuig8ic de Dirac relati-

va ao ponto t,
é}.t) = é‘_(x'”t)

A cada numero real t fica a corresponder uma distribui-
¢3o, é?(x-t),definida,em qualquer intervalo que se queira con-
siderar,~ por exemplo,um intervalo compacto I.. Em tal caso,
ficard definida uma aplicacg¥o

g ——>d (x-t)

do conjunto R dos numeros reais no espago das distribuigBes em
I,C (1), |
Quer dizer,temos um vector,= & distribuiglio é.(x~t),
- fung¥o da varidvel real t. Vamos ver que esta, fungfo vecto-
rial de t € indefinidaﬁénte_gg;gvéve;. Para isso,vamos comegar
por suplr ¢ interior a I .

Note=se que a fupgHo vectorial em causa n¥o € uma dis-
tribuico,~ & uma fuuggé auténtica da varidvel real t;funcfo
essa cujos valores ggg7distribuiqaes [i.e. vetores de Cw(Iﬂ
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Ainda se poderia representar esta func¢fio pelo simbolo:cf(t);ou
rala notagdo o (& - t),em que o acento c¢ipcunflexo s8bre'o x
sgsinala que x € apenas uma varidvel muda,sendo t a dnica va-

~idvel independente; -
Sty =S (2 -1¢) .

Ora,segundo o que se viu,em lic¢Ses anteriores,
d (2 - t) = pia(x - t).

sondo
x-t, para x>t

G(x « t)=
o, para x£t. .
A cada valor de t,corresponde uma fun¢¥o,G(x - t),de
#,eujo grdfico € constituido por duas semi-rectas:

4

(Sup8e-se I = [a,b] )
E também sabemos que a derivada parcial em ordem a t
da fungfo G(x - t),é

TS%- G(x - t) = -« H(x - t) ,para t#x
Trata-se da derivada parcial no sentido cldssico;qual
¢ geu significado ?
Pelo que se disse,a precedente igualdade condensa a

seguinte: G(x—tn)-G(x—to)

lim

= ~ H(x~t,) ,
n=> oo tn-‘co

V{iida qualquer que seja a sucess3o de numeros reais
tn%to,convergente para t, (valor arbitrério de t interior a I}.

Note~se que aquela igualdade subsiste para todo o va-
lor de X,=gXcepto para um X = ty, 5 em tal ponto,nenhuma de-
rivada existe,

Quer dizer: trata-se duma sucessfo de funcBes conti-
nuas de x,que converge "presque partout" para -H(x-to)
Para que possamo8 a firmar que tal convergéncia se d4
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no espago das distribuigBes,resta apenas provar que tal suces-
sfo de func¢Bes € limitada globalmente. A verificagfo daste
é f4cil,se atendermos ao significado geométrico da diferencga

G(x—tn)aﬁ(x-to)
G
th-%
G(x- G(x~t.)
a 0 t, t, b

Para a direita de t ,0 mddulo da diferenga

G(x-tn)-G(x-to)
¢ igual a |t -t |,por ser 452 a inclinagio das semi-rectas re-
presentativas de G(“-t Y e G(t—t ). E é&sse é o valor mdxino,

em médulo,que pode ausumir a dlferenqa G(x—t )-G(x—t ): a sim-
ples inspecglo da figura patenteia que,para a esquerda de t
aquela diferenga ¢ em médulo menor que 'tn to’ ,anulando-se
mesmo para a esquerda de s As conclus8es s¥%o andlogas su-
pondo t <t . Entdo seré

G{x=t )-G(x-to)

- t°

qualquer que seja x€I en = 1,2,....
A limitag¢8o global da sucess¥o

€1

G(x-tg)-G(x-to)
tn-to

estd assim assegurada; e,com isso,demonstrdmos que a convergén-
cia
G(x-t,)~G(x-t )
1] -t

Yy -‘H(x-to)

tem lugar no sentido da nog¢Ho de limite introduzida no espaco
das distribuic¢Bes de dominio I. Portanto,afuncgdo T (t) tem
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derivada no ponto ty e essa derivada (em geral,num pénto ar-

bitrdrio t) €&

(et) d_ G (t) = -4 G(2-t) = - H(R-t) .

N8o esquecamos que estd em causa uma fungfo vectorial
de t,que a cada valor de t associa uma distribuig%o,G(x~t),2
qual. podemos aplicar o operador de derivacgdo Dx (em ordem a x}).

Ora D, € uma aplicag8o linear continua de C,(I) em

Cu,(I)

Vamos agora enquadrar o caso concreto que vimos consi-
derando no "esquema abstrato" apresentado nas pég. 168/169
aqui,E e F coincidem com C,(I),e a aplicagHio v é agora D ou
qualquer poténcia deste operador,Dx. Ent8o,a aplicag8o linear
cont fnua Di permutard com a derivag¢%o em ordem a t,0 que per-
mite escreveyégplicando este operador a ambos os membros de
()

() 4 p2a(g-t) = - D2 H(&-t)
Mas,para cada valor de t interior a 'I,é
D3G(2-t) = & (2-t)

) \'( 2-t) ;

Dia(ﬁ-t)-

a igualdade (&) pcde escrever-ss pois

() A S (2-1) - - d (2-t)

Certamente,pddemos continuar,porque o operador de de~
rivagfio d/dt € sempre permutdvel com o operador D.
Vird entdo . "
—- & (2-t) = - S (2-t)

Portanto,atendendo a (6)

2 \ W
4> & (2-t) = d (2-t)

E,por recorréncia,é f4cil ver que a derivada de ordem
p € dada pela fdérmula

®_ L (2-t) = (-1)P P (2-1)
asP
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- Estd provado o que se pretendia: a func¢#o vectorial
o (t) admite derivadas de todas as ordens,isto &, indefinida-
mente derivdvel., Observe-se que a derivagfio aP

-
P
¢¥%0 vectorial 5 (t) define uma nova fungfo dt

vectorial de t,~ a que associa,a cada valor de t,a derivada de
ordem p da distribuig3io de Dirac relativa ao ponto t (restrin-
gida ao intervalo I).

Resta um pormenor importante a esclarecer:

Temos estado a supfr que os valores de t s¥o interio-
res a I. O que sucede porém quando t n%o é interior a I ?
Neste caso,para cada valor de t considerado,a func¢$o H(x-t) de
x,reduz-se a uma constante (o ou 1) no intervalo I,exceptuado

quando muito um extremo. E como,por definigHo,

da fun-

<S(x-t) = DxH(x-t),segue-se que:

ara todo o valor de t n#o interior a I,
a restriclBo de ai(x-t) a I € nula,o mes-
mo acontecendo portanto com todas as de-

rivadas da funcSio J(x-t) de t ",

vd. apéndice
Portanto, b

H(x-t)f(t)dt reduz-se a
a

X
f(t)dt .
a

Por outro lado,jd sabemos que o integral de Riemann ¢
dado como limite de uma sucess#o de somas de Riemann,~ da fun-~
¢%o integranda. Isto quer dizer que,para cada valor de x,ocor
re a convergéncia daquela sucess#o de somas de Riemann para o
integral, E uma convergéncia em todos os pontos,- caso par-
ticular da convergéncia "presque partout" .,

Para que essa convergéncia tenha lugar no sentido da
teoria das distribuigles,~ o que basta provar agora ? Que
qualquer sucess¥o de somas de Riemann € globalmente limitada
no intervalo [a,b} .

Mas isso € f4cil de reconhecer,porque nenhuma soma de
Riemann poderd exceder em mddulo o produto do comprimento do
intervalo de integrag%o mdximo de 'f(t)lem [a,b] ,=m&ximo
8sse que decerto existe,por ser f uma fungfio continua no inter=
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No local assinalado por

vd. apéndice
deve intercalar-se ¢ seguinte:

" Passemos agora a justificar a célebre fdérmula de Dirac.
Comegaremos por censiderar uma func¢8o f,contfnua no in-
tervalo compacto I = [a,b] ,
Temos,evidentemente,

/

’x
Ora,no primeiro integral,presente no 22 membro,tem de
ser a<tgx mas quando x>t,a func#o H(x-t) vale 1, No 2¢
daqueles integrais,deve ser x<t,e entfo H = o "

b b 4 /b
H(x-t)f(t)dt =/ H(x-t)f(t)dt +/ H(x-t)f(t)dt
a a
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valo compacto {a,b}

Portanto,a convergéncia de qualquer sucessfo de somas
de Riemann para o integral X
/ f(t)dt
a tem lugar efectivamen-
te no -espago das distribuigdes,C (I),sendo I = {g,b] Ent&o,
como D € uma aplicacg¥o linea:-cqﬁtinua de C“}I) em si mesmo,
pode permutar com o sfmbolo de integracg#o.
Aplicando pois o operador Dx a ambos os membros da
igualdade b

X
H(x-t)f(t)dt =)/ f£(t)dt
/a

vem

WS a
b .
/ d(2-t)£(t)at = £(x) ,
a

que € um dos.aspectos da férmula de Dirac.

N80 chegamos ainda,no entanto,ao caso geral; ‘supusémos
que f era simplesmente uma funcfo contfinua em I. Ora,a fdérmula
de Dirac € vdlida,sendo f,mais geralmente,uma distribui¢¥o qual
quer T em I,

E f4cil deduzir aquela fdérmula neste caso mais geral.
Sabemos jé que toda a distribuigfio T em I pode ser dada como
limite de uma sucessfo ( 55) de funcBes indefinidamente deri-
vdveis em I

T = 1lim
2 O
Note-se que 5 n s#io fung¢Bes contfnuas em I, Serd por-
tanto,segundo o resultado anterior:

b
(x) = | S(&t) X (t)dt
fuir = [ Sere g,

0 segundo membro é um integral que tende (quando n—¢r)
para

b
/ J(R-t)Ttdt,. Como a'n{x) ~—> T,podemos es-
a

crever

b
T =‘// c;(x-t)Ttdt,— quer dizer,a férmula de
a

Dirac € v4lida para o caso de uma distribuic%o T qualquer.
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(Observe-se que o 22 membro da precedente fdérmula € o integral

de uma fungfo indefinidamente derivdvel vectorial Zf(t) a res-
peito de uma distribuicfo.cf.pdg. 170 ).
Mas esta ¢ apenas uma das 1nterpretaq§és da férmula de

Dirac, Mais precisamente: hd duas fdrmulas de Dirac: g anterior
e_agquela que jd tinhamos apresentado no infeio destas lic8es, jus-
vificada por meio dg integral de Stieltjes

£(x) -//'f(u)é;(u-x)du,

sendo f(x) .uma fungHo de xIe sendo J(u-x),n’&o uma fung#o de x
com os valores em C,(I),mas sim uma fung¥o de u com os valores
em C,(I) (confrontar com a defini¢¥o de integral duma fungfo a
respeito duma distribuigHo).

Provaremos agora que a expressfo indicada na pdg. 166
é a gxpress¥o geral dos funcionais lineares continuos sébre C(I).
Este resultado,gapital vai-nos permitir reencontrar a definlqao
das distribuig8es segundo Schwartz, Seja entfio & um qualquer
funcional linear contfnuoc. s8bre C,(I),isto 4,uma aplicagfo li-
near contfnua de C_(I) no corpo C dos niumeros complexos (escala-
res), Tendo em vista a permutabilidade de & com o sfmbolo de
integrac¥o (decorrente da continuidade de &),e a férmula de Dirac
jé estabelecida,podemos escrever

b b
B(T) = & é(kat)Tédt) -/ ﬁ{éﬁ(k-t)} Ty dt

(N8o se devz esquecer que m?funcibnal sbbre Cw(I),in-

cide s8bre distribuig8es,-portanto,sébre o "valor" da funclo
(%-t) de t) . Recordemos agora que,sendo dada uma fung#o

vectorial u, = f(t) de varidvel real t,com valores num espago
vectorial E,(isto é;uenE),e sendo uma aplicag8o de E num cu-
tro espago vectorial ¥F,o vector varidvel u € transformado pcr\¥
num vetor de F fung#o de t. Desgnando por g(t),essa funglo,te-
mos: glt) = Y(u) =\P(f(t)) . )

Aplicando 8ste esquema abstracto aoc caso presente,lbas-
tard tomar § em lugar de *) o corpo C dos escalares em lugar de
F,a fungfo ¢ (t) em lugar de f(t)J yberemos uma fungfo complexa
de varifvel real, Q(J (t) ) = 5(5(3-1:) )
Seja \(t) essa funqao. \e(t) = 5(J(gt)

Serd ent8o

b
o(T) -/ te(t)’rtdt
a
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N&%o chegamos ainda ao rgsultado pretendido,embora &(T)
surja desde jé com a express#o indicada para os funcionais li-
neares conp:fnuos-: falta ainda provar primeiro que \p (t) € uma
func8o indefinidamente derivdvel. Ora isto nada custa,recor-
dando que d(%2-t) € uma fung#io de t indefinidamente derivdvel,
e qué T permuta com a derivagdo em ordem a t; na verdede,pode-
mos escrever ento

45 0[die0] - a [P JP e
dt? J {

. -

Falta finalmente esclarecer um pormenor: provar que
@ (t) se anuls fora de I e nos extremos de I,juntamente com
as suas derivadas. Ora,isso acontece efectivamente com J.(t},
e com qualquer das suas derivadas,como_ vimos atrds

E como & € linear, ‘es ﬁ{é’(t)] anula-se certamente,
com todas as.suas derivadas,fora de I,e nos extremos de I,ten-
do em vista o anulamento acima referido de ;f?t).e das suas
derivadas nos mesmos pontos.

Temos assim completamente justificado o resultado pre-
tendido,relativo & caracterizag¥o de todos os funcionais li-
nearas continuos s8bre C (I),com I compacto.  Podemos levar
un pouco mais longe a nossa andlise, Provédmos inicialmente
que,sendo \?(t) uma func¢H#o ¢omplexa da varidvel real,indefi-
nidamente derivédvel na recta,e de suporte contido em I (por-
tanto,nula com todas as suas derivadas nos extremos de I),a

féraula //
g(T) = (t)T.dt
At

define um funcional linear continuo,ﬁ,s&bre Cqu). Pois bem:
podfamos provar que,se formos aplicar, &ste funcional &,dedu-
zido de ((t),b distribuiglio & (%-t),reencontramos precisa-
mente (?(t); em simbolos,

8 [d221] = pro),
Basta para isso aplicar a gegunda fdrmula de Dirac,
(pdg.93).
Somos assim condugidos,finalmente,ao seguinte resulta-
do fundamental:



178
Teorema:
"Existe uma correspondéncia biunfvoca $«> ¥
entre os funcionais lineares.contfnuos & de-
finidos_em Cyw(I) e as fung®es indefinidamen-

te derivdveis ¥ de suporte compacto contido

em I, Essa correspondéncia é estabelecida,
num e noutro sentido.mediante as férmulas

g(T) = //:?(u)T(u)du
I

P =8 (dzw)] .
O teorema, foi por nds demonstrado apenas na hipdtese

de I ser compacto,-mas prova-se que subsiste ainda no caso ge-
ral.

A fung¥o P ,que determina o funcional &,chamaremos fun-
¢¥o indicatriz. deste funcional

Prova-se mesmo,- sem qualquer dificuldade,-que a refe-
rida correspond&ncia & um isomorfismo: & soma de dois funcio-
nais lineares cont{nuos,§1+§2,corresponde a soma das respecti-
‘vas fung8es indicatrizes,\el+<92;e ao produto de ® por um es-
calar,o B,corresponds o produto,x{,do escalar & pela indi-
catriz (@ de 8 .

Convém traduzir agora estas circunstlncias numa lin-
guagem adequada,

Dado um espago (L) vectorial E,chama-se dual de E' a0
espago E',totalidade dos funcionais lineares contfnuos s8bre E,
Evidendcmente,E' € também um espago vectorial sSbre o mesmo.
corpo de escalares,

Nestas condig8es,o que hh pouco s¢ estabeleceu pode
traduzir-se,dizendo:

"0 dual de C,(I) € isomorfo a o)

Vimos atrds que,segundo Schwartz,se representa por

éI}(I) o espaco das fungBes indefinidamente derivdveis de su-
porte compacto contido em I. Este espago € munido da seguinte

noglio de limite: diz-se que uma sugessHo de fungBes ¢, € 1)
converge para uma fung#o \Qeg)(I),quando existe pelo menos um
intervalo compacto JC I,onde estlo contidos os suportes de to-
das as fungBes (@ e {,e no qual ( converge uniformemente
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para

Poderia agora preguntar-se:

qual serd o dual de ;O(I) ?

Prova-se que o dual de ;b (I) € isomorfo a ClI).

E agora terminaremos com uma observag¢fio fundamental:
Laurent' Schwartz definiu as distribui¢8es num intervalo I (qual-
quer) precisamente ¢omo os funcionais lineares contfnuos sébre
o espago éD (I) das func¢Bes indefinidamente derivdveis de su-
porte compacto contido em I. Por isso mesmo,Schwartz repre-
senta o espago das distribui¢@es em I,n¥o pelo sfmbolo CyfI),
que foi adoptado nestas lig¢8es,mas sim por Qb'(I),notaqﬁo do
dual de J) (I). Essa definic8o das distribuigBes constitui
uma das vdrias realizagBes da axiomdtica das distribuigBes,co-
mo j4 se tinha referido: sem ddvida,de mais penoso acesso se
a compararmos com a que apresentdmos neste curso.
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