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De�iniç!pq�-S�st�ibuição segun�o SC�lARTZ 

1110 lição 

Vimos na -dltima lição que a distribuição d de Dirac 
�H� pode ex:primir como .ilp!�� de uma sucessUo (�n) de funções 
indefinidam�nte deriv�ve1�,�relativamente � noçUo de convergên
j:� :taintroduz ida no espaço das distribuiç5es. 

E como o operador de, derivaçtto 4 g,ont!nuo para essa. no

çlo de �imit�J-4 cl�ro que podemos derivar um ndmero qualquer 
de vazes �bos os membros da igualdade 

J .. 11m tfn n 

ptH"mutando a derivação com a operaç�o de passagem ao limi,te. 
Teremos pois 

t (k) . 
(k) , 

O m l�m �n tpara k=�,,2, • • •  

Quer dizer: J (k) é ainda limite no set,ido da conver ... 

gÔnc:ia em CI'{ I} dEa uma sucess!o de funções indefinidamente de-
1;"'1 v�veis • 

Trata-se aqui de um facto absolutamente geral, pois � 
vdlido o seguinte 

"Tedf a dist:çibuiç110 T se pode exprl.m�r co

mo limite de uma sugessrio de funçe$es inde
iil1idamente derivlÍveis.-até mesmo como li
mite de :Uffia sycess!o de p,olin&mio�". 

Limitar-nos-emos a fazer a. demonstraçUo no caso em que 
o domínio da distribuiç!o T é ym �nterva19 compacto. Ent�o,j� 
sa�emos que T é a derivada de certa ordem de uma função f que 
� 90!lt!nua em I, isto é, 

Li' C(I) J 
Por outro lado,� conhecido um teorema de Weiertrass se

gundo o qua�,para tOda a f\Ulçlo cont!nua é poss!vel determinar 
maa sucessao de polin6mios,que converge unifo�memente para aqu� 
la função. Is�o é,para tOda a funçlo fE. 0(1) tê possível cans ... 



tnür uma sucess�o (Qn) de polin&mios tal que 
( 1) r == lim Q 't 

n .... n 
�Hmdo esta convergência Hniforme no intervalo I, 
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Ora.,nesse caso,a convergência trunb4m se dê! a respeito 
da noç.r1o (mais' fraca) de limite do �spaço Cw( I) , e podemos apli
car o operador de ,derivação p vezes,a ambos os membros da pre
csdente igualdade (l),permutando com a. operação de passagem ao 
liwllit.e. Vir� então 

:= 1im Q(p) 
n n 

i.sto �,a distribuiç!o T I: DPr 40 limit� [no sentido da con
vt�rgência em c..o(rl ] de uma,sucessf!1.o de 2olin&mios. 

B! claro que os gr�us destes polindmios ultrapass8.t)\ em 
gera� qualquer ndm�ro de modo que as derivadas Q�p) ser�o,a par 
til" de certa ordem,n!o identicamente nulas. 

O teorema est' asesim demonstrado para o caso em que I 
I.� .29.mpact,2. no caso ge.ral,a demonstração � um pouco mais c.91i-
cada. 

É o precedente resultado que· vai permitir introduzir o 
conceito muito importante de 

in��g�alde �a tunçfto a resReito de \upa diltribuiçf1g" 
.' 0 ',' .4 

-noç�o esta que generaliza a noçlo de integral de tuna funçlto a 

rGspeito de uma medida,que logo ná. primeira lição foi referida. 
Consideremos wna distribuição T num intervalo I qual

q11er (n�o necessê!riamente compacto !) e uma função 'f (complexa) 
cont!nua neste intervalo. "'--..0.'" . 

Segundo o teorema anterior,a distribuição T pode ser 

oxpressa como limite (ie uma suce$slo de funçtSes �n (indefi
nida.'11ente derivríveis). 

) T .. 1im �n 
n 

Pois bem: escreveremos,por definixão, 

jl? (xl'l'xclx • 11m /tp(XI a"n(x1dx 
I n �� 

SG os integrais do 2A membro existirem (pelo menos para algu ... 
ma. s1,lcessão 15n tendente para T) e se existir tambt4m o seU 1i
mite,independentemente da suc:;esslo (fn de fuaçaes indet'inida-
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mente derivêÍveis escolhida para representar T. 

.. Q�ando as referidas cond�ç5es relativas ao 2� membro se 
\t€H .... tflcam,diz-se que a função 'f � integrêÍvel a respeito da dis� 
, .... . .  , • l,lIf I ' ::;;'Ü!?'Hl-� �o • 

Not�-se que esta definiçto se aplica ainda,sem Qualguer 
t:1Q.s!!rics:��o. ao caso em que � (x) � mais geralmente uma funç!o de 
;�.9Qm-QS valores num qualquer espaco (L) vectorial. 

Mas,para fixar ideias,limitar-nos-emos agora ao caso em 
qU.e � (x)d uma funç!o num'rica (complexa) con-e!nua. 

g claro que se o intervalo I � compacto,os integrais do 
2�· membro s:)Ci atem sempre porque a funçto integranda d sempre .Q.Q!l': 
::�'l.� (seri, portanto t uma funçlo integr�vel segundo Riemann no in-_ 
tervalo comp�cto)·. Sejam !. e .e os extremos de I naquela hip&
t0se: I = [a,b]. Podemos ent!o usar, a habitual notação em que 
f:tguram os limites!. e :e de int.egraç!o ,'e escrever T (x) em vez de 
Tx'cB.S'O nlo haja perigo de confuslo. O integral de 'f com res
pf;dto a T no intervalo I escrever-se-d en.tlo 

TEOREMA 

I.� (x)T(x)dx 

"Se o intervalo I, � cqID:pact-o e se .� 4. uma fUT!-
cIo (complexa) indefinidamente derivdvel em 

I sue se an'vla - 'bem como tadas as suas deri .. , 
vadas � nós extremos de ILexiste semBre b in
tegralde � a respeito de qualquer distribui
cIo T em 1.e 4 dado pela r6rmula 

(2) i� (x)Txdx • (-l)P L�(p) (x)f(x)dx, 

.�_�� ,f.,Ô! T = nPr,com.té C(I) ". 
Na verdade,segundo o que se disse anteriormente,a fun

ç�o r c! limite de uma suce.sslo de pOlin6mios que convergem uni
t:prmemen1t:2 no intervalo I: 

Vimos Que entlo 
r • 1im Qn 

n 

T • nPr • 1im Q(p) n n 

Vamos agpra averiguar se o integral 
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tende para algum limite dI'"> ac$rdo com a definlção que demos de 
ilittt.�gral* (As funçt.Ses Qip) constituem uma suce'ssão de funç3es 
indefinidamente der:iváveis que tende para T) .. 

Ora,por sucessivas integrações por partes,� r�cil re-
c:onhec ar que 

lb ib (2) 'f Q� P!x u (-1) P ce ( P ) Q� P ) dx 
a, a 

Com efei,t'o,uma lI. integração por partes d;Í: -, 

(b'f �P)dx .r'fQ�P-l) 1 b - r'f' Q�P-l)dx • J� L . a la 

• (_1)1 &' �P-l)dx • 

\uua vez que 'f (a) 18 cp (b) lia o,por hipÓtese. 
Aplicando p vezes o mesmo proeesso,chega-se,como � ma

:n:t1"esto ,à fÓrmula (2) .. 
MasfPQr construcQlo,Qn(x) converge uniformemente para 

f em I.. Logo , taml;H�m a funçfto. integranda � ( p) Qn {x} converge 
par.a, f (p) (x) f' (x) .'U1l..�fqrmelllente em I .. 

Mas entlot�egundo um teorem� cl�ssico do C�lculo Inte
gral,jê!Í sabemos que,n�s�as cond1çtses,o valor de 

{b 'f(p)(X)�(X)dx 
convergirá para o integral do l��tte, 

fab'f(p) (x)f(x)dx 

Isto " 

fb Ib l�m )a � (x)Q;p) (x)dx = H,'1a 'f(p) (x)f(x)dx 

Falta iiinda provar que � funçt!!o 'f � integréÍvel a ras--
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lJ�üt,() de Ti n!o se verificou ainda Que o integral não depende 
da l:"epresentaçlo que adoptlÍmos para T" 

Suponhamos que outra representação era adoptada para 
d 1st r1buiç.loT T MI D'lg [ com gE. C<.Iil 

J� vimos que se pode representar T sob a forma de de-
2:,:!.vadas da mesma ordem: -- . 

T • nP+Qp • DP+� t 

Cf��m Ii' - G :lIi P p+q (polin6mios de gr�u inferio:r a p+q) • 

�asta tomar F e G tais que g = nPa , t :II OClF • 

V.os ver que a f6rmula. qued4 o integral de 'f com 

't;'l7J},elto a T cond�z ao mesmo resulta.do,-isto �,mantém-se !nva:: 
!",:ug��! ... ao pa.s s ar-· para. a nova representaçlo de T. AtendendQ 

que 'f (a) • 'P (b) - 0,0 mesmo sucedendoks derivadas de 'fi ' 
suc�essi"as 1ntegraç5es por partes permitem escrever 

(-l)P ibte(p) (x)f<x)dx • (-l)P+q!ab 1f(P+q) (x)F(x)dx � 

( ... l}P+q (b\O(p+qJ (G+P )dx III (-l)p+qi� (p+q)'(X)G(X)dX + • J {p+q T I� . a 

Ora ,retrocedendo no caminho seguido para transformar 
primeiros integrais,encontramos ib w(p+q) (x}P (x)dx == ( ... l)P+q!sb.O (x)pP+q{x)dx 

� �q 1 �q 
� a 

E como a derivada,de ordem p+q de um polin&mio de 
gráu inferior a p+q � nula,aquele dltimo integr�l � nulo. 

Por outro lado,atendendo a que g == DPG,� fdeil (pro
cfHlendo como anteriormente) concluir que 

(-l)P+q lb \f(P+q) (x)G(x)dx a (-l)q Lb ce(q)gdX 

Como resulta entlo (_l)p!.b f{P) (x)!(X)d.lC a (-l)qLb ce(p) (x)g(x)dx 
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utIÍ provada a invariância do integral,ao mudar a rept�s.entaç�o 

rIa d:i..stri'buiç1Io T. 
Fica assim provado o teorema,de grande importanc�a no 

:: : "- �;e segue. 
o • -e . ... .. . .. . .  . 

Resta agora generalizar este teorema ao caso em que o 
:�.r1.t,{;l�valo � qualqu�r" ... não jIÍ compacto. 

Para isso,conv6m recordar algumas noç�es topo16gicas* 
:��h)j.m,;1."'5e"ªderê�sia de um conjunto, a êsse mesmo conjunto amplia.., 
dí,) eom a s�a fr6nte:ira. Conjunto fechado 4 um conjunto que con ... 
.. .l4'm a sua fronteira,.-ist04,um conjunto que coincide com a sua 

;��s1��tl1S�,!!.. Diz ... se .sberto um conjunto que � CO:tl�E!- :i:� d()�3 
�'�I!':rus eventuais pont·os de fronteira. Por exemplo ,um intervalo 
r.:d',1(;;;rto � um conjunto, aberto ,porque n!o cont4m a fronteira, que 'é 
(;(;;nst.i�uida pelos 4015 extremos. Um intervalo fechado � u.rn 
,:on,junto fechado. i.!.m intervalo serni-aberto n!o 4 um c.o.E-..J!l..� 

.. . :��::,��.�.!.Y!ap.m conJ�nto ab�r�o. 
Imediatamente s,e reCQnheceque o complementar de um 

\::.onjunto fechado , um aberto t e vice-versa. 
Pois bem: chama-se suporte de uma tunç�o contínua à 

iU���lc!·i.nFia do conjunto dos poptos em que a !'unc!o � difereq�e. d� 
!.§.!::!:?. � M!o se pode dizer, 4 elaro, que à funçUo 'seja difere'nte 
Ü�;, zero em todos os pontos .do seu supol'te: � certamente nula nos 
rz;;spectivos pontos.-fronteira 1 

Exemplo: suponhamos que �a funçio,t �,direrente de 
li: (i!ro em dois intervalos abertos, ] a, b [ e ) b, c [ ,e nula nos 
rE�stantes pontos d recta 

y 

c X 
O suporte de f � ent!o o intervalo fechado la,el 
A funç!o 4 nula no corpEJement�r do suport�: êss� cogn ... , '. O U  S,. 

pl.ementar � o maior conjunto aberto 'em que a funç!o d nula, e tU�" 
JS L 

ta circunstancia permite-nos generalizar o conceito de suporte 
ao caso de uma distribuiç!o qualquer. 

Definiç�o: suporte de uma distribuic!o � o compleme�

t�r do maior conjunto aberto em que .� distribuiç!ó l 
i 

nula. -
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Prova-se f�cilmente que existe s�mpre um tal con�un�o. 
Por exemplo: qual 6 o suporte da distribuição dr de 

nil�ac? Será o complementar do maior conjunto aberto em que 
$: gi�tribuição �. nula,-aberto êsse que � constituido por todos 
(JS '1�ontos distintos da origem,. 

·Portanto,o �uporte de � � a origem. 
/ ,,' .� , De � modo mais gêral kunla derivada da distribuiç�o de 
D.I,.:r.a.í., relatl.va ao ponto c, d' � c � ,tem como suporte o ponto c. 
g at\� se prova que toda a distribuição de suporte pontual ,� uma 
S�,.Ç;W...1li.nAÇ!o linear .de derivadas de distr!,2uiç5es de Dirac .. 

. . . . . . � . . . 
Posto isto;podemos generalizar o dltimo teorema,(pg.l60)� 

�:;;zrtabelecido apenas' para intervalos cômpactos. 

"U n!lo. --.. 
Seja agora I um intervalo qualquer da recta,22mpactQ 

Podemos entUo afirmar: 
It-ª.!, tf �r!;ma funçlo inder1n1d�en1ie deriv�vel de �uport� 

,çompacto, contido. em. I.."s entlo existe o integral de 'f &L
fespeito de 9ua+9�er distribuicUo T em I ". 
Trata ... se agora de um intervalô I que não .� necessiÍria

):!Hmte compacto;. d todavia seiJ1pre poss:tvel determinar um inter
\f�ilo compacto J, contido em I J e contendo o suporte da função 'f . 
i;B-lSstarEÍ considerar o intervalo cujos extremos 1310 o extremo :i-n 
.t·�;rior e o extl"emo superior dO §Ypor� da f'unçló tf). Mas, 
tH) intervalo J ,sabemo's já: que a di$tribuição T , a derivada de 

(,�(;�rta ordem de uma funçlo cont:!nua, isto á, 
T :l1li nPr , com r to c ( J ) 

E ago�a � bem tiÍcil reconhecer que se tem ainda 

i If (x)Txdx • (-l)P 1 �(P) (x)f(x)dx 
I I 

Repare-se por6m que aquela tunçlo r e o número p depen
(h:�m não apenas de.T,mas do intervalo" que se considerou,compas 
t,() e contido em I,e,em- lÍltima an�lise,de � 

� f�cil reconhecer que da! nãc resulta ambiguidade para 
o Ílltegral de 'f com respeito a T em I. 

Schwartz costuma designar pela notação d) (I) o con,jun ... 
to d.as funç6es indefinidamente derivêÍveis de suporte comEacto 
c:ontido em I,qualquer que sejê;i o intervalo I. 
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Então , sendo � E. D(I) ,e T uma distribuição aualquer (1) 

pm�·tencente a C1r( I.l ,convencionemo,s rêprésentar por 1fT) o in
tA:;;��ral de 'f." com respeito a T: 

I(T) - 1 'f(x)Txdx • 

Manifestamente,o valor de I(T) , um ndmero complexo,-
< 

um. escalar: trata-se pois de uma funçlo escalar de vari�vel 
v®c��orial. 

Por' outras palavras,m ser� uma aplicação do espaço 

'vectorial 'C,(I} no conjunto C} d�� escalares (ndmeros complexos)., 
tJllll5\ 'tal aplicaç!o, chama-se por vezes funcional sObre C1t( I) • 

O que vamos provar agora , que este funcional � linear 
e contínuo como sabemos: _. , 

1) "Linear" significa que se 'verificam as seguintes 
condiçe5es: 

(1) 
j II (U+V) III I(U) + m(v)" 
( 11(<< U) III Q( I(U) , 

quaiquer que sejam as distribuiçeses U e V em r,e o escalar � 

2) "Cont!nuolt significa que 

sendo (Tn) uma qualquer sucess!o convergente de distribuiçl5es 

A �inearidade de I(T) 4 fdcil de est�belecer. 
Consideremos um intervalo compacto J,contido em I e 

contendo o suporte de �. Nesse intervalo U e V poderão repre
sentar-se como derivadas da mesma ordem de funções f e g,con-
t;. :!nuas em J 

U • DPr 
V II nPg.COlJl f,.gE C(J) 

Temos ent:!o ,.sueessivamente, 

ii(U+V) = LV! (U+V)dx = (-l)p 1 'f(p) (f+g)dx = 

= (-1)P f'f (p) fdx + (-l)Pj'f( p) gdx :I iti(U) + lti(V) 
oJ r 

e _ • • • • • • • • • • • � • • • • • • • • • • 

(1) Não esque<!er que,se r .� compacto,� Cw(I) = C,(I)- de manei
ra que este caso contém o anterior como caso particular. 



m�nte se 
A 2& condição de linearidade é ,também �ediata; 

conclui que , , ! 11(<>\ U) = � 'f("" U)dx = Oflr 'f Udx = O<II(U) 
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fàcl.l-

E a condição de contimuidade tÍ tambem f�cil de estabe-
lecer. Na verdad�$- segundo a definição de limite que· intro-
duzimos �m Cu(1) - o facto de a sucessão (Tn) convergir para 
uma determinada distr,lbuição U significa que, em todo o interva
lo compac�o JC.,1,(Tn) converge para U a respeito da convergên
cia no espaÇo CuJJ). Por sua vez,isto quer dizer que existe 
uma sucesslo Ctnl:.:de fun'ç3es contínuas que, converge uniformemen
te par.a a funçlo' contínua g no intervalo J,e de tal modo que 

T • DPt n n 

U • DPg , 
sendo P um conveniente.ndmero natural, 

Teremos entlo,sucessivamente, 

IAm II ( Tn
) . ' ljfI hTndx• (-l)P • IAm 1 'f(P1rndx , 

àtendendo ao que se viu atr�s e ao facto 'de � se anular fora de 
J 

in-
Ora,por hipótese�tn converge para g' uniformemente em 

J; portanto,- e isto é decisivo na demonstraçlo,- a funç�o 
tegranda, �{p)tn converge uniformemente em J para �(P)g. 
Podemos então escrever 

(-llPIAm i � (plrndX . (-l)P l'f(p,gdx - II(U) = iIi(lAmTn) 

Vimos assim que,os funcionais do tipo iti(T) são de facw, 
to funcionais lineares cont!nuos. 

Poderia agora preguntar-se: 
haveréÍ outros func'ionais lineares contínuos ? Prova-se que n!2.: 

"j:;odos os funcionais lineares contínuos sôbre o 
espaco das distribuiÇ3�s são daquela forma" 

P$ra conseguir justificar este resultado fundamental, 
temos de fazer a�gumas consideraçaes preliminares de ordem ge
ral. 
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Já no Cálculo Vectorial,relat�vo ao espaço órd.in��io 

3 R ,se viu que se podem apresentar f.unções de três tipos,: 
a) vector função de escalar; 
b} escalar função de vector; 
c} vector função de vector 

Exemplo: o movimento de um ponto no espaço R3 .� sem
pre definido por urda função vectorial da variéÍvel (tempo) t - ... p-o = r' (t)  em que P � o ponto móvel e O a origem. 

Ainda hh pouco vimos um exemplo de função do tipo 
Vlescalar função de vector",a que chamamos funcional. 

Conside�:r::'emos em geral um espaço vectorial E, real 3!1! 
compl�xo,e um vect"or UE. E ,função da variéÍvel real t u =f{t). 

Trata-se de um vecto� função de,Ym escalar. 
Para definir as noções de �imite JP.9,ntinuidade , deriva·· 

,da, integral ,para funções dêste tipo , . � antes de tudo indispen
sável possuir'\ilJla noção de -limi� em E. 

Então,suponh�mos que E � um espaço (L) vectorial. 
J<i é possível em tal caso definir limite da função u = f (t). 
num ponto diz-se q\le f(t) tende para um determinado vect-or 

I 

uo,ao tender t para to,quando a teda a sucesslo de valores de 
nrlmeros reais,tn , to,que, convirja para to,corresponde uma su

cess�o de "valores" f{tn) ,de :t'{t) que converge para' uo• 
Assim,a noç�o de limite que foi dada em E converte

-se na noç�o de limite de funç!o vectorial de vari�vem,re�l. 
Por sua vez,a continuidad� de f(t) num'ponto,to' de

finir-se-� agora çla maneira hãbitual; diz-se que f(t) 6 � 
tínua no ponto to,quando existe,em E,o limite lim f(t), e é 
igual a feto) t .. to 

11m f(t) = feto) 
t�to 

Suponhamos que f(t) � contínua num intervalo da recta 
(isto �,em qualquer ponto dêsse intervalo) ; então,quando t pe� 
corre ês�e intervalo,o vector u = f(t) descreve em E uma linha 
cd�t!nua,- designaçUo que generaliza de forma natural o que 
ocorre no espaço ordin'rio. 

A noçUo de derivada da função u = f(t) resulta agora 
.iS' 

das noç5es ant�riores'� 
Diz-se que t(t) tem derivada no ponto to,se existe o 

limite da raz!o incremental 
f{t) - f(to) 

t-to 
,e escreve-se: 



f(t) - f(tO) f(tn) - f(td) ri (to) => 1im .. - � .. ,...., ...... - 0".1l 1im .. --....... -------
t ...... to t-to n-:-+04 tn-t 

, 

sendo (tn) uma sucessão S111!1�€l.! de números reais (fto) que 
tenda para toP 

J:t tamb�m fácil caracter1.zar a noç!lo de integral d� 
Eie�ann da funçãó vectorial f' (t)  , num intervalQ compactQ.[ a,  b ] � 

Consideremos uma partição dêsse intervalo mediante um 
mimara finito de pontos: 

ao == to < tI '" t2 <.".. <: tn == b • 

Ch.amaremos,como habitua1mente,diâmetrodesta partiç�o 
à maior das diferenças ti-ti_l 

Chama-se .�.Q!1lff. d�_a�!m�!!n relativa �quela partição, to--
da a soma do tipo 

e.m que ti � um ponto qualquer do intervalo (ti_l,ti) 
Seja. (Sn) uma 'sucessllo de somas de Riemann correspon

d:9ntes a partiç5es S,ll.jq_5!!!metro tenda para zero'. Poremos por 
,j\?finiç:!o 

se este limite existir em E,e n�o depender da sucess!lo (Sn)� 
isto l,se tiver sern.pre o mesmo valor seja qual fel" a esc61ha 
da sucess�o de somas de Riemann naquelas condiç5es. 

Consideremos agora dois espaços (L) vectoriais,E e F, 
âmbos reais ou ambos complexos. Designemos por � uma apli-
caç�o linear cont:!n� de E em F Seja dado um vector u de 
E,funç!lo da vari�vel real t: u = f(t) 

Certamente ta cada valor de t ,a aplicação r associa 
um vector de F,mediante a igualdade 

"1i ( u) = r[ f' ( t )] [ � g ( t )] 
a funç�o vectorial g(t) assim definida � a função transfonnada 
de f(t) por meio de � {com O mesmo domínio de existência}. 
Pois bem vamos provar que,§.!.f(t) ��y�r derivada no ponto. to' 
ta�p�m g(t) tem deri��� �m to,�erLdQ.p�cisamente 
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Para demonstrar tÇil facto , conv�m Ç>bservar o s'eg';linte: 

;]ad'o:.::, dois vectores U e v, e um escalar c::a( ,tem-se: 
_u - v 

O( 
\:.I'ansformação linear, 

= -1- (� _ v) ,e portanto,sertdo I uma 
01 

(0 ) I( u - y ) O( 
1 ::: - I{u) + Q{-v) o: 

Ent�c,como é,por definição, 
I f(tn} - feto) 

f (t ) • lim w 

o n ..... � t -t n o 
(;:'Hmdo (tn) l,Una sucess�o qualquer de ndmeros reais ri to que ten

da para tQ),ser� 

'1r:isto 
eom a 

tanto 

",, (f(tn» - 't'(f(tQ») �f (f' I (t o)) ::: 1im �---=:.----�-n-f. Q.IIP tn -to 
, 

q�..le 'fi � (por hip&tese) corit!nua, e portanto perm\ltéÍvel 

operaç!o de passagem ao limite; e tamb�m linear,e por
satisfaz � precedente condiçlo (f3) 

Dali resulta 
g(t ) - g(to) 'f ( r' (to)) I: 1 im . n ;= g I (to) , 

n-.,.oc tn-to 
sendo·. estel:imite independente da sucesslo de nmneros reais 
tnrto,que tend.a para to' Ficou assim provado o asserto em 
c,ausa. De um modo geral,podemos escrever 

f ( * t(t)) = d� '+' (f(t)h 

isto � t "toda a_ aplie,aclolinear contínua Ef permutltvel com a 

operação de passagem.aQ ,limite". 
Esta conclus!o nada encerra de 'surpreendente,visto que 

a operaç�o de derivaç!o � constituida lbgic�ente por meio das 
noções de: 

a) adiç!o de vectore§; 
b) Rrqduto por escalares; 
c) passagem ao limite . Como todas estas noções são 

respeitadas pelas aplicaç6es lineares cQn�!nuas,era natural 
esperar que tal acontecesse. 

Quanto ao integral,algo de and1ogo ir� acontecer: 
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·tem-se 

I.f'U\ (t ldt] • i� [f{tl]dt , 
isto 4, hli permutabilidade do' .símbolo de. apl::i.caçUo linear con

tínua com o símbolo de integraçUo. 
Observe-se ainda que a definiç·!o 

ç!o num4rica indefinidamente deriv�vel, 
distr.ibuiçfío T, 

de, integral de uma fun
� ,com respeito a uma 

pode estender-se,mutatis mutandis,ao caso de uma função,inde
finidamente deriviÍvel,yeptorial,f(t) ,dando-se deste modo sen
tido· ao s!mbolo f 

fTtdt 

• • • • • • • • • • • 

Todas estas noçtSes intervirão na justificação do enun
ciado fundamental da pág. 166 que dá uma caracterização dos 
funcionais lineáres contínuos, e que constitu� um ponto culril5.
nante da Teoria das Distribuiç5es. 

Vamos agorà estudar uma. função vectorial particularmen
te importante. Consideremos a distribuição de Dirac relati
va ao ponto t, 

A cada ndmero real t fica a corresponder uma distribui
ção, � (x-t) ,definida. em qualquer intervalo que se queira C9n
siderar,- por exernplo,um intervalo compacto I .. Em tal caso, 
ficará definida uma aplicaç!o 

t .., J (x-t) 
dç conjunto R dos mimaros reais no espaço das distrib�ições em 
I,Cw{I}. . 

Quer dizer, temos um vector , .• a di-stribuiç!o J (x-t) J 
- funç!o da variável r�(il t. Vamos ver que esta. função vecto
rial de t � indefinidafuente derivéÍvel. Para isso, vamos começar , .... �:. por super t interior a I • 

Note-se que a tupç!o vectorial em causa não � �a dis
tribuiç!o,- � uma fuqç,o autêntica da vari�vel real ttfunç�o 
essa cujos vaf.ores ,10, <listr1buiç�es [i.e. vetores de Cw{ I)] 
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Ainda se poderia repre$entar esta funç!o pelo símbolo ,J'(t) ,ou 
p<ll.<l. notação J"(i - t) ,em que o acento éi:rcunflexo sÔ.bre' o X 
.f;i.tlsl.!lala que.! l apenas uma variéÍvei muda, sendo S a \Ínica va
{':l.âvel independente: ..... r 

�o:, cujo 

d (t) .. <J (� - t) .. 
Ora,segundo o que se viu,em liçt5es anteriores, 

J (t - t) == Dia (x - t). 

I x-t, para x> t 
G{x - t)· 

o ,  para x," t ... 
A cada valor de t,corresponde uma funç!o,G(x - t),de 

gréÍfico � constituido por duas semi-rectas: 

a b 
(Sup�e-se I .. [a,b] ) 
E tamb�m.$abemos que. a derivada parcial t::}m ordem a- t 

d.a. �unção G{x ... t).,4 

'* G{x - t) == - H(x - t)· ,para trx 
Trata-se da derivada parcial no sentido cldssico;qual 

o seu significado ? 
Pelo qué se disse,a precedente igualdade condensa a 

seguinte: G(x-t }-G{x-t ) 1im n o = - H(x-to) , 
n .... oo tn-to 

V.dlida qualquer que seja a suce'ss!o de números reais 
tnt{t o t convergente para to (valor arbi trdrio de t interior a I}. 

lor de 
rivad.a 

Note-se que aquela igualdade subsiste para todo o va-
x,-�xçepto para;� , , .. , existe. 

x = t ; em tal ponto,nenhuma deo 
-Quer dizer: trata-se duma sucessão de funções conti-

Em�N.5!L!, que 
Para 

converge "eresguepartoutn para -H(x-to) 
que possamos a firmar que tal convergência se dá 
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são de funç5es � limitad.a globa!mente. A verificaç!o dêste 
� fácil,se atendermos ao significado geom'trico da diferença 

G{x-tn)-'G(x-to) 

Para a direita de tn,o m6d�lo da diferença 
G(x-tn)-G(x-to) 

6 igual a Jtn-toJ,por ser 45S1 a inclinaç!o das semi-rectas re
presentativas de' G(x .. tn} e G(x-to). E êsse .' o valor m�ximo, 

em mÓdulo,que pode assumir a diferença G(x-tnl-G(x-to): a Siql
p�es inspecçUo da figura patenteia que,para a e�querda de tn' 
aquela diferença 4 em m6dulo menor que I tn-to f ,anulando-se 

mesmo para a esquerda de to As conclus�es são án�logas su-
pondo tn <: to. Entf!o se�'lÍ 

qualquer que seja xE. I e n = 1,2, ..... 
A limitação global �a sucessão 

G{x-t )-G(x-t ) 
_ 

n o 
tn-to 

estéÍ assim assegurada; e,com isso,demonstréÍmos que a convergên
cia 

q(x-t
n

)-G(x-t
o

) 

tn-to 
tem lugar no sentido da noç�o de limite introduzida no espaço 

. � 
das distribu�çeses de domínio I. Portanto,afunção G (t) tem 
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der�vada no ponto to ; e e s s a  derivada ( em geral , num pbn�o ar
bit.r�rio t )  � 

( � ) -it- � ( t )  - �. G ( f(-t ) = .' 'H ( t-t ) .. 

N�o e s que çamos que ,esté:Í em c ausa uma função vectorial 
de t , que a c ada valor de t as soc ia uma distribuiç ão , G ( x.;.t ) , h  

qual , podemo s apl icar o operador de derivaç�o Dx ( em ordem a x) & 
Ora Dx � uma aplicação linear cont ínua de CIJ} I )  em 

Cw{ I }  
Vamos agora enquadrar o c aso concreto que vimos c o n s i 

dera�do no " esquema abstrato" �presentado nas p�g . 168/169 
aqu� , E  e F coinc idem com Cw{ I } , e  a aplicaç�o � � agora Dx ou 
qual quer potênc ia deste operador , D� . Ent!o , a  aplica9ão linear 
c ont ínua D� p�rmutaré:Í com a dérivaç�o em ordem a t , o  que per
mit e escrever, aplicando este operador a ambos os membro s d� 

. . . 

(O( ) 

Mas , para cada valor de t interior a " I , ' 
D�G ( t-t ) = d ( �-t ) 

niaCft-t ) = J'( t-t ) . ;  
.a ,  igualdade ( � ) pode e s c rever- s e  pois 

Certamente , podemos cont inuar , porque o operador de de
rivação d/dt 4 sempre p�rmut�vel com o operador Dx. 

Vir� então 
d f\' ." � a ( i-t ) = - a ( i-t ) 

Portanto , at endendo a ( � )  
d2 

� 

J"  �2-' " O ( t-t ) :;: . ( i-t ) dt 
E , por recorrênc1a , 4 rdc il ver que a derivada de ordem 

p � dada pela r&rmula 
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Est� provado o que s e  pretendia : a funçlo vectorial � � ( t )  admit e derivadas de todas as ordens , isto 4 , �  indefinida-

mente deriv�vel . Observe-se que a derivaçlo dP .., da fun-
çl1ó vectorial J ( t )  define uma nova funçlo dtP 
vector�al de t , ·  a que associa , a  cada valor de t , a derivada de 
ordem p da distribuição de Dirac relat iva ao ponto t ( restrin
gida ao intervalo I ) . 

Rest a um pormenor importante a esclarecer :  

Temos estado a supOr que o s  valores de t slo interio
res a I .  O que suc ede por�m quando t nlo � interior a I ? 
Neste c aso , para cada valor de t considerado , a  funç�o H ( x-t ) � 
x , reduz-se a uma constante ( o  ou 1 )  no intervalo I , exceptuado 

guando muito um extremo . E como , por definiçlo , 

J ( x-t ) • D�( x-t ) , segue- s e  que : 

para todo o valor de t nlo interior a I ,  
a restriçlo de cr ( x-t ) a I � nula , o  mes

mo §c ont e c endo portanto com todas as de
rivadas da tunçlo d( x-t ) de t " .  

yd . aoênd::tc e  
Portanto , 

reduz-se  a 

IaX
f ( t l dt • 

Por outro lado , já sabemos que o int egral de R iemann é 
dado como limite de uma suc esslo de s omas de Riemann , - da fun_N 
ç �o int egranda . Isto quer diz er que , para cada valor d e  x , o co� 
re a convergênc ia daquela suc e s slo de somas de Rie�ann para o 

int egral . � uma convergênc ia em todos os  pontos . - c aso par-
t i cular da convergênc ia " presque partout" • 

Para que essa convergênc ia t enha lugar no s ent ido da 
teoria das distribuiç� e s , - o que basta provar agora ?  Que 

qualquer suc esslo de somas de R i emann 4 globalmente l imitada 
no int ervalo [ a , b] • 

Mas is so 4 f�c il de reconhec er , porque nenhuma soma de 
Riemann poderá exc eder em m.6dulo o produto do comprimento do 
intervalo de integraçlo flláximo de I f ( t  ) , em [ a , b J , -m<Íximo 
ês s e  que dec e�to existe , por ser f uma runç�o cont!nua no int er-



- Apêndic e, k pdg . l7� -

No local a s s inalado por 
vd . ap�ndice  

deve int erc alar- s e  o s eguinte : 
ti Pa s s emos agora a justificar a c �lebre fÓrmula de Dirac " 

Começaremo s po r cons iderar uma 
tervalo compacto I = [ a , bJ � 

Temo s , evident ement e , J:bH ( X-t l f ( t l dt =;:XH ( X-t l f ( t l dt 
função f , cont ::!nua no in-

+ (\ (X-t l f ( t l dt 
I X 

Ora , no prime iro integral , pre s ent e no 2A me�bro , tem de 
s er a < t E x mas quando x >  t , a  funç ao H ( x-t ) vale 1 .  No 2 'º-

daqueles int agrais , deve s e r  x <  t ,  e entao H = o " 
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valo compacto (a , b ] 

Port anto , a  c onvergência �e qualquer suc ess!o de somas 
de Riemann para o integral jX 

f ( t ) dt 
a tem lugar efect ivamen-

te no - espaço das distribuiç5es , Cw( I )  , sendo I = la , b ] Ent�o , 
como D � uma apl icaç ão l inear contínua de C�( I )  em si mesmo , 
'pode permutar com o símbolo de integração . 

Aplic ando pois o operador Dx a ambos 
igualdad� b / H ( x-t ) f { t ) dt = /Xf (t )dt Ja /a 
vem ib d(*-t ) f ( t ) dt = f ( x )  , 

que & um do s .  aspecto s da r&+mula de Dirac . 

os membro s da 

Não chegamo s ainda , no entanto , ao c aso geral ; 'supus 4mo s 
que f era s implesment e uma funç!o cont !nu� em I. Ora , a  f6rmula 
de Dirac � vlÍl ida , s endo r , mais geralment e , uma distribu i ç �o qual 
quer T em I .  

t fde il deduz ir aquela t6rmula ne s t e  c aso mai s  geral .. 
Sabemo s j� que toda a dis�ribuição T em I pode s e r  dada c omo 
limite de uma suc e s s ão ( X� ) de funções indefinidamente deri-
vlÍveis em I U 

T = l�m On 
Note- s e  que Õ n são funç tS e s  c.ont !nuas em I .  SeréÍ por

tanto , segundo o resultado ant erior : 

para 

Õn ( x) • lb J ( *-t ) 6n ( t ) dt 

O segundo membro � um integral que tende ( quando n� t'P) 

C,omo �n ( x) � T ,  podemos e s -

c rever 

T = �b cr ( *- t ) Ttdt , - quer diz er , a f6rmula de 

Dirac � v�lida para o caso de uma distribuiç �o T qu�lquer . 
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( Observe-se que o 2Sl membro da prec edent � f6rmula . 4  o t.�teg�al 
de �a funç ão indefinidament e deriv�vel vectorial ,  �( t ) , à re s 
peito de uma distribuiç!o . c f . p�g . 170 ) .  

Mas esta , apenas uma das int erpretaçts"e s da t6rmula de 
D�rac . Mais prec isament e : h� duas r&rmulas de Dirac : a ant erio r 
e aquela que j� tínhamo s apresentado no início destas lic� e s . jus 
t ificada por me io dS integral de Stlelt ,ies 

. . ' 

f ( x )  -1 f ( u )  J" ( u- x ) du ,  

s endo f ( x) · urna fu.nç!o de x e sendo cr (u-x) , nlo uma funç!o . de x 

com os valores em CIo.IooI( I ) , mas s im  · uma funçlo de u c'om os valores 
e m  C",( I }  ( conf'ront-á:� c om a definiç!o de int egral duma funç ão a 
re spe:ito duma distribuiç!o ) .  

Provaremos agora que a expresslo indic ada na p�g . 166 
é a expresslo gera. dos func ionais lineares contínuos sabre Cw( I ) . 
Est e re sult ado . .  qapital vai-nos permitir reencontrar a definição 

das distribuiçees segundo Schwart z .  Seja entlo I um qua� quer 

func ional linear contínuo, s6bre C.u( I ) , isto 4 , uma aplicaç�o l i
near cont ínua de Cw( I )  no corpo C dos mimeros Qomplexo s ( e scala
res ) . Tendo em ' vista a permutabilidade de I , com o s ímbolo de 
int egraç ão ( decorrente  da c ont inuidade de ' I ) , e  a r&rmula de Dira� 
j4  e�tabelec ida , podemo s esc rever 

m ( T )  - 1Il (  (J (t-t ) Ttdt ) -til! [ ri ( t-t ) 1 Ttdt la a . ( Não s e  deve e s que c er que m , f'unc iónal s6bre Cw( I ) , in-
c id e  sebre distribuiç5 e s , ... portanto , sebr� o "valo r" da funç�o 
Ó ( �-t ) de t ) . Recorgemo s  agora q�e , sendo dada uma função 

ve c torial U . - f ( t ) �e vari4vel real t , com valores num espaço 
vectorial E ,  ( isto � f, u E.. E )  t e  s endo � uma apl icaç �o de E num ou

t ro e spaço yectorial F , o v e c t o r  vari4vel u � tr�nsf'o rmado PQr � 
num vetor de F funçlo de t .  De�gnando por g ( t ) , e s s a  runç�o , t e-

m o s : g ( t ) • 't' ( u )  • "f ( f'  ( t ) )  • . 

Apl i c ando êste esquema abstracto ao caso pre s ent e , l bas 

t ard tomar t\ em lugar de f , 0  corpo . e dos e sc alares em lugar de 
F , a  funç�o � ( t )  em lu�!r de f ( t } ] � t eremos uma função complexa 

de variéÍvel real , I (  d (t ) ) • ãi (  S, ( �  ... t )  ) 
S e ja � ( t )  e s s a  funçlo : 'f( t )  == - !ti  ( S ( t1Wt ) lo 

Ser4 ent �o 
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N ao chegamo s  ainda ao resultado pret e·ndido , embora I ( T )  

r 

surja desde j� com a expressno indicada para o s  func ionais li-
near e s  con�!nuos : falta ainda pr,?var primeiro que � ( t) � uma 
funç!o indefini��ente jerivável . Ora isto nada custa , recor
dand? . que d ( t-t ) � uma função de t indefinidamente der� véÍvel , 
e que m permuta com a derivação �m ordem a t ;  na vercl�de , pode
mos e s c rever ent�o 

ddtPp m [J( t-t ) 1 = ii r ( -l ) P  J(p)  ( t.-t } ·f 
J L -Falta finalment e esclarecer um pormenor :  provar que 'f ( t ) se anula: .fora de I e no s extremos de I ,  juntamente c_q}n 

as suas derivadas . Ora , isso ac ontece efect ivamente com cr·( t )  , 

e com qualquer das suas derivadas ,somo vimo s atr�s 
E c omo D1 � linear , 'f =  m[ ó ( t l] anula- s e  c ert ament e , 

c om todas as . suas der'ivadas , fora de I ,  e nos �remos de I ,  t en
do em vista o an�l amento ac ima referido de d( t )  e das sua s 

derivadas nos mesmos ponto s .  

Temos as s im compl etament e  justificado o resultado pre
tendido , relat ivo h c aracterização de todos o s  func ionai s li
neares c ont ínuo s s8bre C..J I )  , com I c ompacto . Podemos levar 
llin pouco mais longe a no ssa an�l i s e . Provámo s i�ic ialment e 
qu e , s endo 'f> ( t ) uma função çomplexa da vari�vel real , indefi
nidam�nte deriv�vel n a  t'ecta , e  de suporte COI'tido em I { P9r
tanto , nula c om todas as suas derivadas no s extremos de I ) , a  . fdrmula 1 I ( T }  = 

I 
'f( t ) Ttdt 

define um func ional linear c ont ínuo , m , s8bre Cu} I ) .  P o i� b em : 
podíamo s prov�r que , s e formos apl icar . @ste func ional � , dedu
z ido de l{I ( t ) , h distribuiç !o 8 ( t-t ) , reencont ramos prec isa
ment e �( t ) ;  em s ímbolo s , 

. m lJ ( ��t l] = �(t ) . . Basta ·para �sso apl lça� a 'segunda fórmula de D1rac . 
, E · . 

( p�g . 9 3 ) . 
Somos as s im cond\.1,��dos , rinalmente , ao seguinte resulta

do fundamental : 
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UExist e uma correspondência biunívoca i+-+ 'f 
entre o s  funcionais l ineares . cont ínuos

'
i» de

finido s em Cw( I )  e as funçfSes inde r lIli damen
te derivtÍveis \Q de suport e c ompacto contidQ 
em I .  Esáa corresPQndênc ia é e stabel.ec ida , 

nUm e noutro sentido . mediante as f&rmulas 

1I (  T )  • 1 'f(u) T ( u ) du 

o t eorema . fo i por 
'fi ( u ) • m l' ( t-u )] • 

n&s demonst rado apenas na hip&t ese  
de I 'ser c ompacto , -mas prova- s e  que subs iste ainda no c aso ge
rul . 

A �unQ a:o � , que det ermina o func ional m , chamaremo s fun
c tr,o indicatriz. de ste func ional 

Prova- s e  �e smo , - s em qualquer dif'iculdade , - que a .refe
rida correspondênc ia' é '  um isomorfismo : h soma de do is func io
nais l ineare s cont !nuo s ' �1+m2 , c orre sponde a soma das respecti

'vas funçfS�s in'dicatri z e s , 'f 1'" �2 ; e ao produto de I por um es-
calàr , Q( m ,  corresponde o produto , ue � , do escalar � pela indi
c atriz tp d� I • 

Convém tr'aduz ir agor.a e stas c ircunstânc ias numa l in
guagem adequada . 

• 
D�do um espaço ( L )  vectorial E , chama-se � de E ao 

espaço E 1 J tot�l idade do s íunc-ionais lineares cont :!nuos sabre E .  
Evidendemente , E f  é tam�ém um e spaço vectorial sObre o mesmo ,  
corpo de escalares . 

Nestas condiçes e s , o  que hh pouco s e  estabeleceu pode 
traduz ir- se , dizendo : [ no dual de C,.J I )  , isomorfo a ;P ( I ) " 

Vimos atrlÍs que , segundo Schwart z , s e repres enta por d) ( I )  o espaço das funçeses indefinidament e deri vtÍve is de su

porte compacto cont ido em I .  Este espaço é munido da seguinte 
no ção de l imite : diz- s e �ue uma suçes s�o àe funçfS es fn E. �( I )  
converge para uma funç ão �� aD ( I ) , quando existe pelo meno s Q� 

int ervalo compacto J C I ,  onde estio cont ido s os suport e� de to
das as funç�es �n e � , e  no qual �n. c onverge uniformemente 



para if' 
Poderia agora preguntar- se � 

qual ser� o dual de ;JJ ( I )  ? 
Prova- s e  que o dual de � ( I ) � isomorfo a Cw( I } . 
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E agora t erminaremo s c om uma observaçUo fundamentaf:: 

Laurent ' Schwart z definiu as distribuiçeses num int ervalo I ( qual
quer ) prec isament e eomo os func ionais l ineares contínuos s8bre 
o espaço Jj (I ) das fun ç ts e s  inde f inidament e geriv�veis de su-
. .  port e compacto c ont i do em I .  Por is so mesmo , Schwartz repre-
s e nta o espaço dàs distribuiçtsÇ)s em 1 ; nAo pelo s :!Jnbolo Cv.f. I )  , 

que' fo i adoptado nes tas l iç ts e s , mas sim por � f ( I ) , notaçUo do 
dual de dD ( I ) . Essa def'ini ç Uo das distribu1çtses const�tui 
uma das vdrias real iz a ç ts e s  da axiom4tica das distr1buiçtses , co· 
mo jd. se  t inha referido : s em ddvida , de ·mais penoso ac es so s e  

a compararmos com a que apresentdmos ne st e curso . 
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