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o� funcionais ana1!ticos e o Cálculo st;ba.ico 

12& lição 

Consideremos um espaço vectorial comp1exo,E,e seja 9 
uma ap1.1caç!o linear de E �msi mesmo. Representamos já pe-
la notação I, (E) aá1gebra,const�tu:!da pela totalidade das ap1i
caç�es lineares do espaço E em si mesmo. 

Por outro lado,designemos por R{x) uma funçlo racional 
de x, 

R(x) III 
P(x) 

Q{x) , 

sendo P(x) e Q(x) polin&m10s e� x,primos entre �i. 
Vimos que se define o operador R(Q) se,e ,6 se,os zero§ 

do denominador . .Q(x) não pertencem �o espectro de i,· quer dizer, 
se existem os oper�dores (Q- tY.i) -1 ,onde � i slo os' zeros qo po
lin&mio Q(x). 

Vimos at� que,se ° grau de P{x) f�r inferior ao gráu de 
Q(x),� v�lida à r6rmula 

R(Q) 
r..; 

�:y "'
j=l 

A i, .1 , 

designando ()(i(i=l, • •  " p) os zeros (distintos) de Q(x),e ri 'O 

gráu de multiplicidade de l:X i." 
Quanto ao espe�tro de Q, tamb��� que ,no caeo de E 

ter um mimero finito de dimens�es (e s�r , isomo rfo a C�) ,o espec

tro de ·9 4 constituido por um nrlmero finito de pontos,que são 
os valores pr&prios. Mas se o espaço tiver um nrlmero infinito 
de dimens�es,j� isso pode não acontecer. 

Todavia,se E d um 'espaço normado,e a aplicaçlo Q for 
cont:!nua,prova-se que o espectro de Q � limitado e fechado. 

Uma ve� cu.rnpridas essas condiçtses,o espectro de Q pode 
aliás ser �e certo modo arbitrário: pode ter (ou nlo) pontos 
singulares,poc;ie ser conexo ou desconexo,etc. E se o espaço E 
não é normado,pode ser atnda mais irregular o espectro de 9. 

No que vai seguir-se,consideraremos sempre o caso em 
q�e Q apresenta um espectro li��tado e fechado,- espectro que 
rnpresentaremos pelq s!mbolo S. 
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Para que exista então O op'�rador R (Q) ,� necess�rio e 

suftóienteque os zeros 0(1,0<2" �. ,.O<p de Q( x) !l!2 pérte'nçam 
a S,tal como se figura no seguinte diagrama relativo ao plano 
da variéÍvel complexa· 

ex O< �l d · 2 .3 

.-Ir :rc dffP 
cQ.Y s 

cxp 

Pçr outro lado,recordemoe que os zeros de Q{x) são os 
polos de R(x),-os pontos onde se torna infinita esta função ra-
cional. 

POis bem: designemos entlo por �,,(S) o conjunto de to
cisa as runç�es racionais da vari�vel co�plexa cujos polos n!Q 
perten.c.�m a s. lt f�cil ver que este conjunto constitui um anel 
él. respeito das noç�es usuais de soma e pro dut 0.., t att! mesmo 

• to , • 

uala éÍlgebra,col)lo f�cilmente se reconhece. 

Vimos,por outro lado,o seguinte: 

podemos fazer corresponder a cada fu�ção racional 

R.'- :�?,( S) um determinado operador R(Q) � " (E) ,á essa correspon

dência verifica as seguintes condiç�es: 

I) Se R{x)· R
l (x)+R2(x) .entAo 

R(Q) = Rl(Q)+R2(Q). 
II) Se R(x) = R1{x).R2(x),entlo 

R(Q) á Rl(Q).R2(Q). 
Exprimem-se estas circunstancias.dizendo que a referi

da correspondência � um -homomorfismo do anel �J S) s8bre uma 
parte do anel /\(E). 

Mais ainda: naquele homomorfismo, têm lugar as seguintes 

condiç6es: 
III) h funçlo R(x} : x corresponde precisamente o operador 

R(Q) IS Sj 

IV) se R{x} iii! k (se a funçlo', R I;1e r�duz a uma constante), 

entlo R (Q) reduz-se a essa cons·tant?, ist·Ó 4, ao ndmero complexo 

k,que identificamos ao operador k.I,designando I o operador id�n 
tico. 

o homomorfismo 

R(x) .• R{Q)E,!\ (E) 
verifica pois t8das aquelas condiç�es. 
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Por outro lado,tínhamos v�sto jéÍ que,em certas 9.ues-

tões concretas, surgia a necessidad'e de considerar funCeses ana
líticas (não racionais) de operadores lineares. Como atribuir 
significado a essa entidade,- "função analítica de um operador 

Consegue-se isso recorrendo h teoria dos funcionais 

analític'os, que foi criada hh· cerca de 30 anos pelo mataméÍtico 
italiano Luigi Fantappi�,recentemente falecido (Junho de 1956)� 
Hojeta teoria dos funcionais analíticos estd completamente in
corporada n� teoria dos Espaços Vectoriais Topol&gicos Localmen

te Convexos,graç�s a uma,s�rie de trabalhos de G.K6the,A.GrotheQ 

di8ck e C. da Silva Dias,elaborados na sequência dá certos tra
balhos de J.Sebast'ião e Silva.(l) 

Vamos aqui esboçar muito r\pidamente uma parte da tep
ria dos funcionais analíticos na sua forma actual. 

Consideremos um conjunto C· de pontos do plano da va
ridvel complexa,- . portanto , aiinal,um. conjunto de 'ndmeros comple
xos. Para o fim que temos em vista,basta que nos coloquemos 

na hip6tese particul_r seguinte: a é fechado e limitado. Den
tro �estas condiçtses, C pode apres�ntar aspec.t�s muito variados: 
ser convexo ou nlo,etc. Por exemplo, 

J/ '." �::;;' fY-�,) ��1.;, 1,,°2./; .03 t� & ..... ... . -... / 
Chama-se vizinhança de um conjunto fec hado todo o con

junto aberto que o cont$m. Considt?remos então uma vizinhança 
D do conjunto C: D pode,por sua vez ,ser conexo ou n�o; no caso 

anterior,podia ter duas componentes,po; exemplo. 
Representemos por f(z) uma f�çlo complexa,definida � 

analítica no conjunto D� 
Jtf. sabemos o que isso quer dizer: fez) admite derivad� 

"'.� • �� .... -�. � ,. ao �' .• • • • ••• 
(1) " Sull'analisi funziona;J.e lineare nel campo delle funzioni 

ana11tiche" Rend. Ac. Lincei,l(1946). 

"As funções anaiíticas.e a antf.lise funcional tt 
. [ . 

"Tese (l94à),Port.Math. 1950 
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em todos os pontos de D,- e da! re$ulta Que a tunçlo se pod�r� 
representar por uma s�rie de Taylor-numa vizinhança de. cada pon 
to de D. Conv4m salientar que se trata de uma tunçlo uniforme; 
como se sabe,na teoria da� fuaç3es anal!ticas apresentam-se t� 
b4m funç�es pluritormes. 

Pode acontecer que, a função f(z) se possa prolongar, 
como funç!o analítica uniforme, a UI!' conjun'!#o aberto n*=:; D. 
Quer diz�r,- pode existir uma funç�o r*(zl,detinida e analíti
ca em D*,q�e coincida com f(z)em D,isto �,tal que para todo o 
ponto z E. n:, seja 

r*(z) 1:1 f(z) 
Ser� nat'i,lral identificar ent.lo duas tais funçeles. 
Oe resto, tamb4m se sabe que, quando existe waa tal ru� ... 

çlo r*(z),prolcngamento de tez) a D*,84 essa P9d'lX1l�iEl nis
to consiste o chamado teorema da p1cidasie do Rrolop«amJ!�o 149..'
l!tico. 

* Ora,se co�siderarmos a reun1go de todos 0$ ab�rtos D 
naquelas cond1ç6es,a-tunçlo t ticari prolongada o mais posslvel. , 
Mas neSla I"fW'lilo a quo se d� (» nome dá g.om:tn1o de aMl!lcictd".-
40 de tez) ,a tunç&o pode j� nlo ser propriamente detirlida: po
de tornar-s, plurito�0. ' essenc1,*,paraoestudo que esta
mos a tazer J conaideElr apenas ,Agul�8_àQ!1:fniOl • 9ue tLflln-
cio se gumt6n_un1torpl.!. E�te 4 um elos pontos .s.enciais da 
t_�oria_. 

CODtd.dorerl'!os. pois duas tais funç8es,t(al e f1-{s) : 
para 98 tina e. vista, poderemos ld.entif1c'-lae. Maii3 i�Gral
mente,representemos por� (O) o conjunto de todas as funç8es. 
definidas e anal!t1cas -em v1z1nh�ças de c. CODV�nc1oM,t'emo8 
dizer que duas tais tunç8es,t e g.s�o equ&va\!Qt', e reapeito 
de C,e' escrever 

t ., g ('0.) , 
q�ando enste uma vizinhança de C. contida nos dOllfn!1')s ele t e 

g,e sabre a qual estas dUl\s funç��.Q coincidem. Por outras 
palavras: diremos que te, '.0 S9uivalent" a respeito de'C, 
quaJ,ldo,f e g f'orem prolongamentosanal:!ticos de 1,1Ill8. menma fun
ç!o,�,definida e analítica numa vizinhança de 'C,contida nos 
dom:!nios de f' e g. 

� f�cil reco�ecer que se trata efec�ivamente de uma 
relaç!o de e9uivalênçi�1sabre o conjuntoÂ (C) ,. no qual de
termina como se sabe uma partic!o emelasses (i�. Il',.H-t ..... -"'.!�_ , ,_ . .  ,. . .  . '  . .,.�-.-.....--� 
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Representaremos pelo símbolo [f] a 

classe de t8das as funçtses ,equiv�lentes h 
função f a respeito de C; e designaremos 

pela notação .stJ [C] o CO{1junto �aquelas 
classes de equivalêncià,i.sto ',0 conjuntq 

quociente de .>ti (C) 'pela relação de equiyalênci,a a! definida. 
Evidentemente que duas funçe5es,f e g,com dom:!nios dis

tintos,sUo funç.ões distint.as tamb'm,segundo o conceito geral de 
i'unçUo. Em t'odo o caso,para os fins que temos em vista,duas 

funções equivaleAtes a respeito de C comportam-se como se fos
sem � mesma funçUo. � de resto �a convenç!o an'loga � que 
se fez a respeito das funções localmente som'veis: consideramos 
duas tais funçe5es como equivalen1;es se diferis�em quando muito 
sÔbre um conjunto de,medida nula,e em tal caSOtas duas funçe5es 
eram ttidentifícadas",sendo encaradas como representantes da 
�les.-aa classe (de equiv�lência). 

O que s� passa agora com as funçees anal!ticas em vi

zi�hanças de um conjunto C , perfeitamente an"logo. Mais a1n
da,- daqui em diante,para comodidade de 11nguagem,a estas clas
ses de equivalência �hamaremos f'unçe5es localmente anal:!tipv 
sôbre o conjunto C. l uma convençlo de, linguagem,que evita 

repetir a locuçUo "classes de equivalênc ia de funçtses�f ifltc e 

Conv�m simplificar tamb'm a notaçtto: usando s!mbolos f',g,'� •• 

de funções para designar tais classes. E c'l:lamaremos dom!niqs 
de um? funçttolocalmente anal:!tica f s8bre C aos dom!nios de 
todas as funçe5es,que c�nstituem a classe t. 

Por outro lado,chama-se valor da funclo localme�te 

analítica f' num 2onto z,relativamente a um seu dom:!nio D,ao 
valor que a representante de f em, D assume nesse ponto z E. D. 
Este conceito � um pouco delicado,porque- ao mudar de domínio, 
pode acontecer que no mesmo pon.to,3: funçlo assuma outro valor, 
em virtude da plurif2rmidade eventual das funç3es em causa. 

Por exemplo,seja C o conjuntD que se reduz ao ponto 1 
e f(z) o r�o de V; que toma o valor 1 em 1. ConSiderando os 
domínios �,D2 figurados no esquema,� f4cil ver que 

Gf�-' ) \ .... �l ,�. O • 1 ·  
., .. � 

f(-l) • i sobre Dl 
f(-l) --i sobre D2 
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, Posto isto,podemos definir,de maneira perfeitâmenté 

natural,soma e Eroduto de dois elementos de�[c] , 
Dadas duas funç5es.f e g,localmente anal!ticas s6bre C. 

ch�maremos soma de f com g,e representaremos por f+g,a'funçao 
assim definida: 

(f+g)(z) • t(z) + g(z) , sobre D, 
sendo D um qualquer' ·domínio comUIp. hs duas funçt5es. � claro 
que duas funç6es localmente analíticas sabre e ter!o sempre um 
domínio comum: existe sempre uma vizinhança de e que seja l!2-
mínio de ambas as funç6es. 

E de modo análogo se derine o produ�o: 
( f g) ( z ) III r ( z) • g ( z) , c oro z E D • 

N!o oferece· dificuld�des verificar que,a respeito des� 
tas noç5es de s2ma e produto,o conjuntoA le] constitue um 
anel -comutatiyo,que d m�smo uma 4lgebra. 

De re8�o,o anel,h� pouco considerado,das funç5es racio
nais,�? {C),. substituindo agora por C o conjunto S então con� 

.} .... " siderado.-'pode considerar-se como Uma partI do anelJ1 (C] � 
f') ..A r ., 

. 
,�\ i�. (C )C..r.\ lO J 

Na verdade, o-�J O) d o conjunto das funçC$es racionais cu-

jos polos nI2 estio �6bre C: es sas funç6es slo,certamente,ana
líticas (e uniformes) nalguma. vizinhança de O. Aquela inclu ... 

slo , portanto vdlida. 
II ." ..... ,. • •  t . .... 

Para o que segue,tem i�portância decisiva definir a no

çtto de limite no espaço,.s4 [C 1 ' das funçtses localmente ana�:!ti

cas s�bra C. 
Essa noç!o serd definida nos termos seguintes: 

Diremos que uma suçesslo de funceses localmente 
anal!ttcas.s8bre C, 

f1,f2,··!,fnt •••. 

tende para Wll;a lY�Q�2 g�A O ,quando tivereIIl lu':' 
gar as duas condiçtses ,f:u���ntes: 
la) as {unçtse§ (i ) e g agmitem um domínio comum(l) .......... _.iWW!i...-.;r. n .. 

........ �,.,... . (1) Como s�o em nÚMero infinit·o.po:dia esse facto não aconte.Si.� r: 
poderia suceder que os dom!niosposs:!veis dessas funções sev-res
tringindo,à,proximando indefinidamente do conjunto O. Por isso 
mesmo se exige explicitamente,para a convergência (fr.J��g t�r 
lugar,que ta�a.s essas funçtses possuam um domínio comwn.isto t:l, sejam represent4veis (como classes que slo) porlunç8es anal! ... 

ticas numa mesma vizinhanca de C. 



que 

186 
22) a sucess�o de funçtses (f'n)(;) deve .donver

g.ir uniformemente' para g(z),s8br.e essa vi

zinhpnça D � c. 

JêÍ sabemos que essa convergência uniforme significa 

sup ffn (z)-g{ z)j 
zé: D 

tende para zero quando n tende para • 

V!ramos jéÍ que ,í(� r 01 era um anel comutativo, e mesmo t 
�a álgebr�. E:,portanto', um ,apaço vectorial ( s8bre o corpo 
C dos números complexos) porque,se define o produto 

! l 

kf, 
de um nrlmero complexo qualquer k por tunçlo t,localmente ana� 
lítica sObre C,e todas as condiçtses de espaço vectorial com
plexo s�o entlo verificadas. 

Tamb� nlo oterece diticuldade reconhecer que esta no-
I ç!o de lilJl1te 4 compatível com a e�trutura de espaco vectorial 

! .  � • d.e,:it l C j ,e tamb4m com a sua estrutura de !n!!. 
Na verdade,tácilmente se 'prova que 

! \, lint (tn +'n) .,. limtn + limgn (1) � I lim (kn tn) • 1 imkn'. limtn 
\ '  

�e.ndo ttn.)' e (ln) duas sucesstses convergentes em � [ C J , e (kn) 
urna sucess!o convergente de escalares. Ora,as precedentes 
igualdades (1) traduzem precisamente a compatibilidade da no
ção de limite introduzida em;� [C J com a respec,tiva estrutu
ra deespaço vectorial. O conjunto� Lc] das tunç5es local
mente analíticas sObre ç tica assim um espaço (L) vectorial. 

Por outro lado,a igualdade 

lim (�f'n) = 1im �.lim fn 

subsiste ain�a,quando (kn) n!o 4 jtl uma sucesslo convergente 
de escaIares,mas sim uma sucesstto convergente de funç5es 10-' 
c"almente analíticas sObre C. 

A noçtto de l�ite definida em� lC] d pois compat!
ve1 com a respectiv� estrutura de anel. 

Posto isto,e recorr�ndo ao Lema-da cobertura de Heine
Borel,� fácil reconhecer que,dada uma funçAo 

f EA íc] 
• • 6,: 

é sempre poss�vel determinar � domínio de f ç�ja frontei�a se� 
ja constituida por um mimero r'�l\�to de curvas fechadas.simples, 



e rectif'1cdveis. 

Entende-se por curva r�chad� simples t6da a.curva ho
meomorf'a h circunferência. RectificolÍvel '(como se sabe) toda , 
a .curva de comprimento finito 

� claro que cada uma destas c�as ficard a cQnter 
uma, (ou mais) componentes do conjunto a,como se f1gura,por exem 
plo,no diagrama: 

(Em p.�rt1cularJse a 4 ���,n&s poderemos sempre 
considerar uma sd curva fechada simples rectificdvel). . 

Seja. r· a tront·eira da um c.om.!nio de t nessas condi
çt5es - isto 4,tormadopor um ndmero finito de curvas fechadas 
simples rectiticdve�s. 

3d se sabe,da teoria das funç5es analíticas , que , v�-
lida neste caso a tdrmula de Caucbx: . I�·-;') 1'( .. ) • .  1 j t(Ã) dA, 

-::o , ... _.' 
211"1 z-). , . _ .  I . 

�l� "f r 
'. ../ .......... .-.. .. -

sendo o contorno r percorrido de modo a deixar h direita os 
pontos de C. 

Esta 4 a t&rmula de Cauchy,que d� o valor de f em ca-
da ponto z�D. O integral ali pr�sente 4 dado como li�ite 
de uma sucess!o de soma� de Rieman�,que stio funç6es de z,evi
dentemente: note-se que ,no e�tanto,4 À a varidvel de integra
QUo. Para cada valor de z,aquela sucessUo �e somas de Rie
mann converge para fez). � convergência �,pelo menos,pon
�. Mas um c41ebre teorema de Runge assegura que a refe
rida convergência � yniforme em aual�er domínio fec�ado inte
rior a D. 

Daqui resulta,de maneira qudsi �vidente,que �e pode
rd sempre determinar uma vizinhança de C,contida em D,na qual 
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aquela convergência 4 uniforme. Teremos pois uma sucess!o 
de .somas de Riemann, Sn ( z) , const i tuida por funçees rac1onais{ l) 
de z,tais que a sucesslo 

( 1 2nl Sn (z) ) 
converge uniformemente para fez) numa vizinhança de C contida 
em D: 

fez) = l�m 2ft Sn(z) 
Quer, dizer: a convergência 

• 

( 2�1 Sn(z) ) --.... f(z) 
t.em lugar J no I!!entido da noctto de limite eltabelecida no espaço 
(L) vectorial.Y.t"[ CJ • 

Oeve notar-se que h� uma analogia pro tunda entre es
ta fcSrmula , 

t(m). \l;i j � d� 
r 

(2" • 

e a tcSrmula integral de Dirac,que permite representar qualquer 
distribuiç!o T num intervalo I 

( 3) T .. {J.(X-U)'tudU • 

Na vardade,a r&rmula (2) permi�e representar qual
quer tunçlo localmente, anal!tica sabre e.a partir da função 

1 • (z-,\ )-1 Z-À 
A f&rmula (2) pode alids escrever-se com a forma 

(2') t(z)· 2}i f(m-" )-lt('\ ) d'\ 
'(' 

Quer dizer: o papel que na fcSrmula de Dirac desem
penha d (x-u) " aqui desempenhado por (z-;\) -1. 

Tinhamos vi�to qU� d�{x-u) era uma funç!o vectorial 
da vari�vel escalar u,· n�ste sentido: a cada valor de u,cor
responde um9, distribuiç!o, J (x-u) [ elemento do espaço vecto
rial C\:v( I l] , que 4 a di�����':!l�� de Dirac- no ponto u,. 

(1) Somas de funç�es do tipo �� s!o evidentemente funç�es rac ionais de z. --z::x-
Slo pois funçtses pertencentes aA [ C] • 
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No caso actual',ocorre alguma coisa d� am(logo: porque, 

para cada valo� de À 4 C J. ( z- À. ) �l ,4 uma :funç!o rac iona�' com um 
dnico polo t ,\ ,ntto pertencente a C, - quer dizer, ( z- À ) -� repre
sent� uma funçtlo localmente analítica sabre a,isto 4,um elemen
to do espaço vectorial complexoA lC] 

Por outras palavras: a correspondência 

(;\� C) 
& uma funçtlo de) cujos valores �st!o em Ji1 [C] , - 4 uma função 
vectorial da vari�vel escalar�. , definida no complementar do 
conjunto '0 � [pard assinalar que se trata duma. funçtlo· de �\ e 

n!o da z ,pode-se. ,escrever � acento circunflexo sObre z em 
(z- ÀJ -1 tal como convencionamos fazer a respeito de x em 

J' (x-u) J. E � curioso que esta tunç!o vectorial de � ad-
mite deri'vada em todos os pontos do complementar de C; � mesmo 
reprááentdvel,numa vizinhança de cada um dêsses pontos,por uma 
s�rie de Taylor. 

� portanto Utn9- funxtto vectorial analítica (ou ho'lomor
.!:â) no oomplementar de C. Tinhamos visto,a prop&sito, de 
J (�-u) • qualquer co isa de andlogo: tínhamos visto que <..f (t-u)
como funçlo. de u,'" d uma funç!o i1fdei'inidamente deri"dvel da 
varidvel escalar u,mas funç!o vectorial,c.ujos valores' "8110 dis
tribuiç5es. 

Convdm analisar ainc1a a situâç!o.de um ponto de vis-
--t'a'mais intuitivo. Pare cada À f.. C,temC?s,em (z- A )-l,um vec-

tor do espaço vectorialÂ [C] Para os difarentes valores de� 
� � C,temos assim infinitos vectores do espaçoA [c] . 
A r6rmula 

1 
fIz) • r (z-,\ l-lf(À IdÀ 

permite pois exprimir f(z) a partir daquela infinidade de vec
tores., que constituem por assim dizer. wna base do espaço vecto-
rialÂ ' [c] . .  .. 

lt alguma coisa de andl.ogo ao que aco�tece nos espaços 
vSctoriais de dimens5es finitas,- pOr exemplo,em Rn• 

Sabe-se que cada vector uf an se pode representar co
mo cOlJlbin�çtto linear de n ve<;tores +inearmente independentes, 
ê -1' -.... l,e2J···,en 



ou seja n 
U =2.x -+e i=l i i 

Os vectores linearmente independentes, 
.... .... -. 

61,e2,·······,en ' 
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con�tituem o que se chama uma base de Rn• 
plo , os vetores 

Podem ser,por exem 

(1,0, .. . .  ,0) 
(0,1, •• • •  ,0) 

. . , . , . . . . , . . 
( O ,O, • , • • , 1 ) 

Pois belJ1: de certo modo,o papel da base Cl1,e2,· •• ;tn)' � desempenhado,na t&rmula 

(21) tez)· &1 / (z-.Wlt(� )4" 

( � -1' pela intinidade de vectores z-n) ,quando À varia no comple-
mentar de C e o papel do!ndice 1 é agora desempenhado pela 
varidvel À ; em lugar do somatdrio,temos o integral ao longo 

de r ; os coeticieQtes sUo os valo�es de t ( À ) . Trata-se pois 
de UmQ t&rmula que,por assim dizer,ttgeneraliza".a que permite 
exprtm�r um vector ue Rn nos n vectores d� base,(�). Mas 
enquanto na r&rmula relativa ao espaço Rn,intervêm apenas as 
operaç�es de multiplicaçUo por um e�calar,e adiçtto,- na t&r
mula (2') intervem,al4m dessas duas,uma nova operação de pas
sagem ao l�ite por se tratar de um espaço com uma infi�idade 
de dimensges. O recurso h Topologia 4 impresc!ndivel,se que-
remos obter resultados utiliz�veis na prdctica. 

Assim,j� sabemos como resolver o problema seguinte: 

Determinar a expresstto geral das aplicaç�es lineares 
cortt!nuas.do espaço (L) vectorialjl] Le] num outro espaço (L) 
vectorial,E, • 

@.---Q 
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Trata-se pois de achar a express!o geral das aplicaç�es 

m de )� r c ] em E que verificam as condiçtses seguintás: 

m(f+g) .. m(f) + m(g) 
m,( k .. f) .. kD( f) 
11m m(fn) = m(lim fn) 

ri n 
Como o integral presente na f9rmula (2') se exprime 

com a noção delimite do espaço � [e 1 ,acontece que todo o ope
rador linear cont!nuq definido em 71 te] serêÍ permut�ve1com o 

s!mbo10 daquele integral (v6r 114 1içtto). (t preciso ntto per
der d� vista que' '�este caso m se �plica às tunçtses(l) de z). 

Portanto,poderemos escrever: 
I Ilf) • * 1.' [II." ).1 ] fI À )d). 

Ora,aplicando I "O vector (I.S\ ralE Are] obtemes evi
dentemente um vector de E,que & funç!1o de À ; s�ja ent!o: 

cp ( À) • ai [ (1- " ) -1 J 
J! claro que esta funçtto 'f (À) serd definida no complc

montar de O,e tomard valores em E. Tínhamos ror outro lado re
f'�rido (sem demonstraç!o) que a funçUo (I ... À ) - de A � holomor
ta ou !PJlIJ(tica no complementar de C. Essa propriedade 4 ne

cessári'lllUo�te respoitac;ia por todo o operador cont!nuo definido 
em ;4 f. C J ,-e portanto, <e ( A) & ainda !Plal:!tica no complemen
tar do C. 

��is ainda: prova-se que 

lim " � .. 1 A�co i-}\. 
segundo a noçf1o dll limite.introduzida amA le] (o que signifi-

• • • • • • 6 • • � • • • • 

(1) Para c�da valor do escalar 1\ ,temos uma funçtto de z,(z-A)-� 
Paro. evitar conf'useses,poder:!amos at4 escrGver um ponto sôbre o z,para lembrar que z sd aparentemente &_Iariável na
quele integral. Os valores da f'unçf1o (z-).) de A s�ó 
vectores de.)14 [C] : sObre 3sses vectores � que incide M'. 
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ca que a convergência de>.U�-.A )-1 para l,quando À ...... Q') � uni-
forme em aiguma viz inhança de C).. Como C(J (À) 4 imagem de 
(2-f. ) -1 pelo operador contínuo R,'podemos afirmar que exist� 
em E -

11m [I' (PC À )] )..-+«, 
Daqui resulta em particular que , 

Tr.aduzem-se estes dois factos, dizendo que f C À ) se 
anula no infinito e admite aí deriJlada. 

Chegamos ·pois h concl1,lstto de que,se I d wna aplicaçtto 
linear contínua de�[o] em E,4 necess�riamente dada pela for
mula 

I(i')" ��1 fifI). ) 1'IÀ )d� 
r 

o operador I fica assim perfeitamente determ�qado pele 
tuaq!o � ( ,, ) (que -' holomorta no complement�r de O, nula e de
rivdvel no ponto impr&prio). g pois natural chamar a esta 
tunç!o Cf ( A) funcUa indicatriz do operador q}. 

. Pode agora pr?guntar-se se a rec!proca , verdadeira, 
isto �,se conseguimos,com aquela fórmula,abarcar a totalidade 
das aplicaç�es lineares contínuas do espaço .P4 [O] em E. 

Pois bem: a resposta & afi�ativa,desde que se imponhant 
a E cert�s condiç3es. Por�xemplo,sendo E um espaço normad� 
completo,ou seja,como.tamb4m se diz,um espaço de Banagb. 
Mais geralmente ainda;aQuela r&rmula d� a totalidade das apli
caç�es I n�s condiçaes exigidas,quando OE � um eSraco local���
te .convexo,completo (D. resp�ito das sucess5es)(! :t verdade
onttto que,dada arbitrLÍriamente uma tunç!o '? (À) de valores 
em E,que seja holomorfa no. complementar de C e seja nula e de
rivdvel no ponto �prdpr10,a r&rmula 

Ilf) • '<pr À )1'( À )d" �i 
• • • • • • • • • • • • • • 

(1) Nllo curaremos agora de definir estas noç5es. Limitamo-no!> 
a apontar o resultado. 



193 
r�pre$enta de faoto uma aplicação linear contínua d�.>Á' [C J em 
E,tendo então lugar a rdrrntila reo!proca, 

tpC,\) - �r(a-I\)-l) 
A primeira t&rmulá permite passar de te para I, e estJ 

rlltimà estabelece a correspondência inversa: no seu conjunto, 
essas duas f&rmulàs estabelecem pois uma correspondência Ri: 
yp!voca entre as aplicaç5es lineares contínuas de�[c] em E,e 

as respecti·vas i1Ulc6es 1ndicatrizes J 

'Estes resultados subsistem,conforme se disse,desde 

que E 'seja um espaço localmente eonvexo,eompleto a respeito 
das sueessf5es, Isto d' uma enorme g�neralidade ao resultado; 

em particular,prova-se que o espaço� [C] que estivemos a �
siderar 4 um espaco localmente convexo.eompleto a respeito das 
sucesseses. N!o , um espaço normável: a noçlo de limite in
troduzida em� [c] nlo pode ser obtida a partir de uma norma 
sCbre aquele espaço. Mas pode ser obtida a part�r de,.um� 
infinidade cont!nua de' semi-norma8 � o e8paço � (C]4,por isso 
me8.0, o que se chama Ume'spaQo localmente convexo. 

Em particular ainda,E poçle ser o corpo dos escalares 

(ndmeros complexos ) . Neste casota, funç�e8 indicatrlzes �{)J 
serlo tunçf5es n�4ricas (complexas),as apllcaçees I fuqcionais 
(num4rieos) e o conjunto de-tais apllcaçees o espaço�·LcJ ' 

qqa� de � [cJ (vêr 1içlo anterior ) . Chega-se deste modo ao 
seguinte resultado,anlÍlogo ao que t!nhamos estabelecido para 
as distribuições: 

, 
"Existe um isomorfismo Di � 9' entre o espacqJZ.4 (C] ,m! 
� [c] e o espaco das tunotSes compleHI � (;.. ) 9Y!.
slo holomorfas no complementar de C e nulas.bem como de
riv�veis no ponto tmpr&prio". 

• • • • • • • • • • • • • 

Seja E ainda um espaço (L) vectorial. Represente-
mos agora por I\(E) o conjunto d�� aplicactSes lineares cont!-. 
nuas de E em si mesmo. Trata-se,como tkcilmente se reconhece, 
de uma �gebra s�bre o corpo complexo. 

Viz-se que uma sueesslo de operadores [ pertencentes 

a I\(E)], 
Ql,Q2'··· ,Qn'··· 

converge pontUalmente (ou simplesmente) para um dado operador 
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9 do mesmo conjunto , quando se tem 

1im 9n ( u) • Q ( u) 
n -+ oo  

.. para todo o vector u E. E .  
( Trata-se afinal da noç�o de convergência pontual para 

ElS funç3es . N�o se . deve perder de vista que 9n(u)  slo fun-
ções de uma varilÍ',(el u , que percorre E ;  os valores dessás fun
ções slo por sua vez trunb�m vectores de . E ) . 

pesto isto , poeemos enunc iar o problema do Cdlculo Ope
rac ional da seguint e maneira prec isa : 
Dado um �perador g E. !\c ( E )  , pret endemos associar a cada . funçtto 
f "A [c) , um  determinado operador pertenc ente a Ac (E)  , que re
presentaremos pela notaçt!o fC 9 > , de modo que se verifiquem as 
seguintes condiç �es : 

I )  Se r· f:L+t'2 . ent!o t ( Q )  • fl ( 9 ) +f2 (9 )  
II ) Sa . t- f1 o t2 , ent!o r C g )  a t1( 9 ) . t2 (Q )  

III ) S e  t- l imfn , entlo f (9 ) a lim t� ( Q )  
n f1 &1 

IV} Se f ( z )  .� z , e�t!o t ( Q )  .. e 
V)  Se f ( z )  � k E. C t enttío reG ) .. k , ( constante ir:1ent ifica� 

da ao operador k , I ) . 
Já ant eriorment e nos tinha aparecido um esquema em que 

eram válidas todas estas conl;liç5es , excepto a III) : tratava- se 
da um b2.mom..2!.:f,;t�mQ... A :zora ,  ViSivelmente , trata-se de mais ai-
g��a coisa do que um homomorfismo do ane� [o] s6-
bre wna parte do anel I\c CE } : , um .bomomorf'ismo cont�Xluq de 
� [o] em .,\un .  

De resto , para - tornar mais evidente este tacto , podemos 
representar a aplicaçao 

por I , e  escrever 
t --c.t(Q) 

I ( E) u t(G)  • 
. 1 designar� entflo uma ap11cação do anel A [c 1 r.i<,O anel 

'bCE ) , que verifica as condiçGes seguintes : 

I r ) lt ( f1+f'2 ) · 11(.9 ) .. t� (9)  lU l ( f1)+I ( f2 )  

I I  f } m ( f'1.t2 ) · I ( f'l) • l(t2)  �. 

III I )  11m ; ( tn) • I>( lim tu) 
( cond1çlo de continuidade) 



IV r )  m ( z )  = 9 (z .� a funç�o :r reduzida a' z )  
�t ) �( k)  = k 

As duas prime iras propriedade s diz em simplesment e 
que !I � um homomo�fi smo do anelA [c] no anel I\(E ) . 

A JA cond�ç à:o traduz que . ess e  homomorfismo � contí
nuo . A 51. condiç �o , as s o c iada h 21. , permite concluir que II t$ 
uma aplicação . li..� : t emo s na verdade 

� ( k:r )  == km ( t ) , 
designando k um . e s c alar , uma vez que M ( k) • k .  O oper�dor � � 
pois - uma apl ic aç:lo l inear contínua d� [o] em "c (E )  , que �es·" 
peita o produto • .  

I 
Ent!o • segundo um resultado at;lteriormen:t� assinalado � 

desde que E seja um espaço nas condiç��s reteridas , a  apl icaç�o .. .  " 

I 4 dada pela express!o 

I (t ) · ��i !lfC À )  1'(  À )  dA 
. f ' designando - r  a front eira , çonvenientement e escolhi�a e orientada , 

de um domínio da runç�o f ,  ( a  qual dependerá de r , evidentemen
te ) • 

Ve jamos o significado de <t' ( A  ) .  
Temos 

Cf { À )  • � ( ( 2- ,\ ) -1] 
Mas sabemos que nest e caso espec ial 6 

( 2- ,\ ) -l ( z- A ) • (z-À ) ( z- �  ) -1 • 1 . 
Como o opera.dor m respeita o produto , e  tamb�m a 8 0 -

ma , temos suc e s s ivamente : 

m ( ( �-À  , -11 L!I! C ! ) . !l ( .>. � ]  = 

= lU [ ( 2-À ) -1] .  1 9- À J .  l , ou ainda 

cp ( À )  ( Q- X )  = (9- À ) q; L Ã ) =: 1 • 

( Nt!o esqUGG él" que os valores dê � ( .-1  ) s�o operadores } " 

Mas . as1fas :últ imas igualdades �igtlificam . que f para c a

da valor de À , � ( ;\ ) � o inverso de Q-)\ s isto � ,  
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'f>( i\ ) II "0:7\' . •  (g  .. /\ ) .. 1 

Em conclusão : a fungUo 1ndicatriz , necess�ri�ente 
'( Q- À ) -1 .  Esta funçlo hh-de ser definida e anal!tica no com
plementár de C :  isto já obriga a que o espectro de Q deve estar 
contidQ � c .  ( porque , se ho�vesse um pont dêsse espectro 
r&ra de C , entlo a funçio (e_ À ) -l n!o era d.erinid� para algum 
valor de À ,r&rJ de C .  Ora ela 4 definida , isto 4 , existe o ope-
radOr (9- À � -l �para todo o '1f,lor do À pertencente ao comple-
mentar de. C ) .  Portanto , o  e�p5ctro da 9 tem de s e r  um sub-
conjunto d( 0 )  C .  g uma llr�.rtt1.E.Ls..QX�.sl.!Q,!!,º;,Aecess�ria a que 
ches4moe . 1 

'Por outró lado , a tdrrllula tultar1Qr pode reves t ir o s e 
,cu1nte aerecto : I.( r ) . '  o que se ropresentou por r(9) ; <p li\ ) 
, (9,,;, .1\ ) - ; portanto , 

• t , . . ( 4 )  
Quer dizer : ae existir f(e)  de moão que s e  veririque� 

taie con<liç3es , 4-nos necesadriamonte d&do por uma t&rmula , ( 4 ) , 
que 4. m�ito 86melh$ritG h formulQ integral de Oauchy . A dit:e
renç� � , :na verdade ,  apenas de notaç6GG. C) 

g dever ·referir que esta possibilidade ,�e representar 
as tunç3es �al!ticas de operadoret) toi enca"rada , talvez pela 
primei�a vez , por Henri f)oincar',n�Ç\ 1Eii:ra&rla sObre a..nlpos con-
tÚluos ,no fim do s�Qulo XIX. 1-1&18 . t&rde , na )A d�cada deste 
s4culo , Élie Cartan , em  carta a G1orgi , sugerlu de novo a pos s ibi .... 
li.d{lde de tundar o C41uulo Operàcionnl sabre. aquela f&rmula .  
Ora , o  C4lculo Operacional de L.  F'antepp1� 4 ,baseado numa r&rmu-

-la que no tundo 4 aquela: ma� Fantappi� nlo chagou a apresent�
ta ·com o mesmo aspecto tal vez porque n,"o .. dispunha de todos os 
elementos d. Anàise funcional moderna , .  o que nlo d muito de 
surpreender', uma vez que por essa al,tura estava flsse 'ramo da f.ia-· 
tem�tica em per!odo de form.çUQ, • 

.• • • • . 41 #  � • •  

( 1) Prova-se mesmo qus , se o E d !1.9;rm.adQ. bas!:i que o espectro .:ie 
9 esteja contido em C ,'para que rS- À } ' seja uma runÇ�4� analítica de " no c�lementar de C e nula ,  bem c omo deri ... 
vdvel , no ponto �pr&prio . Quando se trata de um espaco 
localmente conve� tS,OmRl§}to a respeito das sucesE!5�s r o pro .. · blema �stá aindà pénQente :  ntto se sabe s e  a ana1 1t�c 1dade 
de .( 9- A )-1 no complementar de C »  é ou n110 imRlicada pelo 
tacto de ·0 espectro de 9 estar contido em C .i!: esta uma 9ues-t!o em ' aberto , que poder&: vir a s er resolvida ou pela ail.r ... 
mativa , ou pela negativa , com um contra-exemplo . 
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De resto . tal t6mula do ti ct •• tlt1d.. "t •• na =alo

eia com a que uaamo. para •• · tunçGea raciOPa$a 4 . ..  · o,�r�d.r 
(pa(g.93) : eata �tima utl11sava \8 lomat4rio. _  ,,,e a�U"ecla 
a .. .tunçlo � ,mas ap�nu para 01 'Y�OI'N elo •• calai" ). ,UO 
er_ 'Ito' � denomiudor. Asora. _ VOS •• aoaat4:o:l.o . 1H'.0. 
um intecral , no qual sic lnt i$l-fiS sado 8 :1ntW toa l'alofidJi3 t1e À .. 

\ • conveniente ver como se . ut1l1su� Gttlct1vruí'len:,a� a 
tdl'lllula qUe d 1(8 ) . Para 1sso ,vaos aplicar t(9) a "ma ale-
mento Clualquer :de � ;  vem 

t(9 Iu - -Jr [ t( ). ) [19- >. ) .. �] � 
r 

Repr.lenteJlos (9- � )-�u por v; �. o meslIO que escrAver 
ev - ,Ã v - u  

Quer ' Ci1ser, somoe �onduz1dos primeiro ·que t\ldo , tl.  resol
ver es�a dltima eciuaçlo ,onde !! , � element.o conhec ido de, E , e 
v um elemento inc&gnito do mesmo espaço . 

34 v�os ·o - que sucede no caso em que a operadnr Q ' o  
operador' d� deri vaçlo D :  trata- s6 entlo de uma equaçlo (1,1f'eren
cial linear de lA ordem; o espectro ( segundo vimos ) reduz .. s�e 

'.ao .conju�to vaz io. , no c aso em que nos res�r1ng1mos (por ex.mp�o) 
hs restricç�es nulas h esquerda da origem . 

Deva observar·"ss que s e  tra.ta agora de um CéÍleulo Opa
r�cional de muito maior ampl itude , do que o simples c�lcúlo ópe. 
ra.-cional com o operador D . 'Este cálculo � aplic�vel a ope
radores var1ad!ss imoa , �  começando já pelas �atrizes guadradil 
de .... 2;:de .. rq.lip..i�I!: com efeito a fórmula a que chegamos permite 
atribuir um sent ido h expressUo tlf'unç !o anal!tica de uma matrll 
quadrada de ordern finita" , desde que os valor�Q pr�prios da _. 
triz estej$ID no conjunto C .  

Hh � .de re s to . um  aspecto da questlo 'lua 4 1ndispens�vel 
considerar e a qu� sd agora vamoti alu<U.r. 

Vimos que , s 6 4 poss!vel estabelecer uma correspondência 
t:--. f('-} 

que veritique as condiç8es enunc:f Atias , ent�o feG )  , dado pela 
rcSrmula ( t(9 ) • '* 4- i!� d� 

Resta saber se !_F-6C!Ptgel 4 Yérdade1ra : suponhamos 
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que f { G )  4 dada por aquela r&rmvJ.a , e  que as condiçeses oportu-

.• ' 

nament e apontadas s ão vál idas ; t �ratar-se-á de um ��morfis-
mo cont:!nu9, que transforme z em e , e  uma constante em :3f mesma? 
Demonstra.�� que s im , ds&de que ( 9-À) -1 sej� uma função analí
tica �e À no compl ementar de C e seja nula , bem como dorivável 
no ponto impróprio ( sendo E U!'11 espaço localmente c onvoxo , com-

\ pleto a respeito das sucesseses ) .  
o e o • • • • • • • • 

Ora " com a t&rmula prec edente , e  outra , que � a re spect 5.  .. ' 
va' gener�izaç$1o a n var1�veis , Fantappib consegutu renel ver t i·,,, 
pos variados de equaç5as de derivadas parc iais , que de i'acto n�o 
tinham sido ainda integl"ados .  Mas acontecia tambtfll ql>.e cert.O�1 
tipos de equaç5es de derivadas parc iai� que se res!)lv:L9,m muito 
s1riplesmen�e com o m'todo de Heaviside , ou com o m&tr)do',mais ri ... 
SOrOso , da transtormaçUo de Laplac e ,  eram excluidas C':>Zl1 c m�t.ocl, 
de Fantapp1�·.· Muito mais geral por um laclo . - tu�lhava � . 
por o�tro , em numerosao questfJes concretas de . grand(lj :tn1�e�esse� 
porque - exigindo co:ndiç5es nt:c verif1eadtUl . "  era inapliçêlvel 
em tais casos . !§"{�J!...!n!�v.itErl!.a· ,{l&,1nal t\!':�!xi§t!n'" 
eia da , t�ori� .... 4!.l._d!�.:�;.r..i.,ê.y�g,6q,�.. Uma ve'z coastruid(l essa 
teoria , toi poss!vel l1 J alargar o mei!o<io de Fantappib , de mane i." 
ra 'a . conter , como. caso particularf"'simó:,o mltodo 'baseada na tran!, 
tormaçlo de Laplace . 

! primeira dei ielênc ifl q,ue foi prec iso superar consis� 
tia na excluslto de muitas i'u.nçts es analíticas que era 1nevit4vel 
considerar. 

As runç�es _anal ít icas que int erv@m. no c�lculo do ope
rador D e de outro s operadores an�logos stto de um tipo que pro
curaremos caracterizar a seguir é 

Com�çaremos por algumas convençt$es : sendo z um mi
mero complexo , cost.uma representar-se pelo aiímbolo 6{z a part e 
real de z :  

z � x + iy �·'" , -� 6tz - :x 
Assim » o  lugar geom�trico dos afixos �os complexos 

tais que ÕJ. ... z Il!i k( sendo k um ndmero real dado ) , 4 uma recta pa
ralela ao eixo imaginário ; ó lugar dos afixos dos complexos z 
tais que õ{ z � k 

.. ..  ,. e . . . . ..  . 

( 1 )  J .  Sebasti!o e Silva , "Le Caloul Op'erationel au:point d.e 
vue des distributlonstff 
Po'rt . Math. \!�ol .  14 ( 19;; ) 
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é um semi-plano , s ituado ·h direita daquela recta . 

C:tiamaremos §.emi-planos direit2! aos semi ... planos daque
le tipo ; tambem lhes poderemos chamar v.iz 1nhanças do "Conto + 00_ 

• Pois bem : a s . tunç5es que intervêm no C�lculo Operacio
nal do operador D são t primeiro que tudo , tuneees analíticas nu
m:a . viz 1.f\ltanca dg. ROll�9 + CQ • 

Mas nem todas essas funç5es podem ser consideradas : 
t emos de impor.i�es ainda uma condiçlo stmples , relativa ao com
portamento no infinito . 

,. lU .11 _ T la .. 

Chamaremos r.Bn.çtses ,.;..anal!ticas de cresc imento lent..Q.,.l 
direi� todas as tunç6es t( z )  para as quais existe um número 
k ·tal que 

rt l  zJ. ... 

zk 
seja uma funçl'1o h9.l.Q.r,gQ!'f'a .. !:l.l:,imitad� sSbro todo o semi-plano 
t;iireito (}-?, z �  k .  

Isto alarga já cons1deràvelmente o campo da� funç5cs 
que se , co stumava usar com. 1:. transformaç!o de Laplace , a  qual 
exigi� , pelo menos , que a tunçlo em jego fasee limitada . 
Agora , nada disso é neeessdrio : basta que o quociente de fe z )  
por uma conveniente pot3nc1a de z seja �a t,unç!o limitad� num 
sami-plano dirllito . . Por outras palavras . - exige-se. apenas que 
a funçlo t( z )  seja de �resJLim�nt9 lento k direi,a .  

Repres entaremos por1!L.., o conjunto de tod�s es sas fun
çees . (t  âste conjunto que vai substituir o� [o] . h� pouco 
considerado , .  

Temos agora que definir em�w noç�es de adiç�o e de 
mult iplicação por um escalar : � pos sivel razê�lo de modo per
feitamente análogo ao que se tinha feito para� (c] E é 
tamb�m pre ciso intro,duz ir em54w uma noçr1o de limite , -o que 
s e  pode faz er nos seguintes' t em. o s : 
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Diz- s e  que uma . suç e s s �o 96 funç5es 

í'1 , f2 , · · · , í'n ' · · ·  
.Qo. conjun�o, >4w t enda Rara uma fun!;ão g eJ6t'w ,ql4indo eX,i,t!j 
R'alo mano S, w.n número . natural . k .  tal gue todas ;stas tunQt$e§ §!
,iam defillidas e analít icas no . sami-plano 

6(z � k 
e a suc esaUo de funç6es 

'cgnvirja 'uniformemente Rara 

�bre 

g( z )': 

aguele meSMO semi-R1an9 . 
O �lo ' preciso que ln( z )  c'onvirja uniformemente para 

basta que o quociente de f'n( z )  por zk convirja p� ,-

� 
uriif'onnem.ente , o  que 4 bastante mais geral) . 

Com estas noçfSee , �w tica a ser um espaço (L)  yecto ... 
ria1 , e  podamos estabel ecer uma teoria an�loga li ante�ior t elabo ... 
rad� para o s  espaços A. f. C J � 

Primeiro que tudo , hh que ter ·em vista a ,t&�ula in
tegral de Ca.uchy . Somo :) tentados a estabe1 3c er uma t&rmula 
que generalize a fÓrmula integral de Cauchy para as funçfSes do 
tipo ágora cons iderado . �epresenteltt08 ,;por rk a recta 
6< z • k .  _SeremQs levado s a escrever 

I 
,: t ( z )  

t� 
ra _ _ __ _ t__ _ ( _ _  tJI\J_ dA. 

-rn.- t z::x-
l (. , r"'  sendo a rect.�:- J k perc-orrida de modo 

a deilqlr li d'!Í"eita � ' ponto + 00 
isto ' ,de bai�o para c�a .  

Mas esta t&rmUla , segundo li de
t1niçlo usual do , integral . s& 4 vlÍl ida 
para funç8es muito particulares daque

la êspaço ) por exemplo para as tunçtSes que veriti(tuem e sta con ... 
diç�o ; zí' {z )  ser l��t�di nalgum� vizinhança de + 00 • Quer 
dizer , - para que ·tal t&rmula seja vàida segundo a definiç!o 
usual de integral , d  suficiente qUe o produto st( z )  se-ja uma 

I� 
I� 
� 

k 
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funçtto limitada numa viz inhança d9 + GO . ( Note-se que a runç�o 
r t1 neste caso mesmo inf!.n;tést.�, quando ó( z --""+. + 00  f. 

Represontaremos por Jil: o f;1ub-conjunto de;l<\ w c o n s 
tituidQ pelas funções dêste tipo que verificam aquela condição . 

Demonstra-se enttio o seguinte facto importante z  tOda 
t 

a funçtlo rt:A"" podo ser da�a como limite de uma suc es são de 
runçtses pertencentes a � w 

f c 11m r C ; ) 
n n 

Exprtme-se êste facto dizendo que o CODjunto�:: & 
denso' em �UJ . E essa c ircunstanc ia permite-nos estender 
a noçtto de integral por um processo hoje muito trequente , - o 

de Qrolongamento pgr gontinuida�. 
A r&rmula anteriormente obtida � vdlida para cada fun� 

çlo de�:' ; '��rtanto , para f'u.1'lçt5es ln ( das qU.8 interv�tn em ( 5 » , 
podemos escrever 

t 1 fnC" ) � ( 6 ) t'n ( z } :m -2f1 ' z- A dl\ 
� k 

Pois b�m t cont inuaremos a . escrever a r&�ula para 
qualquer outra funç!o f�;d . , neste sentido : 

1 
' 

W j a formula. 
te  z ) :1 1{ Je.1}- d4 21T r. Z- ,\ 

k 
nada mais quer dizer que 

f ( s I  = . 2ii - n:!"'"" / 
k 

E agora , tudo o mais segue de modo qu�sl an&logo ao 

que vimos para os espaços;1 [cJ , - havendo no entanto algumas 
diferenças . 

Assim , o  que no s interessa � estabelecer um homomor
fismo cont ínuo de �w sObre uma parte de I\c ( E )  , - que per
mita , dado um operador 9 t Ac ( E )  , definir- r ( 9 ) . 

S eremos . conduz idos ainda 11 formula 

r e G ) :: 2�; I f (,Q )  . dÀ II � Q-/\ 
� 
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Ma$ em que condiç�es � v�l ida esta f&rmula? PT�ne i� 

ro que tudo , deve acontec er que g:". seja , urna função d� À , 
definida e analític a em todo o plélno , isto . 4 ,uma fünçao int eira 
de À Mas devem verificar-se ainda mais duas condições , 
que ntto interessa agora especificar . 

Desde que .0 operador Q satisfaça tais condiç6e s , a  r6r-
mula 

I � d� k 
� aplic�vel , e garante um homomorfismo nas cond1"es.es referiçias , 
que permite esta,belec er um ctUculo Simb&lico do operador e "  pa
ra funç6es do espaço vectorial �UJ • Em particular permite 
fundamentar o cdlculo Simb&lico do operador D .  Vamos ver 

que neste rlltimo c aso recaímos numa f&rmula muito con�ec ida , 
que é '  a r&rmula da inverstlo da transformaçlo de Laplac e , poJ:' 
meio do integral de fourier . 

M Entretanto , c(mve� ol)servs'r desde j4 o seguinte fac'to : 
s endo I k  uma re�ta , o  integral pre sente na 'l.Ütima f&rmula e s
crita jd nUo serd �� integ�al de Riemann ,mas sim um integral 
impr&p;rio , de - ()O a .  + 00 

Na v�rd�u.ie J escr�vendo À ..  u + i v. ,  s.e À perco,i're a 
recta õ{ z l1li k ,  ser� 

;\ .. k + iv , 
e a vari6vel , s implesmente v .  Serd , por sua vez ,dÃ .. i . dv j  
portanto , poderemos escrever 

t C e )  .. -+rr tbk+iV ) dv -k-Iv 
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