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Os funcionais analfticos e o Cdlculo simbdlico

12& licg¥o

Consideremos um espago vectorial complexo,E,e seja €
uma aplicag¢¥o linear de E em si mesmo, Representamos j4 pe-
la notag¥o /A (E) a 4lgebra,constitufda pela totalidade das apli-
cagBes lineares do espago E em si mesmo,

Por outro lado,designemos por R(x) uma fung¥o racional
de x,

R(x) = l.(-’.‘)..
Q(x} ,

sendo P(x) e Q(x) polinémios em x,primos entre si.

Vimos que se define o operador R(€) se,e sé se,os zeros
do denominador Q(x) n¥o pertencem 8o espectro de @,~- quer dizer,
se existem os operadores (©- Ui)'l,onde ; sfo os zeros do po-
lindmio Q(x).

Vimos até que,se o grau de P(x) f8r inferior ao grdu de
Q(x),€ vdlida a fdérmula

L0

ol o AR A
R(G) = = 2 i3
i‘”l j=l (9"35_) ’

designando Cxi(i=l,...,p) os zeros (distintos) de Q(x),e r; ©
grdu de multiplicidade de X ;

Quanto ao espectro de e, tambﬁﬁL\ ﬁbque ,N0 cago de E
ter um nimero finito de dimens¥es (e ser isomorfo a Cn) O espec=~
tro de © € constituido por um n¥mero finito de pontos,que sfo
os yalores prdéprios, Mas se o espago tiver um ndmero infinito
de dimens8es, j€ isso pode n¥o acontecer,

Todavia,se E € um espago normado,e a aplicagfo @ for
contfnua,prova-se que o egspectro de © € limitado e fechado.

Uma vez cumpridas'essas condi¢Bes,o0 espectro de @ pode
alids ser de certo modo arbitrdrio: pode ter (ou n#o) pontos
singulares,pode ser conexo ou desconexo,etc, E se o espago E
nfio € normado,pode ser ajinda mais irregular o espectro de 6.

No que vai seguir-se,consideraremos sempre o caso em
que @ apresenta um espectro limitado e fechado,- espectro que
representaremos pelo simbolo S, |
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Para que exista ent#o ¢ operador R(@),é necessédrio e

suficiente que 0s zeros cxl,cxz,.i.,cxp de Q(x) n3o pertencam
a S,tal como se figura no seguinte diagrama relativo ao plano
da varidvel complexa

(/( >
- V-4 P

Por outro lado,recordemos que os zeros de Q(x) s¥o os
polos de R(x),-os pontos onde se torna infinita esta func¢¥o ra-
cional.

Pois bem: designemos entfo por &i(S) o conjunto de to-
das as fung¢Bes racionais da varidvel complexa cujos polos nZo
pertencém a S, ¥ £f4cil ver que este conjunto constitui um anel
& respeito das nog¥es usuais de soma e produtoe, E até mesmo
una élgebra,como fhcilmente se reconhece.

Vimos,por outre lado,o seguinte:

podemos fazer corresponder a cada fung8o racional
Re :‘;-,'-.),(S) um determinado operador R(8)g A (E),e essa correspon-
d8ncia verifica as seguintes condig8es:

I) Se R(x) = R, (x)*R,(x),ent8o

R(9) = R1(9)+Rz(9).
II) Se R(x) = Rl(x).Rz(x),entao
R(6) & B)(0).R,(0).

Exprimem-se estas circunstancias.dizendo que a referi-
da correspondéncia € um homomorfismo do anel &3}3) s8bre uma
parte do anel /\(E).

Mais ainda: naquele homomorfismo,té&m lugar as seguintes
condigBes:

III) % func¥ R(x) = x corresponde precisamente o operader
R(€) = 6;

IV) se R(x) = k (se a fungfo.R se reduz a uma constante),
ent%o R(6) reduz-se a essa constante,lsto é,ao ndmero complexo
k,que identificamos ao operador k.I,designando I o operador idén
tico,

O homomorfismo

R(X) ——eetsr R(Q)Q/\ (E)
Verifica pois t6das aquelas condig8es,
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Por outro lado,t{nhamos visto jd que,em certas ques-

t8es concretas,surgia a necessidade de considerar func¢8es ana-
1fticas (n#o racionais) de operadores lineares., Como atribuir
significado a essa entidads,- "func#o analftica de um operador

Consegue~se isso recorrendo & teoria dos funcionais
analfticos,que foi eriada hd cerca de 30 anos pelo matamdtico
italiano Luigi Fantappi?,recentemente falecido (Junho de 1956},
Hoje,a teoria dos funcionais analfticos estd completamente in-
corporada na teoria dos Espagos Vectoriais Topoldgicos Localmen-
te Convexos,gracas & uma, série de trabalhos de G.KSthe,A.Grothen
disck e C, da Silva Dias,elaborados na sequéncia dé certos tra-
balhos de J.Sebastifio e Silva.(l)

Vamos aqui esbogar muito ripidamente uma parte da teo-
ria dos funcionais analfticos na sua forma actual.

Consideremos uwm conjunto C de pontos do plano da va-
ridvel complexa,- portanto,afinal,um conjunto de nimeros comple-
xos, Para o fim que temos em vista,basta que nos coloquemos
na hipdtese particular seguinte: € & fechado e limitado. Den-
tro destas condig¢8es,C pode apresentar aspectos muito variados:
ser convexo ou n¥o,etc. Por exemplo,

= ;7 /,}//\ C = C1UC, U Cy

Chama-se vizinhanca de um conjunto fechado todo o con-
junto aberto que o contém. Consideremos ent8o uma vizinhancga
D do conjunto C: D pode,por sua vez,ser conexo ou n#o; no caso
anterior,podia ter duas componentes,por exemplo.

Representemos por f£(2z) umé'fgnqﬁo complexa,definida e
analftica no conjunto D, |

J4 sabemos o que isso quer dizer: f(z) admite derivada

(1) " Sull'analisi funzionale iineare nel campo delle funzioni
analitiche" Rend., Ac., Lincei,1{1946),

"As funcBes analfticas e a andlise funcional "
‘Tesé (1948),Port.Math. 1950
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em todos os pontos de D,~ e daf resulta que a fungflo se poderd
representar por uma série de Taylor numa vizinhanga de cada pon
to de D. Convém salientar que se trata de uma fung¢Ho uniforme;
como se sabe,na teoria das fumg¢Bes analfticas apresentam-se tam

bém fung8es pluriformes.
Pode acontecer que a fung#o f(z) se possa prolongar,

como funcHo analftica uniforme,a um conjunto aberto Do D,
Quer dizer,- pode existir uma fungfo f%(z),definida e analfti-
ca em D*,que coincida com f£(z)em D,isto é,tal que para todo o
ponto z2€ D,seja
£%(z) = £(2)
Serd natural identificar ent8o duas tais fungles.,
De resto,também se sabe que,quando existe uma tal fun-

¢lo £4(z) yprolongamento de £(z) a gl 98 essa pode existir: nis-
to consiste o chamado teorema da unicidade do gro;ongame ato_sana-
;itiCOQ

Ora,se copsiderarmos a reunifio de todos os abeortos p*
naquelas condi¢8es,a funglo £ ficard prclongada o mais passivel,
Mas nessa reuniflc a que se df o nome de domfnio de ‘

de de £(3) ,a fungfio pode jﬁ nfio ser propriamente definida. po-
de tornar-se pluriforms, essggcgal para o estudo quc esta-

teoria, A

Consideremos pois dvas tais funcBes,f(s) e £ (z) :
para os fins em vista,poderemos identificd-las., Mais geral-
mente,representemos por;yﬂ(@) o conjunto de todas as fung3es.,
definidas e analfticas em vizinhapgas de C. Comvencionaremos
dizer que duas tais fung¢Bes,f e g,sfio eguivalentes & respeito
de C,e escrever

f.g (c),

quando existe uma vizinhanga de C,contida nos dominios de £ e
g,e s8bre a qual estas dugs fungieg coincidem. Por outras
palavras: diremos que f e g gfo equivalentes a respeito de C,
quando.f e g forem prolongaméntosmanaliticos de ywma nesma fune
g¥0, ,definida e analftica numa vizinhanga de C,contida nos
dominios de f e g.

E fdcil reconpecer que se trata efectivamente de uma
relac8o de equival8hcia,s8bre o conjunto,gg(c),~»no qual de-
termina,como se sabe,uma partico em classes da_enniwnlfinaia
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Representaremos pelo sfmbolo[ f] a
classe de t8das as fun¢Bes equivalentes 3
fungso f a respeito de C; e designaremos
pela notaqao_g4[C} o conjunto daquelas
classes de equivalé&ncid,isto é,0 conjunto
quociente de~24(c)'pela relag8io de equiyaléncia af definida,

Evidentemente que duas fun¢®es,f e g,com domf{nios dis-
tintos,sfo fungSes distintas também,segundo o conceito geral de
func¥o. Em todo o caso,para os fins que temos em vista,duas
fungBes equivalentes & respeito de C comportam-se como se fos-
sem a mesma fung¥o. E de resto uma convenglo andloga i que
se fez a respeito das fung¢Bes localmente somdveis: consideramos
duas tais fung8es como equivalentes se diferissem quando muito
s8bre um conjunto de medida nula,e em tal caso,as duas fungBes
eram "identif'fcadas™,sendo encaradas como representantes da
mesna_classe (de equivaléneia),

O que se passé agora com as fung¢Bes analfticas em vi-
zinhangas de um conjunto C é perfeitamente andlogo. Mais ain-
da,~- daqui em diante,para comodidade de linguagem,a estas clas~
s¢s de equivaléncia chamaremos fun¢8es localmente analfticas
sébre o conjunto €. E uma conveng$o de linguagem;que evita
repetir a locug¢Ho "classes de equival8ncia de fung®es" etc.
Convém simplificar também a notagfo: usando simbolos f,g, ..
de fun¢®es para designar tails classes., E chamaremos domfnios
de uma fung8o localmente analftica f s8bre C aos domfnios de
todas as fung¢Bes,que constituem a classe f.

Por outro lado,chama-se valor da fung#o localmente
analftica f num ponto_z,relativamente a um seu domfnio D,ao
valor que a representante de f em,D assume nesse pontoc z€D,
Este conceito € um pouco delicado,porque- ao mudar de dominio,
pode acontecer que no meamo ponto,a fungHo assuma outro valor,
em virtude da pluriformidade eventual das fun¢Bes em causa.

Por exemplo,sejé C o conjunto que se reduz &o ponto 1
e £(2z) o ramo de V;.que toma o valor 1 em 1, Considerando os
domfnios Dy,D, figurados no esquema,é fdcil ver que

f(-1) = i sobre Dl
f(-1) =-i sobre D2




.Posto 1isto,podemos definir,de maneira perfeitamentzs
natural,soma e produto de dois elementos de,ggfc} ‘

Dadas duas fung¥es . f e g,localmente analfticas s8bre C,
chamaremos soma de f com g,e representaremos por f+g,a:funco
assim definida:

(f+g)(2) = £(z) + g(z) , sobre D,
sendo D um qualquer' domfnio comum 4s duas fun¢8es., E claro
que duas fung8es localmente analfticas s8bre C terfo sempre um
domfnio comum: existe sempre uma vizinhang¢a de C que seja do-
minio de ambas as fung¥es,

E de modo andlogo se define o produto:

(fg)(z) = £(z).g(z), com z€D .

N&o oferece dificuldades verificar que,a respeito des-
tas nogBes de soma e produto,o conjunto )ﬂ LG} congtitue um
anel comutativo,que é mesmo uma glgebra,

De resto,o anel,hd pouco considerado,das fungSes racio-
nais,A/ (C),~ substituindo agora por C o conjunto S entfio con-
siderado,~ ‘pode considerar-se como uma part® do anelﬂﬁ[c]‘

Ry Ale]

Na verdade,}(C) € o conjunto das fun¢Ses racionajs cu-
jos polos pMo estfo sbbre C: essas fungBes sfio,certamente,ana-
1fticas (e uniformes) nalguma. vizinhanga de C, Aquela inclu-
s%o & portanto vdlida,

spovecesocses

Para o que segue,tem importé@ncia decisiva definir a no-
co de limite no espaqqgg [C]N,das fung8es localmente analfti-
cas s8bre C,

Essa nogflo serd definida nos termos seguintes:

Diremcs que uma su¢essfio de func8es localmente
analiticas sébre C,

fl,fz,.,!’fn’.'.‘
tende para uma funcHo g€ ﬁ C ,quando tiverem lu-

gar as duas condig¥es seguintes:

12) as funcSes (f,) e g admitem um domf{nio comunm‘l)

sposcesseeasess

(1) Como sHo em ndmero infinito,podis esse facto n¥o aconteger:
poderia suceder que os domfnios possifveis dessas fungles sévres-
tringindo,aproximendo indefinidamente do conjunto C. Por isso
mesmo se exige explicitamente,para a convergénecia (f })-—g ter

lugar,que t8das essas fun¢Bes possuam um domfnio ¢ mﬂm,isto é,
sejam representdveis (como classes que s¥o) por fungdes analf-

ticas numa mesma vizinhanca de C.
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22) a sucess¥o de fungBes (f )(z) deve conver-
gir uniformemente para g(z),s8bre essa vi-
zinhanca D de C.

J4 sabemos que essa convergéncia uniforme significa

que
sup]fn(z)-g(zH
z€D

tende para zero quando n tende para .

Viramos j& queg; {C} era um anel comutativo,e mesmo,
uma élgeﬁr.. E,portanto}uﬁ espago vectorial (s8bre o corpo
C dos numeros complexos) porque, se define o produto

| k£,
de um némero complexo qualquer k por fungfo f,localmente ana-
1{tica s8bre C,e todas as condig8es de espago vectorial com-
plexo s8o ent¥o verificadas.

Também ndo oferece dificuldade reconhecer que esta no-
¢fo de limite é omgative com a estrutura de espago vectorial
de,i [CJ ,e também com a sua estrutura de anel.

Na verdade,f4cilmente se prova que

{ lim (£ +g ) ‘= limf + limg,
| lim (kn fn) = limk . limf

sendo Cfn) e (gn) dﬁés sucess8es convergentes emgﬁ{cj , e (kn)
uma sucessHo convergente de escalares. Ora,as precedentes
igualdades (1) traduzem precisamente a compatibilidade da no-
¢¥o de limite introduzida emsﬁ 50 com a respectiva estrutu-
ra deespago vectorial. 0 conguntoyA {c] das func¢8es local-
mente analfticas s8bre ¢ fica assim um espago (L) vectorial.
Por outro lado,a igualdade
lim (knfn) = 1lim k .lim £

subsiste ainda,quando (k,) n¥o € j4 uma sucess¥o convergente
de escalares,mas sim uma sucess$o convergente de fung¢Bes lo--
calmente analiticas s8bre C, _

A nog¥o de limite definida emﬂé fcj é pois compatf-
vel com a respectiva estrutura de anel,

Posto isto,e recorrendo ao Lema ‘da cobertura de Heine-
Borel,é fd¢il reconhecer que,dada uma fung¥o

£ ed o]

¢ sempre possivel determinar um domfnio de f cuja fronteira se-
ja constituida por um nd¥mero finito de curvas fechadas, simples,

(1)
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e rectificdveis.

Entende-se por curva fechada simples t8da a.curva ho~
meomorfa & circunferéncia, 'ggctificdvel é(como se sabe) toda
a curva de comprimento finito '

E claro que cada uma destas curvas ficard a conter
uma. (ou mais) componentes do conjunto C,como se figura,por exem
plo,no diagrama:

_ \--;;,,,,/ C = CUCLU LU,
/ G2

(Em particular,se C é gonexo,nés poderemos sempre
considerar uma sé curva fechada simples rectificdvel). )

Seja. ' a fronteira de uam domfnio de £ nessas condi-
¢8es - isto ¢,formado por um numero finito de curvas fechadas
simples rectificdveis.

J4 se sabe,da teoria das fungSes analfticas,que & v4-
lida neste caso a fdrmula de Cauchy:

// o TN .
‘“\ (Y A

/@ £ f(u) g.f -5 Yo
[ & )

\ (W“,/ \ P

\I~ o“/

p e

sendo o contorno I percorrido de modo a deixar X direita os
pontos de C,

Esta ¢ a fdrmula de Cauchy,que df o valor de f em ca-
da ponto zZ€ D. O integral ali presente é dado como limite
de uma sucessfo de somag de Riemann,que sfo fung¢8es de z,evi-
dentemente: note-se que,no entanto,é A a varidvel de integra-

gso. Para cada valor de z,aquela sucessfo de somas de Rie=~
mann converge para f(z). A convergénecia é,pelo menos,pon-
tual. Mas um célebre teorema de Runge assegura que a refe-

rida convergéncia & uniforme em gualquer domfnio fechado inte-
rior a D,

Daqui resulta,de maneira quédsi evidente,que se pode-
rd sempre determinar uma vizinhanca de C,contida em D,na qual
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aquela convergéncia € uniforme, Teremos pois uma sucessip
de spmas de Riemann,S (z) constituida por fung¢8es raclonais(l)
de z,tais que a sucessao

1
(=51 Sal2) )
converge uniformemente para f(z) numa vizinhanga de C contida
em D:

Quer dizer: a convergéncia

( =t 8p(2) )——=£(z)

tem lugar,no sentido da noc8io de limite estabelecida no espaco
(L) vectorials €] .

Deve notar-se que hd uma analogia profunda entre es-
ta férmula,

(2} £(z) --'2%{—/ :_ aa
p

e a férmula integral de Dirac,que permite representar qualquer
distribuig8io T num intervalo 1

(3) T i//;{(x-u)Tudu .
I

Na verdade,a férmula (2) permite representar qual-
quer fung¢8o localmente analitica s8bre C,a partir da fungéo

L a (z-2)"2

2=
A férmula (2) pode alids escrever-se com a forma
' 1 =10
(2¢) f(z)*-z-ﬁ- (z=A )77£(A ) dA

Quer dizer: o papel que na fdrmula de Dirac desem-
penha cf(x-u) é aqui desempenhado por (z-A;)

Tinhamos visto que d (x=u) era uma funqao vectorial
da varidvel escalar u,- neste sentido: a cada valor de u,cor-
responde uma distribuigto, ép(x-u) elemento do espago vecto-
rial C_ (I)J,que é a distribuigfo de Dirac  no ponto u.,

secssvscsn

(1) Somas de fung8es do tipo _f(A ) sfo evidentemente fung&es
racionais de z. 2=
S0 pois fung8es pertencentes a [CJ
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No caso actual,ocorre alguma coisa de andlogo: porque,
para cada valor de /\4, C,_(z-)\ )= é uma fung¥o raclonal com um
dnico polo, A ,n%o pertencente a C,~ quer dizer,(z-A )" -1 repre-
senta uma fung¥o localmente analftica s8bre C,isto é,um elemen-
to do espago vectorial complexo;ﬂ {c}
Por outras palavras: a correspondéncia

A s (2= A )72 (Ad c)

¢ uma fungfo de 4 cujos valores est¥o emJA[QE ,- & uma funcfo
vectorial da varidvel escalar A ,definida no complementar do
conjunto b {Paré assinalar que se trata duma fungfo - de A e
n¥8o de z,pode-se escrever um acento circunflexo s8bre z em
(z-,k) tal como convencionamos fagzer a respeito de x em

<5(x-u)]. E & curioso que esta fung¥o vectorial de A ad-
mite derivada em todos os pontos do complementar de C; ¢é mesmo
reprééentével,numa vizinhanga de cada um d&sses pontos,por uma
série de TPaylor.

E portanto uma func¥o vectorial analftica (ou holomor-
fa) no complementar de C. | Tinhamos visto,a propdsito.de
<f(2-u),qualquer coisa de andlogo: tinhamos visto que d'(ﬂ-u)-
como fung¥o de u,~ & uma fungfo indefinidamente derivdvel da
varidvel escalar u,mas fungfo vectorial,cujos valores s#o dis-
tribuig8es.

Convém analisar ainda a situag¥o. de um ponto de vis-

~ta mais intuitivo. Parz cada4i # C,temos,em (z- )\) ,um vec-
tor do espago vectoria;gﬂgc} Para os diferentes valores de:
C,temos assim infinitos vectores do espaqo,4[fCJ .

A férmula
£(z) -/(z-/\)'lf(/\)dh
r

permite pois exprimir f(z) a paftir daquela infinidade de vec-
tores,que constituem por assim dizer,uma base do espago vecto-
rlalﬂ [c]

E alguma coisa de -andlogo aoc que acontece nos espagos
vectoriais de dimensBes finitas,- por exemplo,em R%,

Sabe-se que cada vector ué¢ R® se pode representar co-
mo combinagfo linear de n vectores linearmente independentes,

- -dp
31,82,...,en - - -
LTI LR R Y
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ou seja

n
-2 ox 2
WEIEL X 6

Os vectores linearmente independentes,
-—p

> -
€11€p90ecevee, @
constituem o que se chama uma base de R®. Podem ser,por exem
plo,os vetores
(1,0y00¢04,0)
(0,1,¢00.,0)

oo pspeocoepeo
(0’0,.’..’1)
Pois bem: de certo modo,o0 papel da base (3&;35,...;3h),
€ desempenhado,na fdérmula

(21) £(z) = -§%§' 4( (z-A)"Le())dA

N -1'
pela infinidade de vectores (z«A ) _quando A varia no comple-

mentar de C e o papel do fndice i € agora desempenhado pela
varidvel A ; em lugar do somatdrio,temos o integral ao longo
de I ; 0s coeficientes s¥o os valores de f(A ). Trata-se pois
de uma férmula que,por assim dizer,"generaliza" a que permite
exprimir um vector ue,Rn nos n vectores de base,(§;). Mas
enquanto na fdrmula relativa ao espago Rn,intervém apenas as
operagBes de multiplicagfio por um escalar,e adig8o,- na fér-
mula (2!') intervem,além dessas duas,uma nova operag¢fo de pas-

sagem ao limite por se tratar de um espago com uma infinidade
de dimens¥es. 0 recurso 3 Topologia € imprescindivel,se que-

remos obter resultados utilizdveis na prdctica.
Assim, j4 sabemos como resolver o problema seguinte:

Determinar a express#o geral das aplicagBes lincares
contfnuas do espago (L) vectoria%;ﬁ[c] num outro espago (L)
vectorial,E ,

(i) )
-~ 7
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Trata-se pois de achar & express¥o geral das aplicag8es
® de )’ﬂ {C] em E que verificam as condig¢3Bes seguintés:

g(f+g) = B(f) + B(g)
Tk.f) = kB(F)

lim Z(f ) = &(lim £ )
n n

Como o integral presente na férmula (2!} se exprime
com 2 nog¢lc de limite do espaqolyﬂfc} ,acontece que todo o opa-~
rador linéar contfnuo definido em $4(C] serd permutdvel com o
simbolo daquele integral (vér 11& lig¥o)., (E preciso nfio per-
der de vista que neste caso & se aplica as fungBes 1) de z),

Portanto,poderemos escrever:

B(f) = -3 /"/m L(z-,\)-l] £(A)ar
f

Ora,aplicando ¥ ao vector (2-A )~le ;4 {c] obtemes evi-
dentemente um vector de E,que ¢ fungfo de A ; 8eja entéo:

@A) =s[(e-M)1]

E claro que esta funglo -€€(/\) serd definida no comple-
mentar de C,e tomard valores em E, TInhamos por outro lado re-
ferido (sem demonstrag#o) que a fungfio (2-A)™" de A € holomor-
£a ou ggg;ftica no complementar de C, [Essa propriedade € ne-
cessédriamente respeitada por todo o operador contfnuo definido

em /4 ¢} ,-e portanto, @ A) & ainda analftica no complemen-
tar do C.

Mais ainda: prova~se que

2_ .
o

segundo a nogfo do limite.introduzida em ;Q EC] (o que signifi-

86660068600 CPOLODOEO

(1) Para cada valor do escalar A ,temos uma fung¥o de z,(z-A)'%
Para evitar confus¥es,poderiamos até escrever um ponto sé-
re o z,para lembrar que z sé aparentemente ¢ _yaridvel na-
quele integral, . Os valores da fungfio (8- A)"“de A séo
vectores de p{ [C)] : sBbre 8sses vectores ¢ que incide T.
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ca que a convergéncia deN2- A )"1 para 1,quando A— oo é uni-
forme em alguma vizinhanca de C).. Como @ (A) & imagem de
(2- )\) pelo operador contfnuo ﬁ,podemos afirmar que existe
em B

1in [AP(M)]

"'*QO

Daqui resulta em particular que

lim @(A) = o
A=co
Traduzem-se estes dois factos,dizendo que fp(/\. ) se
anula no infinito e admite af derivada.
Chegamos pois & conclusfio de que,se & & uma aplicagHo
linear contfnua de 3 [C] em E,{ necessdriamente dada pela fér-

mula
B(£) =~y /(0()) £(A )dA
X

O _operador 8 fica assim perfeitamente determinado pel:
funcgfo tp( A) (que € holomorfa no complementar de C,nula e de-

rivdvel no ponto imprdprio)., E pois natural chamar a esta
funcfo (p (A) funcfio indicatriz do operador &,

. Pode agora preguntar-se se a recfproca & verdadeira,
isto 4,sc conseguimos,com aquela férmula,abarcar a totalidade
das aplicag8es lineares contfnuas do espago 96 [C] em E,

Pois bem: a resposta ¢ afirmativa,desde que se imponham
a E certas condigBes. Por exemplo,sendo E um espago normado
completo,ou seja,como, também se diz,um espaco de Banach.
Mais geralmente ainda,aquela férmula df a totalidade das apli-
cagBes & nas condigBes exigidas,quando E & um esgago localmen-
te convexo,completo (a respeito das sucess8es)'‘s E verdade
ent¥0 que,dada arbitrdriamente uma funclo *P ()\) de valores
em E,que seja holomorfa no, complementar de C e seja nula e de~
rivdvel no ponto impréprio,a férmula

B(f) -/@(/\ )E(A)aA

o008 060CGSOe e P

(1) N%o curaremos agora de definir estas no¢Bes, Limitamo-nocs
a apontar o réesultado.
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representa de facto uma aplicag8o linear contfnua de 24 [C]em
E,tendo entfo lugar a férmula reciproca,

QN = (8- 7)1]

A primeira fdrmula permite passar de (P para B,e esta
dltima estabelece a correspondéncia inversa: no seu conjunto,
essas duas férmulds estabelecem pois uma correspondéncia bi-
unfvoca entre as aplicagBes lineares contfnuas de)&[@] em E,e
as respectivas func8es indicatrizes,

‘Estes resultados subsistem,conforme se disse,desde
que E seja um espago localmente convexo,completo a respeito
das sucess8es, Isto df uma enorme generalidade ao resultado;
em particular,prova-se que o espaqo}& {C] que estivemos a con-
siderar € um espago localmente convexo,completo a respeito das
sucess8es. Ndo € um espago normdvel: a nog¥o de limite in-
troduzida emﬁﬂ [C] ndo pode ser obtida a partir de uma norma
s8bre aquele espago. Mas pode ser obtida a partir de.uma
infinidade contfnua de semi-normas: o espago. [p]é,por isso
mesmo,0 que se chama um espago localmente convexo.

Em particular ainda,E pode ser o corpo dos escalares
(ndmeros complexos)., Neste caso,as fung¥es indicatrizes (0 ()
serfio fung8es numéricas (complexas),ss aplicagles ¥ funcionais
(numéricos) e o conjunto de .tais aplicagBes o espago c] ’

de‘gﬂ [ (vér ligH%o anterior). Chega-se deste modo ao
seguinte resultado ,anélogo ao que tIinhamos estabelecido para
as distribuig8es:

"Existe isomorfismo T e—r @Pentre o espaco ;ﬂ‘[CJ ,dual
(_le_ﬂ[c] e o espaco das funcles complexas ©@( A ) gue
s¥o holomorfas no complementar de C e nulas.bem como de~
rivdveis no ponto imprdprio". |

Seja E ainda um espago (L) vectorial, Represente-

mos agora por .A%(E) o conjunto das aplicacBes lineares conti-.
nuas de E em si mesmo. Trata-se,como ficilmente se reconhece,
de uma glgebra sébre o corpo complexo.

Diz-se que uma sucessfo de operadores [ pertencentes

a A ()],
gl,ez,.."en,..Q

converge pontﬁglmggge (ou simplesmente) para um dado operadcr
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© do mesmo conjunto,quando se tem

lim Qn(u) = Q(u)
n—» oo
para todo o vector ueg E,

(Trata~se afinal da noglfio de convergéncia pontual para
as fungdes. N¥#o se.deve perder de vista que 6, (u) sfo fun-

¢Bes de uma varidvel u,que percorre E; os valores “dessas fun-
¢Bes sfo por sua vez também vectores de E).

P8sto isto,pocemos enunciar o problema do Célculo Ope-
racional da seguinte maneira precisa:

Dado um operador 6 & /) o(E),pretendemos associar a cada,fungHo

£ e;A [CJ , un det,erminado operador pertencente a 4 o(E),que re-
presentaremos pela notaglio £(6),de modo que se verifiquem as
seguintes condigdes:

I) Se f= £l+f2 ,entfo £(Q) = f (e).g.f (9)
II) Se.f= fl.£2 ,entdio £(Q) = ¢ (g) f (8)
IIT) Se £= limf yente £(Q) = 115; f (@)

n

IV) Se £(2) = z ,ent¥o £(Q) = @

V) Se f£(z) 2 k€C,ent80 £(8) = k ,(constante identificae
da ao operador k,I).

J§ anteriormente nos tinha aparecido um esquema em que

eram védlidas todas estas condiqﬁes,excepto a III): tratava-se

de um homomorfismo. tzora,visivelmente,trata-se de mais al-
guma coisa do que um homomorfismo do anel /Qé [c] 58«
bre uma parte do anel A(E): ¢ unm contfnuo

Al] w A,

De resto,para-tornar mais evidente este facto,podemos
representar a aplicagéo

£ —£(0)
por &,e escrever
B(£) = £(0),
.@ designard entfio uma aplicagtio do anel ﬂ {01 ro anel

A,(E),que verifica as condigles seguintes:
It} Blfy+f,y) = £3068) + £,(0) = B(£;)+B(L,)

III')  lim 8(£) = B(lim 1)
(condiglo de continuidade)
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IVt) o{z) =6 (z € a funglo f reduzida a z)

vt)  ®(k) =k

As duas primeiras propriedades dizem simplesmente
que & € um homomorfismo do anelf,q [C] no anel /\C(E)'.

A 3% condicgdio traduz que. esse homomorfismo € conti-
nuo, A 58 condigHo,asscciada b 2&,permite concluir que & €
uma aplicag¢éo linear: temos na verdade

Z{kf) = kB(f),
designando k um.escalar,uma vez que 3(k) = k. O operador & €&
pois uma aplicagfo linear contfnua d% [C] em /\c(E),que res-
peita o produto,.
' Ent%o,segundo um resultado anteriormente assinalado,
desde que E seja um espago nas condigBes referidas,a aplicag¥o
® & dada pela expressfo

&(£) = b /‘{J‘u\) £(A) aA
.“\

designando " a fronteira,gonvenientemente escolhida e orientada,
de um dominio da fung¥o £, (a qual dependerd de f,evidentemen-
te).

Vejamos o significado de (P (A).

Temos .
@A) =2 [(2-A)7]

Mas sabemos que neste caso especial &

(2= N)"Hz=A) = (2=A)(z=A )7t =2

Como o operador & respeita o produto,e também a so-

ma,temos sucesslvamente:
r

H —l-‘ -
ol [22)- 3] -

= & | {2-A )"l}. LG-A]- 1,0u ainda

@QIA)Y (6-A) = (-A) @A) =1.

(N&0 escquecer que os valores deé (D(A ) s&o operadores).
Mas,estas Ultimas igualdades sigpificam,que,para ca-
da valor de A s (F’ ()*.,) é o inverso de '9-"/\ ;isto &,
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QIN) = =z = (-7

Em conclusfio: g funclo indicatriz € necessdriamente
(9-)\)'1. Esta fungfio hh-de ser definida e analftica no com-
plementar de C: isto jd obriga a que o espectro de O deve estar
contido em C, (Porque,sa houvesse um poant d&sse espectro
féra de C,ent8o a funcgo (Gn}\)“l nfo era definida para algum
valor de A féra de C. Ora ela € definida,isto 4,existe o ope-
rador (©- )\)_"l;para todo o valor do A pertencente ao comple-

mentar de C ). Portanto,o espactro da © tem de ser um sub-
conjunto de C, E uma primeira condicfio necessdria a que
chegéhos.(l)

Por outrd lado,a férmula anterior pode revestir o se-
guinte asgecto: B(f).€ o que se ropresenteu por £(0); (p (/\5
€ (6~ A)™"; portanto,

N

(&)

Quer dizer: se existir £(2) de modo que se verifiquem
tais condig¢Bes,é-nos necessdrienmcnte dado por uma férmula, (L),
que & muito semelhants & formula integral de Cauchy. A dife-
renga é,na verdade,apenas de notagles.

E dever referir que este possibilidade de representar
as fun¢Bes analfticas de operadores foi encarada,talvez pela
primeira vez,por Henri Foincaré,nuna mendria s8bre grupos con-
tf{nuos,no fim do século XIX, Mais tarde,na 32 década deste
sdculo,Elie Cartan,en carta & Glorgi,sugeriu de novo a possibi-
lidade de fundar ¢ Cdlvulo Operdecional s8bre aquela férmula.
Ora,o C4lculo Operacional de L. Fantappi¥ € baseado numa fdérmu-

-la que no fundo € aquela: mas Fanteppié nfio chegou a apresentd-
Ya com o mesmo aspecto talvez porque nfo. dispunba de todos os
elementos da Andlise funcional moderna,- o que n¥o ¢ muito de
surpreender,uma vez que por &ssa altura estava 8sse ramo da Ma-
temdtica em periodo de formagfo.

IR XN YN

(1) Prova-se mesmo que,se E ¢ normado bas§§ que o espectro e
© esteja contido em C,para que (6-A) + seja uma funglv
analftica de A no complementar de C e nula,bem como deri-
vdvel,no ponto imprdprio. Quando se trata de um espago
localmente convexo,completo a respeito das sucessfes,o pro-
blema 3fté ainda pendente: nfo se sabe se a analiticidade
de (6=A )Ll no complementar de C,é ou n¥o implicade pelo
facto de o espectro de @ estar contido em C.E esta uma ques-
t%0 em'aberto,que poderd vir a ser resolvida ou pela afir-
mativa,ou pela negativa,com um contra-exemplo.
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De resto,tal férmula nflo & destituida de certz mnalo-
gia com & que usamos parae aa‘funqsés racionajs 4o um eperader
(pdg.93): esta ditima utilisava us somatdric,en que aparecia
a.funglio —xf-= mag apeneg para oz valores do escalar A Gguo
eram zerog do denominador. Agora,em ves de sematdric,temos
um integral,no qual s8¢ dnteressados infinitos valores de A

E conveniente ver como se uvilisard eofectivomenss a
férmula que A4 £(@).  Para isso,vamos aplicar £(8)} a um ele=
mento qualquer de B; vem

£(0)u=m -%i-/ £(A) [(e‘»}\ )"%u] dA
P

Representeimos (9’-)‘)"3‘;1; por v; é o mesmo que escrever

v« Av =

Quer ‘dizer,somos conduzidos primeiro que tudo,a resole
ver eata dltima equaglio,onde u & um elemento conhecido de E,e
v um elemento incdgnito do mesmo espago.

J4 vimos o que sucede no caso em que ¢ operader & £ o
operador de derivactio D: trata-se ent¥o de ume equaclio ciferens
cial linear de 1& ordem; o espectro (segundo vimos) reduz-sge
‘a0 conjunto vazio,no caso em que nos restringimos (por exemplo}
hs restricgBes nulas 3 esquerda da origem,

Deve observar-se que se¢ trata agora de um Cdlculo Ope-
racional de muito maior amplitude,do que o simples cdicilo opee
racional com o operader D. ‘Bste cdlculo & aplicdvel a ope-
radores variadfssimos,- comegando jé pelas matrizes guadradasg
de ordem finita: com efeito a férmula a que chegémbs pérmite
atribuir um sentido & expressfo "funcfo analftica de uma matris
quadrada de .ordem finita',desde que os valoree prdprios da mae
triz estejam no conjunto C.

Hi,de resto,um aspecto da questBo que € indispensdvel
considerar e a que sé agora vamos aludir.

Vimos que,se ¢ possivel estabelecer uma corraespondéncia

f—e £(Q)
que verifique as condigSes enuncisdas,entlio £{0) & dade pela
férmula
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que £(0) & dada por aquela férmyla,e que as condigdes cportu-
namente apontadas sfo vdlidas; é.tratarnse-é de um homcmorfis-
mo continuo que transforme z em ©,e uma constante em si mesma?
Demonstra-se que sim,desde que (eaA) seja uma fungHo analf-
tica @e A no complementar de C e seja nula,bem como derivdvel
no ponto imprdprio (sendo E um espago localmente convexo,com-
pleto a respeito das sucess8es),

¢6 06 &GFODFH D

Ora,com a fdrmula precedente,e outra,que ¢ a respecti-
va generalizagfo & n varidveis,Fantappid conseguiu resclver ti-
pos variados de equacBes de derivadas parciais,que de facto nfc
tinham sido ainda integrados. Mas acontecia tamben que certos
tipos de equagBies de derivadas parciais que se resolvism muito
simplesmente com o método de Heaviside,ou com o método,mais rie
gorsdso,da transformagio de Laplace,eram excluidas com o métodn
de Fantappid Muito mais geral por um lado,- falhava;,
por outro,em numerosas questlies concretas ds grande interessej
porque - exigindo condigSes nfic verificadas,- era inaplicdvel
em tais casos, Esge insucesso resulteva afinal da irexistén-
cia da teoria das distribuicBas. Uma vez coastruida essa
teoria,foi possfvel ' 4 alargar o mefodo de Pantappid,de manci-
ra a conter,como caso particularf-sime,o método baseadc na trang
formaglio de Laplacs.

A primeirs deficibneia gue foi preciso superar consis-
tia na exclus¥o de muitss fung®es analiticas que era inevitdvel
considerar,

As fungCes analiticas que intervém no edlculo do ope=
rador D ¢ de ocutros operadores andlogos sfo de um tipo que proe-
curaremos caracterizar a seguir,

Comggaremos por algumas conveng¥es: sendo z um nd-
mero complexo,costuma representar-se pelo sfmbolo 6{2 a parte
real de z:

R 1y»qm-w*%réglz = 3%

Assim,o lugar geométrico dos afixos dos complexos
tais que b?_z = k(sendo k um n¥mero real dado),é uma recta pa-
ralela ao eixo imagindrio; o lugar dos afixos dos complexos z
tais que IRz 2 k

oopsoooca

(1) J. Sebastifio e Silva, "Le Calcul Operationel au -point de
vue des distribusiong®™
Port. Math, vol. 14 (1955)
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é um semi-plano,situado b direita daquela recta,

NN

\\\é

Chamaremos gemi-planos direitos aos semi-planos dague-
le tipo; tambem lhes poderemos chamar vizinhancas do vponto *+<o

Pois bem: as fung¢¥es que intery&m no C4{lculo Operacio-
nal do operador D sio,primeiro que tudo,func®es analfticas nu-
ma_vizinhanca do ponto + <o

| Mas nem todas essas fung¢8es podem ser consideradas:

temos de impor+lhes ainda uma condi¢8o simples,relativa ao com-
portamento no_infinito.

Chemaremos funcBes analfticss de crescimento lento 2
direita todas as fungBes £{z) para as quals existe um nudmero
k tal que

£lz)
zk
seja uma fungfo holomorfe e limitada sébre todo o semi-plano
direito J)‘ 72 Kk,

Isto alarga jé considerivelmente o campo dag funcBes
que se, costumava usar com & transformag¢¥o de Laplace,a qual
exigia,pelo menos,que a funcHo em jogo f8sse limitada.
Agora,nada disso ¢ necessdrio: basta que o quociente de £(z)
por uma convenicnte pot8ncia de 2z seja uma funcgHo limitada num
semi-plano dircito. Por outras palavras,- exige-se apenas que
a funglo £(z) seja de grescimento lento b direita.

Represéntaremos por}(] o conjunto de todas essas fun-
¢Ses. (E 8ste conjunto gque vai substituilr qﬂﬁ [C] ,h& pouco
considerado}.

Temos agora que definir mn}ﬁ no¢Bes de adigso e de
multiplicagsio por um escalar: €& possiﬁel faz&-lo de modo per-
feitamente andlogo ao que se tinha feito parq;ﬂ {C} E ¢
também preciso introduzir em ,, uma nogfio de limite,-o que
se pode fazer nos seguintes ternos:
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Diz-se que uma sugessHo de func¢Bes ’

fl,fz’ulo,fn,ctt

do coniunto HAw tende peva uma functo gesd,, »quando existe

pelo menos um ndmero natural k,tal gue todas estas funcBes se-
jam definidas e analfticas no semi-plano

Rz 2 k

e a sucessfio de funcBes £ (z)
‘ - n
=)
conviria uniformemente para
ﬂsiﬁlm
g

s&bre aguele mesmo semi-plano.

(N&o 4 preciso que f£,(z) convirja uniformemente para
g(z): basta que o quociente de f (z) por gX convirja pas.

géz]
7K.
uniformemente,0 que € bastante mais geral).

Com estas nogBes, S, fica a ser um espago (L) vecto-
rial,e podemos estabelecer uma teoria andloga &4 anterior,elabo-
rada para os espagos }4 ( C] ’

Primeiro que tudo,hd que ter em vista a fdrmula in-
tegral de Cauchy. Somo3 tentados a estabelscer uma fdérmula
que generalize a fdrmula integral de Cauchy para as fungdes do
tipo agora considerado. Representemos . por r‘ & recta

622 = k, _Seremos levados a escrever

et [ e
A f
EEEEEL sendo a recta: F‘ percorrida de modo

~)///” a deixar ¥ direita o ponto + QO
j;;;jg; isto &,de baixo para cima,
k i;;ﬁ?f;- Mas esta fdérmula,segundo a de=-

- : finiq¥o usual do . integral,sd ¢ vdlida
para fungBes muito particulares daque-
lo espago,por exemplo para as fungles que verifiquem esta cone
dig¥o; 2f(z) ser limitada nalguma vizinhanga de + oo . Quer
dizer,~ para que tal fdrmula seja vdlida segundo a definigHo
usual de integral,d suficiente que o produto zf(z) seja uma
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fungfio limitada numa vizinhanca d¢ + ¢ .(Note-se que a fungHo
£ & neste caso mesmo_infinitdsina, quando Kz —s+co ).

Representaremos por 5ﬂ:f o sub—conjuntO'de,Qﬁ\v cong=
tituido pelas func¢les d8ste tipo que verificam aquela condigHo.

Demonstra-se entéo o seguinte facto importante: téda
a2 funglo fg}Qquode ser dada como limite de uma sucess¥o de
fung¢es pertencentes a S
£ = lim £ (5)

n
Exprime-ge 8ste facto dizendo que o comjunto OQ
denso em ;zq E essa circunstancia permite-nos estender

a nog¢lo de integral por um processo hoje muito frequente,- o
de prolongamento por continuidade.

A férmula anteriormente obtida & v4lida pare cada fun-
cfo de ;Aw ; portanto,para fungSes f, (das que intervém em (5)}),
podemos escrever

4 £,(N)
(6) £4(2) “‘?{?‘f‘// —5o @
F

Pois bem, continuaremos a escrever a férmula para
qualquer outra funglo fé;éuj,neste sentido:

a férmula
) = e | HA- o
k

nada mais quer dizer que

. £_(N)
£(z) = f“é‘%{{" n{imw/ :-X aA

E agora,tudo o mais segue de modo quédsi andlogo ao
que vimos para os espaqogﬁgy[cﬁ s~ havendo no entanto algumas
diferengas.

Assim,o0 que nos interessa € estabelecer um homomor-
fismo contfnuo de %w s8bre uma parte de /\C(E),- que per-
mita,dado um operador © ¢ f\c(E),definir'f(e).

Scremos. conduzidos ainda ¥ formula

- L) g
291 Q=
"k

f(e) =
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Mas em que condig8es & v4lida esta férmula? Primei-

ro que tudo,deve acontecer que g}'- seja,uma fung¥o de A ,
definida e analftica em todo o plano,isto.é,uma fung8o inteira
de A Mas devem verificar-se ainda mais duas condig8es,

que n¥o interessa agora especificar,

Desde que o operador © satisfaga tais condigBes,a fér-
mula 4

f‘e)“z'.-%r/-g%l“

k

¢ aplicdvel,e garante um homomorfismo nas condig¢8es referidas,
que permite estabelecer um C4lculo Simbdlico do operader €,pa-
ra fung8es do espago vectorial }ﬂuu . Em particular permite
fundamentar o C4lculo Simbdlico do operador D. Vamos ver

que neste Yltimo caso recaimos numa férmula muito conhecida,
que ¢ a férmula da inversfio da transformaglio de Laplace,por
meio do integral de Fourier,

Entretanto,convem observar desde jé o seguinte facto:
sendo f; uma recta,o integral presente na dltima fdérmula es-
crita j4 nfc serd um integral de Ricmann,mas sim um integral
impréprio,de - € a + o0

Na verdade,escrevendo A= u + iv,se A percosre a
recta { z = k,serd

A=k + iv,
e a varidvel & simplesmente v. Serd,por sua vez,dA = i.dv;
portanto,poderemos escrever
+ 0o

2le) = = S av
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