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Transformacfo de Laplace das distribuicBes

13& ligfo

No C4lculo Operacional desempenha um papel muito im-
portante a nog8o de conveluclo,ou produto de composicgHo,que
foi generalizada na teoria das distribuigles. Para definir
este conceita,convém primeiramente definir translatade de uma
distribuigfo,e antes disso ainda,translatada de uma funcéo

Dada uma funglo f(x),diz-se translatada (h) de f(x),

e representa-ge pela notagHo };hf,a fungfio £(x-h); tem-se pois,
por definig¥o,

Oy £(x) = £(x~h)

A raz8o da designag8o "translatada" estd em que o gri-
fico de f(x-k) pode obter-se do gréfico de f(x) mediante uma
translag¥o de amplitude h,

£ s
¥y s,

L~ W
AT T

mastannad

Of-—h=l x

b poes we e

Quanto &s distribui¢Bes,define-se translatade: de ume
distribuicfo,de modo a tornar essa operac¢Ho permutdvel. com a
derivag8o e com as operagBes de restricgfo. Se se trata
de uma distribuic¥o T de ordem finita, T = DPf,a translatada
(h) de T serd definida do modo seguinte:

X, = DP L £ = DP £(x-h)

Repare-se em que,se £6r I o dominio de T,o dominio de
%.T serd I = I+h,isto €,0 domfpio reccbe uma translagfo de
igual amplitude. Em particular,se o dominio de T fér toda a
recta evidentemente que o translatado correspondents serd o
mesmo Tratando-se agora de uma distribuigfo de ordem.
infinita,bastard,para definir % T,considerar a restrigfo de
T a cada intervalo compacto J contido no seu domfnis: ent8o
%,T é a distribuicio tal que
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s o~ .
Ry LpT) = Lp Byp T

B fdcil reconhecer que os operadores de translacHo

assim definidos s#oc unfvocos,lineares e permi-tam efectivamen-
te com as operacles de derivacHo e de restricZo,como _se pre
tendia.

Muitas veszes,quando n¥o hia perigo de confusﬁo,é cémo-
do representar atramsiatada T por T(x-h),como fizémos com
as fungdes, De resto,j4 por vdrias vezes fizémos uso desta
conveng¥o,a propdsito da distribuicfio de Dirac; na verdade,re-
presentdmos jd a distribuicHo de Dirac relativa ao ponto h pe-
lo simbolo cf(x~h),sendo fécil ver sgora que.

c‘)‘(x-h) = (‘E’hé‘ - Dxﬂ(x‘h‘)

Por outro lado,tinhamos visto que,~ considerando,por
exemplo, & (x~h) como uma distribuigfio de x que tem por dom¥-
nio toda a recta,- a cxpresstio gg(x~h) representa uma fungo
de h cujos valores pertencem ao espage das distribuigles,«uma
func¥o vectorial da varidvel escalar h. Demonstramos até
que esta fungfo vectorial de h, cf(ﬁeh),é indefinidamente de~
rivdvel,e que se tem precisamente:

4L (g-n) = (<1)P S®) (x-h)
dnP

Pois bem: tal circunsténcia genseraliza-se a qualquer
distribuigl8io T,- quer dizer,se a cada valor de h associarmos g
translatada T(x-h),fica definida uma fun¢8o vectorial de h
(cujos valores sfio distribuig8es). Para maior simplicida-
de,suponhamos que o dominio de T € a recta inteira: a cada va-
lor de h corresponde uma distribuic¢fo s8bre a recta,T(x-h),e
prova-se (por uma técnica perfeitamente andloga) que esta fun-
¢8o vectorial de h, ¢ indefinidemente derivdvel,tendo-se pre=-
cisamente:

—2_ 2 (2-h) = (~1)P(DPT) (x=h) = (-1)PDD T(x-h)
anP x

(Owserve~-se que esta férmula seriz trivialmente
verdadeira se T f8sse j4 por si uma fungfo indefinidarente de
rivdvel. E a nogfo de limite definida no espage das distri-
buig¢8es que permits agora estender a validade desta férmula
a toda a distribuic8o T).
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Podemos agora definir produto de composicHo.
Chama-se produto de composicHo de duas distribuicBes,
S e T,s8bre a recta,e representa~se pela notac¢Ho S %'T;o valor
do integral |

+ ©O + 00
// 8(%-u) T(u)du = ( zLS) T, duv
- 00 -co

quando 8ste integral existir,(no sentido da definig¢¥o que foi
dada na ll& 1i¢ao). Pode acontecer que n¥o exista aquele
integral,e entfo n#lo existiréd o produtc de composigfo S » T,
Vejamos concretamente como s¢ define aquele intagral,
Consideremos o casc particular em Qque T e S s8Ho de
ordem finita:
T = DPg
S = D™ ,com £ ¢ g contfnuas em R.
J¢ sabemos que a fungfo continua g pode ser dada co-
mo limite de uma sucessfo (Ejn) dé func¢Bes indefinidamente de-

rivdveis,- a respeito da nog¢lio de limite introduzida nc espacgo
das distribuic8es:

g = lim 2§n
Portanto,o integral(l)
oD
S (&=u} T(w) du
-0
se_existir,é + €O
=lm [ 8 (2-w) J{PMu) au
nweo |

Mais precisamente: o integral existird,se os inte-
grais do 22 membro existirem,para alguma sucessfo ( 5&) e se
o limite respectivo £8r independente da sucess$o (6}9 ascolhi~
da para representar a funcg#o continua g,

Por outro lado, S = Dmf;e portanto S(&-u) = D xwu),
Como D™ & uma aplicacfio linear contfnua de Cy(R) em si mesmo,

(1) Escreveremos S(R-u),com o acento sébre o x,para salientar
que a varidvel efectiva € apenas u,sendo x varidvel apa-
rente,
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permuta com a integracHo de fungles com os valores em Q“(R) ;
podemos pois escrever

+20 _ /40
S(&-u) élép)(u) du = D® | £(%-u) 6r(lp)(u) du
-0 -0

BEvidentemente,os integrais presentes no 22 membro séo
integrais imprdprios de fung¢8es,- que podem ou n¥o existir,
De resto,f(%-u) &,como dissemos,uma fungfo vectorial de u,com
os valores no espago dasg distribuigBes,- fung8o essa que ¢ in-
definidamente derivdvel,mesmo que f(x) n¥o o seja:. Bem enten-
dido,- trata-se agora da derivag8o no espago das distribuicles,
definida a partir da nogfio de limite 1£ introduzida,tendo-se
precisamente , d

DPf(x-u) = (-1)P DPf(x-u) ,para p = 1,2,...

Portanto,efectuando sucessivas integrac8es por partes,
conclue=se que.

+ S0 ( ) + o0
\ R m , "
S(i.t-u) bnp (u} du = {«~1)P D Dgf(x-u) A’n(u) du
-0 400 - X
= (~1)PYP pt p -
(-1)¥"F D /Dx £{x-u) O’nﬁu) du,
- O3
no espago das distribuigles,em que as derivagBes indicadas tém
lugar, Ora, Dg;é uma aplica¢¥o linear continua de Cy(R)
em si mesmo,- logo,permuta com o simbolo de integral.
Portanto,em dltima andlise,teremos:

o0 + o0
[ s(2=w) J [Phw) au = 0™P [ £(x-u) §olu) qw
- ) ‘ - O

Suponhamos que estes integrais existem; como

g(x) = lixn On(x),se existir

+
lim /S(x-u) Jgp)(u) du

n -0

+0
D"“'p/ f(x-u) glu) du

sd poderd ser

o
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Em conclusﬁc g ndo ex1ste Q groduto -de cgm2031g§o

samente: S = Df . T = D?g_z,temo'

jren + o
S*T= [ S(x-u) T(u) du=DP*® | £(x-u) g(u) du
-0 “co
»e0
H4 casos em que o integral /( S(x=u) T(u) du
-

existe,e outros em que nHo existe, Um caso em que se demons-
tra que gertamente exisge,é o cagso,em que,pelo menos uma das
distribuigBes tem suporte compacto,isto é,se anula féra de um
intervalo compacto.,

Em particular,existird o produto de composic¥o AN* T,
uma vez que a distribuigéo d tem suporte pontual (reduzido %
origem) e,portanto,compacto

Ora,

(e €15,
S T = / {x=u} T{u) du

&y

Mas,pela férmuls de Dirac,o 22 membro € a distribui-

¢qo T; logo:
SMTuT

Mais geralmente,é fdcil reconhecer que

S apty,

uma vez que,da andlise da fdérmula hh pouco deduzida para o pro-
duto de composiglio S + T,decorre imediatamente

D(S % T) = (DS} # T = S # (DT)
Estas igualdades podem traduzir-se no enunciacdo se-
guinte:

"Para derivar um produto de composicHo,basta dorivar

um dos factores,"

bservaclo; Nfio se deve perder de vista que a fdrmu-
la hd pouco deduzida para o produto S # T foi obtida na hipd-
tese de S e T serem ambas distribui¢®es de ordem finita., Sr
pelo menos uma daquelas distribuigdes nfo £6r de ordgm finita,
pode recorrer-se a uma férmula perfeitamente andloga,fazendo as
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restrigBes a convenientes intervalos compactos: j4 sabemos que

as restrig¢Bes a tais intervalos g¥o .distribui¢Bes de ordem fi-
nita.

Para dar agora uma primeira idea do, alcance do con-
ceito de produto de composic¥o,ou convolucHo,(a que os alem¥is

chamam também Faltung),consideremos o exemplo simples da equa~-
c8o diferencial linear de ordem n

n n"‘l |
a,D’s + a;07" g t.oota, 4DS + 2 8 =T

Esta equag8o pode escrever-se (como se viu) sob a for-
ma

aocg(n)%s - alé(n"l)*s teoot an-l d‘*s + &éﬂ’s = T

ou ainda,mais simplesmente,

H®S8s=T,

sendo H a distribuigtio

H=a f(0)  .+a J'-i-a

o n-1 n
Quer dizer: a equagfo diferencial linear de ordem n pode escre-
ver-se sob & forma de eguac8o de composicHo,dando-se este nome
a toda a equaglo do tipo
Ux 8 =T

em que U e T sfo distribulg¢Ses conhecidas e S & distribuig8o
incdgnita,

Prova-se,nals geralmente,que hh muitas equag¥es inte-
grais que se podem representar sob a forma de gguacfes de com-
osic8o; o mesmo acontece com equag¥es de diferencas finitas,

e até com equag¥es de tipo mixto,- equagBes integro-diferen-
ciais,equaglies que s¥o ao mesmo tempo diferenciais e de dife-
rencas finitas etc,etc. Assim ge antevé a possibilidade de
elaborar uma -teoria unificada de todas estas equagBes,per meio
do conceito de produto de composieHo.

8B P00 0000

Posto isto,passemos ac espago das distribuigles sb-
bre a recta,que sfo pulas Y esquerda da origem: trata-se do
espago que designdmos por Oy . B fdcil estabelecer que exis-
te sempre o produto de composic¥o ¢ % T de duas distribuigBes
guaisguer pertencentes a C;
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Se,em particular,S e T s¥o de ordem finita, $ = D"f
e T = DPg,teremos,segundo a férmula hd pouco deduzida,

+ 00
S % T = D=7P // f(x-u) g(u) du

o0

Ora,se T, e S s¥o nulas & esquerda da origem,podemos
sempre escolher as fung®es contfnuas f e g de modo que sejam

ambas nulas b esquerda da origem.

Por,exemplo,se £ n#o f6r nula & esquerda da origem,
visto que no intervaloj -0 ,0] ,a distribuic8io S € nula,nes-
se mesmo intervalo f reduz-se necessiriamente a um polindmio
de grdu inferior a m,porque sé um polindmio de grau inferior
a m pode apresentar derivada (mesmo formal) igual a O.

Seja P 8sse polindmio,e designemos por f a funcfo
continua f = £-P, .

B claro que =0 & esquerda da origem,e tem-se

s =0 =Dfp ) =D" F+ 0P,

donde S =p0f

Procedendo an%logamente com g,concluirfamos que se
pode exprimir S e T como derivadas de func¢¥es contfnuas nulas
3 esquerda da origem. |

Supondo que as fung8es £ e g presentes no integral

+ oo
/f(x—“u) g(u) du

cg

foram j4 escolhidas daquela maneira,serd

g(u) = o0 para wu<o
f(x-u)= 0o para u»x .

Entfo,aquele integral imprdprio existe com certeza,
porque € igual a

X
/f(xwu) g(u) du ,
(o]

em virtude de a fungHo integranda se anular (de acérdsc com o
que vimos) quer no intervalo ]'-GQ N [,quer no intervalo

Jxoren |
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Temos, assim

X
ST = D““‘P/ £(x-u) g(u) du
Q

fsta expressfo de S % T pode ser j€ de certo modo fa-

miliar, Em muitos livros de C4lculo Simbolico,costuma-se

chamar produto de composic#o de duas fungSes,f e g,precisamen-
te ac valor do integral
x

/ f(x=u) g(u) du
)

mzsmo que f e g n¥o-sejam nulas & esquerda da origem, Deve
.porém observar-se que &ste conceito nflo reentra no conceito
snterior, Para evitar confusSes,diremos neste caso gue .
se trata do produto de composicfo de f ¢ g no intervalo [O,+°°L,
Vimos que o produto de composigHo de, duas distribuigBes,

nulas & esquerda da origem e de ordem finita,existe sempre e ¢
dado pela férmula anteriormente deduzida:uma férmula anfloga per-
mite calcular S * T no caso em que as distribuig8es. S e T,nulas

3 esquerda da origem n¥o s#o ambas de ordem finita,- férmula
essa que,no novo caso,se referird naturalmente a restrigBes de

S e T a intervalos compactos.

e e ~000as

N8o seria agora diffcil demonstrar que o produto de com-
posic¥o assim definido em,C% n¥o sé ¢ sempre possivel e uniforme,
como tambpém € associativo,comutativo,e distributivo. Por outras
palavras,o espago Cy & um anel a respeito da adicHo (que j4
tinhamos referido) e do produto de composicHo. Mas podemos
screscentar que, € uma 4lgebra comutativa s8bre o corpo dos nd-
meros complexos,porque Se prova O seguinte: sendo & um esca-
lar qualquer ¢ sempre

(34 T) = (xS) # T =28 » (xT)

“r ¢ pois uma {lgebra,s8bre o corpo complexo,porque,era jé um
espaco vectorial (complexo}, Podemos mesmo dizer.que C é
uma £lgebra com elemento ggidad ,que vem a ser,afinal,a dlstrl—
buic¥o 4 de Dirac; com efeito

et =t
Podemos ainda ir mais longe nesta anélise,
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Consideremos a correspondéneia

T o3 § 3¢ T
Esta correspondé@ncia,que representaremnos por §;é uma
aplicag8o da 4lgebra C% em si mesma. Atendendo 3s proprieda-
des dos -integrais de distribuigBes,é fdcil reconhecer que tal
aplicaglo € contfnua,isto ¢,permuta com a passagem a9 limite,
O mesmo se passa com a aplicaglo T de C; em si mesma,definida
pela igraldade
T (8) =S =T,
visto que o produto de composicHio € comutativo,
Além disso,atendende As propriedades da estrutura, de
4lgebri de C;,é imediato gue as aplicag8es continuas,g‘e 5,350
lineares. Podemos abreviadamente traduzir estas circunstan-
cias dizendo que o produto S # T & uma forma bilinear sevarada.
mente contfnua: bilinear,porque ¢ linear tanto a respeito de S
como a respeito de T; geparadamente co&t;gua,porque é continua
em relacgfio a S e em relacgfio a T, Eatas conclus8es sfio muito
importantes para o C4lculo Simbdlico do operador D,que vamos es«
tudar mais cuidadosamente,

0000 CHGOOELYHYOEECES

Na lig%o precedente,tinhamos estabelacido o Célculo
‘Operacional para as funciies analibicus de creacimento lento X
direita e representdmos o conjunto dessas funqsea por por,/
Sendo E um espago (L) vectorial complexo qualquer,e © uma,apli-
cag8io lipear continua de E em si mesmo,isto é, -1 /\c(E),sendc
£ A, svimos como se define o simbolo (), "valor® da fun-
¢¥o analftica f(z) para z = 0,desde que se verifiquem certas con~
dig8es, Concluframos que £(©) é entfio o operador dado pela

férmula
£(0) = ““ﬁ%‘fi"' [—%é-?f- a)

se (para um conveniente nimero natural k) a fung8o -igml* for
analftica e limitada,no semi-plano 2"

K2

(portanto, fe’gd ) e rendo F a recta imagem dos mimeros com-
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plexos cuja parte real &€ k.

TN

e

Suponhamos agora,em particular,que o espago vectorial
E € precisamente o espago C;(R),das distribuig8es sébre R,nulas
4 esquerda da origem. Suponhemos que o operador © & ¢ opera-
dor de derivago.

A férmula hd pouco recordada permite neste caso definir
uma fungfo analitica £ (per+encente a_gdw) do operador .
Aplicado a uma distribuiclic T nula A esquerda da origem,o opera-
dor £(D) dard pois

£(D) T = ~§%37' //’(~§%;f T) £(}) dA

g

se a funcHo (D-A)~ de ) verificar as devidas condig8es.
Precisamos pois saber o que representa

=x T
supondo T¢ C? . Ora,a incidé&ncia do operador “E'—" s8bre umz
distribuig8o T & 011 jé foi estudsda anteriormente,a propésito
do Célculo Simbdlico, Vimos ent8o que

v
"5%7; T = ék(t'u) T(u) du

o
adoptando t como varidvel independente,em vez de x. E esta
férmula permite efectivamente demonstrar que a fungfo (D-)\) -
de A verifica as condig¢Bes exigidag,

Mas repare-se agora que o integral escrito é um produ~

to de composig8o: o da funqﬁoi

eAtH(t) por T,isto &:
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(H que truncar a funglo e*t multiplicando-a por H(t},
para, obter uma fun¢¥o nula A esquerda da origem; mas,na pré-
tica,pode omitir-se depois o factor H,adoptando o conceito,
atrds referido,de produto de composic8o relativo ao intervalo
{o,+<>o§'_ )

Segundo notagfo anteriormente utilizada,podemos ainda
escrever

-ﬁgf-x- T = T (eM".H)
Serd ent¥o

£(D) T = -5%1- /E(e“t H) £(A\) dA

Tinhamos visto que T ¢ una aplicagfio linear continua
do espago c, em si mesmo,- portanto,T & permutével com a in-

tegrag8o de fungbies de A com os valores em cﬁ 0 que permite
escrever ainda

£(D) T =T {«2—151-— [ 't H.e) d)‘.‘i

k
(Note-se que T € uma aplicagHo que apenas actua s8bre
distribuicBes da varidvel t,enquanto A & ali a varidvel de
integragto),

Como,por outro lado T (8)=8 » T,teremos

31 /// At
£(D).T = H.E(A) dA | % T
(D) {W x (A) ];
Entlo se pusermos

/ &t (L)L) A,

a férmula anterior aaaume finalmente 0 aspecno sugestivo

£(D) T = F 2 T
Em resumo: com esta férmula estamos habilitados a cal-
jualquer funcHo analftica do operador
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fung¥o pertenga o, espago }Z{iw'

Note-se que,em geral,F € uma distribuic#o nula ¥ es-
querda da origem,que se chama anti-transforiwada de lLaplace da
fungéo analftica f,e que representaremos por Kﬁ[f] ,isto é:

¥ o K.{f] 5

onde K designa a gnti-transformacfo de Laplace. Esta trans-
formag¥o K muda pols as fung¢8es enalfticas pertencentes a)ﬁm,
em determinadas distribul¢8es,nulas 3 esquerda da origen.
Uma vez determinada @ anti-transformada,da fung#o analftica f,
a "fungBo analitica",f(D),do operador D,aplicada a uma distri-
buigfio Te C},condua & um resultado que 4 precisamente o produ-
to de composiglo

FulT .,
Surgem agora vdrias propriedades da anti-transformacg8o
X de Laplaceymuito interecsantes & importantes.
Segundo o Cdleulo Opsragional,que tinhamos estabeleci-
‘do para um gualguer cperador @,34 sabemos que,se £6r
£ = £y.8p,com f1e8,, fae
serd
f(ﬂ) ﬂ-flin)afz(n)t
No caso actual vercmes pois
fl(n)etz(n) T = fl(n) L?a(n) TJ

w By % [y u:'f o (Fy % By) # T

onde Fl e F2 representan aa apti-tranaformadas de Laplace das
fungles f; e f,,6 tendo em vista a propriedade assogiativa do

roduto de composicfo, Ccm base neste resultado,podemos
peis escrever-

flof?l : X K fzj ,

isto €&:

§igﬁo"

Outro resultade ainda: tinhamos visto que,sendo T uma
qualquer distribuiq&o,se tem
Bé(n) .*T
Ora,D? ¢ uma funqﬁo analitica muito simples de D
obtem-se substltumndo % por D na funqao 25 ,que pertence mani-
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festamente a A . Como D" T = {M) s T concluimos que o (7!
é a anti-transformida de z". Em sfmbolos:

K‘{?_J =é(n) ,para n = 0,1,2,...

E claro que esta igualdade carecia inteiramente de
sentido antes da teuria das distribuig¢lfes.

Em particular,teremos:

para n = o, K ilj uJ
paran = 1, K /3] = =d

Podemos agora calcular a anti-transformada do produte
z.£(z),de 2 por uma fungfo analftica fe}ﬁ tendo em, vista as
propriedades da anti-transformagfio K jé estabelecidas,teremos

sucessivamente:

X [2.£(zf) = K(z) % K £(a)] =d =¥ [e].

Ora,'d % T = DT; podemos pois escrever:

H: [z.£(2)] -'DK[t‘J .

o dx o asthur

formag¥o de Laplace. Pode traduzir-se o geu significado,
‘dizendo que

multiglicagao'gor“z numa derivagao

Mais geralmente aindsa:

transforma a multiplicacfio por gn na derivac8o

de ordem n. Por aqui se v& imediatamente que
a intervencfio da teoria das distribui¢Bes ¢ inevitédvel,- por-
que pode acontecer (e hh disso exemplos bem ¢onhecidos) que
a anti-transformads de uma fungfo anslftica,f,no sentido clds-
sico seja uma funcfio contfnua sem derivada em ponto algum: a
anti-transformada do produto z.f(z) serd entfo (segundo a fdr-
mula anterior) a deriyada de uma fung¥o contfnua sem derivada
em ponto algum,isto &,uma distribuigfo.
Isto mostra bem que a teoria das distyibuigBes & in-
dispensdvel para uma teoria completa da transformagao de La-

lace,(como o & para uma teoria satisfatdria dg %ransformagﬁo
de Fourier)
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Vamos agora caracterizar as distribuigSes que’sHo anti-

transformadas de Laplace de fungBes analfticas.

Vimos que,sendo f e;Qw,se ‘tem

X [£] ==dr [ &TH20) ak
f
k

A anti-trensformeda de Laplace de uma fungfo analftica
€ assim uma distribuigfio nula & esquerda da origem.

Mas & recifproca n#io 4 verdadeira : nem sempre uma dis-
tribuiglio nula X esquerda da origem ¢ anti-transformada de uma
funglo f, Vejames entlo come caracterizar as distribuigBes-
4s quais chamaremos laplacisdveis- que s¥o anti-transformadas
de fungSes £ e SN . Dizer que'fg A.«- squivale a afirmar a exis-
tenc‘a de um nidmero natural k tal que

¢ uma fungdo (de z) ame
z k.

Representemos por g(z) a funglio -ﬂi&%-

i
gla) o -El2k

2

Por gomodidade de notagfio,representaremos ainda k+r
-por r,isto 4,poremos: r = k+2,

E ent¥o ‘fdecil reconhecer que a fungHo zzg-(z) ¢ uma fun~
c¥o analftica e limitade no semi-plano (K z2k e que

£(z) = 2¥glz).

ada no semi~plano direito

W

Teremos entfo

X. {f} = X {z"'g(.z)] = DK {g] .

J4 sabemos que
X {3] - -%r /e'\'G Hg(h) dA
>

Portanto,

K ~[f] - -2—%-11-13“/ eAt' H g{)) d)
.

r
Ora,fazendo A.= utiv,é certo que sbbre a recta

r
r
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se tem u = r,e,por outro lado, aX = idv. Como é,por sua vez,

Ao olrHiv)t [ ort  ive

e ,podemos escrever:

o -

+
) 4 fst = --%-‘-3?- Dr( et / elvt H.g(r+iv) dv \ ’
L -

visto que n#o sendo t varidvel de integra¢fo,se pode passar
ert "para férat do sfmbolo de integral, Somos assim levados
a considerar o integral imprdprio

L]
/ e*VC H,g(r+iv) v,
- o

integral este que se pode estudar,por exemplo,pelo conhecido
método dos resfduos (da teoria das fungSes analfticas)., ¥ f4-
cil ver,antes''de mais,que para todo o valor real de t 8ste in-
tegral imprdprio,gxiste,porque é,por um lado lelv® =2
v e t forem reais,e que,por outro lado,zzg(z) é uma fung¥o age-
iftica limitada no semi-plano Rzak. As mesmas raz8ies nos
habilitam a afirmar que o referjdo integral impréprio € uma fun-
¢o _contfnua da varidvel real,t,que se anula b esquerda de ori-
gem,e & limitada.

Podemos portanto escrever

X [f] = D¥ [e""’ G(t)‘] ,

sendo G(t) uma fung¥o contfnua ¢ limitada (sébre a rectd),que

s¢ anula b esquerda da origem. (Supomos,é claro,englobado em
G(t) o factor _1 )
W
Somos assim levados a considerar ¢ conjunto de todas
as distribuigles,nulas b esquerda da origem,exprimiveis sob a

forma -
F = Dk lekt‘ G(t)} ’

sendo k um n¥mero natural qualquer e G(t) uma funglo continua
¢ limitada na recta,e nula & esquerda da origem. Tudo isto
se pode deduzir do estudo do integral imprdpriq h¥ pouco es-
crito.

E aquela a expressfio geral das distribuic8es lapla-
cisdveis. Portanto,uma fungfio laplacisdvel: serd da forma
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% G(t)

G(t) & uma fungfio _c_:_.g_z;x_g_f__r‘x_ga e limitada s8bre a recta,e nula ¥
esquerda da origem. Multiplicando-a por ekt,ob‘oemos uma fune-
¢8o que em geral cresce muito ripidamente em mddulo supondo
t —+ 9 ; trata-se de fungles que se dizem de tipo exponenci-
al & direita. ‘

0 mesmo se poderd dizer,mais gera;imente quanto 4s fun-
¢Bes laplacisdveis: s¥o distribui¢Bes de tipo exponencial & di-
reita,ou- como também se dig distribuicBes gue crescem mais len-
tamente que as ex ciais,quando t ~—~+ o

Representemos por 3;‘ o espago de todas as distribui-
¢8es laplacisdveis,isto é,daquela furma. Fhcilmente se re-
conhece que se trata de um sub<espago vectoriel do espago Cy:

F Cc,

sub-espago 8ste onde convém introduzir uma nogfo adequada-de

iimite: a 3; atribui-se a maisg forte nocHo de limite que
torna gontfpua a anti-transformagfo de Laplace. Essa nogfo

pode explicitar-se do modo seguinte:

Diz-se que uma sucessfo de distribuigles FysFaseesFpe.
laplacisédveis (¢ 3;) tende para uma determinada distribuigo
laplacisdvel F ( 3;),3 cgereve~se

lim F, = F,
quando existe uma sucessfo

Gl)GZ,OOQQ’Gngooooo

constitufda por fung8es contfnuas e limitades sobre a recta,nu=
las & esquerda da origem,sendo essa sucessfo uniformemente con-
vergente na recta para uma fungfio G nas mesmas condig8es e sen-~

do além disso -
SRS o B -
7= D" | ] ,

F -D”[e“"'c 1

Apresenta-se-nos por dltimo a seguinte questfo: esta-
belecemos,por meio da fdérmula

FsK{£]

uma aplicag¢&o do espago «, DO espago 3;, de todas as dis-
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tribui¢¥es laplacisdveis,o qual ¢ um sub-espago de C;..

L&)

‘0 espago éﬁ; das distribuig&es laplacisdveis € pois
a imagem do espago g4 mediante K:

3:; :K [ﬂqwj .

E natural agora preguntar: serd reversivel a transfo
mag¥o X ? A resposta € afirmativa: a anti-transformacfo de ILa-
place admits inversa; esta & a transformagfio de Laplace,que
s¢ representa por E;f . Tal facto pode provar-se muito ficil-

mente ¢om as nogles até agora expostas. Tem-se concretamen-
te:
400
G [¥) -/ e"%% F(t) dt
2]

E fdcil reconhecer que esta tranaformaq800<g?satis»
faz efectivamente s condig¥es seguintes:

LK (2] =t
XKL{F] =F Isto 4,

LK = Kif, = I (operador id8ntico); por

outras palavras, > e K s#o aplicagBes inversas uma da outra.
Prova-se ainda que a transformag#o <= (de Laplace)
é,tal como K,uma aplicagfio contfnua. Este facto nflo aconte~
cia,era impossivel mesmo,antes da intervenq#o da teoria das
distribuig¥es na formulag¢de da teoria da transformacfo de La-
place. Na teoria cldssica,a transformagfioc 5 de Laplace n¥o
era_continua,a respeito das nogBes de limite que se usavan,
E daf resultavam sérias dificuldades no dominio das aplicag8es
da transformag¥o de Laplace,- em particular,no estudo de equa-
¢8es em derivadas parciais.
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Pode agora observar~se que,das proprigedades que estu-
ddmos para a anti-transformac8o, x:,de Laplace,resultam proprie-
dades homdlogas para a transformagHo > .
Assim,vimos que )} transforma o produto vulgar de fun-
¢8es analftias no produto de composic¥o das respectivas anti-

transformadas, Engﬁo,ézg transformard o produto de composicgHo
de distribuicles no_groduto usual de func8es:

. > ;
J[s = 1] =sg[s] .F]
supondo,evidentemente,S e T distribuicBes ambas laplacisdveis.

Tendo em vista outra propriedade da anti-transformaco
de Laplace,podemos escrever

£60). s

E,finalmente,de cutra propriedade notdvel da aplicaglo
Yl ;inferimos que

PPy

Esta € uma das mais conhecidas propriedades da trans-
formag8o de Laplace. Se recordarmes,no entanto,a férmula equi-
valente deduzida na teoria clédssjica,apercebemo-nos de gque "falta®
um termo,na igualdade precedente,- o termo. subtractivo que con-
tém o valor da. fun¢fio na crigem. A raz8o de citada diferenca
decorre de que,na teoria cldssica,se aplica a transformagfio de
Laplace a fung¢Bes n¥o condicionadas pela impesiglio de serem nu-
las & esquaerda da origem: ora,no caso,actual,trabalhando com djis-
tribui¢8es nulas & esquerda da origem,a férmula é,simplesmente,

a que acima ficou escrita, E mais uma vantagem .de nos cirguns~
crevermos ao espago G},o que,como vimos em lig8es anteriores,é
possfvel mediante a operagfio da truncatura,

Ten sido vdrias vezes postas em paralelo as proprieda-
des da transformaqaoqigde Laplace e as propridades dos logarit-
mos,~ que transformam (por exemplo);a multiplicagfo em adig¥o,

a radiciag8io em divis#o,etc.

HE tabelas J4 extensas (e que ggt¥o constantemente a
ser ampliadas) de transformadas de Laplace,nas quais figuram,de
um lado,fung8es ou mesmo distribuigles,e do outro,as respectivas
transformadas de Laplace. Nessas tabelas intervém fungles
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transcendentes mais ou menos conhecidas~ como as fun¢8es de
Bessel, fun¢¥es e’ {pticas,fun¢fio 6 dos erros,etc.,

Assim,muitas vezes,para calcular um produto de compo--
si¢%o S % T,se S e T forem laplacisdveis,pode supor-se o pro-
blema resolvido,- peleo nenos tedricamente: comegamos por pro-
curar na tabela as.transformadas de Laplace of (8] e x['l‘] ;
multiplicamos estas fung¥es analiticas i maneira usual,e pro-
curamos depois definir a anti-transformada da fung8o obtida.
Teremos agsim caleulado S x T

Em tode o c¢aso,é £deil reconhecer que o que essencisl-

mente interessa na resolucfo de equacles em derivadas parciais,
nfo € a trensformacfio de Laglace‘ggs sim a anti-transformacio
X de Laplace,gue permite dar sentido a determinadas funcBes
anal{tices do operador D .

Exomplo
Vamos apresentar um sé,e alids muito simples exemplo de

aplicag8o do novo método da transformaiao de Laplace % resolu~
¢8o ds equagles em derividas parciais! )

Censideremos a jd referida equaclio de propagaclio do ca-
lor,no caso siples em que esta é homogdnea,

2 )
(1) _3;%{_ -2 %‘%‘ -0 (k real),

sendo 1mpostas a condig8o inicial
lim & (x,t) = o, com x>0 ,
t -20"
e as condigfes nos limites
lim @ (x,t) = u(t) , lim ©(x,t) = o ,

X -20° X ~a4 00

sendo u(t) uma distribuig#o nula para t< o
Como o 22 membro, da equaglo dada é nulo e o valor inici-

al ¢ nulo tambén [(()(x,o) - oj ,podemos desde jd concluir que
a incdgnita ¢é identicamente nula para t<.o.

(1) S8o jd numerosos os artigos e memérias em que se faz a re-
soluglio de equagﬁes em derivadas parciais mediante a trans-
formag¢do de Laplace de Distribuig8es,
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E este pois um caso,particularmente simples: se a condi-
¢8o inicial n¥o fosse nula,terfamos de recorrer ao processo de
truncatura.

Vamos pois encarar \e(x,t) como uma funclo de x cujos va-
lores sHo distribuicBes de t:

a cada x corresponde uma determinada fungo (ou distri-

buig8o) de t'

Vamos representar por D o operador da derivag8o em ordem
at. Encararemos pois a equag¥o dada como uma equaglfio dife-
rencial ordindria,

(2) ~%§§L - RZb%e =0 ,

onde a incdgnita ¢ agora uma funcHio vectorial de x,cujos valc-
res sfo distribuicgfes de t.

0 cdlculo Operacional estabelecido habilita-nos a tratar
o sfmbolo D como se £8sse um simbolo numérico.

Mais precisamente,suponhamos,que se tratava de integrar
a equagto |

(3) "3%2"“2"9”'

onde z designa um parfmet.o complexo. Trata-ge,evidentemen~
te,de uma equagfio diferencial linear de 2& ordem,cujo integral
geral €&

Q= cy Ve, c, ekaE.,

sendo c; e ¢, constantes arbitrdrias, (Basta lembrar que a
equzgao diferencial proposta tem por equagfio caracteristica
Puifz = o,cujas rafzes sffo x = £ kVz )
Suponhamos que s#o,impostas as seguintes condigfes nos
limises:
lim P (x) = C
x-+o*

lim @(x) = o s
X=p+Cn

Ficilmente se reconhéce que,neste caso,vem necesshriamen-
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Portanto,a solugfio serd

Y= e‘k*’al c

Mais geralmente,podemos supdr que C € uma fung¢¥o (ou
distribuic8o} de ¢t,C = ¥ (t),nula A esquerda da origem; ent¥o (p
passa a ser uma fungfo de x cujos valores s¥o distribuigles de
t,funclio essa que verifica certamente a equagfio diferencial (3},
bem como as condigBes nos limites impostas. Mais ainda: €
f4cil ver que a expressfo

oY% representa uma funchio de x,
cujos valores s#o funcSes de z pertencentes &, ,funclo essa
que ¢ derivdvel a respeito da nocHo de limite de sA.,,ctc.
Ent#o,nesta ordem de ideias,atendendo ao hgggmorfiSmo continuo

f —s £(D),que,pelo Cdlculo Operacional de D,se estabeleceu entre
o anel A, ¢ o anel dos operadores f£(D),chega-se & conclusfio de
que 2 fungfio de x

() - o=YD (e

verifica a equagHic (2) e as respectivas condigBes impostas nos
limites. Pode mesmo reconhecer-se que § essa a Unica solucHo
que satisfaz &s referidas-condic8es.
| Resta ver como se pode Mcalcular" a solugHo indicada

em (4).

(N80 esquegamos que o operador D actua s8bre distribui-
¢8es de t,figurandc agora x come paré@metro),

.Segundoc a fdrmula em que se baseia o Cdlculo Operacio-
nal de D,para ¥realizar®" o operador

e'ka5

hd que,primeiramente calcular a anti-transformada da fungfo
e-kﬁ

¥ [ | - yixe)

essa2 anti-transformada,que dependerd,evidentemente,do parémetro
X (Recordemos que fungSes de z pertencentes a A, sfo trans-
formadas gm distribuicBes de t,pertencentes a F. ).

Ent#o serd,segundo a referida férmula do C4lculo Ope-
racional:

de z. Seja

lf (x,t) = W (x,t) * U(t),
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sendo esta,portanto.a soluctio (dnica) da equac$ic (1) proposta,
que verifica a condigHo inicial e as condic¥es nos limites que

foram indicadas.

| E agui rebsalta usa entre as vdrias vantagens do nove
método directo,s8bre o método cldssico: o método directo nflo
exige que a U(t) seja laplacisdvel: € qualquer distribuig¢io nu-
la & esquerda da origem,

Em particular,se U(t) f£86r laplacisdvel,entfo poderemos,

se tal f6r mais cdémodo,calcular aquele produto de composig¥o,por
meio da transformacglio de Laplace:

Z, [pmn) «uw] - FEL(]

Tendo determinado (eventualmente,por meio das tabelas)
a f\mx;aoz[Ulbastaré achar a anti-transformada da fung#o

g~kx 28{v] de 3z,para ter automitica-

mente a solug¥o P (x,t) da ¢, uaglo da propagag¥o do calor,com
as condig¢fies iniciais e nos limites,que indicamos,

¥ claro,que neste caso,n¥o é necessdrio achar a anti-

-transformada (x,t) de ‘.-
' kia ’ ‘ o-lxVE ymas sim a da fungdo de

acima indicada.
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