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f.rrul�forma9�o d�._ Laplace das distribul.;ç,5es 

1.3& li��o 

No C�lcul0 Operaciona� desempenha um papel muitio im
portante a noç�o de convol�çãQ,ou �rod�to de cO�ROsição,que 
foi gen'eraliz�da na teoria das distribuições to Para definir 
este conceit�,convém primeiramente defj,nir �ranslatada de uma 
distr;i buição , e antes disso aiI,1da, trans.:l:.a.!t�s.� de uma funç!o 

Dada uma função r(x),diz�se !ranslatad! (h) de f(x), 
e r�presenta-�e pela notaç!11o bhf ,a fUnQtto f(x-h); tenl-se pois� 
por definiçtto, 

1;h t(x) u f(x-h) 
A raz!lo da·designaç'1o tttranslatada" eet4Í em que o gri!! .. 

fico de f(x-h')' pode obter-se do gr�f'ico de i'(x) mediante uma 
translaçlo de amplitude h. 

r '\*-r 

y I./�-,-_._�><, /' /f - - - -,;r! "''--_..... -
t : 

.J" -.----,r-' ..... : ---------__ 0f----- h'4 - x 

Qua:tlto á:s distri'buiç3es I define-se translata.ru� de uma 

distribuição,de modo til tornar essa oper�çMo permutlÍvel com a 
derivaçlo e com as operaçtses de restr1,.çlo. Se SH tra.ta 
de uma distribuição T ae ordem fi��t�, T • DPttQ tranulatada 
(h) de T serlÍ definida do modo seguinte: 

Repare-se �m que,�e rar I o dom!n10 de T,o domínio de 
'l;hT ser� tM- = I+h,isto t$,o dom:(1;lio recebe 'Qm,a translaçUo de 

igual amplitud�. Em particulartse o domínio de T t8r toda a 

recta evidentemente. que o translatado correspondent.e �ierc! o 

mesmo Tratando-se agora de.uma distribuiçf!o do ordem 
infinita, bastar', para definir �hT �considerar a restrf.ção de 
T a cada interval� compacto Jcontido no seu dom:!ni:): ent1!o 
�hT � a distribuiçao tal que 



�. fácil reconhecer que os oEeradores de translação 
assim definidos srio univf\cos, linJt{trJt.'3 e 12erm��tam efectivamen
te com as oReraç5e..§, de deri vaçã9-_e de restri.,Ção. como se ..RtL 
tendia. 

Muitas V936S, quando n�o hã. perigo d� confusão, é c órno a. 

do representar atranalatada '�hT por T(x-h) ,como fizémos com 
as funç5e$. De resto, já por váx"ias vezas fizémos uso deste. 
conyenção,a prop&sito da distribuiç�o de Dirac; na verdade ,re
presentámos já a di�tribuição de Dirac relativa ao ponto h pe
lo s:!mbolo J (x-h) t sendo f'�cil ver agora que_ 

d (x-h) � �fhJ == DxH(x ... h) 
Por outro lado,tinhamos visto que,- cons1q.erando,por 

exemplo, J (.x-h) como uma distribuiçlo de x que tem por dqmí"" 
n10 toda a recta,- a cxpress�o CI(X-h) representa uma f�pç�o 
de h cujos valores pertencem ao espaço da.s distribuiçtles,-uma 
função vectori� da var1�vel e�calar h. Demonstramos at& 
que esta funçno vectorial de h, d (i .... h) , � .!!l�ti.n.�g.?I!1ente de
Ii�4vel,e que se t�m precisamente: 

�!:- J (j; .. h) = (-l)P J(p) (x�h) 
dhP 

Pois bem: tal cil"9unstgncia generaliza-se a qualquer 
distribuição T,- quer dizer,se a cada. valor de h associarmos a 

transl�tada T(x-h),fica definida mna funç�o vectorial de h 
(Cl,ljos valores stto distribuigt5es)" Para maior simplicida ... 

de,suponhamos que o domínio de T � a recta inteira:.a cada,va
lor de h corresponde ��a dis�ribuiç�o sôbre a recta,T(x-h),e 
prova-se (por uma t�cnica perfeitamente análoga) que esta fun
ção vectorial .de h, � j..!lE�l'iIJ.j.d8:fa.ê.�,�riváyelt tendo-se pre .. 

cisamente: 

(Observe-se que esta fÓrmula s�ria trivialme:nte 
verdadeira se T fdsse j� por si uma funç�o indef'inida�ente de 
rivdvel. g a noç�o de limite definida no e6p�ço das distri
buiçt5es que permite agora estender a validade desta fÓ'rmula 
a toda a distribuição T). 
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Podemos agora definir Er&duto de composiçlo. 
Chama-se produto de cO!!1Bçsief!o de duas distri�uiç5esJ 

S e T,s8bre a recta,e representa-se pela notaç!o S * T,o valor 
do integral /1+ 00 /+QO S(�-u) T(u)du = ( �uS) Tu du 

-00 -00 

.quando êste integral exi�J(no sentido da deriniç�o que foi 
dada na )..1& lição ) . Pode acontecer que não exista ELquele 
integral,e ent�o nlo ex1stir� o produto de composiç!o S * T$ 

Vejamos concretamente como se det'ine aquele lnt'3gral� 
Oonsideremos o caso particular em que T e S slo de 

ordem finita: 
T .. OPg 
S III Drnt ,com r G i ,S9ntjollU enl a .. 

J4. sabemos que a f'unç${o cc:mt!nua g pode f\eI' dada. co··· 

mo limit� de uma sucess!o ( (j n) dá tunç6es .�ndef'ini ... 4J!Plente d� ... 
x::\.v�veisJ- ti respeito da noç!o de limite introduzida no espaço 
das d1stribu1ç5es: 

Portanto ,0 

Mais precisamente: o integra.l existirêÍ,se os inte
grais do 2A membro existirerl'l,para alguma sucesslo (Õ"n> e se 

o limite respectivo fOr .!ru!.ependel1� da sucess!o ( O n) �scolhi", 
da para representar a funçlo cont!nua g. 

Por' outro lado, S ,. Dmf�e portanto S(i-u) :: nmf{x-v,).
Oomo nm � uma aplicaç�o linear contínua d$ CV{R) em si mesmo, 

(1) Escreveremos S(i-u),com o a.cento s6bre o X,para salientar 
que a variêÍvel efectiva 4 apenas y,sendo x var1dvel apa
rente. 
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permuta com a integração da funções com os valores �m �(R) ; 
podemos p�is escrever 

Evidenter�enteJos integfais presentes no 24 membro são 
integrai� impr6prios de funç5es,. que podem ou nlo existi�. 
De resto,f(.t-u) �,oomo dissemos,uma f�ç!o vectorial de u,com 
os valor�s no espaço da� distribuiç5es,- funç!o essa que , áE� 
definidamente derivêÍve..!,mesmo que f'(x) nUo o seja. Bem enten .. 
dido,- trata-se ,agora da derivaç!o no espaço das distribuições, 
definida a partir da noção de limite l� introduzids,tendo-se 

. precisamente • 

D�r(x-u) • (-l)P D�(x .. u) ,para p =- 1,2, ... 

Portanto,efectuando sucessivas in�,graç8es por partes, 
conclUe-se<l�e.. 

j+Q() s(�-u) 
-Ot.) 

3 �p) (u) du & (-l)P n"'-/�;(X-U) 3' n(U) du = 

= (-l)P+Pn"'- r;� r(x:� � n!U) du, J_� 
no espaço das di$tribuiç,jes ,em que as derivaç5es indicadas t�m 
lugar. Ora, D� � uma aplicaç!o linear contínua de Cn(R) 
em s1 mesmo,· logo,permuta com o s!�bolo de integral. 

Portanto,em �ltima anêÍlise,teremos: 

Suponhamos que estes integrais existem; como 
g(x) = l�m Õ n {x} ,se existir 

1�7�-U) 6�P)(U) du 1im 
n 

s6 poderá ser 1-+00 
nm+p . f(x-u) g(u) du 

-co 
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EJn conclusfio: 9.ltS!.nçlo �x�J!t,e o�oduJ;9 'de c2mRos'i�ttQ 

� *.1 "e as disttibuict$es, SEt�·'- .. ,!9, de)��qafinita, (mai,� preci
samfênte: s:: DMf.a T 11: �h;t(emçjl: 

/+(.� 
S * T :: j S(x-·u) Thl) du ... np+m 

"00 

Hd casos em que o integral 

(+� J_�(X-U) g(u) du 

/.+t:n S(x-u) T(u) du 
... 00 

existe,e outros em que nt[Ç} existe. Um. c�so em que se demons
tra que certamente �J;C.!s\t!�é o C&OO, em que ,pelo rpenos uma das 
distribuiç�es tem sUEP���o�nàct2,isto �,se anula f&ra de um 
intervalo compacto. 

Em particul·ar J existir� o Rro....duto de comBosiç�o J * T, 
uma vez q\le .'-. distribuição J' tem suporte pon1fual (reduzido �, 
origem) e,poftanto,compaeto 

Ora, 

J *' T :r;: J.·+�x"U) T(u) du 
- ('lO 

Mas t pela r6rmula de- Dirac, o 2D. membro , a dj"s.tribui
ção T; logo: 

l\iais geralmente t � ideil reconhecer que 

d (n)* T = Dn T , 
uma vez que,da andlise d� reSrmula. hh pouco deduzida para o pro"· 
duto de composiç!o S « Ttdecorre jmediatamente 

D(S * T) m (DS) � T � S * (DT) 
Estas., igualdades podem traduzir-se no enunciado se� 

guinte: 
"rara deriv.!t'.\UD\ a?\9.gl!�p de cqxn129�i.cr!o. bas.ta dsr.;yar 

ym 'dos.,f'act��!"ri ," .' . 
. ..• 

Qbserv.aç-�;;9;. Nt1o s'e deve perdez: de vista que a r6rmu
la htl pouco dáduzidá.p,'ira o produto S '* T foi obtida na hip&
tese de S e T serem ambas distribuiç'5es de ordem fini��. Sr 
.pelo menos uma daquelas distribuiçtses n!o rer de ord�m finita, 
pode rec·orrer-se suma t6rmula perfeitamente .an�loga,.fazendo as 
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restriç6es a convenientes intervalos compactos: já sabem,?s que 
as restriç3es a tais inter�valos são. distribuiç3es de ordem fi
nita. 

Para dar agora um.a primeira ides. do. alcance do con
ceito dá Rroduto de comRosiç�,ou convolucão,Ca que os alem�is 
chamam tamb�m Faltung),consideremos o exemplo simples da equa
ç�o diferenciál linear de ordem n 

ma 

Sonns + °lDn-1S DS + S T a + • • •  +a 1 a ·  n... n 

Esta equaçUo pode escrever-se (como se viu) sob a for-

ou airida,mais simplesmente, 

sendo H ,a distribuiçlo 
H �. Ia r (n L. + a 1 f' + an o ó . ••• n- � 

Quer dizer: a equaç�o diferencial linear de. ordem n pode escre

ver-se sob a forma de eguação de com�sic!otdando-se este nome 

a tod� a equaçUo do "tipo 
U il<.':. S = T 

. -cm  que U e T s!o distribu1ç50o conhecidas e S � distribuiç!o 
�nc&gnita. 

Prova ... se ,mais get'alruerite, que hh muitas equaç6es �
grais que se podem representar sob a forma de e9uaç�es de. com ... 

Rosiç'o; o mesmo acontece com eq�aç�es de diferenças finita�, 
e at' com equaçfSes de 'tipo mixto, .. equaç5es integro-difercn
ciais,equaçeses que s!o ao mesmo tempo diferenciais é de dife
renças finitas etcjetc. A�sim se antevê a possibili�ade do 
elaborar uma ·teoria uniriq�4a de todas estas equaç5es,por meio 
do conceito de produto d:a com.RQs��!Q • 

.... . . . . . . . 

Posto isto,passemos ao espaço das distribuiç5es s8 ... 

bre a recta,que stto ll,U;+.as _ esgu�r4a_da orjg�w: trata-se do 
+ ..... . 

espaço que designámos por a� o m rdcil estabelecer que �-
te sempre o produto, de�.5am�oSi��o S '* T q.p duas distribuix5�§. 
quaisquer 'Qertencentes,..,! O'ff 
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Se,em particular,S e T s�o de ordem ,finita, $ = Dmf 

e T = nPg', teremos, segundo a r&rmula h� pouco deduzida, 

S * T = nm+p (+ ;;X-u) g(u) du 
)- 00 

Ora,se � e S slo nulas h esquerda da origem, podemos 

sempre escolher as funções contínuas f e g de modo que sejam 
ambas nulas' à esquerda da origem. 

Por,exemplo,se f n�o fer,nula h esquerda da origÇlm, 
visto que, no intervalo J - cc ,0] ,a distribui�lo S � nula,nes
se mesmo ,interv.alo f reduz-se necesshriamente a um polin&mio 
de grêÍu inferior a m,porque s& u.rn polin6mio de grau inferior 
a m pode apresentar derivada (m�smo formal) igual a O. 

Seja Pm êsse polin&mio,e designemos por f a funç�o -contínua f = f-P • 
• t,. m ... � claro que f=O à esquerda da origem,e tem-se 

. 
S = nmf = 'nm( t+p ) == 'Oro 'f + nm p m m' 

donde 

Procedendo an�logamente com g,concluir!amos que se 
.. 

pode exprimir S e ,T como derivadas de ftinç�e8 contínuas nulas 
� esquerda da origem. 

Supondo que as funç�es r e g presentes no integral j+Ex.oU) g(u) du 

foram j� escolhidas daquela maneira,ser� 
g(u) = 'o para \l < o 

f(x-u)= o para u > x • 

Enttto,a9.���� integral impr&prio existe com certeza, 
porque � igual a iXf(»-u1 g(u) du 

em virtude de a funçlQ integranda s� anv.lar (de ac8rdo com o 

que vimos) ql,ler �o intervalo ] - 00 ,0 L , quer no intervalo 
] x,+ 00 [ 
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Temos, assim 

S .... T = D"'+P IoX!(X-U) g(u) du 

�sta expressão de S * T pode ser j� de certo modo fa-
:-::.iliar. Em muitçs livros de CéÍlcu10 S1m9Õ1ico,costuma-se 

chamar produto de composiçr!o de duas fun�t5e.s,f e g,precisamen
te ao valor do integral 

rx 
Jo f{x-u) g(u) du 

m�smo que f e g ntto ·'se.jam nulas h esquerda eia origem. Deve 
por�m observar-se que êste eonceito nJo reentra no conceito 
anterior. Para evitar confust5es,dlremos neste caso q�e 
se trata do produto de composielo de f � g no intervalo [OI+CO[� 

Vimos quê o produto de composiçlo' de,duas distribuiç6es, 

nulas � esquerda da orig�m e de ordem finita,existe sempre '-e , 
.Jado pela r&rm.ula �nteriormente deduzida: uma t&rmula antíloga per
mite calcular S * T no caso em que as distribuiçt5es,S e TI nulas 

à esq�e:rdada origem n!o slo ambas de ord.em finita,- t&rmula 
essa que ,no novo caso,se referirá naturalmente a restr1çt5es de 
S e T a intervalos ·compactos. 

'., 
. . . � . . . . . 

N!o seria agora difícil demonstrar que o produto de c�m
posiç1.to 'assimdefinido em, C� nlo 56 � sempre possível e unif'orm�, 
COlÜO tam9�m � associatiivo.comutativo,e distributi"!S. Por outras 
palavras,o espaço C; 4 um .!n!! a respeito da adielo (.que jlÍ 
tínhamos referido) e do produto de composielo. ��8 podemos 
acrescentar que,� uma ilgebra comutativa sebre o corpo dos nrl
meros complexos,porque se prova o seguinte: sendo oe um esca
lar qualquer � sempre 

01. (8 '* T) ;III (oe S)* T == S * (Qt T) 
c; � pois uma éÍlgebra,s6brf! c;> .. �orpo. complexo,porque.era jd um 

espaço vectorial (comPtexo).� :podemos mesmo çiizer. q\1e C; � 
uma �lgebra com elemento �1dade,que vem a ser,at1nal,a distri
buiçtto t5 de Dirac; com �ieito 

.J"T=T . �': 
Podemos ainda ir mais longe nesta análise� 



Con�ideremos a correspondência 
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Esta correspondência,que representar��os por ã,é uma 
aplicação da �lgebra C; em si mesma. Atendendo ks proprieda-
des dos-integrais de. d�stripuiç5es,é f�cil reconhecer que tal 
aplicaç:o , cont!nua,isto é,permuta com a passagem ao limite • 

..., + o -mesmo se passa com a aplicaç!o T de Cy em s1 mesma,detin1da 
pela igtta1dade 

... T(S) la S � T, 
visto que o -produto de composiçao , comutativo. 

A14m d1sso,atendendo hs propriedades da estrutura,de 
+ - ... ., �l�ebr� de cw,4 imediato que as aplicaç3es cont!nuas,S e T,slo 

lineares. Podemos abreviadamente traduzir estas c1rcunstan� 
cias 4izendo que o produ'Po S * 'T 4 uma torro! b11,.1nfir URlrada"" 
mente cont!nu�: b11inear,porque 4 linear,tanto a respeito de S 
como a respeito de T; leRªr�� __ �Q�t�nuA,porque 4 contínua 
em relaç!o a S e em relaçlo a T. 'Estae conolus��s slo muito 
importantes para o C'lculo Simb&lico do operador D,que vamos ea
tudar mais cuidadosamente • 

. ' . . . . . . . . . . . . . 

Na liç!o precedente,t!nhamos estabel�c1do o C�loulo 
Operacional para as funGli�s anJâlt�çA§ 4e g�im�2 �!nt2 h 
direita e represent�os o con��to dess�s funç6es.por por�� 
Sendo E um espaço (L) vectorial oomple� qualquer,e 9 uma.apli
caçlo li�ear contínua de E em si mesmo, isto � ,: Q E. /\0 CE), sendo 

r c A"" ,vimos como se define. o a:!mbolo reg) t "valor" da tun ... 
çlo analítica fez) para z - G1desde que ae verifiquem certas con-
diç�es. Concluíramos que .t(g) � entlo o operador dado pala 
r&nnula 

reG} :li -a.t.:r l��r dÀ 
, k 

se (para um convenie:p.te nt111l1ero natural k) a funçlo 
analítica e lim1tad�,no semi-plano 

óZ·�� k, 
(portanto ,f€, A 041) e r;endo r k a recta imageJn dos ntÍmeros com-
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Id i�/ 
"�õ{ (zr� k 

I�/ ' � , r� 
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Suponhamo's. agora, em part.icular, que o espaço vectoria.l 
E 'precisamente o espaço C;(R),daa distribuiç5es 'sabre R,pq�� 
h esquerda da ��i&e�. Suponhamos que o operador 9 , c opera
dor de derivaç�o. 

A r6m't'lla hk pouco recordada permite n�ste caso definir 
uma r�Ç�o anal:!ti,ca f (per" ��cente a ;A",) do operat;lor ti, 
Aplicado a uma distribúiçlo T nula 'h esquerda da origem, o opera·, 
dor 1"(D) dar� p'Ois i f(D) T a * t' c.,t.-" T) f(t.) d).. 

k 
se a funçao (D- À T-l de ).. v:erificar as devida,s condiç5es .. 

Precisamos pois saber o que represerlta 

=yr:r. T , 
+ 1 supondo T (Cli .. O,ra, a incidênc1a. do operador I 1) .. j)\ s8bre UJné?, 

distribuiç!o T tS. Ci já" foi estud,da anteriormente ,:a propósito 
do Cálculo Simbólico, Vimos entlQ que 

1.. T l1li lat j(t-u) T(u) du n .. f\ 
o 

adoptando t como var1ivel independente,em vez de x� E esta 
tórmula permite efectivamente demonstrar que a funçi10 (D- À y-l 
deÀ verifica ae condtç�es e�ig�dalf 

:Mas repare-se e�go:ra�ue o i,ntegral escrito � um E,rqqg·· 
to de composiç�o: o da funç!o 

eÀtH(t) T i L por , ato e! 



n: A T... (çft H) .. T 
213 

(H� que trurlcar a funçlo e)tmultiplicando-a por H(t), 
para. obter uma funçlo nula h esquerda. da origem; mas,na pr4-
tica,pode omit1r-�e depois o factor H,adoptando o conceito, 
atr4s referido,de produto de compostçlo relativo ao intervalo 
[o,+oo[ ). 

S�gundonotaçlo anteriormente utilizada,podemos ainda 
escrever 

'D:X T • T (e)·t .H) 
Serd entlo 

f(DI T· 2�! [T(J't RI fI,\) d� 
"k 

r!nhamos visto q�, T 4 uma aplicaç.o linear c9nt!np� 
+ . -do espaço Cv em si mes�o,- portanto,T , permu�'velcom a in-

tegraçUo de runç�es de ) com 08 valores em c;Jo que permite 
escrever ainda 

f(DI T • T f"2ii f ,tt R.f()..) d>..] 
. k 

(Note-se que T , uma aplicaçlo q�e apenas actua sebre 
distr1buiç5es da vari�vel t,enquanto À 4 ali a vari�vel de 
integraçlo), 

...., 
Como,por outro lado,T (S)�S * T,teremos 

t(D).1' 81 [�!:r !,ft R.fIÀ) dÀ 1 to T 
rk j 

Entlo se pusermps 

r � . ' .-� ; t H(t) .flM d� , 

a r&rmula anterior a.�wn� finalmente o aspecto ·sugestivo 

(:f(D) T .. F�: !I 
Em resumo: com esta r&rrnula estamos h,bilitados 8. cal

cular q.ualgu@rfunolo ana1!tica do 9Rerador D,desde que essa 
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Note-se q�ejem geral,' á uma distribuiçlo nula. � es
guerda.da orige�,que se chama !It�! ... tranEt!:p'l:"kAda de J,aplaÇ,! da 
funç!o anal!tica f,e que representaremos por K [r} ,isto ,: 

FlIIlC[r] t 

onde r designa a !pti-�ran;r�rmaslo de ��lac!. Esta trans
formaç!o I{ muda pois as tunçes,s analíticas pertencentes a.A",� 
em detenninadas, distribuiç5es.nulas k esquer.da da. origem. 
Uma vez tletarroinada ,� ant�-transformada.da funç!o analítica f, 
a ufunç!o E.m$.l!tic.Hllt ,f(D) ,do opera.dor D,ap11cada a uma distri .. 

buição T�C;,conduz a m� re�ultado que 4 precisamente o produ
to de compos1ç!o 

Surgem agora v4rie.s propriedades da anti-transformaç!o 
X de Lap1ace,muito intarEHH3Mtes a i1j1portantes. 

Segundo o C'lc'Ulo Operacional,que tínhamos estab�leci�� 
do para um SlualSllJlJ: operador Q � jd ,sabemos que" se tOr 

t JI!II "tl.f2$comfl(}(�! ta E.�� 
f( D) a "1"1 (D) .fa (1.» • 

No caso actu�l teX'Gf&lOS pois , " r ., 
t 1 (D) • f 2 ( D) '" T lia f 1 ( D) l f:c ( D) • T J .. 

r , .  . 
lB !t'l W tí'a* i,i' j I\il Ut1 � F2) '* T 

onde,F 1 e F 2 repre��nt!tm ae'fi!t!.�.=tEilltt1�mdas de Lanlace das 
funções 1'1 e t2,e ten510 em vista a proprieda.de asso"ç'iativa do 
produto de, comE9��. Com base neste resulta.do,podemos 
pois 

isto 
tiA 4\ll�.t.::!r��JlL0.ll1�""c;!o ...à'....kt!plbéiÇ .. � transforma.!2 prodH-
:M.Q .mU!l� df}. fU��1 an.��:t�jc§;sno produt"o de co.ml2Q.-
s .. içUou" . 

Outro ree�ltadQainda: t:!nhamos vis�o que,sendo T uma 
qualquer distr1bu1çU�,se tem 

'nn T • J (n) '* T 
Ora,nn ê uma. tunçUo a�al!tica muito, simples de D 

obtem-se substituindo zpor D"na f'unç!lo 'zl1 ,q'l:le pertence man5�·� 
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restamente a�1.IJ • Como nn ri.' .J{n) *' T,concluimos que Ó (n) 
, a anti-transrQrm�d� de zn. Em símbolos:  

. �."\ r( n)' , l( z· ·0 ! "para n l1li 0,1,2, • •• 

t claro �ue esta igu a e carecia inteiramente de 
sentido antes da teori? das distribuiç5es. 

Em particular, teremos: 
para n . .. 0, J( 'lJ -d,; 
para n m 1 t K L z J !rol Ó 
Podemos' agora calcular a anti-transformada do produto 

z.f<.z) ,da z por uma funçlo anaJ.!tica te.Awi tendo em. vista as 

propriedades da anti-transformaç!o K jd estabelecidas,teremos 

sucessivamente: 
l( [z.t(z)l.- 1((18) *' J( �t'(z)j .. d' • l{ [f] . 

Ora�···& M T ,. DT; podemos pois escrever: 

Lil!·t�il���: � tÚJ· 
que � talvez a mais notável das t,6nn14as rela�1vas k anti-tranAl 

formaç!o de Laplace. Pode 'traduzir-se o seu signif1cado� 
. dizendo que , 

tia ant'l-transfprmaglo de L!l2J..ice :t(ransro'rma a 
. . . . ' ./  9l-"lti.eUcacão '!eor z numa derivaclo". 

Mais geralmeRtc ainda: 
transfo�� .;; . .!ultiRlicaclg por zn na derivaç!Q 
de orde�_n. Por aqui se vê tmediatamen�e que 

a intervenç!o da teoria das distribuiçees , inevitdvel,- por
que pode acontecer (e hh disso exemplos beJil çonhecidos) que 
a anti-transformad'a de uma funç!o anal:ttica,f ,no sentido cléfs
sico seja uma funç!o contínua sem derivl\da em ponto algum: a. 
anti-trnnsformada do produto z.f(z) seri entUo (segundo a r6r
mula anterior) a derivada -de uma funç!o cont:.!nua sernqerivad::t 
er� ponto algum,isto ',uma distribuiçlo. 

Isto mostra bem que a teoria das ditst:r�buiçtses , in
dispe�sável para uma teoria completa da transformação "�e La-

. '0° . . E ... f",· :e1ace,{como o � para uma teoria satisrat&�ia d,��ansforma.çf!o 
de Fourier) . 
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Vamos agora. caracterizar a.s distribuiç8es que"s�o aiit� ... 

transformadas de Laplace de funç�es anal!ticas. 
Vimos que, sendo r E;t4 w , se ,tem 

}C [t] • l!ir i e�t H t().) dÀ. 
r'k 

A anti-transformada de Laplace de uma tunçlo analítica 
, assim uma d1stribuiç!o nula � esquerda da origem. 

:Mas aroç!proga nl9 4 verdade1ra : nem sempre uma dia-. . 
tribuiçtto nula. h esquerda da. origem �'ant1-transtormada de uma 

funçUo t. Vejamos entlo como ·caracterizar as distribuiç5es
�s quais chamaremos laQka�,!�ve!l-que slo anti-transformadas 
de funçtSes t E.;4w. D1mer que r E.Awi equivale a afirmar a axis
tenc4a de umndmero natural k·tal que 

� z 
4 uma. tunqlo (dez) i1la.$l.�, t;lim�:t;§4! no semt-plano di-..rei to 
«z � k. 

Representemos por ,(z) a f\mqlo. 4 
k 

. g ( I) fi ._.fL!1� -;rc+r 
POI",llomod1dade de not4Qlo,representaremos ainda k+r 

··por r ,isto tf ,poremos: r SI 1<+2. 
t entlo·rdc11 recoMecer que a funq!o z2g(z) � uma!1m. .... 

çUo anal:!tis.ae limitada no s-emi-plano tR. z�·k e que 
f(s) • zrg(z). 

Portanto, j>. !!II .. 2�i 'Dr e t H. g(�) d.À 
ç 

Ora,fazendo ;\'.=' u+iv, é certo que s&bre a recta 
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se 'tem u .. r, e, por outro lado, d)� = idv. Como' , por sua vez t 

e}..t .. e(r+iv)t ,;.. ert.eivt,podemos escrever: 

t;;vt H.g(r+1v) dv 1 . 
J- 00 J 

visto que nlo sendo t varidve1 de integraçlo,se pode passar 
ert "para r&ralt--do s!mbolo de integral. Somos assim levados 
a conside'rar ointeg:ral impr&pr10 !-::vt H.g(r+iv') dv , 

integral este que �e pode estudar,por'exemplo,pelo conhecido 
m�toéló.dos ra,s!çluos (çla teoria das íunç5es analíticas). lt f�
ci1 ver,antas"de mais.q\le para todo o valor real de t êst.e in ... 
tegrnl impr&prioexiste,porque d,por WJ11ado- 'eivt,., 1,..s8 
:! e 1 forem reais,e que,por out�o lado,z2g(z) 4 uma funç!o .!!l!"" 
l!ti,ca limi1tada no semi-p1ano õ<. � k. As mesmas rasaes nos 
h�bilitam a afirmar que o reter�do integral impr&prio " uma ��n
c�o,cont!nua da var1�vel real,t,que s� anulak.esguerda da o�1-
gem,a � limitada., 

Pod,emos portanto escrever 

lC [r] • Dr [ert G(t) } " 
sendo G(t) uma tunçUo cont!nua 
se anula h esquerda da-�riie�. 

, 
e limitada (s8br� a rec�a)$que 
(Supomos,' claro,englobado em 

G(-t) o tactor 1 ) 
21r 

Somos Çlssim levados a considerar O conjunto de todas 
as distribuiç�es,nulas h esquerda da origem,exprtmiveis sob a 
forma 

F .. Dk [ekt G ( t) ] , 
sendo k um número natural: qualquer e O( t) uma t�çao contínua 
e limitad� na r�cta,e nula � esquerda da orisem. Tudo isto 
se pode deduzir do estudo do integral impr&p�t� hh pouco es ... 
crito. 

cisç{veis. 
taquela � 8!Qrefs!o geral das di,triàPicees laplaN , . . . . . . . '�;..o:'11-Portanto,uma ,unc!o laplacisdve� ser� da forma 
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ekt G(t) 

G(t) � uma funç!o cont:!n\?:a e limitada sabre a recta,e pula k. 
esquerda da origem. Multiplicando-a por ekt,obtemos uma fun-
ç!o qu� em geral �resce muito rhpidamente em m&dulo supondo 
t .---+ + co ; trata-se de funçeses que se dizem de tipo exponenci ... , 
aI h direita. 

O mesmo se poderd dizer,mais geralmente quanto da fun
ç3es laplacisdveis: slo distribuiçees de tipo exponencial h di
reita,ou- como tambdm se di� gittribuictse, que crescem mais • •  len·" 
tamentegue as exponenciais,quando t ........ + CIo • . 

Represent,�mos por' Sic o espaço de todas as distribui-
ç8es laplacisdveististo 4�daquela teima. Fkc11mente se re

conhece que se trata de � auba'espaço vectorial do espaço C:= 
�C O;, 

8ub-espaço este ond$ conv4m introd.uzir uma noç!o adequada" de, 
limite: a Jic atrib\l1-se a mais forte poelo de limite que 
torna cont!nua a anti-transformaçlo de Laplace. Essa noç�o 
p'ode explicitar-se do modo seguinte: 

Diz-se que uma sucea.slo �,e d1stribuiçees F 1,F 2' .. .  ,F n .. ..  
laplac1s�veis «( -3;) tende !parA uma determinada dietribuiçtto 
l�placisdvel F ( 3ic), e t.'.creve-se 

lim Pn II F, 
quando existe uma sucesslo 

G1'G2'····,Gn•••••• 
constitu!da por f'unçtses çont:Cnuas e limitadas sobre a recta,nu"! 
las h esquerda da origem,sendo essa sucess!o uniformomente con
vergente na recta para uma funç!o G nas mesmas condiçees e sen
do al�m disso 

'n .. Dr (ert Gn] , 

F • Dr [ .rt G ] 
Apresenta-se-nos por dltimo a segu�1fe <l'lt,t!o: esta ... 

belecemos,por meio da f&nuula 
,- IC f r] 

uma aplic'aç!o do espaço ;ri � no espaço jw" de todas' as dis-
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tribuiçtses laplac is�veis , o qual ,� � sub- espaço de c� . 

/7 
----.....,..c:�_ 

K 

'0 espaço � das distribuiç5es laplaeisávais � pois 
a imagem do espaço ..sá mediante 1(: " \oU 

3: &1 lC ��] • 

lt natural agora preguntar : sertÍ reversível a t ransfe)' 
maçtto )( ?  A resposta d afirmat iva. : a anti-transrormaç�,9 de Irtt
plae e admite . i.nva:t:�!H esta & a transformB.ç!o de Lapla(�e , que 
se representa por · ·-;;e . Tal facto pode provar-se muito fhc il··· 
ment e éom as noçtses at4 agora expostas . Tem-se conC I'etamen�' 
t.e : 

,;t; [F] • �+;zt F ( t )  dt 

!! ideil reconhec e';, que esta tranSfo:r;-maç!O� sat is
faz efectivamente ds eond1ç�es seguintes :  

Ll< (r1 .. r 
l( �FJ - F  Isto d ,  

õt K III K �� .. I ( operador idêntico ) ;  por 
outras palavras , .;t; e K. sfio aplicaç5es inversas uma da outra ., 

Prova-s e  ainda que a transformaçtto � ( de Laplace )  
4 , tal como K, uma aplicaç Uo pont!��a. Est e facto não aconte-
cia , era impossível mesmo , antos da intervenç�o da t eoria das 
d:istribuiçeses na formulaçt'1Q do. teo:ria. da �ransf'ormação de La; .. 
plac a .  Na. t�oria clássica � a tre.nsformaç�o � de Laplac e ntio 
era contínua , a  respeito das noções  de l imite que se us avam . 

E daí resultavam s�rias dificuldades no qom!nio das aplicaçõ es  
da transformaç!o de Laplace , - em particular , no estudo de equa
ç3es em derivadas parc iais . 
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Pode agora observar- S6 . que , das propri(;1dades q�e e'stu

d�mos para a anti-transformaç�o , K , de Laplac e , resultam proprie
dades hom&loga$ para a transformaçlo � • 

Assim , vimos que rC transforma o produto vulgar de fun
ç3es anal!t ias no produto de composiç!o das respectivas ant i-
transformada$ . En��o .t � transformard: o produto de composiçã...Q 
de distribuiç�es no produto usual de func5es : 

r .�[ $ "  T] • �[$] ;;g['rJ . : ;-] 
supondo , evidentemente , S  e T distr1buiç5es ambas laplae is�veis . 

Tc;mdo em vista outra propried.ade da anti-trans formaçtto 

de Laplaee , podemos escreve! � [ Ó (n )] • 'ln 

E , tinalmente , de outra propriedade not4vel da aplicaç:ío 
� , infer1mos que 

Esta , uma das mais conhec id�s propried�des da t;rans
fonnaç!o de Láplace . Se ' recordarm.9s , no entanto , a  f&rmula equi
valente 9,eduzida na teoria cl�ss�c a , aperc ebemo-nos de que " falta'! 
um t ermo , na igualdade precedente , - o te�o subtractivo que c on

��l!l o valor da . função na cZ'igem. A razIo da citada diferença 
decorre de  que , na teoria cldssica , se aplic� a transformação de 
Laplace a funç5es n�o c ondic i9nadas pela imP9sição de s erem ,nu

las � esquerda da origem : ora , no caso . actual , trab�lhando c om dis
tribu1ç6es nulas k esquerda da origem , a  fórmula � , s implesmcnte , 
a que ac ima ficou escr�ta. g mais uma vantagem , de n o s  c irçuns
crevermos ao espaço 0;.,0  que , como vimos em l iç�es anteriores , �  
pos s !vel mediante a operação da trunc atura . 

Tem sido vdrias vezes postas em paralelo as proprieda
des da transtormaçlo � de Laplac e  e as propridade s  dos logari t
mo� , - que transformam (por exemplo ) j a lll\\lt iplicaç ão em adição , 
a radic iaç!o em divislo , etc . 

H� tabelas j' extensas ( e  que �,tlo constantement e a 
s er ampliadas ) de transformadas de Lap:).Elp e , nas qu�is figuram , de 
um lado , funçees ou mesmo di��ribuiç5es , e  do outro , as respect ivas 
transformadas de Laplace . Nessas tabelas intervêm funç�es 
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transc �ndentes  mai s  ou m�nos conhe�idas- CO�O ás funç�es de 
Bessel , funç6E;Js e "l ípt i c as , funçtto Q d,os erros , etc . 

As s i� , muitas vez e s , para calcular \1D1 produto de ,compo-· 
siç!.o S '* T ,  se $ e T :'oX'em laplac is�veis , pode supor-se o pro ... 

blema resolvido � ... pelo n�eno s te&ricamente : começamos por pro 
curar na t abela as \t r'élnsfo rmadas da Laplace .;i[S] e �[TJ ; 
mult iplicamo s es t as f\l.nQ � e s  anal!ticas k maneira usual , e pro .... 

curamos depois definir a anti-transformada da funçlo obtida . 
Teremos a� s im  oalcula�o S � T 

Em· todo o o nso , 6 fác il reconhecer que o que es!enc ial-· 
mente inter;Sia M:..usoJ:uctto de çguacaes em derivadas parc.i.ª,i-� , 
nrlo " � a tranWm,àggg di Laplac e·tH' sim a anti-transfQrmaç� 
"K. de Laplaoq., sufo!_l2Qrmite dar s entido a determinadas funç5.e,,� ' .. 
analíticas do 02er�4or D • 

• • • • • • • • • • • • 

Exomplo 
Vamos apresentar um e6 , e  alids muito simples exemplo de 

apl ic aç!o do novo m4todo da transtormaç!o de Laplac e h resolu
ç!o da equ�Qees em " dariv1das parciais � l )  

Cons idGremos a j d  referida eguaolo de propagaolo de c a

!Qt, no c aso s iples Gm qU0 esta 4 homog�nea t 

( l ) d 2 �  ... k2 iJ <p  • o ( k  real ) , d )'. � õ t  

s endo impostas a condiç Uo inic ial 
11m ,,? ( x, t )  • 0 , c om x :;'  o , 

t .... o .. 
e cos condiçOes nos limites 

1im r ( Jr. � t )  io.t u( t )  t 1im q; (x, t )  • o , 
X -""0+ x -+oo 

sendo u ( t } uma distrib1.1.:l.çtto nula para t< o 

C omo · 0  2 0• membI'o . q.a �quaç�o dada d nulo e o valor ini c i-" 
al � nulo também [ <e  ( x, o )  l1li o J , podemos desde jd concluir qu.e 
a inc6gnita ê ident ic·amente nula pa.ra t < .O . 

( 1 )  Stlo já llttllerO S O S  o s  artigos e mem6rias em que se faz a r e 
soluç ão de equaç5es em derivadas parciais mediante a t rans 
formação �e Laplace de Distribuiç�es , 



222 
t este pois um caso . particularmente simples : se a cond1-

çlo inicial nlo tosse nula , ter!amos , de recorrer ao processo de 
truncatura . 

Vamos pois encarar 'f( x, t )  g,omo ��a íunç!o de x ,  cujos ya-
lores s!o distribuiçt.Ses de t :  

'a cada x corresponde uma determinada funç!o ,( ou distri
bu:tçlo ) de 't\. 

Vamos representar por D o operador da derivaçlo em ordem 
a t .  Encararemo s pois a equaçlo dada como uma equaç!o diíe
renc ial ordindria . 

( 2 )  .. o , 

onde !l inc4gnitA � agora uma tgnclo vectorial de x, cujos valo
res slo distr1bu1q5es de t .  

O C'àcUlo Operacional estabelecido habilita-nol a tratar 
o s:!mbolo D como s. ree., \118 ,!mbo1o nu;4rico . 

Mais' precisamente" suponhamos J que se tratava de integrar 
a equaç!o 

( 3) 

on4e :IS designa um parAmet:..·o complexo . 'rata-, e , evidentemen ... 
�e J de � equaç!o diferencial linear de 2& ordem , cujo integ�al 
geral , 

- V';' � .  lO .. c e-kX z + 0  ekx Z , "\, 1. 2 
sendo c1 e 02 constantes arbitr�rias . ( Basta lembrar que a 
equa�ao diferencial proposta tem por equaç�o característica 
�-k Z = o , cujas raízes s�o x . t kV2: )  

Suponhamos que slo , impostas as seguintes cond1çeses nos 
1imi-tes : 

1im � (x) ,. C 
X"""" o"" 

1im <e (x) =- o , 
x..." + 0.  

Fhçilmente se reconhec, que , neste caso , vem neoesshriamen-



Portanto J &  soluçlo 8er� 

'e � e-kxVz• C 
Mais geralmente , poQemos super que C , uma funçlo ( ou 

distribuiçlo )  de t .  C 11& U ( t )  , nula li. esquerda da origem ; então <e 
p�ssa a, ser uma tunçlo de x cujos valores slo distribuiç5es de 
t , funçlo essa que verifica c ertamente a equaçlo diferencial ( J ) �  

bem como as condiçtJes nos limites impostas . Mais ainda : , 
f'�c:tl ver que a ,�presslo 

e -kxtfZ re,p,resenta uma função de x ,  

cu.ias valores slo funçtses de ri: pertencentes a "w , funçlo essa 
9ue tf .• deriy�vel a, respeito da noclo de' limite de " 0JtI '  etc .. 
Entlo ,'nes1;a o:rdem de ideias , atendendo ao homomorfismo coq�!nu? 
f -. t ( D )  , gue , pelo C�culo Operaciona. de D , as estabeleceu el1W� 
o anel . A  .... e o anel dos operadot!s t(D) , checa-se k concluslo de 
que a tunq� �e x 

(4)  • e-kxVJ).U (t )  
verifica a equaçlo ( 2 )  e as respectivas condiç8es impostas nos 
l1J.nites . Pode mesmo reconhecer- se que , essa a dnica �9.1u�tt2 
que satisfaz ks r:�feridas " cond1çf!Ses . 

Resta ver .como se pode "calcular" a soluçlo indicada 
em ( 4 ) . 

UUlo esqueçamos que- o operador D actua s8bre d1stribui
ç5e,s de t . rigurando agora x como parAmetro ) • 

. Segundo a r&rmula em que se baseia o Cdlculo Operacio
nal de D , para nreali�ar" o operador 

-kxVD e . 
b� que , pr�eiramente calcular a anti-transtormada da funçlo 

e -km 
de z .  Seja 

essa anti-transrormada , qu� 4epender' , evidentemente , do parAmetro 
x .  ( Recordemos que f'unç5es d! z pertencentes a j.w slo trens ... 
formadas em distribuiçt5es de t , pertencentes a 1=""", ) .  

EntUo serd, segundo á reterida t&rmula do Cflculo Ope-
racional : 

ce ( x, t )  • 'fi ( x, t )  '* U(t ) , 
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sendo estta . portanto p a  soluçt1o (dnic�) da equação ( 1 )  -proposta , 
sue verifica a condiç!o inic ial e a� condiçe$es no s 11:mj.t�s gu� 
foram indicadas . 

E aqui ressalta uma entr� as v�riàs vantagens do novo 

m'todo �irecto , sebre o m4todo cl�ss1co : O m'todo directo p�q 
exige que a U ( t }  se,ja +aplacisc1Ível : 4 qualquer distribuiçtto nu.,. 

l.a k esquerda da origem. .. 
Em particular , se U ( t )  fOr laplacis�vel , ent�o poder?mos , 

se tal fel' mais. c6modo , calcular aquele produto eie compo sição $ pt)r' - . 
meio da transtormaçlo de Laplace :  

�_ ['t' (X,t ) * U (t )  1 · e-kx\lZ �[u] 
TencJo determinado ( eventualm,ente t por meio das tabelas ) 

a tunçlo � [ulbastará achar a anti-transformada da função 

e-a z � [u] d$ z ,  para ter autom�:� ica ... 
mente a soluç!o tf (x , �) da � � uaç!o- . da propagaç�o do c alm'''' $ com 
as condiçtses inic:).ais e nos limi�es t que indicamos . 

l!! claro , q\le neste ca�o , n!o , necesstÍrio achar a ant i.'''' 
-t�ans.rormada r (x, t )  de ";·kx� e . mas s im  ti da fun,;�o de 
acima indicada. 
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