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3& lição 

lI. - Em geral n!!o faz sentido falar em valor de uma ._(:t!:�tr��, 
puiç110 num"'pontg,e n!o 4 portanto correcta a nêtação T(x) para uma 
distribuiçlo qualquer:na verdade,T{x) indicaria (por semelha�ça 
com o caso das tunçe�s) o valQr da distribuiçlo T no ponto x,-e 
tal valor nIQ .. ��1ste,em geral , para um ponto x arbitrkriamente toma­
do no intervalo I. 

Em todo o cas9,para indicar que S� trata de uma distribui­
ç!o de uma var1�vel x,e quando nUa houver perigo de confus�o,não 
haver� inconveniente em escrever o s!mbolo T(�). Quando se tema 
confuslo,o melhor' adoptar,com L.Schwartz,T�Jpara indicar que se 
trata de uma distaibuiç!o na varidvel x (vari4vel independente de 
funçtSes cont:!nuas a partir das quais se definem as distribuiçl!Ses)" 

Assim,por exemplo,poderfÍ usar-se a notaç!o S(x) para a dia ... 

tribuiçloSde Dirac,desde que isso ,aja c&modo e n!o traga perigo 
de confus!o. Mais geralmente ainda,a distribuiçlo de Dirac rela­
tiva a um ponto! qualquer poder� designar-se pela notaçlo d{x-a); 
por4m,ser� mais correcto designd-la pela notaç!o �a) proposta por 
Scbwartz; e a anhlogamente para as suas derivadas 

. 
to t to-If t " • " • 

d (a) t C (a) ,... • 

Serd pois em geral 
�(n) • nn+l H(x-a) • Dn+2 G{x-a) 1 fa) 

sendo G(x) a tunçlo cont�nua considerada no tinal da dltima liç!o. 
2& - O intervalo I em que as distribuiç�es de ordem finita 

s!o definidas (como elementos do conjunto 0(1)] ,diz-se domínio de 
�xistência ou simplesmente d2m!ni� de tais distribuições. 

. " " . " " . " . " " . " 

Embora nlo po�sa generalizar-se �s distribuiç�es o concei­
to de yalor num ponto,pode no entanto generalizar-se o conceito de ;o 

restrição a um dado intervalo coqti�o no seu dgmínio • 

Recordemos pois o conceito de restrlç!o aplicado a funç5es. 
Dada uma funçlo f(x),definida num conjunto D de pontos da 

recta,e sendo C um sub-conjunto de D,chama-se res�ricl9 da runç�o 
r ao conjunto C e tunçlo que tem por domínio de existência o conjun­
to C,e que em cada ponto de C coincide com t(x). 
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Esta nQY! função representa-se pelo símbolo Reftou,mais simplesmen-
te por f e" 

,segundo o que dissemos ,a função r e tem por domínio o conjun� 
to C,mas em cada ponto x de C,temos t',{x).·r(x);ora.,como se sabe,bas­
ta que duas funç5es nlo tenham o mesmo domínio de existência para 
que nlo sejam a mesm� tunçlo. Nlo � pois sup'rflua a introdução do 
conceito de restric!o de uma funç!o a uma parte do seu domínio. 
Por exemplo,- a funçlo � ,cujo domínio de exist8ncia é o interva­
lo ] -�, + CIO [, reduz-se no intervalo [o, + oo�funçlo fi no entanto 
as tunç3es JfxI �JX slo evidentemente distintas. 

Recordemos algumas propriedades desta operaçlo chamada � 

a) 
( pressup5e-se,que as funç3es r e g tlm o mesmo domínio e 

que C 4 um sub-conjunto deste) 
b} se·ndo t· uma funçlo continuamente derivlÍvel,temos 

RoDf a. DFc r t 

circunstância esta que pOderíamos traduzir diz�ndo que os operado­
res de r.estriçlo e de de�ivaSj�� slo �,omut.'ve1s ,-caso incidam s8bre 
runç�es que admitam derivada contínua. 

Certamente que,se quizermos generalizar a noç!o de �ti­
.Ç!R, k$ distribuiçaes,h� que atender �quelas propriedades. Basta1 
ali&a.,atenderk 21; propI'iedade •• 

Se considerarmos uma di$tribuiçlo T de ordem finita no in­
tervalo I � (eetá pois T f. C",,( I) )>> teremos T-nnf, sendo r uma função 
contínua em 1,e n um nlimero natural. Suponhamos que pretendemos 
definir r.!strig'o de T a um inte�valo � (1) cont tdo no domí!1i�LI..,..9...ê, 
!. Ora,' claro que se o operador de restriç!o,Fa definido para 
funç5es permuta (conforme vimos) com o operador D (de derivaç�o)t 
aquele operador cQmutar4Í tambdm com qualquer potência de D. No nos­
So objectivo, ... definir o operador :r.Sistri;19 para distribuiçESes de or­
�em finita,da forma Dnr necessàriamente,-somos assim naturalmente 
compelidos a adoptar a definição seguinte: 

RJ T - nn ( RJ r) , 
designando J um sub-intervalo do domínio I de distribuição T,e RS o 
operador de t_e§tric!o ao intervalo J • 

• • e • • • • • • • • • • • • • • 

(1) Só interessa,em teoria da.s distribuiç6es,encarar a operação 
"!restrição a um intervalo"e nUo a. um sub-conjunto C qualquer 
de I 
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Mas,para que esta definiç�o seja aceitável,será preciso an· 

tes de tudo que a operação re�triçãq seja �Qívoca A questão da 
unicidade surge inevithvelmente,.se lembrarmos que a mesm� distribui·� 
ção,T,se pode representar de v�rias maneiras; suponhamos,por exem ... 

pIo: que 

Sabe-se por�m que 
T • Onf == Dmg 

neste caso se deverá 
"mr - )ng = Pm+n 

ter 

onde,manitestamente,supomos o polin6mio Pm+n restringido ao inter ... 
valo I,ctomínio de T Ora,!e aplicarmos o operador de restriç�o 
a ambos os membros,-como certamente o operador de restrição comuta 
com o de integraç�o,- obtemos 

.jmRJ f - �naJg :& Pm+n ' 
mantendo o símbolo para o polin6mio presente no 2� me�bro,mas enca­
rando-o agora restringido ao intervalo J ,ao qual t��b�m se sup5em 
feitas as rest·rigeses de r e g,RJ f e RJ g 

Mas a llltir)la igualdade escrita assegura a igualdade das res"" 
trigões RJf e RJi,-que slo distribuiç5es com o mesmo dom!nio,o in� 
terv�lo J está assim demonstrada a Y.n�q�qªçi� do operador "restri." 
çãon ,RJ T" (O crit4rio de igualdade de distribuições definidas num 
intervalo I,nf1o depende evidentemente ·dêste intervalo: assim,no ca ... 
so anterior, utiliz�o·$ para distribuiç5es de domínio J C I o p19sm2 
critério de igualdade,sub-entendendo que o operado!' J de primitiva­
ção se refere agora ao intervalo J ,e que o polindmio Pm+n se sup5e 
restringido a J). Fica assim def'inida,mediante operador de �. 
triçãotuma aplicação do conjunto das distribuiç�es de ordem finita 
definidas em I,Ow(I),no conjunto das distribuiç�es de ordem finita 
definidas em J ,C�(J ) ; � trivial vet'ificar que esta aplicação � um 
bom9morfi��,isto ',que sendo U e V elementos de Cw(I) ,temos 

RJ (U+ V) l1li RJ U + RJ V , 
e que comuta com o operador D de derivação: 

RJ (DU) :: D (RJ U) • 

Por outro lado,isto habilita-nos desde já a fazer certas 
observaçe5es. 

Quando restringimos uma distribuiçtto a um intervalo menor 
que o seu dom!nio,podemos obter uma distribuição de ordem mais bai­
xa�e até obter uma função cont!nua,e ent�o já faz sentido falar em 
�alot q� d�9�.ribuição num ponto. 

Ê o que sucede,por exemplo,com a distribuição 
T = i + senx + 1"(1) 
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� manifesto que�em qualquer intervalo cujos extremos sejam 

Iltimeros negativos,-aquela distribuiçf10 r-eduz .... se � funç!o senx.Isto 
�,a restriç�o de T a qualquer intervalo J de extremos negativos & 

$" ll1 
t) f 

a 51' T 111_ Ir dr' 

6 tf(�)' 
E far� ent�o sentido escrevertpor axemplo, T(- �),que , 

igual a sen(- �).-l. Mas em qualq�er intervalo que contenha a 
origem,ou o ponto l,po:rmenor que seja,ja( nlo ser' uma f'unçlo,a res­
pectiva restriçlo de T,e a locução "valor de T num pontoff dum. tal 
intervalo carece de sentido. 

Isto leva a adoptar a seguinte def'iniçlo:ffdiz-se que duas 
distribuiç5es U e ',de dom�nio I,slo iguale num intervalo JC.I,quan-
do as restriçtSes de U e V a J 510 iguais (1)". lf uma defi.niçlo 
natural, que proporciona uma grande comodidade de linguagem,uma vez 
'lua aproxima a linguagem relativa hs distribuiçeJes da relativa i:Ís 
f'unçees. . . . " . . . . . . . . . 

Outra propriedade dos operadores de restr1çlo,que imediata­
'mente se verifica,' a seguinte: 

Seja T uma distribuiçlo,definida no intervalo I,e seja K um 
intervalo contido num intervalo J,por sua vez contido em I. 

____ R' ---..c:""f--, J; � 
,"---,,," J 

Temos ant!o RK(RJT) 1M RKT • 

11 • 

Antes da mostrar o inter�sse que esta propriedade apresenta 
em teoria das distribuiç5es,racordemos o seguinte: a um intervalo 
�gbado e 1�Wip�d9 4 costume chamar intervalo çomRacto. Condensa­
-se assim o significado de duas palavras numa s6,-e de forma coe­
rente,com o conceito geral de "conjunto compactoU em Topologia. 

A quest!o importante que se levanta agora est� ligada ao 
seguinte conceito: 

Seja I um intervalo qualquer da recta,!R!i.:rtQ ou não glimit!S.,Q 
ou nf!o� 

Suponhamos que a � o intervalo compacto J contido em I 
Se faz corresponder uma distribuiç!o TJ de ordem f'inita,definida. 
em J.(i"e.t TJE.Cw(J) )�de tal maneira que,sendo K um intervalo 

é .••• • • •• • ••••••• 

(1) No sentido dà i�alda4! de 2 diatribuiç�es definidas num dado 
1ntervalo,caracterizado na 2. liç!o. 
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qualquer contido em J {e,portanto,contido em 1),se tenha: 

RKTJ ,. TK 
dizemos ent!o que se definir uma f'am!lia {T J 1 Q.9mpat!vel de di�tri·m 
Bui�5� associada ao intervalo I (1). 

Apresenta-se ent!o naturalmente a q�est�o seguinte: dada 
uma tal fam!lia compat!vel de distribuiç�es,associada ao intervalo 
I l haveréÍ uma distribuição de ordem finitB.,cuja restrição a. cada 
intervalo comeaç.lq, Jcontido em I,coincida precisamente com TJ ? 

Vamos ver que ,.fiJ� o intervalo I nlo fel' compacto t ��f!º- pode 
n!o acontecer. - Seja.-I a recta,isto 4,0 intervalo ]-oo,+OQ[ ; consideremos , 
nos pontos. de abcissa inteira positiva,a distribuiçlo de D1rac,e 
suas derivadas (g�neralizada�) sucessivas: no ponto o,a distribui­
ção; ;no ponto l,a derivada, Ô' (1); no ponto 2,a 2" derivada, tn ( 
etc,-no ponto n,a derivada de ordem n,d(�) 

Vejamos que podemos agora fhcilmente construir uma r���� 
90mpat!vel de distrib�ições associada ao intervalo I = J - CIO, + oJ,[ 
-de modo tal que não exista uma distribuiç�o de .ordem finita nas 
condições do problema precedente. 

Representemos por Tn a d1stribuiç!o 

" + i' + .... + ,(n-1) III z:- cf( i) 
(1) (n-l) i-o (1) 

no intervalo aberto ] ... l.+l[ ,temos Tl- I; 
no intervalo aberto J "'2,2 [ ,temos T2- S+ "i) 
e ass� sucessivamente. 

. , 

Podemos agora definir uma família compat!vel de distribui.­
ções ligada � recta,da maneira seguinte: dado um intervalo qualquer I 

J,(isto 4,dado um intervalo da recta,fechado e limitado),êle estará 
contido num intervalo J-n,n( para um valor suficientemente grande 
de n,por isso mesmo que' limitado. (2) 

Pois bem: para definir a família compatível que temos em 
Vista,basta considerar,como distribuiç!o associada ao intervalo 

• • • e • • • • • • • • • • • 

(1) Que pode,' claro,ser a recta inteira I-]- 00,+00[. 
(2) No que segue,importa considerar o intervalo ]-n,nt�inímQ que 

cont�m J 
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(compacto) J�a restri�!o de Tn a J � muito r'cil ver que f1ca 
assim definida uma família compatível de distribuiçaes,associada � 
rectal) 

Mas tamb�m � r�cil ver que nUa existe distribuiç:lo alguma 
de ordem finita sObre a recta,cujas restriçaes àqueles intervalos 
coincidam com as distribuiçaes que-pelo definiçUo dada-constituem 
aquela família compativel. A razio dessa inexistência d esta: a 
ordom das distribuiçees Tn vai aumentando cJda vez mais,h medida 
que os intervalos J -n,n( se alargam,-isto 4,a restriQ!o de cada 'ln 
a. um intervalo compacto JeJ .. n,n[ nUo f'icarlÍ a ser a derivada de 
2rdem.finiv� de uma fungUo contínua sabre a recta. 

• • • • • • • • • • • • • 

Este mesmo tacto, -aquela carência de soluç!o que o proble .. � 

ma hã pouco pasto assim apresenta, ... 4 que nos vai encaminhar no sen .. 
tido de uma general1zaçlo do conceito de distribu1çlo: para aquele 
problema ser sompre poss!vel,vamol ter �ue ampliar o conjunto Cw(I) 
das distribu1ç6es finitas num. intervalo I,cons1derando entidades 
de novo tipo.que se chamarlo ainda 9"stribu1c5es,mas distr1buiçeee 
de ordem infinitA 

(Note-se quet-como j� o aceutuamos,-as d1str1buiç8es de or­
dem finita 'bastam para a maioria d.as aplicaqtses;mas as de ordem 
infinita interessam para certos finst8 um Curso sebre Teoria das 
D1stribu1ç�el nla poderia deixar de mencionar,pelo menos.t6das as 
distribuiçeee oonsideradas por te Schwartz). 

Como taler esta nova ampliaçlo? 
Conv4m apelar de novo para o s!mlle das sucessivas genera� 

lizaç�ee do conceito de ndmero. 
Recordamos,por exemplo,a passagem do conjunto dos m.mero$ 

racionais para o dos ndmeros reais: uma das maneiras de a efectuar 
consiste em considerar o conjunto das ,�oess�es tundampntais ge_ 
�uchIJ-aquGlas �ue,��po;� via tender para um limite,no campo am� 
pliado. H� sucess5es de Cauohy que nlo têm por limite n�ero ra-
cional algum: pois bem,a partir dessas mesmas sucess5es derinem-�e 

novos entes , que slo chamados ndmeros reais (irracionais). 
Aqui,passamse qualquer coisa de semelhante. Designemos 

por �(!) o conjunto da tadas as tam!li�� eompat!veis de distribui­
çt.Ses,associadas ao intervalo I (1) 

6 • • • • • • • • • • • • • 

(1) Tal como na teoria acima referida dos ndmeros reais,se conside­
ra o conjunto de tôdas as sucess6es tundam�ntais de Cauchy,sem 
atender à sua converglncla ou diverglncla entro do campo racio 
na1. -
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Sejam 1 U J } f TJ J i V J r ,os elementos de C1f(I). 
Podemos naturalmente definir em C1l(I) uma adição,do modo 

seguinte: 1UJJ+iVJ} =}uJ+vJJ. 
Para que tenha sentido uma tal Jefinição,é evidentemente 

necesséÍrio que a família 1UJ + VJ J seja SQI'.dE?tíve!,e mais ainda: 
seja MPivocament� de�erm�� 

Pt. lA verificação é imadiata:dado um intervalo compacto K , 
c'ontido em J 1 temos, 

RK(U J} =- UI{ 
Rl\(VJ) :7 VI{ 

(por serem {U J I e i V J ( iam:! .. 
lias compatíveis) 

Como,por outro lado?a restrição da soma é igual h so�a das 
restriçt5es,vem,adicionando aquela.s igualdades ordenadamente, 

RK(UJ) + RK(VJ) � RK(UJ+VJ) = UK + VK ,0 que mostra bem 
serainda t U J + V J I uma fam11ia compatível de distribuiçl5ea ,as­
sociada ao intervalo I o (O índice J aqui usado designa,como se 
viu,UM intervalo compacto qualquer contido em X). 

t fácil reconhecer que esta adição,al'm de sempre possível 
e uniforme,é associativél,comutat1va e reversível,-quer dizer 
Cf(I) , um gruP2,a. respeito daquela adição. 

� 
Podemos ainda definir em C'fi(I) um operador de derivação,D: 

basta escrever 
, õ{rA o �IrrJl 

isto é,tomar como derivada da família compatível � TJ} a família 
constituida pelas derivadas daquelas distribuições que constituem 

{TJ } é lmp5e-se,clarame�te,a necessidade de reconhecer se 
o conjunto de d1stribuiQ�es i DTJ J é ainda uma família compatível 
de distribuiç5es,associada ao intervalo I tal verificação , ime� 
diata,tendo em conta a comutabilidade dos operadores de derivação 
e de restriqão no conjunto Cw(I) das distribuições de ordem finita 
em I • . .  " . . . . . . . '" 

O operador D de der1vação,agora introduzido em Ct{I),defini 
uma aplioaç!o dêste conjunto em s1 mesmo; esta aplicação � até 
(eomo se reconhece sem dificuldade) um pomomorfismg (l),a respeito 
da atiiç!o, isto �, a .flerJ:J:ª.Q.a. da sçma (de 2 elementos de C11'( I) }'é 
igual k soma das derivadas. 

Vejamos agora que se trata de uma ampliaç�o daquele conjun· 
to das distribuiç5es de ordem finita,Cw(I)sque vinhamos consideran 
do. a. O IO C. C:; . Cf . � G �  

(1) Como se trata de uma aplicação do conjunto em si mesm2,tal 
homomorfismo diz-se um �ndomorfismq 
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Antes de mais,vejamos que Gv{I) cont�m o conjunto C(1) das 

funções contínuas no intervalo I. Tal como já sucedia com a inclu­
s�o C(I)C:Ow(I),o que acontece é na realidade o seguinte: existe 
uma parte de C,,«(I) que é isomorfa a C(1),o que permite operar a sua 
substituiçlo�dando-se assim significado à incluslo C(I)GCK(I) • 

A correspondência b1unívoc8.,base daquele isomorfismo,defi­
na-se naturalmente nos termos seguintes: 

consideremos uma família compatível de distribuiç�es,assoc1ada ao 
intervalo I, 1 tJ} constituída por tunç3es cont!nuas,-o que signifi­
ca manifestamente que,se fizer a restriçlo da tunçlo contínua fJ a 
um intervalo compacto K contido em J_obtenho precisamente a restri­
ç!o da tunçlo tI ao intervalo K • 

I 

� .--.. 
g claro que se f6r considerando sucessivamente intervalos 

compactos,cada vez mais amplos�mas todos contidos em I,obtenho sem­
pre uma restr1ç!o que � S2���qV!,-isto 4,hk uma e uma sd funç!o con­
t!nuatcuja restr1çU,o la cada intervalo compacto J (contido em I) é 
fJ Essa funçlo cont:!nua.,t ,identificámo-la com la família. 1 fJ] 

Melhor: a correspondênoia 

r �1fJl 
4 uma aplioaçlo b1un!voca do conjunto C(I) das tunQ�es oontínuas 
em I s�bre o conjunto das fam:!lial3 compa.tíveis de funçl$es contínuas 
em I,{que 4 uma. parte de Crr(I) ,evidentemente)" Ent!o,iremos subs­
tituir cada família compatível de runç�es cont!nuas,presente em 
Cr(I},pela. funç!o contínua que lhe corresponde,e-nesses termos-pode­
remos dizer que C(I) está contido em Cy(I) • 

Por outro la.do,a adiç!o que definimos em C1(I) coincide COln 
a adição usual,no conjunto das funç5es cont!nuas,como f�cilmente se 
verifica. 

Se tomarmos duas famtlias compatíveis constituidas por fun­
Q�es cont!nuasJteremos�or def1niç!o de adiçlo em Cr(I) -

h 1 + � gJ} • , f J+gJ} 
isto t!,a família-soma, 1fJ+gJ} 
4 na verdade a correspondente à soma f+g das runç�es contínuas]f e 
"correspondentes lia tamUiss 1 fJ} e 1 gJ ) 
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Tamb�m , f�c11 ver que o operador de derivaç!o coincide com 

o de derivaç�o usual,no caso de funç5es continuamente der1v�veis. 
Suponhamos que se trata de derivar uma. funç�o que admita d,! 

rivada contínua, ... mas encarando-se essa funçlo como família com atí-
vel de distribuiç5es.isto ',como elemento de C".(I)jseja i tK =f' 
essa. tunçlo. Como vimos,a sua derivada ',por detiniç!o, 

.. D1tK}-{lItK]-, tiJ- ti 
ou seja, D {tr} "a tlllll!lia �ti 1 elas derivadas ti no sentido 
usual; essa tam:!lia correspondendo evidentemente ao elemento ft de 
C{I} ,podemos identif1cêÍ ... lo com Iste.escrevendo 1 ti< ]l1li i' 

Outro facto a ter em conta 4 o eeguinte: 
COn!ideremos um elemento d8", eg (I), {TJ 1 ,cuja d:rivada se .. 

ja nula, D�1'J 1. o .  V:l.sto que D� l' J 1- Y5TJ 1 ,ser" D1' J- o ,pa-
ra todos os compactos Jc I; ora, como os TJ designam distribuiçeles 
de or�em tini ta, dali inferimos que todos os T J slo constant.Ji., e POt;:, 
tanto, í TJl -,CJ) • Coftst.(l),tazendo a identit1caçlo já várias 
vezes reter da.. 

Verificw.-8e,portantofq�a1 t&dal ai propr1eda4eo que 
enumer�os na dltima liç!o,ao enunciar o problema que toi resolvi­
do pela construçlo do conjunto CK(I): 

a) o conjunto Ct(I) 4 uma amp11açlo do conjunto C(!) das 
funçtses contínuas no intervalo I ; 

b) conselu�o8 definir em C,(I) uma ad1çlo,que coincide 
com a adiçlo usual no conjunto 0(1) das funçtses contínuas em I ; 

c) definimos em 0lt(I) um operador de derivaç!o,homomor ... 
fiemo de C�(I) em si mesmo,que coincide com a derivaç!o usual no 
conjunto eleI) das tunç5es continuamente deriv�ve1s; 

d) ocorre ainda a circunstancia importante que apontamos 
em dltimo lugar: se a derivada de um. elemento dêste conjunto Cif'(I) 
Jlnuta,êsse elemento reduz-se � uma CpD,tante. 

Observe-se no entanto , que talta ainda verifiçar Ym! das 
cinco condiç8es a que nos referimos. g precisamente,a 5& condiç�o 
(PaC.18). 

Ora,cons1deremos em CU(I) todos os elementos que se expri­
lIlem como derivadal,Dnt,de ordem tinita,de funçtses cont:!nuas fl(.C(I) .. 

(1) Isto oS, 1 l' J J reduz.;;';':';' i��;; cons!ian:t;e no intervalo I 
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Este sub-conjunto de C;r(I),constituido pelos elementos que 

sglo 4eri'{;adasJ.! ordem finita de funç5es contínuas em I,verifica tô..., 
das as cinco condiçe5es do problema que foi considerado e resolvido 
na última liç�o.. (pa,g,�18). Que devemos concluir daqui ? 

Tendo em vista. (; t,llSorema q'!le demonstramos (pag. 28) ,conclui ... 

mos que tal conjunto {sub ... conjunto de C,.,(I) ) � necessàriamente 1&2" 
mgrfo ao conjunto C�(Il d�3 distribuiç5es de ordem finita em I. 
Em resumo: o conjunte; c�(:r) contem nfio 56 o conjunto C(I) ,como at� 
um. conjunto 1somo:r-fo a.o conju.nto Cw( I) das distribuiç5es de ordem 
finita em I : pOdei1l0S enttlo substituir esta parte de O,(I) por 0uJ(I� 
o que nos habilita � eacr9ver a dupla inclus!o: 

C( I) G CtJi{ I} C Car( I) 
[Note .. se que n!o hS presença efectiva de C.., (I) em Crr( I) : 

deveriamos talvez adoptar notações d1versas,para assinalar em C.(I) 
os elementos da parte i�omorfa a Cw(I) de modo a nlo os confundir 
eom os do próprio conjunto Cw(I). Mas toi j� explicada sufici­
entemente a identifi2a2!o convencional a que se procede em casos 
como êstetsem que contradiç!o a1ewna da! possa decorrer. O h�bito 
de efectuar "identificações" desta ordem todos o temos ali(Ís,desde 
que se começou a empregar por. exe:nplo o mesmo s!mbolo,-l-para de­
signar o a�erQ,in�qir2 1;0 ndmero racional l,isto 4,a classe [n,l�; 
o ndmero real lf1sto ê,a claase das sucess5es fundamentais de limi­
te 1;0 número complexo l,isto 4,0 par (l,o)J '" 

. . . . . . . '" '" . '" '" 

Fizemos pois uma nova ampliaç�o:aoa elementos do conjunto 
ampliado ,r,. (I) ,dêÍ ... se () nome de !iistribuice5es,ainda;-mas,aos elemen­
tos de Crr(I) que ntto pel't,encem ao Cw(I) ,chama-se distribuiç�es d!l 
qrdem infinit�e E exJ..stem,na verdade,distribuiçtses de ordem in-
finita por exemplo,no caso da recta inteiratisto 4, Ie] -�,+�:� 
é de ordem infinita a distribuiç�o,jtÍ considerada,que se pode repre· 
sentar pela "s41"1e" 

fó(n) o (n) 
Todavia,conv�m observar desde j� o seguinte: se I i SQm�� 

.2!\pjt.Q", n�o chega a. haver etecti va ampliaç!o, porque os con. juntos C"'I.I'O: 
e Ct(I) coincidem, (a. menos dum isomorfismo) .. Basta,para o ver,!'B­
parar em que ,no caso presente.entre os intervalos compactos J cou .. 

tidos em I,figura o pr&prio intervalo I: daqui se ini'ere,de modo 
qUéÍsi evidente, que Cu' { I) 4 i,$omorfr ti Cu,} I) .. 
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Definimos at' aqui ,no conjunto C"(I),uma adiç!o,e um operador 

D de derivaç�o; e poderemos agora tamb�m definir um operador de res­
triç�o. (Tínhamos j� definido um operador de restrição para as dis� 
tribuiç5es de ordem finit�,mas ainda não definimos tal operador no 

conjunto �(I) ). 
A definiçlo do operador "restriçlo" no caso geral � dada n05 

seguintes termos: seja J � intervalo qualquer contido em 1,e T uma 
d1st.r1bu.1ç!to definida em I,de ordem finita ou infinita. Essa dis­
tr1bu1çlo ser' definida, segun�o acabamos de ver, por uma �am!:tia ,J�9i!�'" 
t!!sl de, distriguiç5es < TKl ,associada ao intervalo I. 

Chamaremos restrf�12 de T a J h família d!� restric6is das 
c9IPoD!D&!! TI de T ao intervalo J (1): 

RJT -i RJTK J II 

Para esta detiniç!o ser consistente , deve ser {RJTKl uma Í!­
m!lla co�p!t!vel de �!ptribui�8es em 1-,0 que a1i'8 se reconhece 
thcilmente. O operador "restri�lo" agora introduzido em Cr(I) é 
YD�vo92.e comuta,com o operador D da derivaç!o. 

Por outro lado�ap11cando esta definiç!o do operador de �­
�r'k'2jcOnstatamos o seguinte� 

a restriçlo de uma distribuiçlo de ordem qualquer T,de domí­
nio I (2)>>a um intervalo sgm;2ct2 JClt� evidentemente uma distri­
bulçUo de ordem tinita,por�ue foi assim que n&s definimos T,median­
te a noçlo de tam!lia compattvel;se 

T ·1 TJ 1 ,4 RJT '" TJ ' e TJ 4 certEl.mente 

uma dlstribuiç!o de ordem finita. 
Chelamos assim a 3ste resultado,que 4 muito tmportante: 
"A restriç!o de uma d1stribuiç!o qualquer,-de ordem finita 
ou infinita,def'inida num intervalo I,-a um intervalo sgm;2ct2 
contido em 1,4 sempre uma distribuiç!o de ordem finita" .. 
Podemos agora caracterizar ax10mhticamente o conjunto de to-

da. as distribu1ç�es definidas em todos os intervalos da recta. 
Antes de o tazer,por�m,taçamos a observaç!o seguinte: 

................. 
(1) Por sugesU!o do que se passa com os vectores,&os elementos TK 

da i'am!lia compat!vel T chamaremos, por vezes, çomponen·tes da dis­
tribuiç!o T. 

(2) Se , o intervalo onde est� definida uma distribuiQlo T�de ordem 
finita ou infinita,I diz-se o domíniq de T • 
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at� aqui consideramos apenas distribuiç�es em intervalos I ; nno s erá 
poss ível generalizar ainda mais o conce ito de distribuiçlo de modo 
que possa tomar- se c omo �9m!ni� não j� um intervalo t mas s im  um con -
junto mais complicado ? I sso , n�erdade poss!vel ,mas essa gencrª 
lizaç!o tem 1nterêsse muito reduzido para as aplicaç5es . Por isso 
mesmo , partiremos sem.pre do princ!p10 de que o dom.ínio de existência 
de uma distribuiç!o ser� sempre um intervalo , que pode ser aberto cu 
techado , limitado ou nlo o 

• • • • • • • • • • • • • 

Consideremos ent�o a totalidade das distribuiç�es definidas 
em interva�os da recta . D�tintmos J para tais distribuiç�es . os con­
ceitos de adiQlo , derivaç�o e restrição . 

Vamos caracterizar ax10mhticamente êste conjunto , tomando pa·· 
1"a noç5es primitivas precisamente aquelas . 

Quer dizer : vamos ta�er um resumo de tudo , apontando aquelas 
das propriedades das dis'tr1buiç5es , a  partir das quais s e  demonstra­
rio depois t5da9 as outras . � isso o que se chama axiom�tizar uma 
teoria matenu(t1ca . 

Os �iom!l que 1r��o6 adoptar serlo os seguintes : 

feda a função t contínua , def1nida num intervalo I da 
réct&$ 4  uma distribuiçlo . 
A cada distribuiçlo corresponda um intervalo I da rec ta 
que s e  chama domínio da exiatênc 1a , ou apenas , �om!ni� 
daquela distribuiçlo , -de modo que se tal distribuiç �o 
, uma função contínua , o  dom!nio da distribuiç!o � o 
domínio da função , no sentido usual • •  

A cada distribuiçlo T , de domínio I , corresponde uma dis­
tribuiçio com o mesmo domínio , que s e  representa por DT, 
e se chama "derivada de r" , de tal modo que : 
Se T 4 uma funç!o continuamente der1v�vel ( i . e . , com 
derivada cont!nua ) , DT coinc ide com a derivada dessa 
funçlo no sentido usual ; 

D) - Se DT-o , ent!o T-const . ( 1 .e . , T  4 uma funç!o constant e 
em I ) 

DIa. - A cada par de distribuição U e V com o mesmo dorn!ni.o , 
corresponde uma distribuiçlo com gase dom!nio , que s e  

chama � de U e V , e  se representa por U+V , de modo que : 
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DL - Se U e V sUo funç5es cont !nuas , U+v co inc ide c om a soma 

das funç�es no sentido usual . 
D4 4 D { U+V ) = DU + DV 

DS '" A cada d1�tribuiçao T e a cada intervalo J , cont ido no 
dom!nio I daquela , corresponde uma distribuiç�o , que s e  
chama '�restriçUo" de T a J t e  se representa por RJT , d e 
modo que : 

D5- Se T , uma funçtto cont!nua , entlo RJT , ( rsstriçlo de T 
a J ) � co1ncide com a restriçlo da tunçlo hquele int er­
valo no sentido usual ; 

Dg- RJ ( DT )  • DRJT 
( eomutabilidad� dos operadores de restr1çlo e de deri­
vaçlo ) 

Dg� RJ (U+V ) • RJU + RJV 
D'S!J se K 4 um intervalo contido em J 

RK(RJT ) • RIT .. 
D6- Se a cada intervalo �qmpacto J contido num dado inter­

valo I assoc iarmos uma distribuiç!o TJ , de modo que , sen­
do K um intervalo compacto contido em J , se tenha : 

RJCTJ .. TI{ 
existe uma e s4 uma cU.stribuiç!o T J de domínio I ,  tal que 

Rir III TJ • 

A cada distribuiç!o T de dom!nio I , e  a cada intervalo 
compacto J G I I corresponde um ndmero natural n ,  e uma 
funçlo f cont!nua em J , de tal maneira que 

Rir • DOr , 
( quer dizer : em cada intervalo compacto , contido no s eu 
dom1nio , a  d1stribuiçlo 4 de ordem finita) 

Esta axtom!Ít1ca 4 ,SoD1"Qa3i.,fUl, isto 4,:tt1o 4 contradi�&ria ., 
Isso decorre justamente do tacto de termos construido uma estrutu­
ra que a verifica : trata-se do conjunto 0_( 1 )  com as noç5es de adi­
Ç!o , de derivaçlo e de restriç!o que nele defintmos . 

Por outro lado , atendendo a resultados conhec idos , e  h mar­
cha que segutmos na construçtto de CU ( I ) , '  r�c 11 ver que qualquer 
Outra estrutura E , com as noç6es de sôma, derivaçUo e restrição , que. 
Verifique aquela mesma axiom�tica , ' necesshriamente isomorfa daque­
la que j' construímos : C� ( I )  � E ( + ,D ,RJ )  • 
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Quer di z e r : é  po s s ível e s t abel e c er uma corr@s pondenc ia bi­

unívoc a  entre o s  el ement o s  de C� ( I )  e o s  de E { + , n , RJ ) , de tal modo 
que sejam re spe itadas a adição , a  da rivação e o operador de restrição 
definidos em c ada um daquel�s con,ju.ntos  e 

S imbbl icament e , sendo fi e V os el ement o s  de E , imagens de U 
e V ( elementos de Crt ( I )  ) naquela corre spond ênc ia biun !vo c a , t e r emos . - -

U+V +-+ U+V -
DU � DU -
RJU � RJU 

As e s t rutura s de Cff ( I )  e de E s�o pois  indi s c erníve� do 
ponto de vista das propri edades formais daquelas operaç5es . I s t o  
signifi<:a  que a axiomtÍt ic a está c omR1eté!: : duas e struturas que a v e ­
rifiquem stto nec ess�riament e i somorfas ; não podemos pois juntar 
mais nenhuma propo siQ�o que não seja  ou çp�s egu@nc ia dagu�las ( teo ­
rema ) , ou faJ.sa . 

Tedas as propo s iç 5 e s  que daqui em diant e apresent armo s sa­
bre distribuiçe5es a ertto po is consequ@nc ia l&gica dos axiomas enume­
rados . 

Pode preguntar- s e : n!o haver� , al�m do que apresentamo s , ou­

tras concret iza�fSes daquela axioméÍtica? 
H� , - em la lugar , a  que apre s entou o pr&prio Pro f . L . S chwart 

segundo o qual as distribuiç5es s!o func ionais l ineares cont inua s. 
em c ertos espaços de tunç5 es indefinidamente de rivéÍve is ( como , pos-
8 '1  velmente f precisaremo s ·nout ra lição ) . 

Depo i s , apare c eu a conc ret iz aç1io de Kõnig . S egundo Kõnig , CoO k as distribui ç 5 e s  s lo ����!� formais de potenc ias de z ,  1f fkz J 
em que o s  coefec1ente s  fk s�o-n!o funções cont !nuas , - funç 5 e s  lo c al ­
ment e s omdvei s , o que compl ic a bas t ant e a respectiva teoria ; e  a va­
ri�vel z ac aba por s e r  interpretada como s !mbolo de derivaçao . 

Por exemplo , ( no c a s o  da distribuiçlo de ordem finit a j� 
c onsiderada ) , t er!amo s ) s egundo Kõnig , 

-::::.o c.o 00 � Ó( n) .:2: nn+1H ( x  ... n )  -2 H ( x  ... n )  . zu-l 
n=l ( n ) o n=l 
Vimos outra real izaç�o daquela axiomitic a :  a que fomo s 

construindo gradualment e , em primeiro lugar , as distribuiç�es de 
ordem finita � e  depois t a s de ordem infinita . 

Impunha- se a c aract erizaç�o �xiomlÍt ic a da est rutura das 
distribu 1 ç 5 e s , portanto . � um caso semelhant e ao que o c o rreu 
c om a t eoria do e s paç o de H ilbert . 
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Em lJt lugar , o  espaço de Hilbert aparec eu c omo o conjunto de 

t5das as sucess5es de ndmeros ( reais ou complexos ) , 
( x1 , Xz ' · · · J xn · · ·  ) 

que verificam a condiç�o : a s �rie �x 1 2  � convergente . 
� - n 

Esta maneira de apresentar o espaço de H ilbert c o rrespondia à siste ­
matizaçUo da Mecânica Quântica fe ita por Heis enberg , mediante o em­
prêgo de matriz es . 

Depois surgiu a Mec ânica Ondulat&ria , ut ilizando o espaço 

das funções de quadrado somáv�� .  Verif ic ou- s e  que os dois e spaços 

eram isomorfo s .  Finalment e , von Neumann fez a s íntese : c aract er;'"" 
zou axiom�t icamente a estrutura do espaço de H ilbert , quer diz er -
evidenc iou as propriedades daquel e  eapaço , a  part ir das gua�� t6d�§ 
as restantes s e  deduzem . 

Conv�m aqui sal i entar a diferença entre os conc eitos ant igo 
e moderno de axiom'tic a .  Teda a t eoria dedutiva bem construída , 
deve ter por base uma axiom�tica , i sto ' , um  s istema de propos iç5es 
que n�o s e  demonstram ( postu+�dos ou axiom�� ) , relativo s  a noç5es 
que não se definem ( noQfSes prim1tivas ) � de tal modo que : 

1 )  teda a propos içlo verdade ira da t eoria se ja demonstrtÍvel 
a partir dos postulados ; 

2 )  tSda a noç!o da teoria seja definível a part ir das noç5es 
primitivas . 

Segundo a conc epç�o antiga . os axiomas eram c onsiderado s c o­
mo "verdades de tal modo simples e evidentes que n!1o carec em de de­
monstraçlo" e as noç6es primit ivas como "noç5es de tal modo elemen-
tares e imediatas que nlo precisam de s er definidas" .  A14m dis so , 
a axiomdtica referia- se a entidades dn ie as , det erminadas ( como , no C! 
so da geometria euelideana , os pontos , as rectas e os  plano s ) _ 

Modeanamente , este ponto de vista estlÍ c ompletament e supera-
do & Uma axiom�t ica , c onc ebida � maneira dum sistema de equaç3es , 
em que as ine&gnitas fessem as noç3es primitivas .  Pode haver e s ­
truturas que verifiquem e estruturas que n�o verifiquem a axiom't i ­

c & . Duas estruturas slo c ons ideradas como repr e s ent ando a ID�sma 
!9����2 da axiom4t ica , quando a verificam e sUo isomorfa� 

Ora o que int ere s s a  fundament alment e , que a axiom�t ica seja 
compat !vel , isto � J que tenha pelo meno s urna soluç �o .. s em o que n:1o po­
deria s ervir de bas e a uma teoria rac ional . Pode al�m disso s e r 
1eterminada 2�ivalente ou cat egôric a , i s to � J ter uma doica soluç ão . 
Mas tamb�m há axiom�t ic as  nlo c ategóric as que nem por isso deixam de 
ter grande int erê s s e . Pode me smo afirmar- s e  que uma das c aract erist :l ­
c as da matemática moderna � o estudo de teorias polivalent e s , tais c o­
mo a dos grupos , a  dos corpos , a  do s e spaço s  vectoriais , a  do s espaços 
topológicos , a.  dos e spaço s  vectoriais topológicos , etc . etc . 
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