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DISTRIBUICOES DE ORDEM INFINITA

AXIOMATICA DAS DISTRIBUIGOES
3% ligédo

Comegaremos por fazer algumas observages:

1t - Em geral n¥o faz sentido falar em valor de uma distri-
puicBo num ponto,e n¥o € portanto correcta a netacgHo T(x) para ume
distribuic8io qualquer:na verdade,T(x) indicaria (por semelhanca
com o caso das fung8es) o valer da distribuic¢¥o T no ponto x,-e
tal valor nfo existe,em geral,para um ponte x arbitririamente toma-
do no intervalo I,

Em todo o cas¢,para inditar que se trata de uma distribui-
¢80 de uma varidvel x,e quando n¥o houver perigo de confus#o,nfo
haverd inconveniente em escrever o sfmbolo T{x). Quando se tema
confusfo,c melhor é adoptar,com L.Schwartz,T,,para indicar que se
trata de uma distaibuigfo na varidvel x (varidvel independente de
funcBes continuas a partir das quais se definem as distribuig¥es).

Assim,por exemplo,poderd usar-se a notagHo 9 (x) para a dis-
tribuiq&ovfde Dirac,desde que i830 geja cdémodo e n¥o traga perigo
de confusfo, Mais geralmente ainda,a distribulgq¥io de Dirac rela-
tiva a um ponto a qualquer poderd designar-se pela notagHo C;(Xua);
porém,serd mais correcto designé-la pela notagfio (a) Proposta por
Schwartz; e a anklogamente para as suas derivadas

3'ta) 1 &"a) 0. .

Serd pois em geral

cfgn; « D1 H(x-a) = D2 G(x-a) ,
a

sendo G(x) a fun¢¥o contf{nua considerada no final da dltima lig¥o.

2% - O intervalo I em que as distribui¢Bes de ordem finita
so definidas [como elementos do conjunto C(I)] ,diz-se domfnio de
existénecia ou simplesmente domfnio de tais distribuig8es.

G0 e¢s o608 0006

Embora n%o possa generalizar-se 4s distribuigBes o concei-
to de yalor num ponto,pode no entanto generalizar-se o conceito de
restric8o a um dado intervalo contido no seu demfnio .

Recordemos pols o conceite de restrig8io aplicado a funcSes,

Dada uma funglo £{x),definida num conjunto D de pontos da
recta,e sende C um sub=-conjunto de D,chama-se restriclio da funcg8o
f ao conjunto C ¢ funglo que tem por domfnio de existéncia o conjun-
to C,e que em cada ponto de C coincide com f(x).
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Esta nova fungdo representa-se pelo sfimbolo Ref,ou,mais simplesmen-
te por fa.
degundo o que dissemos,a fungfio f, tem por domfnio o conjun-
to C,mas em cada pontc x de C,temos fﬂ(x}af(x);ora,como se sabe,bas-
ta que duas fung¢Ses n¥o tenham o mesmo domfnio de existéncia para
que n¥o sejam a mesma fung¥o. N&o & pois supérflua a introdugfio do
conceito de restricfio de uma fungfo a uma parte do seu dominio,
Por exemplo,- a fungHo J?§7',cujo dominio de existéncia € o interva-
lo ] -oo,+ 00|, reduz-se no intervalo [o,-a- eoLo\funqao f;:- no entanto
as fungfes J?ETQ}E' s8o evidentemente distintas,
Recordemos algumas propriedades desta operagfio chamada res-
trigho: a) R¢g£+g) = Rof+Roe
(pressup8e-se,que as fung8es £ e g tém o mesmo domfnio e
que C € um sub-conjunto deste)

b} sendo f uma fungfo continuamente derivével,temos
RoDL = DR £,

circunsténcia esta que poderiamos traduzir dizendo que os operado~
res de restriclio e de derivaglo sfo comutdveis,-caso incidam s8bre
fung¥es que admitam derivada continua,

Certamente que,se guizermos generalizar a nog¢Ho de restri-
¢80 ks distribuigles,hd que atender hquelas propriedades. Basta,
alids,atender & 28 propriedade.,

Se considerarmos uma distribuigfio T de ordem finita no in-
tervalo I,(serd pois T€ C,(I) ),teremos T=D"f,sendo f uma funcio
continua em I,e n um nimero natural, Suponhamos que pretendemos
definir restricHico de T & um intervalo d (1) contido no domfnio I de
L. Ora,é claroc que se o operador de restriqdo,Ry definido para
fungBes permuta (conforme vimos) com o operador D (de derivagfo),
aquele operador comutard também com qualeuer poténcia de D. No nos-
Sc objectivo,-definir o operador restrigHo para distribui¢Bes de or-
dem finita,da forma s necessiriamente,-somos assim naturalmente
compelidos & adoptar a definigH8o seguinte:

R;T = D™(Ryf) ,
designando J um sub~-intervalo do domfnio I de distribuig¥o T,e R; o
Operador de resgtric¥o ao intervalo J .

©5cG 2000t 008ep 0B

(1) sé interessa,em teoria das distribuig¢Bes,encarar a operacio

"restrigfo & um intervalo®e nfio a um sub-conjunte C qualquer
de I
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Mas,para que esta definig%o seja aceitdvel,serd preciso an~
ges de tudo que a operacHo restriclo seja univoca A questfo da
anicidade surge inevithvelmente,se lembrarmos que a mesma distribui-
¢#o,T,se pode representar de vdrias maneiras; suponhamos,por exefm-

lo,que
2o T = DPf = D%

Sabe-se porém gie neste caso se deverd ter

Jmf‘jngﬂpmm :
onde ,manifestamente,supomos o polindémio Pm+n restringido ao intere
valo I,dominioc de T Ora,se aplicarmos o operador de restrigfo
a ambos o0s membros,-como certamente o operador de restrig#o comuta
com 0 de integrac8o,~ obtemos

IR £ - 5"Ri8 = P
mantendo o simboclo para o polindmic presente no 22 membro,mas enca-
rando-o agora restringido ao intervalo J,ao qual também se supBem
feitas as restrigfes de f e g,Rgf e Rrg

Mas a dltima igualdade escrita assegura a igualdade das res-
tricBes R;f e Ryg,~que s¥o distribuiqBes com o mesmo dominio,o in-
tervalo J estd assim demonstrada a unicidade do operador "restri-
¢¥o", Ry T. (O critério de igualdade de distribuic¥es definidas num
intervalo I,nflo depende evidentemente déste intervalo: assim,no ca-
so anterior,utilizédmos para distribui¢Bes de dominio JC I o mesmo
critério de igualdade,sub-entendendo que ¢ o perador J de primitiva-
¢80 se refere agora ao intervalo J,e que o polindmio Pm+n se suple
restringido a J) . Fica assim definida,mediante operador de res-
trig8o,uma aplicag¢fo do conjunto das distribuic¢Bes de ordem finita
definidas em I,0,(I),no conjunto das distribui¢Bes de ordem finita
definidas em J ,C (¥ );€ trivial verificar que esta aplicacic & um
homomorfismo,isto é,que sendo U e V elementos de C,(I),temos

R; (U+V) = R;U + RV,
€ que comuta com o operador D de derivaglo:
RJ (DU) = D(RJU) ¢

Por outro lado,isto habilita-nos desde j€ a fazer certas
observacBes.

Quando restringimos uma distribuigfio a um intervalo menor
qQue o seu dominio,podemos obter uma distribuicZo de ordem mais bai-
Xa,e até obter uma fungHo continua,e entfo jé faz sentido falar em
Yalor da distribuicHo num ponto.

E o0 que sucede,por exemplo,com a distribuigHo

T =4+ senx "'é"(l)
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E manifesto que,em qualquer intervalo cujos extremos sejam
nimeros negativos,-aquela distribuic¥o reduz-se & func¢¥o senx.Isto
é,a restrigfio de T a qualquer intervalo J de extremos negativos €

uncio senx .
a fungdo & J v t

$ Sy

B fard ent¥o sentide escrever,por exemplo, T(- -g;),que é
jgual a sen(- #g~}=~l, Mas em qualquer intervale que contenha a
origem,ou o ponto 1,pormenor que seja,jd n#io serd uma fungfo,a res-
pectiva restrigfo de T,e a locug#io "valor de T num ponto" dum tal
intervalo carece de sentido.

Isto leva a adoptar a seguinte definicHo:"diz-se que duas
distribuicBes U e V,de domfnio I,sfo iguais num intervalo Jc& I, quan-
do as restrigBes de U e V a J sfio iguais (1)", E uma definicHo
natural,que properciona ume grande comodidade de linguagem,uma vez

que aproxime a linguagem relativa hs distribuigBes da relativa ds
fung8es,

60 e00888s0e00

Outra propriedade dos operadores de restriglo,que imediata-
‘mente se verifica,é a seguinte:

Seja T uma distribuicgHo,definida no intervalo I,e seja K um
intervalo contido num intervalo J,por sua vez contido em I,

Temos entHo RK(RJT7 = RyT

Antes de mostrar o inter8sse que esta propriedade apresenta
em teoria das distribuig8es,recordemos o seguinte: a um intervalo
fechado e limitado & costume chamar intervalo compacto. Condensa-
-se assim o significado de duas palavras numa sd,-e de forma coe~
rente,com o conceito geral de Yconjunto compacto' em Popologia.

A quest¥o importante que se levanta agora estd ligada ao
Seguinte conceito:

Seja I um intervalo qualquer da recta,aberto ou ndo,limitado
ou néo,

Suponhamos que & todo o intervalo compacto J contido em I
8¢ faz correspondsr uma distribuiclo T; de grdem finita,definida
om J,(i.e., T;€ C,(J) ),de tal maneira que,sendo K um intervalo
(1) No sentido da igualdade de 2 distribuigles definidas num dade

intervalo,caracterizado na 28 lig¥o.
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qualquer contide em J (e,portanto,contido em I),se tenha:

RKTJ = Ty
dizemos ent8c que se definir ume famflia {TJ} compativel de distri-
buigBes associada ao intervalo I (1),

Apresenta-se entdo naturalmente a questfo seguinte: dada
uma tal famflia compativel de distribuigBes,associada ao intervalo
I(f haverd uma distribui¢¥3o de ordem finita,cuja restrigfo a cada
intervalo compacto J contido em I,coincida precisamente com T; ?

Vamos ver que,gse o intervalo I nflo f8r compacto.issc pode
n8io _acontecer.

Seja I a recta,isto é,0 intervalo ]-eo,+oo[ jconsideremos,
nos pontos de abcissa inteira positiva,a distribuig#o de Dirac,e
suas derivadas (generalizadas) sucessivas: no ponto o,a distribui-
¢% & ;no ponto 1 ,a derivada, é"( 1)j no ponto 2,a 2& derivada, J'* (
etc,-no ponto n,a derivada de ordem n,é}g)

Vejamos que podemos agora ficilmente construir uma famflia
compatfvel de distribuicBes associada ao intervalo I = ] -oo,+ o[
-de modo tal que nfo exista uma distribuic#o de ordem finita nas
condigBes do problema precedente.,

Representemos por 'I'n & distribuigdo

-e

-]
J ceooe (n-l) a 3 (i)
Srdiyrerdiy T £

no intervalo aberto ~1,+1[ ytemos Tq= J;
no intervalo aberto -2,2[ ytemos T,= &+ -‘E]‘.)

¢ assim sucessivanmente,

Podemos agora definir uma famflia compativel de distribui-
¢Bes ligada b recta,da maneira seguinte: dado um intervalo qualquer,
J,(isto é€,dado um intervalo da recta,fechado e limitado),8le estard
contido num intervalo ]»n,n[ para um valor suficientemente grande
de n,por isso mesmo que é limitado.(2)

Pois bem: para definir a famflia compatfvel que temos em
vista,basta considerar,como distribui¢¥o associada ao intervalo
(1) Que pode,é claro,ser a recta inteira I-]- oo, + 0o,

(2) No que segue,importa considerar o intervalo ]an,n{.minfmo que
contém J
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(compacte) J,a restrig8o de T, 2/ E muito f4cil ver que fica
assim definida uma famflia compatfvel de distribuig¥es,asscciada b
recta.

Mas também € fdcil ver que n¥o existe distribuig8io alguma
de ordem finita sSbre a recta,cujas restrig¢Bes hqueles intervalos
coincidam com as distribuigdes que-pelo definigHo dada-constituem
aquela famflia compatfvel, A razfio dessa inexisténcia £ esta: a
ordem das distribuic8es Tn val aumentando cada vez mais,h medida
que os intervalos ]-n,n[ se alargam,-isto é,a restrigfio de cada T,
a um intervalo compacto JcJ-n,nf n¥o ficard a ser a derivada de
ordem finita de uma fung¢¥o continua s8bre a recta.

d0ed&ereaes060s0

Este mesmo facto,-aquela ¢car8ncia de solug8o que o proble-
ma hi pouco p8sto assim apresenta,-4 que nos vei encaminhar no sen-
tido de uma generalizagfic do conceito de distribuiqlio: para aguele
problema ser sempre possivel,vamos ter que ampliar o conjunto C,(I)
das distribuiglies finitas num intervalo I,considerando entidades
de novo tipo,que se chamar$ic ainda distribuicBies,mas distridbuigles
de ordem infinits

(Note=ge que,-como J€ o acentuamos,-as distribuigBes de or-
dem finita bastam para & maloria das aplicagBies;mas as de ordem
infinite interessam para certos fins,e um Curso sbbre Teoria das
Distribuigles nlo poderia deixar de mencionar,pelo menos,t6das as
distribuigles consideradas por L. Schwartz).

Como fazer esta nova ampliagio?

Convdm apelar de nove para o simile das sucessivas genera-
lizacBes do conceito de ndmero,

Recordemos,por exemplo,a passagem do conjunto dos nidmeros
racionais para o dos nimeros reais: uma das maneiras de a efectuar
consiste em considerar o conjuntoc das gucess@es fundamentais de
Cauchy,~aquelas que,depois vH¥o tender para um limite,no campo am-
pliadc. HE sucess¥es de Cauchy que nfo tém por limite numero ra-
cional algum: pois bem,a partir dessas mesmas sucess8es defineme-se
novos entes,que sfo chamados nimeros reais (irracionais).

Aqui,passa-se qualquer coisa de semelhante. Designemos
por G, (I) o conjunto de t8das as fam{liss compatfveis de distribui-
¢Bes,associadas ao intervalo I (1)

002 eanvseOT e

(1) Tal como na teoria acima referida dos numeros reais,se conside-

ra ¢ conjunto de tfdas as sucessBes fundgggnggis de Cauchy,sem
atfnder 4 sua convergeéncia ou divergéncia dentro do campo racio
na .
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Sejam {U 1 {'P } V.l .o0s elementos de C (1)

Ji  F Ji{ 1 prete

Podemos naturalmente definir em CN(I) uma adig8o,do modo
seguinte: ,

{UJ}«LSVJF =jUJ+VJj.

Para que tenha sentido uma tal definig#o,€ evidentemente
necessdrio que a familia {{I + Ty } seja compativel,e mais ainda:
seja univocamente d»ﬁermlnada

A 12 verificacdo ¢ imediata:dado um intervalo compacto K ,
contido em J,temos,

RK(UJ) = UK (por serem {UJi e {VJe fami-
lias compativeis)

Bg(Vy) = ¥y
Como,por ocutro lado,a restrig8o da soma € igual & soma das
restricles,vem,adicionando agquelas igualdades ordenadamente,

RK(UJ) » RK(VJ) - RK(UJ+VJ) = Up + Vg ,0 que mostra bem

serainda { Uy + VJf uma famflia compativel de distribuic¢Bes,as-
sociada ao intervalo I . ( O indice J aqui usado designa,como se
viu,um intervalo compacto qualquer contido em I},

E fdcil reconhecer que esta adic¢%o,além de sempre possivel
e uniforme,é associativa,comutativa e reversivel,-quer dizer
Cy (I) € um grupo,a respeito daquela adigdo.

Podemos ainda definir em C (I) um operador de derivacgHo, D:

basta escrever

isto €,tomar como derivada da familia compativel -{TJ‘} a famflia
constituida pelas derivadas daquelas distribui¢Bes que constituem
‘TJ . ImpBe-se,claramente,a necessidade de reconhecer se
o conjunto de distribuigBes 6‘5TJ é ainda uma famflia compativel
de distribuigBes,associada ao intervalo I  tal verificacfio € ime~
diata,tendo em conta a comutabilidade dos operadores de derivaglo
e de restrigfio no conjunto Cw(I) das distribui¢Bes de ordem finita
em I , covennmra,

0 operador‘ﬁ de derivaglo,agora introduzido em CnAI),defini
uma aplicacHo déste conjunto em si mesmo; esta aplicag8o ¢ até
(como se reconhece sem dificuldade) um homomorfismo (1),a respeito
da adigHo,isto é, a derivada da soma (de 2 elementos de C.{I)}¢
igual & soma das derivadas.

Vejamos agora que se trata de uma ampliag3o daquele conjun-
to das distribuig¢Bes de ordem finita,C,(I),que vinhamos considerap

d°¢ BB T E&THCOoC

(1) Como se trata de uma aplicagZc do conjunto em si mesmo,tal
homomorfismo diz-se um endomorfismo
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Antes de mais,vejamos que C,(I) contém o conjunto C(I) das
funcBes contfnuas no intervalo I. Tal como jé4 sucedia com a inclu-
so C(I)C G, (I),0 que acontece é na realidade o seguinte: existe
uma parte de Cu{I) que € isomorfa a C(I),0 que permite operar a sua
gubstituiglio,dando-se assim significado & inclusfo C(I)c C,(I) .

A correspondéncia biunivoca,base daquele isomorfismo,defi-
ne-se naturalmente nos termos seguintes:
consideremos uma famflia compatfvel de distribuic¢8es,associada ao
intervalo I, 1fﬁ constituida por fun¢Bes continuas,-o que signifi-
ca manifestamente que,se fizer a restrigfo da fun¢fio continua fy a
ume intervalo compacto K contido em J,obtenho precisamente a restri-
o da fungfo fy ao intervalo K .

I
,»*"ZEXZT“"‘\\
<,

E elaro que se £8r considerando sucessivamente intervalos
compactos,cada vez mais amplos,mas todos contidos em I,obtenho sem-
pre uma restrigfio que € continua,~isto &,hh ume e ua 86 fungHo con-
tinua,cuja restricio a cada intervalo compacto J (contido em I) €

£y Essa fun¢fio contfnua,f,identificdmo~la com & famflia 4fﬁ}
Melhor: a correspondéncia
f(‘-){fJ}

é uma aplicacfo biunfvoca do conjunto C(I) das fungSes contfnuas
e I s8bre o conjunto das famflias compatfveis de fungdes continuas
em I,{que € uma parte de CH(I),evidentemente). Ent8o,iremos subs-
tituir cada famflia compativel de fun¢Bes contfnuas,presente em
C¢(I},pela fungHo contfnua que lhe corresponde,e-nesses termos-pode-
remos dizer que C(I) estd contido em Cy(I) .

Por outre lado,a adigic que definimos em Cﬁ(I) coincide com
a adigHo usual,no conjunto das fun¢¥es contfnuas,como fhcilmente se
verifica,

Se tomarmos duas famflias compatfveis constituidas por fun-
¢Bes continuas,teremospor definiglic de adigHo em Cp(I) -

(ol fe o)

isto é,a famflia-soma, 4fJ+gJ

€ na verdade a correspondente i soma f+g das fung¢8es contfnuas,f e
g;correspondentes as famflias fJ e 485
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Também € fdcil ver que o operador de derivagfo coincide com
o de derivag¢¥o usual,no caso de fung8es continuamente deriviveis,
Suponhamos que se trata de derivar uma fungfo que admita de
rivada continua,-mas encarandec-se essa funcfo como famflis compati-
vel de distribuiqBes,isto é,como elemento de C,(I);seja 4 fy; =f
essa funglo, Como vimos,a sua derivada é,por definigfo,

o~
n{rK} -%th} -{ ff{}u £
ou seja, ﬁ{fx} é a famflia f4| das derivadas f} no sentido
usual; essa famflia correspondendo evidentemente ao elemento ' de
¢(I),podemos identificd-lo com @ste,escrevendo jfk = £
Outro facto a ter em conta € o seguinte:

Consideremos um elemento de C"(I), TJ} ;cuja derivada se-

ja nula, szJ} = o ., Visto que SsTJ} = ETJ} ,serd 5§J= 0, pa~
ra todos o0s compacteos J< I;ora,como os T; designam distribuicfes

de ordem finita,dali inferimos que todos os T; s¥o constantes,e po:
tanto, ‘ T; -‘{CJI = const,(l),fazendo a identificaglio j4 vdrias
vezes referida,

Verificam-se,portanto,qudei t8das as propriedades que
enumerdmos na dltima lig¥o,ao enunciar o problema que foi resolvi-
do pela construgSo do conjunto C*(I):

a) o conjunto C,(I) é uma ampliagic do conjunto C(I) das
fun¢Bes continuas no intervale I ;

b) conseguimos definir em Cp(I) uma adigHo,que coincide
com a adi¢Ho usual no conjunto C(I) das fung¢Bes contfnuas em I ;

c¢) definimos em Cp(I) um operador de derivagfo,homemor-
fismo de Cy(I) em si mesmo,que coincide com a derivagfe usual no
conjunteo Cl(I) das fun¢gBes continuamente derivdveis;

d) ocorre ainda a circunstancia importante que apontamos
em dltimo lugar: se a derivada de um elemento d&ste conjunto CN(I}
€ nula,8sse elemento reduz-se a uma gonstante.

Observe-se no entanteo,que falta ainda verificar uma das
¢inco condigBes a que nos referimos, K precisamente,a 58 condigio
(pag.18).

Ore,consideremos em C”(I) todos os elementos que se expri-
mem como degigaggg;ﬁnf,de ordem finita,de fung¢8es continuas £€C(I).

6208606008060 1820300

(1) Isto é, ‘TJ} reduz-se a uma funcHo constante no intervalo I
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Este sub-conjunto de Cy(l),constituido pelos elementos que
s8o derivadas de ordem finita de fungBes continuas em I,verifica t&-
das as cinco condi¢fes do problema que foi considerado e resolvidoe
pna ultima lic8e. (pag.l8). Que devemes concluir daqui ?

Tendo em vista o tsorema gue demonstramos (pag.28),conclui-
mos que tal conjunto {sub-conjunto de Cp(I) } € necesstriamente isg-
morfo ao conjunte C (I} das distribuigles de ordem finita em I,

Em resumo: o conjunto Cg(l) conténm nfo sd o conjunto C(I),como até
um conjunto isomorfo so conjunto Cu{I) das distribui¢Bes de ordem
finita em I : podemos ent¥o substitulr esta parte de C“(I) por C,{I'
o gue nos habilive & escrever a dupla inclusfo:

C(I) € C,(1) € C(I)

['Note—se que nfo hh presenga efectiva de C,(I) em Cp(I):
deveriamos talvez adoptar notacles diversas,para assinalar em Cy{I)
os elementos da parte isomorfa a C,(I) de modo a n#o os confundir
com os do prdprio conjunto C, (I} . Mas foi j{ explicada sufici-
entemente a identificacHo convencional a que se procede em casos
como &ste,sem que contradig¥o alguma daf possa decorrer. 0 hdbito
de efectuar "identificag¥es" desta ordem todos o temos alids,desde
que se comegou & empregar por exemplo o mesmo simbolo,-l-para de-
signar o numero inteiro l;o ndmero racional 1,isto é,a classe {n,n};
o nimero real 1,isto €,a classe das sucess8es fundamentais de limi-
te 1;0 numero complexoe 1,isto 4,0 par (l,o)J .

seN I IBEPOIELS

Fizemos pois uma nova ampliac#o:acs elementos do conjunto
ampliado,Cy (I),déd~se o nome de distribuic8es,ainda;-mas,aos elemen-
tos de Cp(I} que n¥o pervencem & C,(1),chama-se distribuicBes de
ordem infinita. E existem,na verdade,distribuig¢Bes de ordem in-
finita por exemplo,no casc da recta inteira,isto €, Iﬁ] ~@o,+045%
¢ de ordem infinita a distribui¢¥o,jd considerada,que se pode reprs-

sentar pela "série"

fé(n)

¢~ (n)

Todavia,convém observar desde j4 ¢ seguinte: se I £ com -

acto,nfic chega a haver efectiva ampliag¥o,porque os conjuntos CfI
e CV(I) coincidem, (a menos dum isomorfismo). Basta,para o ver,re=-
Parar em que,no c¢aso presente,entre os intervalos compactos J con-
tidos em I,figura o prdprio intervalo I: dagui se infere,de modo
quédsi evidente,que GW(I} ¢ isomorfr a QM(I) .
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Definimos até aqui,no conjunto CH(I),uma adig¢8o,e um operador
5 de derivacHo; e poderemos agora também definir um operador de res-
tric%o., (Tinhamos j4 definido um operador de restrigfio para as dis-
tribuigles de ordem finita,mas ainda n¥o definimos tal operader no
conjunto CW(I) )e

A definic%o do operador "restrigHo™ no caso geral € dada nos
geguintes termos: seja J um intervalo qualquer contido em I,e T uma
distribuic¢¥o definida em I,de ordem finita ou infinita., Essa dis-
tribuicfo serd definida,segundo acabamos de ver,por uma famflia com~

tivel de distribuic8es ﬁ TK} ,associada ao intervalo I,

Chameremos yestricfo de T a J 2 _famflia das restric8es das

componentes Ty de T ao intervalo J (1):
R,T = {nJTK}

Para esta definig¢Ho ser consistente,deve ser RJTK} uma fa-
m{lia compatfivel de distribuicBes em I-,0 que alids se reconhece
facilmente. O operador "restriq&o" agora introduzidc em C (I) é
unfvoco,e comuta,com o operador D da derivaclo.

Por outro lado,aplicando esta definigHio do operador de regs-
triclio,constatamos ¢ seguinte;

a restric¢fo de uma distribuiclio de ordem qualquer T,de domi-
nio I (2),a um intervalo gompacto JC I,€ evidentemente uma distri-
buiclo de ordem finita,porque foi assim que nés definimos T,median-
te a nogfio de famf{lia compat Ivel;se

T a‘{TJ? € R;T =T; , e Ty € certemente

uma distribuig¢fo de ordem finita,
Chegamos assim a &ste resultado,que é muito importante:
YA restrigdo de uma distribui¢8o qualguer,-de ordem finita
ou infinita,definida num intervalo I,~a um intervalo gompacto
contido em I,4 sempre uma distribuig¥o de ordem finita".

Podemos agora caracterizar axiomhticamente o conjunto de to-
das as distribuig8es definidas em todos os intervalos da recta.
Antes de o fazer,pordm,fagamos a observagfio seguinte:

(1) Por sugest¥o do que se passa com os vectores,;aos elementos TK
da famflia compatfvel T chamaremos,por vezes,componentes da dis-
tribuigfio T,

(2) Se € o intervalo onde estd definida uma distribuigfio T,de ordem
finita ou infinita,l diz-se o dominio de T .
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até aqui consideramos apenas distribuig¢8es em intervalos I;nfo serd
possivel generalizar ainda mais o conceito de distribuigfo de modo
que possa tomar-se como dominio n¥o j4 um intervalo,mas sim um con-
junto mais complicado? Isso € naferdade possivel,mas essa genera
lizag¥o tem interésse muito reduzide para as aplicagles. Por isso
mesmo, partiremos sempre do princfpic de que o domfnioc de existéncia
de uma distribuic%o serd sempre um intervalo,que pode ser aberto cu
fechado,limitade ou n¥o.

Consideremes entdo a totalidade das distribuig¢8es definidas
em intervalos da recta, Dsfinimos,para tais distribuig¢Ses,os con-
ceitos de adig¥o,dsrivaghc e restrigdo,

Vamos caracterizar axiomdivicamente 8ste conjunto,tomando pa.-
ra no¢Bes primitivas precisamente aquelas,

Quer dizer: vawmos fazer um resume de tudo,apontando aguelas
das propriedades das distribuig8es,a partir das quais se demonstra-
rfo depois t8das as outras. ¥ isso o que se chama axiombtizar uma
teoria matemdtica.

Os axiomas que iremos adoptar serHo os seguintes:

Dy - T8da a funglo £ contfnua,definida num intervalo I da
réeta,é uma distribuigHo,

D, - A cada distribuiglio corresponde um intervalo I da recta
que se chama domfnio da exiat8ncia,ou apenas,dominio
daguela distribuig8o,~de modo que se tal distribuiclo
é uma funcHo contfnua,o dominio da distribuigfo € o
domfnic da fungfio,no sentido usual.,.

D3 = A cada distribuig8o T,de dominio I,corresponde uma dis-
tribuic8o com o mesmo dominio,que se representa por DT,
e se chama "derivada de T",de tal modo que:

DS - 5e T é uma func8o continuamente derivdvel (i.e.,com
derivada contfnua},DT coincide com a derivada dessa
fungio no sentido usual;

D§ - Se DT=o,entfio T=const. {i.e.,T é uma fungfo constante
em I )

D, = A cada par de distribuigfio U e V com o mesmo dominio,
corresponde uma distribuicfo com €sse dominio,que se
chama goma de U e V,e se representa por U+V,de modo que:
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DL - Se U e V s8o fung8es contfnuas,U+V coincide com a soma
das fun¢¥es ne sentido usual,

DK - D(U+V) = DU + DV

DS - A cada distribuig8o T e a cada intervalo J,contido no
dom¥nio I daquela,corresponde uma distribuig#o,que se
chama "restriglo™ de T a J,e se representa por R,T,de
modo que:

Se T é uma fung¥o continua,entfo R;T,(restrig¥o de T

a J),coincide com a restrigfio da fung¥o dquele inter-
vale no sentido usual;

Dg- R;(DT) = DR ;T

(comutabilidade dos operadores de restrigfio e de deri-
vagHo)

Dgu RJ(U+V) = R;U + RJV
B%E’Se K € um intervalc contido em J
RK(RJT) = RKT .

Dé“ Se a cada intervalo gompacto J contido num dado inter-
valo I assoclarmos uma distribuigHo T;,de modo que,sen-
do K um intervalo compacto contide em J,se tenha:

ReTy = Tk

%5

existe uma e sé uma distribuiclo T,de domfnio I,tal que
R;T = Ty o
D,~ & cada distribuigfio T de domfnio I,e a cada intervalo
compacto JcI,corresponde um nimero natural n,e uma
fun¢8o £ contfnua em J,de tal maneira que
RyT = D7f ,
(quer dizer:em cada intervalo compacto,contido no seu
domfnio,a distribuicfo 4 de ordem finita)

Esta axiomdtica & compatfvel,isto €,n%o ¢ contraditdria.
Isso decorre justamente do facto de termos construido uma estrutu-
ra que a verifica: trata-se do conjunto c"(I) com as nog¢8es de adi-
¢%0,de derivacfio e de restrigHo que nele definimos.

Por outro lado,atendendo a resultados conhecidos,e & mar-
¢ha que seguimos na construcHo de c"(I),é f4cil ver que qualquer
Outra estrutura E,com as nog¢Bes de sbma,derivagfio e restrigHo,que
Verifique aquela mesma axiomdtica,é necesshriamente isomorfa dague-
la que j4 construimos: C“(I}’g E(+,D,RJ) R
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Quer dizer:€ possivel estabelecer uma corréspondencia bi-
univoca entre os elementos de C_.(I) e os de E(+,D,RJ),de tal modo
que sejam respeitadas a adig¢¥o,a darivag¢8o e o operador de restrigo
definidos em cada um daqueles conjuntos.

Simbdlicamente,sendo U e V os elementos de E,imagens de U
e V (elementos de Cx(I) )} naquela correspondéncia biunfvoce,teremos,

U+V <> U+V

DU &= DU

RyU <« R;U

As estruturas de Cﬁ(I) e de E sfo pois indiscerniveis do

ponto de vista das propriedades formais daquelas operacg8es. Isto
significa que a axiomdtica estd completa: duas estruturas que a ve-
rifiquem s#o necess¥riamente isomorfas; n#o podemos pois juntar
mais nenhuma proposic¢Ho que n¥o seja ou consequéncia daquelas (teo-
rema),ou falsa.

T8das as proposic8Bes que daqui em diante apresentarmos s&-

bre distribuig8es serfic pois consequéncia ldgica dos axiomas enume-
rados.

Pode preguntar-se: nfo haverd,além do que apresentamos,ou-
tras concretizag®es daquela axiomdtica?

Ha,- em 12 lugar,a que apresentou o préprioc Prof.lL.Schwart
segundo o qual as distribuiqles sfo funcionais lineares contInuas
em certos espagos de fung¥es indefinidamente derivédveis (como,pos-
sivelmente,precisaremos noutra ligHo).

Depois,apareceu a concretizagfio de Kénig. Segundo Kdnig,
as distribuicBes s¥o géries formails de potencias de z, :%fsz ,
em que os coefecientes f) sHo-nfo fungles contfnuas,-fun¢¥es local-
mente somdveis,o que complica bastante a respectiva teoriaje a va-
ridvel z acaba por ser interpretada como sfmbolo de derivacgHo.

Por exemplo,(no caso da distribuic8o de ordem finita jd
considerada),terfamos,segundo Kénig,

S
E"cg‘(n) =§ p"* 1y (x-n) -§H (x-n).z2"1
n=l (n) 0 n=1

Vimos outra realizagfo daquela axiomdtica: a que fomos
construindo gradualmente,em primeiro lugar,as distribuigles de
ordem finita,e depcis,as de ordem infinita,

Impunha=-se a caracterizacfo axiomdtica da estrutura das
distribuig¢Bes,portanto, E um caso semelhante ao que ocorreu
com a teoria do espaco de Hilbert,
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Em 1¢ lugar,o espago de Hilbert apareceu como o conjunto de

t6das as sucess8es de ndmeros (reais ou complexos),

( xl,nglno,XnOQQ )
que verificam a condig8o: a série

i%ﬁxniz é convergente.

Esta maneira de apresentar o espago de Hilbert correspondia & siste-
matizac¥o da Mecé&nica Quéntica feita por Heisenberg,mediante o em-
prégo de matrizes,

Depois surgiu a Mecf@nica Ondulatdria,utilizando o espago
das fung®es de guadrado somdvel. Verificou-se que os dois espagos
eram isomorfos. Finalmente,von Neumann fez a sintese: caracteri-
zou axiomiticamente a estrutura do espago de Hilbert,quer dizer -
evidenciou as propriedades daquele espago,a partir das guais tfdas
as_restantes se desduzem.

Convém aqui salientar a diferenga entre os conceitos antigo
e mederno de axiomdtica. Téda a teoria dedutiva bem construfda,
deve ter por base uma axiomdtica,isto 4,um sistema de proposig8es
que n¥o se demonstram (postulados ou axiomas),relativos a nogles
que nfo se definem (nog¢Bes primitivas),de tal modo que:

1) t8da a proposicHo verdadeira da teoria seja demonstrdvel
a partir dos postulados;

2) t8da a nog%o da teoria seja definfvel a partir das nogHes
primitivas.

Segundo a concepgfo antiga,os axiomas eram considerados co-
mo "verdades de tal modo simples e evidentes que n¥o carecem de de-
monstragio” e as nog¢fes primitivas como "noglSes de tal modo elemen-
tares e imediatas que n#o precisam de ser definidas", Além disso,
a axiomdtica referia-se a entidades dnicas,determinadas (como,no ca
so da geometria euclideana,os pontos,as rectas e os planos),

Modeanamente,este ponto de vista estd completamente supera-
do. Uma axiomdtica & concebida % maneira dum sistema de equag8es,
em que as incdgnitas f8ssem as nog8es primitivas, Pode haver es-
truturas que verifiquem e estruturas que n#o verifiquem a axiomdti-
ca, Duas estruturas sHo consideradas como representandc a mesma
Soluclo da axiomdtica,quando a verificam e s¥o isomorfas

Cra o que interessa fundamentalmente € que a axiomdtica seja
compatfvel,isto &,que tenha pelo menos uma solugHo-sem o que nffo po-
deria servir de base a uma teoria racional, Pode além disso ser
determinada,univalente ou categdrica,isto &,ter uma uynica solugHo.
Mas também hd axiomdticas n¥o categdricas que nem por isso deixam de
ter grande interé&sse.Pode mesmo afirmar-se que uma das caracteristi-
cas da matemdtica moderna € o estudo de teorias polivalentes,tais co-
mo a dos grupos,a dos corpos,a dos espagos vectoriais,a dos espagoes
topoldgicos,a dos espagos vectoriais topoldgicos,etc.etc.
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