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Interpretacfio das func¥es localmente somdveis e das

medidas como distribuicBes de ordem finita
L2 ligZ3o

Vamos v8r como certas funcBes n¥o contfinuas,e mesmo as me-
didas em geral,podem ser incluidas na classe das distribuicg8es,

Notemos que certas funcBes descontinuas se apresentam natu-
ralmente como derivadas de fungBes contfnuas;por exemplo,a fung#o
de Heaviside,H(x),€ a derivada da fung#o G(x),referida no final da
28 lic¥o:

H{x) = DG(x)

Esta func¢#o,G(x),n¥o tem derivada na origem (possue apenas
derivadas laterais) mas a fung8o de Heaviside n¥o necessita ser de-
finida na origem.

Como vimos,o facto de H(x) ser derivada da fungfo contfnua
G(x) levou-nos a escrever

&'n 'ﬁzG,ou mais simplesmente, §= 0%
empregando ainda o simbolo D para significar "derivacso generaliza-
datl‘

Mas sd agora vamos vé&r comoc se justifica esta igualdade com
todo o rigbr, Mais ainda: vamos interpretar t8das as fung8es local-
mente gsomdveis como distribuigBes,identificando-as a determinadas
distribuig8es. T

B R P R

Diz-se que uma fun¢¥o,definida num intervalo I da recta,é
localmente somdvel naquele intervalo,quando € somdvel (isto &,inte-
grével no sentido de Lebesgue) em todo o intervalo compacte contido
em I, |

A teoria do integral de Lebesgue sé em pequena parte € ne-
cessdria para a sequéncia destas ligBes, Limitar-nos-emos por
i3s0 a recordar as propriedades mais importantes do integral de Le-
besgue,i medida que forem necessdrias,

Antes de mais,observe-se que o integral de Lebesgue & uma
generalizac¢¥do do conceito do integral de Riemann: t6da a fung¥o
tegrdvel segundo Riemann € integrdvel segundo Lebesgue,e o valor
dos integrais € o mesmo. Todavia,a recIproca nfic & verdadeira:h{
fungBes integrdveis segundo Lebesgue,que 0 n¥o sfo segundo Riemann

Um exemplo muito simples € a funcHo de Dirichlet,D(x),de-
finida do modo seguinte:

1 ,para x irracional
D(x) a'{

o ,para x racional
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Esta fungfio n¥o € integrdvel segundo Riemann,e € integrdvel
gegundo Lebesgue (veremos adiante a justificagHo deste facto).

Um caso muito notdvel de fun¢Bes,para as quais nfo existe
integral de Riemann,e existe integral de Lebesgue € o das fungSes
que admitem integrais imprdprios (segundo Riemann) absolutamente con-

Como se sabe,hk duas espécies de integrais imprdprios:os de
182 espécie,e os de 28 espécie. 0s integrais imprdprios de 1% es-
pécie sHo integrais em que o intervalo de integragfio € limitado,mas
a funcHo n¥o & limitada n@sse intervalo;nos integrais imprdéprios de
2% espécie,o intervalo de integragfio nfo ¢ limitado.

Sabe-se que a definigfio do integral de Riemann exige que a
fung¥o integranda seja limitada,e que seja limitado o intervalo de
integragfo.

Portanto,qualquer daqueles casos estd fdéra do conceito do
integral de Riemann. Nos cursos cldssicos de C4leculo Infinite-
simal efectua-se entfo uma generalizaglo do conceito do integral de
Riemann,mediante uma pagssagem ao limite. 1

Por exemplo: consideremos o integral ax

A fung8o vén torna-se infinita o
no intervalo [o ,1] ,~n8%0 & pois integrdvel segundo Riemann,

Mas € habitual definir 8ste integral imprdprio,escrevendo

1 1
X . f.4x . 1 -
[ - [
= lim [21 - 2/5] = 2

u-»0
Como o limite em causa existe e € finito,diz-se que o inte~

gral imprdprio

:ﬁ?- ¢ convergente.

o

Existe uma estreita analogia entre o estudo dos integrais
imprdprios e o das séries,-analogia essa que leva a adoptar a termi-
nologia da teoria das séries para 8stes integrais. Por isso,tam-
bém se diz que um integral imprdprio € absolutamente convergente,
quando € convergente o integral do mddulo da func¥o integranda

Pois bem: quando isso acontece,o integral impréprio perten-
ce ) categoria,muito mais vasta,do integral de Lebesgue,-com o mesmo,
valor,bem entendido. Quer dizer:o integral de Lebesgue € uma ge-
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neralizaglio do integral de Riemann,que abarca aquele caso dos inte-
grais imprdprios absolutamente convergentes.

E o caso do integral hh pouco estudado,porque l-;~1 & ,

O
e o integral & pois absclutamente convergente.
Mas seja agora 1l
dx
X
o

Seguindo o mesmo caminho,teremos:

1
dx .
/ — lim logl-logu]
° U-$O

Ora,8ste limite j€ n¥o & finito: o integral € divergente.

A fung¥o,muito simples, y--%— , nfo é alids integrdvel segundo

Lebesgue (nZ%o € somdvel) no intervalo fechado [o,l] ,ném mesmo no
intervalo semi-aberto [o,1] .

Mas € localmente somdvel no intervalo ]o,i] yisto &,¢ inte-
grivel em todo o intervalo compacto contido naquele, Na verdade,
se tal intervalo & compacto,é limitado e fechado: os seus extrfmos

& ¢ b s¥o necessiriamente positives;ora,em tal caso,a fungfo -

¢ continua em [a,%},e o integral existird{ (em [?,bﬂ ) mesmo segun-
do Riemann, & b
0 1

Portanto,por maioriec. de razlo,existe segundo Lebesgue.

Pode até dizer-se que a fungSo -%- é localmente somdvel
no intervalo ]o,+ oo[,e também em J-oo ,o[ . Enfim,é localmente
somdvel em qualquer intervalo que n¥o contenha a origem;pelo con-
trdrio,n8o € localmente somdvel em todo o intervalo que contenha a
origem.

Posto isto,consideremos em geral uma fung¢8o f£,localmente
somdvel num intervalo I qualquer. Fixemos arbitrdriamente um pon-
to ¢ d3sse intervalo,e ponhamos

X
Jf a/f(t) dt = F(x)
c (integral segundo Lebasgue)

Prova-se que F{x) € fung¢fo contifnua.

Portanto, J € um operador que faz corresponder a cada fun-
¢¥o localmente somdvel naquele intervalo,uma fungHo {nua,que
se chamard naturalmente uma funcHo primitiva de f;ser{ natural cha-
mar,poxr sua vez,a f,derivada de F,e escrever f = DF ,
convenglio esta que se justifica alids por motivos mais profundos,
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que adiante exporemos.

Consideremos duas fungBes,fy e f,,que tenham a mesma fun-
%o primitiva,F(x) Serd entfo - -
¢ * F=Jf,=J£

Se f, e f, sfio fun¢Bes gcontfnuas,tendo a mesma primitiva,
s%0 necessiriamente iguais: fl-fz ; mas se n¥o impusermos a fl e
f2 a condig¥o de continuidade,deixa de ter lugar necessiriamente a
igualdade entre fie f2 . Este resultado é um pouco surpreendente,
porque equivale 3 existéncia de duas fung8es distintas,f; e f,,tais

que f, = DF £, = DF

Por outras palavras: a mesma fun¢8o,F,pode ter duas deri-
vadas diferentes ! A operagfo "derivagHo" deixa de ser univoca.

De resto isso ocorre j¢ com o prdprio integral de Riemann:
se modificarmos os valores de uma fung¥o (integrdvel segundo Riemann)
nun ndmero finito de pontos,obtemos uma fung¥o,sem dvida distinta
da anterior,mas com o mesmo integral (segundo Riemann), Podfamos
alids efectuar aquela modifica¢%o do valor da fun¢%o numa infinida-
de de pontos que verificasse certas condigBes conhecidas,

be o 0w am =@ o

. an o oo W -
b > o

o

Mas,colocando=-nocs no quadro do integral de Lebesgue, qual
€ a condicfo necessdria e suficiente para que duas funcSes localmen-
somdveis num certo intervalo
valo ?

Prova-se que essa condigfo € a seguinte: £, e £, devem ser
dguais,excepto (quando muito). nos pontos de um conjunto de medida nu-
la. ( Medida segundo Lebesgue) .

Recordemos ¢ que se entende por conjunto de medida nula,
Segundo Lebesgue.

Biz-se que um conjunto {de pontos da recta) tem medida nula
(segundo Lebesgue) quando,dado um némero positivo arbitrdrio, € ,4
Sempre possivel cobrir o conjunto com uma famflia (eventualmente in-
finita) de intervalos,de modo tal que a soma dos comprimentos d8stes
Seja inferior a £ (Um tal conjunto diz-se também,por vezes,conjun-
%o _menosprezdvel)

Prova-se que todo o conjunto numerdvel tem medida nula !

Ent%o,0 conjunte dos numeros racionais (que € numerdvel,como se sabe)
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terd medida nula segundo Lebesgue, A func¥o de Dirichlet,D{x),
¢ poils igual a 1,excepto nos pontos de um conjunto de medida nula:
o seu integral,segundo Lebesgue,em qualquer intervalo da recta,é
portanto o mesmo que o da fung¢#o constante,f ® 1l,no mesmo intervalo.

A fungHo de Dirichlet € pois integrdvel segundo Lebesgue,
em qualquer intervalo da recta,comc se tinha afirmade anteriormente.

Quando a igualdade f;(x) = fz(x) se verificar,excepto {quan
do muito) nos pontos de um conjunto de medida nula,diz-se (em fran-
cés) que as fung8es fl e f2 s8o iguais presque partout . (Em inglés,
almost everywhere},. Traduziremos esta express¥o por "qudsi em to-
dos os pontos®, Pésto isto,convencionaremos dizer que duas fun-
c8es localmente somdveis £, e £, ,definidas num mesmo intervalo,so
equivalentes.e escrever £,~ 1,
quando tais fun¢8es forem iguesis em qudsi todos os pontos daquele
intervalo. (E imediato reconhecer que se trata efectivamente de uma
relagdc de equivaléncia. A sua transitividade decorre do facto se-
guinte,de muito fdcil verificagHo: a reunifio de dois conjuntos me-
nosprezdveis € ainda um conjunto menosprezdvel).

Esta rela¢lo de equival@ncia determina no conjunto das fun-
¢Ses localmente somdveis naquele intervalo,uma partigHio em classes
disjuntas de elementos equivalentes. Seja [f] a classe de tédas
as fungBes localmente somdveis,equivalentes & fungHo f .

Designemos por L% (I) o conjunto=quociente assim obtido, -
quer dizer,o conjunto das classes de fungBes localmente somdveis
equivalentes. Costuma representar-se por LI(I) o conjunto das
fungBes somdveis em I,conjunto manifestamente contido no anterior.
¥ também evidente que os doils conjuntos coincidem se (e sd se) o in-
tervale I € compacto

Podemos definir,de modo muito simples,uma adigHo e uma mul-
tiplicag%o neste conjunto Li(I). Basta escrever:

[£]+ [e] = [f+e]
[e].[e] = [£.g]
Como sempre que se definem opera¢8es em conjuntos quocien-
tes,o primeiro cuidado a ter ¢ reconhecer a goeréncis da definicHo-
isto é,verificar que o resultado nfo depende dos representantes es-

colhidos para as classes s8bre as quais a operag¥o incide. Tal
verificag¥o equivale a assegurar a unicidade da operagio em causa,
o seu cardcter univoco. Nag opera¢Bes acima definidas em Lé(I),

é imediata essa verificacgHo.
Também se reconhece que a adig8o ali definida €,(além de
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sempre possivel e unfvoca),associativa,comutativa e reversfvel -
quer dizer: Lé(x) é um grugo comutativo,a respeito daquela adigHo.

Uma classe {_f]éLc(I) diz-se contfnua,quando admite como
representante (pelo menos) uma fungfo,f,contfnua, Existe dbvia-
mente um isomorfismo entre o grupo aditivo C(I) e o grupo das clas-
ses,elementos de Li(I),que nés chamamos contfnuas, Podemos ento
operar aquela substituicfio j4 por nds praticada em védrias circuns-
tancias andlogas,-isto é,identificar a classe [f],contfnua,com a
func8io contfnua,f,que a representa: escrever,pois, [ﬁ] = f

Nestas condig¢Bes,oc conjunto C(I) das fung¢Bes contfnuas no
intervalo I ficard contido em L%(I);isto é, ¢(I) C L%(I) .

Por outras palavras ainda C{I} € um sub-grupo de LC(I).

Em geral,por comodidade de linguagem {e quando isso nfo
acarrete perigo de confuso) chama-se ainda fun¢8Bes localmente so-
mdveis 3s prdprias classes que constituem L%(I); gorrelativamente,
essas classes sfio representadas pelos mesmos simbolos que designam
usualmente as fun¢8es "representantes" de tais classes. ¥ claro
que a8 "classes" nfo sfo as "funglBesh: adoptar o mesmo termo para
significar entes distintos,é certamente incorrecto; mas a comodida-
de daf decorrente € na verdade grande. Ha que chamar,no entanto,
a atengHo,para os cuidados que € preciso ter ac fazer uso desta lir
guagem abreviada,que € hoje,de resto,familiar mesmo acs f{sicos e
aos técnicos,dotados de cultura matemdtica que compreenda a teoria
do espago de Hilbert e em particular os desenvolvimentos de fung8es
em séries de fungBies ortogenais,etec.

Em particular (ume vez adoptada aquela convengfo) nflo se po-
derd mais falar em valor de uma funcHo (localmente somdvel)num ponto:
como estd em causa a classe das fung¢Ses equivalentes a uma dada,f,
se alterarmos o valor de f num ponto g,permanecemos certamente na
mesma classe,uma vez que a "nova¥ funglo difere da inicial apenas
num ponto (conjunto de medida nula), Ora,permanecer na mesma clas-
se,é (segundo aquela convenglic de linguagem) encarar a mesma funco
localmente somdvel,cujo valor nfo existe portanto,uma vez eque hi
possibilidade de o fixar.

No fnicio da 3& lig¥o,frisdmos que n¥o & possivel falar de
valor de uma distribuig¢fic num ponto: pois bem,isso mesmo j4 aconte-
¢ia com as classes de func¢Bes localmente somdveis,isto €,as fung8es
localmente somdveis,- no sentido lato da expressfo,

Quando pusemos x
3f~[
¢

£{t) dt = F(x) ,
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e dissemos que f era a derivada de F, £ = DF ,esta convengfio exi-
ge (segundo dissemos) uma explicag8io mais profunda.

Na verdade,prova-se que & fung¢fo F(x) admite derivada'prés-
que partout",E demonstra-se ainda que se tem F'(x) = f(x), présque
partout,o que justifica escrever-se f=DF(x) .

Simplesmente,qualquer fungfo que seja gquivalente a f serd
ainda derivada de F,e,portanto,-o que serd natural fazer para res-
tabelecer a unicidade da derivacgfo,é pdr,por definigo, DF = [f]

Assim, j{ podemos dizer que a derivada de uma fung¥o F &
dnica, E as fung8es que,como F,admitem como derivada uma mesma
classe [f] (chamadas primitivas de F) s8o ainda as fung¢8es que di-
ferem de F por uma constante.

Vamo-nos assim encaminhando para a estrutura das distribui-
¢Bes. Convém,no entanto,caracterizar prdviamente as fungBes con-
tinuas que sfo primitivas de func8es localmente somdveis.

Essa caracterizacloc foi feita por Vitali,mediante o concei-
to de fungHo absolutamente contfnua,-conceito 8ste que depende do
de variacfo de uma funcHo num intervalo.

Seja [a,b] um intervalo compacto: consideremos uma partig¥o
déste intervalo mediante um ndmero finito de pontos,

Ko™ BLXq Loaese 4£X, 9 & X, = b; e em correspon-

d&ncia com esta partigfo,o0 somatdrio

zgitf(xi) -~ £lx3 1)}

Por definic¥o,variactio total (ou absoluta) da funcglo f em
[2,b] ,¢ o ndmero (que se designa por V,[a,b] },supremo de tédas
as somas que se podem formar por aquele processo:

Ve[a,b] = sup ég; 'f(xi)-f(xi_l)'

Se Vp € finita,diz-se que f ¢ uma func¥o de variacHo limita-
d&., (Como se sabe,8ste conceito desempenha papel essencial no estu-
do da rectificac8o das curvas)

Por outro lado,diz-se que f(x) £ absolut continua no
ponto xo,quando fér

lim Vox_ ,x] = o
x-oxo f[ o? ]
Este conceito pode exprimir-se de modo mais sugestivo,por

via geométrica: P

T

i

©
o“
sl --
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A fung%o f(x) € absolutamente contfnua no ponto X,;quandc o
comprimento do grédfico da fungHo,compreendido entre os pontos de ab-
cissas x, e X,tende para g,quando x tende para X, . (Prova-se a
equivaléncia destas duas maneiras de definir a continuidade absoluta
de uma fung8o num ponto}.

Se a funcHo f8r absolutamente contfnua em todos os pontos de
um intervalo,diz-se que a fung¢8o em causa € absolutamente contfnua
naquele intervalo.

Pois bem: Vitali provou que as fungBes gue s8o primitivas

de funcBes localmente somdveis num intervalo I s%o precisamente as

funcBes absolutamente contfnuas nésse intervalo. Note-se que,db-
viamente,estas fung8es s#o contfnuas e de variacH8o limitada em ca-

da intervalo compacto: constituem pois um sub-conjunto do conjunto
¢(I) das func¢Bes contfnuas em I,

E assim.somcs levados a fazer corresponder & derivada de ca-
da fung¥o absolutamente continua,a distribui¢Bo que € derivada fore-
mal dessa func8o contfnua. Isto €,sendo F absolutamente continua,
(e portanto,DF uma fung#o localmente somdvel),estabelece-se a cor-
respondéncia DF €—>DF entre o conjunto das fun¢8es localmente
somdveis no intervalo I e uma parte de CulI)e

Esta correspndéncia € biunfvoca: na verdade,diz-se que
5F245F1 ,isto &, 5(F2~Fl)so,quando er Fl diferem por uma constante;
ora,sucede ent¥o que as fungBes DFl e DF2 coincidem e reciprocamente
[N&o esquecer que estamos a chamar "funcBes"(localmente somdveis)ds
classes,elementos de L%(I)]

Existe pois uma correspond&ncia biunfvoca entre uma parte{l)}
de ¢onjunto Cl(I) das distribuigBes de ordem 1 em I,e o conjunto
L%(I) das fungBes localmente somdveis em I. Ora,esta correspondén-
cia biunivoca &€ até um isomorfismo a respeito da adi¢¥o definida em
L%(I) e no conjunto das distribuig¢8es. De facto,a soma de duas fun-
¢8es localmente somdveis (isto &€,das derivadas (2) de duas func8es
absolutamente contfnuas) pode representar-se sob a forma DF1+DF2

a%eecHse6ed0e02e

(1) Precisamente: a parte constituida pelas distribuig¢8es que s#o

derivadas (generalizadas) de func¢Bes absolutamente contfnuas em
I

(2) no sentido usual
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Como o conceito de derivada para as fung¢¥es absoclutamente
continuas verifica a aditividade habitual,temos DP1+DF2=D(F1+F )3
ora,na correspondéncia biunfvoca em causa,i funqao localmente somd-
vel D(F1+F2) corresponde em Cl(I) a dlstrlbulgao D(F1+F2) a qual
por sua vez ,é igual a'5F1+DF2 0 facto,agora verificado,de as so-
mas DF,+DF, e DFl & DF2 se corresponderem,prova que a correspondén-
cia biunivoca de que vimos tratando € um isomorfismo,
Podemos pois efectuar a habitual "substituig#o" da parte
causa de Cl(I} pelo conjunto L (I) das fungBes localmente somdveis.
Feita essa 1dent1ficaq§o,podemos afirmar que tem lugar a
inclus¥o seguinte:
C(I) ¢ Li(I) € Gy(T)

Nestas condi¢Bes,a que chamaremos derivada de ordem n de
uma fung%c localmente somdvel, [£] ?

N#o esquegamos que,sendo D o operador da derivaglo usual,
f=D J f,uma vez que,n%o dando embora a operacfo DJ precisamente a
"mesma fun¢fo,d4 certamente a mesma classe,que é o que importa.
(Note-se que [f] estd agora identificada & uma distribuigHo).

Ent8o,teremos

‘I’Jn[fj = ? [Dﬁf] = .ﬁn.D[:‘lf] sora,sende 3f
contfnua,a derivagfo D confunde-se com a derivagfo D,usual,o que
permite escrever finalmente

B[ £] = D" fe]

Em conclus8o: a teoria das distribuig8es permite ir mais
longe do que poderia parecer 4 primeira vista; n#lo atribue apenas
uma derivada de qualquer ordem s fung®es contfnuas,-atribue tambénm

uma derivada de qualquer ordem a t8da a func¥o localmente somdvel,

Observe-se que agora,e sd agora,estd plenamente justificado

escrever ~
d = DH ,ou mantendo o sf{mbolo usual, 5‘=DH,se-

gundo a teoria exp8sta.

Porque,sendo as distribuiq®es derivadas de fung®es conti-
nuas,e n¥o sendo a fungfo de Heaviside,H,fung¢¥o contfnua,DH n#o se-
ria uma distribuic¥o. Mas H € fungfo localmente somdvel;podemos

Portento escrever d =Du, ou &=DH,adoptando o sfmbolo

D para a derivaq¥o generalizada,sempre que isso n¥o suscite confusfc
Antes de ver como se interpretam as medidas no quadro das

distribuigBes,convém ver como-pelo contrdrio,certas fung8es,embora

Simples,nfo se podem interpretar como distribuig8es.
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Por exemplo: a fung#o ~%~ . Vimos j4 que em qualquer in-
tervalo que contenha a origem,tal fung¢fo n¥o é localmente somdvel,-
embora O seja em qualquer intervalo que n¥o contenha a origem.
gsta funclo n¥o & interpretada como"distribuigHo".

Nos cursos cldssicos de Cdlculo Infinitesimal,aprende-se
que uma primitiva de ~%— ¢ log|x|,para xfo,evidentemente. Ora,
essa primitiva n%o 4 dnica; a totalidade dessas primitivas,todavia
nfo ¢ redutivel & forma log|x| + C ,designando C uma constante ar-
pitrérie,

Essa totalidade ( o "integral indefinido® de L } € cons-

X
tituida por t8das as fung¢Bes da forma
loglxl+cl para X0
F(x) = {

log|x|+C, para x>0 ,
designando C; e C, duas constantes arbitrdrias,
Tomando Cz-clsc,a expressHo geral daquelas primitivas po-
derd assumir a forma
(o) F(x) = logixj+ Cq+ cH(x)

E bem visfvel que as primitivas de -if n¥o diferem por uma

constante arbitrdria:isto chega para nfo se poder identificar m%u
com uma distribuigfo. De resto log|x} & localmente somdvel em
qualquer intervalo que contenha a origem: gquando x tende para o,&
direita ou & esquerda,log|x| tende para go mas muito lentamente,
(E até um infinitamente grande de ordem inferior a qualquer ndmero
real) . Daf resulta ser loglx) localmente somdvel em qualquer in-

tervalo que contenha a origem.

N

\

Portanto,logix| € uma distribuic¥o.
Derivando a precedente igualdade (X),tendo em vista as re-
gras vdlidas para a derivacfio de distribuigBes,viria:

3F(x)=-3‘7+o+c3=—§'c—-+c5'

Quer dize:,existem infinitas distribuig8es que correspondem a-f%-.
N¥ se poce pois identificar -%— com uma distribuigo.
Este facto explica uma igualdade paradoxal que Dirac apre-

Senta no seu livro de Mec&nica Qufntica: 2 1, .d
$

X X



56
da qual deduz fdérmulas importantes para aquela teoria., E que na
verdade —3— ndo 4 uma distribuig%o,-mas sim uma classe de infini-
sas distribui¢Bes,que diferem t8das por miltiplos de )

Entre as infinitas distribui¢®es correspondentes a ~§- ’
convém destacar uma:

D log)x) = Pf-i- (parte finita de —i-)

(No 12 membro,deriva~-se uma funcg8o localmente somdvel)
Trata-se de uma distribuic8o muito importante para as apli-

cagBes,em Fisica.
1 ~1)"L

Mais geralmente,

Donde vem esta locucglo,"parte finita"? Foi empregeda pe-
lo préprio Schwartz segundo a orienta¢Hio funcional que este seguiu,
definem-ge as distribuic¢Bes de tal modo que & preciso considerar cer
tos integrais imprdprios,cuje parte finita € depois destacada., Daf
a designacfo,associada ao simbolo Pf

E oportuno agora apresentar a interpretac¥o das medidas
como distrikuicBes.

Como se viu na 1& ligHo,chama-se medida uma funcHo numerd-
velmente aditiva sbbre a familiaff% dos borelianos limitados da rec-
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ta.

Na teoria das distribuigles,uma medida n¥o deve ser conce-
bida como uma massa,como se tem feito até aqui; deve ser encarada
como uma densidade., Por isso mesmo,a notagHo diferencial d)A que
8¢ usa nos integrais,nfio € aqui aconselhdvel; ¢ preferifvel escrever
‘/%dt,ou mesmo,/K(t)dt,onde t designa a varidvel independente,

Como se viu,0 integral entre um ponto ¢ arbitrdrio,e x,da
medida/k ,dd justamente a medida do_intervalo [c,x} :

3(x) a/;tdt -/u([c,x])

Chamamos & uma primitiva desta medida,que se pode alids
reconstituir a partir de &(x),de maneira simples., Observemos que
&(b)-B(a) =/l(]a,b])
el b Porqué o intervalo semi-aberto ]a,b] ? Porque
¢ 8(b) d4 a massa contida em [c,b] ; @(a) dd a massa
contida em [9,53 ; subtraindo estas massas,obtemos evidentemente a
massa contida no intervalo ]a,b] ,aberto d esquerda,uma vez que
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pode acontecer estar presente no ponte 2 uma massa ndo nula,

Demonstra-se ainda que & medida dum intervalo fechado
[a,y) pode entfo ser dada pela férmula

Ml[a,b] = a(b) - &(a)
em que ®(2a) representa o_limite de B(x) ¥ esquerda de a (que exis-
te sempre,neste caso).

De reste,quando conhecemos o valor da medida para interva-
los fechados,podemos passar para reuni8es de intervalos,complemen-
tares,etc.~-enfim,para qualquer boreliano,

E agora,¢é natural preguntar: como caracterizar,do ponto de
vista da teoria das fung¢Bes,aquelas fun¢Bes,B(x),que se obtém inte
grando medidas? Prova-se que sfo precisamente as funcSes de varia
gfo limitada em cada intervalo compacto do seu domfnioc. Isto &,
dada arbitririamente uma fung8o F(x) naquelas condig8es e,pondo
(por definigHo)

S([a,0]) = F(b)-F(a),
fica determinada uma medida s6bre a famflia dos borelianos limita-
dos,a partir dos valores dg/“ para os intervalos compactos.{Isto €
un facto;que se demonstra}, E a medida assim obtida diz-se deriva-
da da fungle F de variag¥o limitada,-a qual,por sua vez,se chama
funcfo primitiva de fﬁ /4 = DF .

Prova-se que duas primitivas da mesma medida diferem por
uma constante necesshriamente., Por outro lado,sabe-se que as fun
¢Bes de variag¥o limitada sfo fungBes somdveis-mesmo segundo Riemann
E um facto muito conhecido,que para fungBes reais da varidvel real,
decorre da integrabilidade & Riemann das fung¢8es mondtonas.

Em conclusZo:; &as funcgles de variag¥o limitada em cada intervalc
compacto do seu domfnioc sfo localmente somédveis e,portanto,distri-
buig&es.

Isto permite-nos proceder a uma nova identificag¢¥o,decorren-
te de um isomorfismo que se pode definir nos termos seguintes:
fagamos corresponder & derivada de t8da a fung$o F,de variag¥o li-
mitada num intervalo compacto,ﬁF,a medida DF,(medida no sentido ha
pouco precisado).

Fica assim definida uma correspondéncia entre uma parte do
conjunto C,(I) das distribuigBes de ordem finita em I,e as "medidas
Construidas a partir de fung¥es de variacg¥o limitada em cada inter-
valo compacto contido em I Esta correspondéncia € biunfvocsa;
¢ até um isomorfismo,porque se '151?1*——? DFy ‘ﬁin-‘—v DF,

¢ também v ~
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em face da defini¢¥o que € natural adoptar para soma de duas medi-
das: por defini¢¥o,soma de duas medidas,/“l e/hz,é a que faz cor=-
responder a cada intervalo (em geral:a cada boreliano X) a soma das

medidas de X segundo /11 @ /‘2

/11.,.}&2) (X) ./aqu)+/42(x) ,para todo © Xef{%

Em conclusfic: a correspond&ncia DF &> DF
(F,funcic de variaglic limitada em todo o intervalo compactc),esta=-
belece um jisomorfismo entre as medidas sébre um intervalo qualguer
I da recta,e as derivadas das funcBes de variagfio limitade em qual-
quer intervalo compacto contide em I, Somos assim convidados a fa-
zer uma nova ldentificacg8c: a das "medidas" com certas distribui-
¢bes de ordem finita.

Observe-se que,efectuada a identifica¢8o do conjunte M(I)
das medidas s8bre I com a parte de CuJI) que lhe € isomorfa,podemos
por sue vez definir derivada de qualquer ordem de uma medida; - e
assim € que,nfo s as fung¢Bes localmente somfveis,mas também as me-
didas passam & ter derivadas de gualquer ordem.

Alids,uma funcfo localmente somével f também se identifica
a uma medida:
£ gy //%dt = £{t)dt ; o dltimo integral

a define uma medida, /4 .

Em resumo,obtemos mediante as sucessivas ldentificag8es

por isomorfismo que apontdmos,a seguinte cadeia de inclusBes:
¢(I) ¢ LL(I) ¢ W(I) € o (I) .

E agora oportuno definir o conceito de ordem de uma distri-
buic%o segundo Schwartz . (Até aqui,demos apenas o conceito de or-
dem segundo Kénig).

Schwdrtz define o conceito de ordem a partir do conceito

de medida:
as distribuicles de ordem 1 s¥o as medidas;

as distribulc¢les de ordem 2 s¥o as derivadas das medidas
que nflo sejam alids medidas;e assim sucessivamente.
Nesta nomenclatura,a funq&ocg de Dirac (-que ¢ uma medida,
Por ser derivada da fungfo H de Heaviside,que & de variagfc limita-
da),é uma distribuigSio de ordem 1;a derivada 4 (da qual se prova
Que nflo é uma medida) € uma distribuiglio de ordem 2 .
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