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4ª lição 
Vamos v�r como certas funç5es n�o cont!nuas,e mesmo as me­

didas em geral,podem ser incluidas na classe das distribuiç5es. 
Notemos que certas funç5es descontínuas se apresentam natu­

ralmente como derivadas de runç�es contínuas;por exemplo,& função 

de HeavisidetH(x)t� a derivada da função G(x) ,referida no final da 
24 liç�o! 

H(x) .. DG{x) 
Esta funcsão,G(x),ngo tem derivada na origem (possue apenas 

derivadas laterais) mas a funç�o de Heaviside nlo necessita ser de­
finida na origem. 

Como vimos,o facto de H(x) ser derivada da funCS!o contínua 
G(x) levou-nos a escrever 

8. D2a,ou mais simplesmente, Ó= n2a 
empregando ainda o símbolo D para significar "derivação generaliza­
da"" 

Mas sd agora vamos vêr como se justifica esta igualdade com 
todo o rig$r. Mais ainda: vamos interpretar tedas as ,uns�es lo�al­
m�qte som���� como distribuiç�esJidentificando-as a determinadas 
distribuiçtses. I 

11 • • 

Diz-se que uma funçlo,definida num intervalo I da recta,4 
!2ca�ente s9mdve* naquele intervalo,quando 4 som�vel (isto ��inte­
gr�vel no sentido de Lebesgue) em todo o ,intervalo comRac�o contido 
em I. 

A teoria do integral de Lebesgue sd em pequena parte � ne-
cessdria para a sequência destas li�5es. Limitar-nos-amos por 
isso a recordar as propriedades mais importantes do intagral de Le­
besgue,!\ medida. que forem necess�r1as. 

Antes de maistobserve-se que o integral de Lebesgue � uma 
generalizaçlo do conceito do integral de Riemann: teda a funç�o 
tegrável segundo Riemann � integr�vel segundo Lebesgue,e o valor 
dos integrais � o mesmo. Todaviaja rec!proca nfto � verdadeira:htÍ 
funç5es integr�veis segundo Lebesgue,que o nlo slo segundo Riemann 

Um exemplo muito simples 4 a funç!o de Dirichlet,D(x) ,de­
tinida do modo seguinte: { 1 , para x irrac ional 

D(x) .. 
o ,para x racional 
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Esta funç!o nlp � integrdvel segundo Riemann,e � integrdvel 

segundo Lebesgue (veremos adiante a justificaç!o deste facto). 
Um caso muito not'vel de funç5es,para as quais n!o existe 

integral de Riemann.e existe integral de Lebesgue i o das funções 
que admitem integrais imQr4pr1os (segundo Riemann) absolutamente con­
verg,ente�. -

Como se sabe,hh duas esp�cies de integrais impr6prios:os de 
lA esp�cie,e os de 2& esp�cie. Os integrais impr&prios de lA es­
pdcie s�o integrais em que o intervalo de integraç!o , limitado,mas 
a tunçlo nlo , limitada nêsse intervalo;nos integrais impr&prios de 
2& esp4cie,o intervalo de integraçlo nlo 4 l�1tado. 

Sabe-se que a definiç!o do integral de Riemann exige que a 
funç!o integranda seja limitada.e que seja �imitado o intervalo de 
integraç!o. 

Portanto,qualquer daqueles casos est� f&ra do conceito do 
intecral de Riemann. Nos cursos cl�ssicos de C'lculo Infinite­
simal efectua-se entlo uma general1zaçlo do conceito do integral de 
R1emann,mediante uma passagem ao limite. II Por exemplo: consideremos o integral � 

A f'unçlo *" torna-se infinita o (K 
no intervalo [0,1) ,-nlo 4 pois integr�vel segundo Riemann. 

Mas 4 habitual definir êste integral �pr&pr1otescrevendo 

Como o 
gral impr&prio 

r, .. lim+ {l$l .. lim+ [2Jit .. 
lo u�o k �o u 

limite em causa existe 

{!I-
e 4 tinito,diz-se que o inte-

4 convergentE!_ 

Existe uma estreita analogia entre o estudo dos integrais 
impróprios e o das s4r1es,-analogia essa que leva a adoptar a termi­
nologia da teoria das s4ries para @stes integrais. Por isso,tam­
b�m se diz que um integral impr&prio 4 a�solutamente convergente, 
quando 4 convergente o integral do módulo da f'unclo integranda 

Pois bem: quando isso acontece,o integral impróprio perten­
Ce k categoria,muito mais vasta ,do integral de Lebesgue,-com o mesmo, 
valor,bem entendido. Quer dizer:o integral de Lebesgue é uma ge-
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neraliz8Q!0 do integral de Riemann,que abarca aquele caso dos inte-
grais impróprios absolutamente convergentes. 

t c caso do integral h� pouco estudado,porque 

e o integral E! pois absolutamente convergente. 

Mas seja agora i1 dx -x 
o 

Seguindo o mesmo caminho ,teremos: 

11 � .• lim+ �ogl-logu] } o U-tlPO 

1 

Ora,�ste limite jd n!o , finito: o integral' divergent�. 
A funç�o,muito simples, Y.! ' n!o , a11�s integr'vel segundo 
Lebesgue (n�o d som�vel) no intervalo techado [0,1) ,nem mesmo no 
int0rvalo serni-aberto ] o, � • 

Mas' localmente som�vel no intervalo ]0,1] ,isto 4,é inte .. 
gr.'.!v�)lem todo o intervalo compacto contido naquele. Na verdade, 
ne tal intervalo é compacto,é limitado ª techado: os seus extremos 
� e � s�o necesshriamente positiv�s;ora,em tal C$SO,8 funç�o � 
I� contínua em [a, � , e o integral existir' ( em (a, b) ) mesmo segun-
do Riemann. a b 

'J t • 
o 1 

Porta'nto , por maioriL. de razIo, existe segundo Lebesgue. 

Pode at� dizer-se que a funçlo � 'localmente som&vel 
no intervalo Jo,+ 00[, e tamb'm em J oe 00 ,0( . Enfim,4 localmente 
�pm�yel em qualquer intervalo que nlo contenha a origemjpelo con­
tr�rioJn!2 , localmente somável em todo o intervalo que contenha 8 
origem. 

Posto isto,consideremos em geral uma funçlo f,localmente 
som�vel num intervalo 1 qualquer. Fixemos arbitr�riamente um pon­
to � dasse intervalo,e ponhamos 

x 
:Ir • (r(t) dt • F(x) 

/C (integral segundo Lebesgue) 
Prova-se que F(x) 4 fUDÇlo cODttnua. 
Portanto, J , um operador que faz corresponder a cada fun ... 

ção localmente somável naquele intervalotuma funclo cont!nua,que 
se chamará naturalmente uma funclç erimitiva de f;ser� natural cha­
mar,por sua vez,a f,4�rivada de F,e escrever f. DF , 
convençlo esta que se justifica &11's por motivos mais profundos, 



que 

çlo 

adiante exporemos. 
Consideremos 

primitiva,F(x) 
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duas funçt)es,t1 e f2,que tenham a mesma fun­
Será ent!o F • J t2 = :) fl 

Se f1 e f2 slo funç6es con�!nuas,tendo a mésma primitiva, 
stto necesshriamente iguais: fl-ta ; mas se n110 impusermos a fl e 
f2 a condiçlo de continuidade,deixa de ter lugar necess�riamente a 
}gualdade entre fle t2 • Este resultado 4 um pouco s�rpreendente, 
porque equivale � existência de duas funç6es distintas'!l e f2,tais 
que tl • DF f2 • DF 

Por outras palavras: a mesma funç!o,F,pode ter duas �-
vad�s diferentes 1 A operaç!o "derivaç!o" deixa de ser un!voca. 

De resto isso ocorre j� com o pr6prio integral de Riemann: 
se modificarmos os valores de uma tunç!o (integr�vel segundo Riemann) 
num nrlmero tini� de pontos,obtemos uma funç!o,sem ddvida distint� 
da anterior,mas �om o mesmo in5egral (segundo Riemann). Podíamos 
alids etectuar aquela modificaç!o do valor da tunç!o numa infinida­
de de pontos que verificasse certas condiç5es conhecidas. 

o. 

�: r '  
• • t I I 

I I t , • I 

Mas,colocando-nos no quadro do integral de Lebesgue, qual 
ª a con9�Çao necess�r�a e suficiente para que duas funç�es localme�­
te s9m�y�is num certo.in�ervalo,t���am o mes�o int�gral nêsse i���!­
valo? --

Prova-se que essa cond1ç!o d a seguinte: tl e f2 devem ser 
19ua��.�xceB�� (quando muito). nos pontos de um conjunto de ��dida nu­
lã. ( Medida segundo Lebesgue) • 

Recordemos o que se entende por conjunto de medida nula, 
Segundo Lebesgue. 

Diz-se que um conjunto (de pontos da recta) tem medida nula 
(segundo Lebesgue) quando,dado um ndmero positivo arbitr'riot t ,é 
sempre possível cobrir o conjunto com uma tam!lia (eventualmente in­
finita) de intervalostde modo tal que a soma dos comprimentos d@stes 
seja interior a f (Um tal conjunto diz-se tambdm,por vezes,conj�n­
� menqsprezdve�) 

Prova-se que todo o con.1�nto numer'vel tem medida nula ! 
Enttto,o conjunto dos n��ros raciona�� (que , numer�vel,como se sabe) 
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A funçlo de Dirichlet,D(x), 
6 pois igual a l,excepto nos pontos de um conjunto de medida nula: 
o seu integral, segundo Lebesgue,em qualquer intervalo da recta,é 
portanto o mesmo que o da funçlo constante,! !l l,no mesmo intervalo. 

A funçlo de Dirichlet 4 pois 1ntegr�vel segundo Lebesgue, 
em qualquer intervalo da recta ,como se tinha afirmado anteriormente <, 

Quando a igualdade f 1 (x) III f 2 (x) se verificar, excepto (quG.tl 
do muito) nos pontos de um conjunto de medida nula,diz-se (em fran­
cês) que as funç6es fl e f2 slo iguais eresgue partout • (Em inglês) 
!l:most everywbere) .. _ Traduzirem.os esta expresslo por "quéÍsi em to­
dos os pontos". Pôsto isto,convencionaremos dizer que duas fun� 
ç5es �oqalmente som�veia t1 e f2 ,definidas num mesmo intervalo,são 
!gu1valentEts.J e escrever t FVI t 1 . 2 
quando tais f'unçfSes torem iguais em qu!Ís1 todos os pontos daquele 
intervalo. (g imédiato reconbecer que se trata efectivamente de uma 
relaçlo de equivalência. A sua transitividade decorre do facto se­
guinte,de muito t4011 ver1ficaçlo: a reun110 de dois conjuntos me ... 

nosprez've1s 4 ainda um conjunto menosprez4vel). 
Esta relaçlo de equivalência determina no conjunto das fun­

ç�es localmente som4ve1s naquele intervalo,uma partiç!o em classes 
disjuntae de elementos equivalentes. Seja [fJ a classe de tOdas 
as funç8es localmente somAveis,equivalentes � t'unçlo ,f • 

Designemos por L� (I) o conjunto-quociente asstm obtido, -

quer dizer,o conj'Ulto das classes de t'unçtSes localmente somáveis 
equivalentesê Costuma representar-se por L1(1) o conjunto das 
funçe5es Elom�veis em I,conjunto manifestamente contido no anterior .. 
l!! tamb4m evidente que os dois conjuntos coincidem se (e sÓ se) o in ... , 
tervalo I � compacto 

Podemos detinir,de modo muito simples,uma adiçUo e uma mul� 
tiplicaçlo neste conjunto t;(1). Basta escrever: 

[t] + [g] = [t+g) 
[r]. [g] a [r .g] 

Como sempre que se definem operaç5es em conjuntos quocien­
testO primeiro cuidado a ter � reconhecer a coerência da definição­
isto 4,veriticar que o resultado nlo depende dos representantes es­
colhidos para as classes sabre as quais a operaçlo incide. Tal 
verificaçlo equivale a assegurar a unicidade da operaçlo em causa, 
o seu car�cter un!voco. Nas operaç�es acima definidas em L�(1)>> 
� imediata essa verificaçlo. 

Tamb4m se reconhece que a adiçlo ali definida 4,(a14m de 
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sempre possível e un!voca) t&ssociativa, comutativa e revers!�l -
quer dizer: L;(I) � um !ru�o .• ç�ut���2,a respeito daquela adição$ 

Uma classe [r) E. Lc(I) diz-se cont!nua,quando admite como 
representante (pelo menos) uma funçlo.f,cont!nua. Existe bbvia­
mente um. isomorfismo ent,re o grupo aditivo C(1) e o grupo das clas­
ses,elementos de L!(Il.que nde ohamamos cont!nuas. Podemos enttio 
operar aquela substituiç!o jdpor nds praticada em v'rias circuns­
tancias andlogas,-isto 4jid�nti1'ic� a classe {r),contínua,com a 
função cont!nuatf�que a representa: escrever, pois , [t] • f 

Nestas cond1ç�esJo conjunto C(1) das funç5es contínuas no 
intervalo I ticar� contido em L�(I);isto 4, C(I) <: L�(1) • 

Por outras palavras ainda C(I) 4 um sub-grupo de L�(I) .. 
Em geral,por comodidade de linguagem (e quando isso n�o 

acarrete perigo de confuslo) chama-se ainda funo5es loealment� SO� 
m.�veis �s prd'prias classes que constituem L�(I); correlativamente, 
essas classes slo representadas pelos mesmos s!mbolos que designa�m 
usualmente as funçees "representantes" de tais classes. lt claro 
que as "classes" nUo slo as "tunçtses": adoptar o mesmo termo para 
significar entes distintostES certamente incorrecto; mas a comodida .. 
de da! decorrente 4 na verdade grande. Hk que chamar,no entantot 
a atençlo�para os cuidados que 4 preciso ter ao fazer uso desta li,!: 
guagem abrev1ada,que d hoje,de resto,ramiliar mesmo aos tísicos e 
aos t'cnicos,dotados de cultura matem�tica que compreenda a teoria 
do espaço de Hilbert e em particular os desenvolvimentos de funç5es 
em ::H�ries de f'unçl!5es ortogonais J etc (O 

Em particular (uma vez adoptada aquela convençlo) nl2 se po­
der' mais falar §ll1."{alor de uma fungão (localmente som'vel)num ponto : 
como sst4 em causa s. ç.�!SS� das funç5es equivalentes a uma dada, r, 
se alterarmos o valor de r num ponto l_permanecemos certamente na 
mesma classe,uma vez que a ttnova" f'unçUo difere da. inicial apenas 
num ponto (conjunto de medida nula). Ora,permanecer na mesma clas­
se.� (segundo aquela convençlo de linguagem) encarar a mesma fungão 
localmente som4vel,cujo valor nlo existe portanto.uma vez que hã 
Possibilidade de o fixar. 

No tnleta da )& liçlo,rris�mos que nlo � poss!vel falar de 
valor de uma distribuiç.lo num ponto: pois bem, isso mesmo j<i aconte­
cia com as classes de funçees localmente somdveis,isto d,as tunç5es 
localmente somdveis,- no sentido lato da expresslo .. 

Quando pusemos 
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e dissemos que f era a derila�� de Ft f • DF testa convenção exi­
ge (segundo dissemos) uma explicação mais profunda. 

Na verdade,prova-se que a tunç:!o F(x) admite derivag.aflpr&s­
que partoutff.E demonstra-se ainda que se tem F'(x) • f(x), pr&sque 

partout,oque justifica escrever-se raDF(x) • 

Simplesmente$qualquer funç!o que seja egutv��ente a f será 
ainda derivada de F,e,portanto,-o que será natural fazer para res­
tabelecer a unicidade da derivaç!o,& p8r,por definiç!o, DF • (i] 

Ass1m,j� podemos dizer que a derivada de uma funç!o F � 
tÍnica. 
classe 
ferem 

E as funç5es que.como F.admitem como derivada uma. mesma 
(r] (chamadas primitiva! de F) slo ainda as funç5es que di­

de F por uma constante .. 
Vamo-nos assim encaminhando para a estrutura das distri'py!'" 

Si.,5es. Convdm. no entanto t caracterizar pr�viamente as funç�e�_ç,.c2ll-
�!n�a� g�� ��o Erimitiva� de fun25es lqca�mente som�veis. 

Essa caracter1za�ão foi feita por Vitali,mediante o concei­
to de func!o abso�\lt!Plente cont:!pu�, ... conceito 8ste que depende do 
de ���iaQUo � wm&.funç!o num interya�o. 

Seja [a,b] um intervalo compacto: consideremos uma partiç�o 
dêste intervalo mediante um nrlmero finito de pontost 

XC) a <. Xl <.. •• ., • ., L.. � ... l (. � .. b; e em correspon-
dência com esta partiç!o,o somat&rio �1r(Xi) - f(xi_1>J ., 

Por deriniç!o�Y,riaçlo �otal (ou absoluta) da funç!o f em 
[a,b] ,� o n�ero (que se designa por vf[a,b] ),supremo de t8das 
as somas que se podem formar por aquele processo: 

Vr[a,bJ :II sup ti , f(xi)-f(xi_l)f 
Se Vr ' f�nitatdiz-se que f d uma func!o de variaç!o limita� 

�. (Como se sabe,êste conceito desempenha papel essencial no estu­
do da r�ctificaç�º da�,curvas) 

Por outro lado,diz-se que f(x) � absolutamente cont!nuª no 
ponto xo,quando far 

1im V r [ Xo ' x J .. o 
x ..... xo 

Este conceito pode exprimir-se de modo mais sugestivo,por 

via geom�trj.c a : P 

� 
o 

t I 
• I 
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A funç�o f(x) � absolutamente contínua no ponto xo,quando o 

comprimento do gréÍfico da f'unç�o,compreendido entre os pontos de ab-

cissas Xo e x,tende para Q,quando x tende para xo . (Prova-se a 
equivalência destas duas maneiras de definir a continuidade absol�� 

de uma f'unç!o .num ponto). 
Se a função fÔr absolutamente cont ínua em todos os pontos de 

um intervalo.diz-se que a função em causa � absolutamente contínua 
naquele intervalo. 

Pois bem: Vitali provou que as funç�es que s�o primitivas 
de funç�es localmente som4yeis num inte�alo.� s!o precisamente as 
func5es absolutamente cq,nt!nuas nêsse intervalo. Note-se que,bb­
viamente,estas funç3es são contínuas e de variaç!o limitada em ca­
da intervalo compacto: constituem pois um sub-conjunto do conjunto 
C(1) das funç5es contínuas em I. 

E assim. somos levados a fazer corresponder h derivada de ca­
da funç!o absolutamente cont!nua,a distribuiç!o que � derivada for­
mal dessa função cont!nua" Isto �,sendo F absolutamente cont!nua, 
(e portanto,DF uma função localmente som4vel),estabelece-se a cor--respond@ncia DF�DF entre o conjunto das funç5es localmente 

som�veis riO intervalo I e uma parte de Cw( I) • 

Esta correspndência � biunívoca: na verdade,diz-se que ... I!!!. I.,; DFZ-DFl ,isto �t D(F2-F1)=o,quando FZ9 F1 diferem por uma constante; 
oratsucede ent�o que as funçeses DFl e DF2 coincidem e reciprocamente 
[Nlo esquecer que estamos a chaxn.ar nrunç5es" ( localmente som4veis)lÍs 
classes,elementos de L�(I)J 

Existe pois uma correspondência biunívoca entre uma parte(l) 
do conjunto C1(1) das distribuiç5es de ordem 1 em I,e ° conjunto 

L�(I) das funç5es localmente som�ve1s em I. Ora, esta correspondên­

Cia biunívoca � at� um .�somorf!.�mQ a respeito da adiç!o definida em 

Lc(I) e no conjunto das distribuiç5es. De facto,a soma de duas fun­
ç5es localmente som'veis (isto �,das derivadas (2) de duas funç5es 
absolutamente cont!nuas) pode representar-se sob a forma DFl+DF2 

• • • • • • • • • • • • • 

\1) Precisamente: a parte constituida pelas distribuiq�es que s�o 
derivadas (generalizadas) de funq5es absolutamente contínuas em 

I 
tZ) no sentido usual 
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Como o conceito de derivada para as funç�es absolutamente 

contínuas verifica a aditividade habitual,temos DF1+DF2=D(F1+F2); 
ora,na correspond�ncia biunívoca em causa,à funçt:1o localmente som�-

0.1 
vaI D(F1+F2) corresponde em C1(I),a distribuiç�o D(F1+F2),a qual 
por sua vez,4 �gual : DF1+DF2 O facto,agora verificado,de as so-
�as DFl+DF2 e DFl * DF2 se corresponderem,prova que a correspond�n­
cia biunívoca de que vimos tratando 4 um �somorfismo. 

Podemos pois efectuar a habitual Usubstituiçãott da parte 
causa de 01(1) pelo conjunto L�(I) das funç5es localmente somáveis. 

Feita essa identificaç!o,podemos afirmar que tem lugar a 
inc1us�o seguinte: 

O(I) C L�(I) C 0l(I) 
Nestas condiç�es,a que chamaremos derivada de ordem n de 

uma funç�o localmente somável, fi] ? 
Nlo esqueQamos que,sendo D o operador da derivação usual� 

r-D:J f ,uma vez que I nlo dando embora a operaçlo D l precisamente a 
ttmesma runç�o,d� certamente a mesma classe,que � o que importa. 
(Note-se que [f] est� agora identificada a uma distribuiç�o). 

Ent�o,teremos 
-., Dnr!] == n1'l [Dlr] • 'Dn.DlJf'1 ;ora,sendo �r 

contínua,a derivação D confunde-se com a derivaç!o D,usual,o que 
permite escrever finalmente 

'On [r] = 'On+1 pr] . 
Em conclus!o: a teoria das distribuiç�es permite ir mais 

longe do que poderia parecer h primeira vista; nlo atribue apanas 
uma derivada de qualquer ordem �s funçtses contínuas, -atribue tambér1. 
uma derivada de qualquer orde� a teda a função localmente somdve� � 

Observe-se que agora,e s6 agora,est� plenamente justificado 
escrever tS II! DH ,ou mant endo o símbolo usual, Ô =DH,se­
gundo a teoria expOsta. 

Porque, sendo as distribuiçeses derivadas de funç5es contí­
nuas,e nlo sendo a funçlo de Heaviside,H,iunç!o cont!nua,DH não se­
ria uma distribuição. Mas H 4 função localmente som�vel;podemos 
portanto escrever S .. DH, ou G -DH,adoptando o símbolo 
D para a derivação generalizada. sempre que isso nAo suscite confus�c 

• • • • • • • • • • • 

Antes de ver como se interpretam as medidas no quadro das 
distribuiç3es,conv�m ver como-pelo contrário,certas funções,embora 

simples,n�o se podem interpretar como distribuiç3es. 



55 
Por exemplo: a função � ,. Vimos já que em qua.lquer in­

tervalo que contenha a origem,tal função não � localmente som�vel,­
embora o seja em qualquer intervalo que nlo contenha a origem. 
Esta função não � interpretada como"distribuiçlo". 

Nos cursos cl�ss1cos de Cdlculo Infinitesimal , aprende-se 
que uma primitiva de i � loglxr ,para xI0,evidentemente. Ora, 
essa primitiva n�o � dnica; a totalidade dessas prim1tivas,todavia 
n�o � redutível h forma loglxt + C ,designando O uma constante ar­

bitrária. 
Essa totalidade ( o "integral indefinido" de � ) � cons­

tituida por t8das as funç5es da forma {lOglx1+Cl para X(O 
F(x) .. 

loglxt+C2 para X)O , 
designando 01 e 02 duas constantes arbitrárias. 

Tomando 02-01-c,a expressão geral daquelas primitivas po­
derá assumir a forma 

(�) F(x) .. loglxl+ 01+ cH{x) 
t bem visível que as primitivas de i n!o diferem por uma 

constante arbitrária: isto chega para n!o se poder identificar . �*' 
com uma distribuiç!o. De resto loglxt 4 localmente somável em 
qualquer intervalo que contenha a origem: quando x tende para 2,� 
direita ou k esquerdatlog l x j tende para oe mas muito lentamente. 

(� at4 um infinitamente grande de ordem inferior a qualquer número 
real) • Da! resulta ser log'xl localmente somdvel em qualquer in­
tervalo que contenha a origem. 

�\í 
Portanto,loglxl d uma distribuiçlo. 
Derivando a precedente igualdade �),tendo em vista as re­

gras vé!li'las para a derivaç!o de distribuiçt5es,viria: 
DF (x) .. ...l.. + o + c S =...L + c I x x 1 qUer dizeI ,existem infinitas distribuiçt5es que correspondem a -x-. 

N�o se poel.e pois identificar �= com � distribuiçf!o. 

Este facto explica uma igualdade paradoxal que Dirac apre ­

Senta no sau livro de Mecânica. QuAntica: -1... III ...l.. + c r 
x x o ,  
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da qual deduz r6rmulas importantes para aquela teoria. � que na 

verdade � n�o � uma distribuiç�o,-mas sim uma classe de infini­
taS distribuiç5es,que diferem tOdas por mdltiplos de dr 

Entre as infinitas distribuiç6es correspondentes a � , 
conv�m d.estacar uma: 

D loglx, = pr �. (pa�e finita de -�) 
(No lA membro,deriva-se uma funç�o localmente somdvel) 

Trata-se de uma distribuição muito importante para as apli­
caç5es,em Física. 

Mais geralmente, 1 �n-l"" 
Pf--- = - nn log l xl 

:iP n... ! 
Donde vem esta locuç!o,"parte finita"? Foi empregeda pe­

lo pr&prio Schwa.rtz segundo a orientaçlo funcional que este seguiu, 
definem-se as distribuiç�es de tal modo que � preciso considerar ce! 
tos integrais irnp'l"'6prios;cuja E�rte.finita 4 depois destacada. Daí 
a designação,associada ao símbolo Pf 

e _ • • • • • • • • • • o • • • • 

t oportuno agora apresentar a interpretação das medida� 
como distrituiç6es. 

Como se viu na 1& liç�o)chama-se medida uma tunç!o .n�"�­
velmen�e aditiva sabre a fam!lia � dos borelianos limitados da rec­
ta. 

Na teoria das distr1buiç5es,uma medida nlo deve ser conce­
bida como uma massa, como se tem feito a:t� aqui; deve ser encarada 
como uma densidade. Por isso mesmo,a notaçlo diferencial djA que 
se usa nos integrais,nlo � aqui aconselh�vel; 4 prefer!vel escrever 

�dttOU mesmo,�{t)dtJonde t designa a vari'vel independente. 

Como se viu,o integral entre um ponto � arbitrArio,e x,da 
medida f ' dá justamente a medida do intervalo ( c, x] : 

iII(x) ·/�dt .J«(C.x]) 

Chamamos I uma Erimitiv� desta medida,que se pode aliás 
reconstituir a parti.r de m(x) ,de maneira simples. Observemos que 

m(b)-I(a) a�(]a»bJ) 
- i. ... \?- Porqu@ o intervalo semi-aberto ] a, b] ? Porque 

c m(b) d� a massa contida em [c,bJ ; m(a) dá a massa 
contida em l c, aJ ; subtraindo estas massas ,obtemos evidentemente a 
massa contida no intervalo J a,b] ,aberto � esquerda,uma vez que 
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pode acontecer es'tar presente no ponto! uma massa n�o nt;la .. 

Demonstra.-se ainda que a medida dum intervalo fechado 
[a, bJ pode então ser dada pela r&rmula 

Jt ([ti, b] = i(b) .. iI{a1 
em que ii(á) representa o limite de I{x) k !§9.�er4� de a (que exis­
t6 Sempre,neste caso). 

De resto t quando conhecemos o valor da medida para :l.nterV"a.­
los íechados,podemos passar para reuni5es de 1ntervalos,complemen­
tares,etco-enfim,para qualquer boreliano. 

E agcr!'at� natural preguntar: como caracterizar,do ponto de 
vista da teoria das runç�es,aquelas funç5es,l(x),que se obtêm inte 
grando medidas? Prova-se que slo precisamente as funções de var.i� 
�Io limitada ,m cad� intervalo compacto do seu domínio. Isto �, 
dada arbitr�riamente uma fungUo F{x) naquelas condiç5es e,pondo 
( por definiç!o) 

)' ([ a, b] ) • F(b)-F(a1, 
fica determ1nad� uma medida sObre a família dos borelianos limita­
dos,a partir dos valores de� para os intervalos compactos�(Isto � 
um tacto;que se demonstra). E a medida assim obtida diz-se �er�!!­
S! da funç!o F de var1aQlo limitada,-a qual,por sua vez,se chama 
luneta Rr�m�tivt de)' ,J III DF • 

Prova-se que duas primitivas da mesma medida diferem por 
uma constante necess�riamente. Por outro lado,sabe-se que as fu� 
ç�es de variaçlo limitada slo runç�es som�veis-mesmo segundo Riemann 
g um facto muito conhecido,que para tunç3es reais da varidvel real, 
decorre da integrabilidade h Riemann das funç�es mon&tonas. 
Em conclua'ao: as funç5es de variaçlo limitada em cada intervalo 
compacto do seu dom!nio slo localmente som�veis e,portanto,di.stri­

buiçtses. 
Isto permite ... nos proceder a uma nova identificaç!o,decorren­

te de um isomorfismo que se pode definir nos termo� seguintes: 
façamos corresponder h derivada de teda a funç!o F,de variaç�o 1i-

IV rnitada num intervalo compacto,DF,a medida DF, (medid4 no sentido hã. 
pouco precisado ) . 

Fica assim definida uma correspondência entre uma parte do 
Conjunto Cw(I) das distribuiçtses de ordem finita em I,e as "medidas 
construidas a partir de tunç�es de variaç�o limitada em cada inter-
valo compacto contido em I Esta correspond@ncia � biu�!V29�; 
� at� um isomqrtismo,porque se DFl � DFl DF2t---+ DF2 
é tamb�m 
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em fac e da definiçlo que � natural adopt ar para soma de gua� J�!,g!­
�!! : por definiç!o , soma de duas medidas '�l e)kz . '  a que faz cor­
responder a cada intervalo ( em geral : a  cada boreliano X )  a soma das 
medidas de X segundoJ 1 e'2 

()ll+)'2) (X ) ·,1 (X ) +'2 ( X)� , para todo o X t� 
Em concluslo : a correspond@nc ia DF � DF 

( F J !unçlo de var1açlo limitada em todo o intervalo compacto ) , esta­

belece um �somortismo entre as medidas sabre um intervalo qualquer 
I da recta , e  as derivadas das funç6es de variaçlo limitada em qual­
quer intervalo compacto contido em I .  Somos assim convidados a fa­

zer uma nova identit1caçlo : a das "medidas " com certas distribu.i­

ç3es de ordem finita . 
Observe-se que , efectuada a identiticaçlo do conjunto M( I )  

das med1das sabre I com a parte de C�( I )  que lhe 4 isomorfa , podemos 
por sua vez definir derivada de gualguer �rdem de , uma medida ; - e 
assim 4 que , nlo sd as tunq5es 19calmente som've1s ,mas tamb4m as me­
didas passam a t er derivadas de qualquer ordem . 

Ali4s , uma fungUo localme��� som'y-�� r tamb4m s e  ident ifica 
fi uma medida : J. x x 

r � ytdt lIIl f ( t ) dt ; o dlt imo int egral 
a a define uma medida '�t .  

Em resumo , obtemos mediante as suc essivas ident ificaç ões 
por isomorfismo que apont�Os t a  seguinte cadeia de inclus5es : 

0 ( 1 )  C L� ( I )  G !f1( I ) G Cw( I )  • 

� agora oportuno d.efinir o conceito de ordem de umã .. ��i ­
Àuiçlo segundo Schwartz .  (At4 aqui , demos apenas o conceito de or­
dem segundo KOn1g ) . 

Schwartz define o conc eito de ordl! a partir do conc eito 
de medida : 

as distribulç5es de prdem."l sUo as medidas ; 

as distribu1ç5es de 2rJiem _2 slo as derivadas das medidas 

que nlo sejam a11á:s medidas i 8  ass im  suc ess ivament e . 
Nesta nomenclatura , a  funç!o J de Dirac ( -que 4 uma medida , 

por ser derivada da funçlo H de Heaviside , que � de variaçlo limita­
da ) , 4  uma distribuiçlo de ordem l ; a  derivada Jt ( da qual se prova 
que nI2 4 uma medida) 4 uma distribu1çlo de ordem 2 • 
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