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MULTIPLICACKO DE UMA FUNCXO INDEFINIDAMENTE

DERIVAVEL POR UMA DISTRIBUICEO

5& lig¥o

Vimos o que se entende por "soma" de duas distribuic¢Bes
com o mesmo dominio. E dissemos j4 que o problema da definig8o
do "produto" de duas distribuig¢Bes arbitrdrias 4 muito mais delica-
do: oportunamente se patenteard em que consistem,precisamentes,as
dificuldades de uma tal definigl8o,no caso geral,

Certos casos particulares sHo,no entanto,de resolucglo mui-
to mais simples. For exemplo,c produto de um nimero natural n
por uma distribuig8o T define-se a partir da adiglio,como se costu-
ma fazer em gualquer grupo aditivo:

1L.T=T
in,T = (n=lJT ¢+ T para n=2,3,...

Por outro lado é natural pSr o.,T=c e (=n)T=-(nT). (1}

Vamos ver que,mais geralmente,d possivel definir o produte
de uma fung¥o indefinidamente derivédvel por uma distribuiglio qual-
quer de ordem finita,segundc o principic da conservaglio das regras
de cdlculo.(Como veremos,esta definig8ic inclui as anteriores como
casos particulares),

Ao definir a adigéo de distribuic¢les,procuramos manter a
regra da derivagfio da somaj;agora,ao definir o produto em questéo,
pProcuraremos manter a regra da derivacglo do produto.

Recordemos a definiglo de "fungfo indefinidamente derivéd-
vel" num intervalo: € t&da fungfio numérica @ (x) que admite deriva-
das (necessiriamente continuas) de t8das as ordens né&sse intervalo,

Q, ¢, e, 0B

Tinhamos j4 considerado o conjunto C%(I) das funglies n_ve-
zes continuamente derivdveis,isto é,que admitem derivada continua,
até & ordem n,inclusivd; £ manifestamente vdlida a seguinte cadeia
de inclus8es:

eI € ™ HI)e ... ect(I) € o(T)

(1} A distribuic#o nula (que representaremos ainda por g)é,evidente
mente,a funcfo idénticamente nula., Cada distribui¢$o de ordem fini-
ta, T=D"f,admite como simétrica,bbviamente,a distribuigHo -1=p" (£} .
Por sua vez,cada distribui¢fo de ordem infinita T= {TJ} admite com¢
Simétrica a distribuigZo =T = {-TJ} .
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Figuwemos num diagrama a inclusHo sucessiva dos conjuntos
n T
cH(I)

A intersecgdo, /& } ¢®(1),de todos estes conjuntos serd
n=o
evidentemente;o conjunto das fungSes indefinidamente derivdveis

no intervalo I,que € natural representar por CV(I);temos pois
¢1) = Yeh(n)
n=0
Por outro lado,jd tinhamos definido o conjunto C,(I) das
distribui¢8es de ordem finita I,e verificade que se tem:

%4
CW(I) '&zécn(I) s

designando C,(I),como se convencionou,o conjunto das distribuig¢Bes
de ordem £ n sbbre I .

Em resumo: C(I) € o conjunto das fun¢Bes(indefinidamente
derivdveis) que admitem derivadas de t8das as ordens no sentido
usual; C,(I),c conjunto das distribui¢Bes de ordem finita,as quais
admitem derivadas de t8das as ordens no gentido formal.

Pois bem,propomc-nos resolver o seguinte problema: " asso-
ciar a cada fung#o indefinidamente derivdvel num intervalo I,

Ve C (I),e a cada distribuico de ordem finita em I,T ¢ Cyul(I)
uma distribuiclo de erdem finita,que representaremos por \QT,(se-
rd pois @YTEC (I) ),e a que chamaremos "produto" de ( por T,de
modo que sejam verificadas pelo menos as seguintes condigfes:

I} Se T é uma fung¥o contfnua em I,entfc YT coincide com
O produto de  por T, encarado no sentido usual;

II) "regra de derivac¢8o do produto":
D(WYT) = QDT + (Df),'i‘

Para maior simplicidade de notagBes,escreveremos daqui em
diante @' em lugar de D¢ .

Vamos seguir,na resclu¢fio do problema enunciado,o método
do problema resolvido -isto é,: vamos sup8r que € possfvel definir
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uma correspond@ncia: (,T)#—> ¢T nas referidas condigles.

Observe-se,antes de mais,que a condig¥o II) pode apresen=-
gar-se com a forma:

(II') A@DT = D({T)«-sg"l‘

Comecemos po supdr que T é uma func¢Ho contfnua: T=f,com

feC(I) Serd entdc,segundo (IIY),
L@Df = D.(\Qf)-tg’f .

Suponhamos agora que a distribuic¥o em causa,T,nfio € uma
fung¥o continua,mas sim derivada duma fun¢#o contfnua: T = Df.

A condigHo (II') dd entHo

pos = Di.Df) - g'Df = D[D(c(/.f)ncg'f]-[D(qe'f)-(e"f] ,
uma ves que,sendo\@ indefinidamente derivdvel em I,também o serd
‘( ;0 que permite escrever,(mudando em (II') w.?em ~e'),

\anf - D(Q’f)-qrf
Ou ainda,
@D?e = DP(gE)-2D(y'E) +E
0 segundo membroc faz lembrar o desenvolvimento do quadra-
do duma diferenga.
Iasto sugere a extensfo ao caso da derivada de ordem n:

(1) QD% = DP(p) - D™ l(gre) « (IDPR(gre)-... +(-1)@ P,

ou mais concisamente, n

(47) @R =2 (-1)K(R) DK (p(Klg)
N&o sabemos ainda se esta generalizagfo € legftima: mas
podemos tentar confirmd-la pelo método da inducHo completa.

A férmula (4') € vdlida,evidentemente,para n=o: reduz-se
ent¥o & igualdade

(2} @D°f =yf
Resta mostrar que,admittindo a sua validade para n,4 ain-
da verdadeira para n+l

Ora,passa~se de n para n+l,recorrendo 4 propriedade II},
que supomos v4lida (estamos a sup8r o problema resolvido),e que

GES
o™le = Do) - @D, (3)
pondo T = DUf
Tendo em vista (3 ), agora fdcil deduzir a validade da
férmula (4') para o caso de n+l,supondo-a verdadeira para u:
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o método € muito semelhante ao que permite justificar,por indugo

completa,a férmula do bindmic de Newton, Empregam-se as conhe-
cidas relacles entre os coeficientes binomiais:

n n n+l

(k) + (k+l) = (k.'.l)

N3o vale pois a pena efectuar essa verificagfo final da
indugfo,que € comoc que um decalque daquele raciocfnio da Klgebra
elementar,

Em conclus#o: se o nosso problema € resoldvel,a solugHo
sé pode ser dada pela fdérmula

n
(1) @ =3 (-1 (B) k(R

uma vez que,sendo T¢C,(I),necesshriamente T é da forma T=Df, e (1)
dard entfo a expressfio do produto ¢ T =¢.D°f

O problema,a ser pogssivel,sd comporta aquela solug#o. Mas
precisamos,primeiro que tudo,averiguar se o produto de\Q por T=D"f
a que a fdérmula (1¢) conduz € unfvoco,isto é,se n¥o depende da re-
presentag¥o adoptada para T .(como derivada de ordem n de f).

Trata-se pois de demonstrar a unicidade do produto Y.T de-
definido por (1'),mediante a representacfo de T comc derivada de

certa ordem de uma funcfo continua em I,
Em prameiro lugar,repare-se em que 0 22 membro de (1') tem

‘sentido, Na verdade,\g(ko,funqao indefinidamente deriydvel (tal
como P ) é continua,assim como £; o respectivo produto, k f,é
pois uma fung#o contfnua, A correspondente derivada de ordem n-k,
Dn"k( (kﬁf),é portanto uma distribuig¥o;ora,sendo evidentemente (23
um ndmero natural,o simbolo (ﬁ) Dn'k«e k.f) representa uma distri-
buigo,como s viuno inicio desta lig%o,-e por conseguinte,o segun-
do membro de (JY é a soma de n+l distribuig¢Bes.

Para malor comodidade de escrita,durante a demonstragio,
convencionaremos representar o 22 membro de (lﬂ-que,como acabamos
de vér,é uma distribuiqfio,-pelo sfmbolo

L, alf)

Trata~se de um operador,dependente de %73 n,que,a cada
fungfio continua em I,feC(I),faz corresponder uma distribuigfo de
ordem finita em I.

Podemos formular a definigfo deste operador por recorrén-
¢ia;

(4) Loyolf) =@f [ segundo (2)-pde.61)

‘ Qv’n*l(f) = D L*bn(f) - L Sn(f) ypara n=0,1,2;cce0.
[segundo (3)-pdg. 61]
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E com as relagfes (4) que iremos trabalhar,sempre que es
tiver em causa o operador L?}n(f) .

Em primeiro lugar,é fécil reconhecer (por indugo comple-
ta) que

(5) Lyynl48) = Lo n(f) + Ly ()

(Para nso,esta igualdade € manifestamente vdlida; e fdcil-
mente se prova que,admitindo a sua validade para n,esta persiste
para n+l}

Outra importante propriedade do operador L, ,.(f) que vamos

demonstrar € a seguinte: " Se f £ uma funcHo gque a8 ite derivada
contfnua em I ent8o

(6} L?’n(f) ‘9 n-1(f") (para n=1,2,...,)"

Seguindo o método da indugHo completa,comecemos por provar
que & férmula é vdlida no caso n=l: (n¥o hk lugar para o caso n=o

evidentemente) . Trata-se de mostrar que,sendo f derivdvel e £
cont{nua,se tem

?
Lo, (8 = Ty o(21)
Recorrendo & segunda s relagdes (4),com n=o,vem
L ,l(f) = D L@,O(f) et L\Q',o(f)

Por hipdétese,f' existe e é contfnua; ent#o,o0 produto $E
pode derivar-se h maneira usual,

Por outro lado,segundo o que j4 vimos,podemos escrever

) = 0.8
Lot yolf)=g
Portanto,
Lost6) = D (QE) - =Quesqsr - g'f ="
A férmula € pois vdlida para n=1,uma vez que \Of' =1L ,o(f')
Suponhamos agora que a igualdade (6) é vdlida para n;pro-

vemos que entfio subsiste para n+l ,
Voltando a recorrer & 2& das relaq&es (L),

n+1(f’ Q' 2{£) , e observando
que & hipdtese da induqlo permite escrever

]
Q’n ) Qe’n"‘l(f )
L, n{€)=L , _,(f'),concluimos que

ﬂ@ : \%'a

l(f) l(f') - L\Q"n-

Qni- ‘Qn.. l(f')
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Ora,o 22 membro desta dltima igualdade,segundo a referida
relaco (4),n%o € mais do que L n(f'). Ent%o,ficou provado que

L.Q n+l(f) \(),
e com isto,terminada a prova (por inducg#o completa) da relag3o (6)
Quer dizer: derivando a funcdo f.n¥o alteramos o valor do
operador L (f) se simultf@neamente diminuire-
n de uma unidade.
Mais geralmente,sempre que a fung¥o f admita derivada gontinua
(no sentido usual) até & ordem p inclusivd,podemos escrever:

Lp,n(f) o {I n_p(f(p)) ,para n=p,p+l,,...n-1

Com estes resultados,podemos empreender agora a demonstra
glo da unicidade do produto ¢T .

Fomos hk pouco convidados a tomar como defini¢8o do pro-

duto da fungfio ¢ C*(I) pela distribuiclo
T = DUP ¢ C, (I} ,0 22 membro da igualdade

GQ.an -2 (al)k(ﬁ) Dn“k(Q(k)f) ,ou seja,abreviando

.Df = Lo,n(f)

Queremos provar que esta regra de multiplicag¢¥o de Ypor T
¢ unifvoca,-isto é,que o resultado n¥o depende da representagHo
adoptada para a distribuigdo T Concretamente: sendo Dmg outra
representaglio de T,e portanto pn, Dlg = T

,queremos mostrar
que L £
ont®) = Ly nle)
Ora,vimos jd que & sempre possivel reduzir duas derivadas

de ordens diferentes & mesma ordem; em particular,é possivel es-

Crever

T = D®% F = D™ | tomando

Fa3B , G=30g
Por outro lado,sendo Df = Dmg,sabe-se que existe um po-
lindmio P, de grdu inferior a m+n,tal que

Umf - jng = Py 00 sejaF eGP = ou

ainda:
F"G"‘Pm_'_no
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Adoptando para T a representacdo T = Dm+nF,o produto de
%)por T serd {segundo a definigfo,cuja unicidade estd em causa)

L, mentF)

Mas, tendo em vista a dltima propriedade do operador
L _(f) que estabelecemos,é f£dcil concluir que

?:n Ls,m+n(F) = LP’n(f) .

Na verdade,sendo F primitiva de ordem m de f,4 uma fun-
¢¥o m vezes continuamente derivdvel; a sua derivagHo sucessiva até
& ordem m reconduz a fungfio f,e n¥o altera o operador presente no
3¢ membro da Jltima igualdade,desde seja acompanhada da mudanga de
n+m em n+mem=n; estd pois aquela igualdade justificada.

Por outro lado,e tendo em vista a distributividade do
operador L, .{(f) que atraz estabelecemos (pdg.62) ,podemos escrever
sucessivaménte:

L arn) = Lo men{G)*Ly nenlPoen!
Ora,semdo o grau de polindmio Pmen inferior a m+n,pode=
mos derivd-lo m+n vezes,obtendo afinal a derivada (fungfo continue,
per ser constante) nula Sabe-se que essa derivagfo m+n vezes
repetida n¥o altera o "valor" do opersasdor,desde que simulténeamen~
te se mude m+n em min-(m+n) = o Isto é:

(G+P (P

!
ymen P = Ly nen

(P

L%ym+n men) = H(;O(o)

E é evidente que Lv,o(OD = .0 = 0,uma vez que ¢ .0 o

produto usual das fung¢Ses continuas &pe o)
Temos pols apenas

Ly aen(F) * Ly nun(®

’ wy .
Uma vez que 4 =f§ng,um raciocinio andlogo aos que aca=

bdmes de fazer permite {notando que DG = g),escrever

LV’mm(G) = Lp,m(g)
Quer dizer:
by, menlF) = Lalf) = Ly ple)

A dltima igualdade traduz a wnicidade do produto .T,
qQue procurivamos estabelecer. Mas resta ainda saber se a defi-
nic¥o de produto dada pela igualdade %?an =L, ,(f) satisfaz ou
n8¥o ¥s condi¢Bes I) e II) exigidas. ’

Vamos ver que sin.

Para v8r que a l& condig¥c € satisfeita,basta atender a
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que,se T € uma fung¥o continua,T € a derivada de ordem o de f,is-
to , T = p°f Ent8o,a nossa definiglo de produto d4

PT t?,Dof = L‘()’o(f) = (/.f yprodutoc no sentisi
usual.
Quanto & condig¢fo IXI) (perman&ncia da regra de deriva-
¢¥o do produto),trata-se afinal de provar que

P.DT = D(gT)=¢%T .
Ora,T é a derivada de certa ordem de uma fung¢lio conti-
nua,f T = D% ,
Substituindo,fica:
@0 g = D(p. D7) -y 1D .

Em termos do operador L, .(f) ,a dltima igualdade es-
crita assume & forma ’

L'p,ml(f) = DL, n(£) = Ly o(£)
E,precisamente,esta a 2& das relagles (4),que nos ser-
viram para definir por recorréncia aquela familia de operadores
(pag.62) .
0 _nosso problema estd pois resolvido,e,como vimos,com-
porta ume sd solugHo: a decorrente das igualdades

PoT =00 =L, o (£)

Podemos até resumir as conclus8es da andlise feita sob
a forma de

TEOREMA, "Existe uma.e uma sd.aplicacHo

(‘F,T) f“"“‘,‘veT
de G”(I)XQM(I) em C,(I),que verifica as con-

dices I) e II) exigidas (pdg.60)

E possfvel provar ainda que o produto f.T verifica,
além das condigfes fundamentais I) e II),outras propriedades mui-
to importantes;referiremos as seguintes:

(Y+V>T=$T+VT

¢ (T+U) =¢.T + .U

¢y = ().t

1.7T=T
sendo ¥ e q/elementos arbitrdrios de d“(I),T e U elementos arbi-
trdrios de C,(I) e sendo 1 a fungHo constante igual ao mimero 1
(fungfo indefinidemente derivdvel,evidentemente).

A verificag8o destas importantes propriedades € qudsi
imediata,salvo a da 3% (associatividade) que exige um raciocinio.
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de recorréncia um pouco mais elaborado. (semelhante alids ao
que permitiu demonstrar a unicidade do produto WY.T).

Em particular,podemos definir o produto de um ndmero
complexo ¢ por uma distribuic$o de ordem finita,T (® clare que
X Se identifica a uma fung¢¥o constante, *(/‘(x) & X : trata-se,evi
dentemente,de uma fung¢fo indefinidamente derivdvel,com derivadas
t8das nulas).

Ora,sendo T = D"f,com £ C(I),teremos segundo a defini-

¢o de produto adoptada, n

x DR = 2 (-1)5(B) DPK( o (k)

Manifestamente,em todos os termos deste somatdrio cor-
respondentes a todo o valor de kyo,é cx(k)=o,isto é,todos os ter-
mos se anulam,excepto o primeiro;ficard pois

o D= D £)

Quer dizer: mantém-se a conhecida regra de derivaglio de
fungBes: " a derivada do produto de uma fungZo por uma constante,
é igual ao produto dessa constante pela derivada da fungHo",

Em particular,se (x £f8r um nimero natural,n,isto &,o =n,

verifica-se que o produto ,p (dagquela forma definido)

coincide com o que definimos no infcio desta ligHo.

2960000 CC06 0200

E agora conveniente recordar aqui algumas propriedades
de Algebra abstracta,que permitem sistematizar melhor o que acaba
de dizer-se .

Chama~-se anel todo o conjunto A,onde est¥o definidas
duas operages - uma adicfo e uma multiplicacfo - com as seguintes
Propriedades:
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AdicHo Multiplicag8o

a) Sempre pcssivel e uniforme; | a) Sempre possivel e uniforme;
b) Asscciativa; b) Associativa;
¢) Comutativa; c¢) Distributiva,d esquerda e &
d) Reversivel,isto é,dados direita,em relacfio & adigHo:

dois elementos a e b de A, a(b+c) = ab + ac

existe sempre um elemento (a+b)jc = ac + be ,

x¢ A tal que a+rx =b ., para quaisquer a,b,c em A;

(Por outras palavras, a

subtrac¢lic € sempre pos- N¥o se exige que a multiplicagHo

sivel). seja comutativa,

Em particular,existe um

elemento,"elemento neutro",

que habitualmente se de-

signa por o,tal que,para

tode o ag 4, a+0 = a .,

Note-se que as propriedades da adig#io em A podem resu-
mir-se dizendo que o conjunto A é um grupo comutative (ou abelia~
no) a respeito da adicfio .

Quando a multiplicagfo f£6r comutativa,diz-se que A € um
anel comutativo.

Ngo existe necesshriemente em A um elemento neugro da
multiplicacfio,isto €,um elemento 1 tal que l,a = a,1 = a,para to-
do o ag &4 , Quando um tal elemento existir,diz-se que A ¢ um
anel com elemento um-ou elemento unidade.

Chama-ge corpe um anel A comutativo que verifique a se-
guinte condig¢8o suplementar:

Dados dois elementos &,b de A,com bfo,existe sempre um
elemento x de A tal que bx = a ,

Exemplos,

Um exemplo simples e importante de anel comutativo &
constituido peleo conjunto de t8das as fung¢Bes contfnuas na recta
inteira, Suponhamos definidas nésse conjunto,que representare-
mos por C(R),a adig¥oc e a multiplicac¥o segundo a maneira usual.

Imediatamente se reconhece que se trata efettivamente
de um anel comutativo;n$io é porém um corpo,como vamos vér, Con-
sideremos,por exemplo,as fun¢Bes senx e cosx; pertencem eviden-
temente a C(R), Existird em C(R) uma fun¢¥o,f(x),tal que:
cosx.f(x) = senx ? N8o existe: a soluglo desta ltima equagfo €,
como se sabe,a fungHo "tangente®: f£(x) = tgx,que nfo & continua
em t6da a recta,e n¥o pertence pois a C(R).
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De modo mais geral,podemos dizer que C{I),qualquer que se-
ja o intervalo,I da recta,nfo € um corpo,embora seja sempre um anel
comutativo: basta que uma fung¥o f(x)e €C(I) se anule num ponto do
jintervalo I para que n¥o exista %>(x)e C(I) tal que f(x)%}(x) =1,
por exemplo, Pela mesme raz#o,também n%o € um corpo o conjunto
c¥(I) das fun¢Bes indefinidamente derivdveis no intervalo I:€ ape-
nas um anel comutativo, Para reconhecer que se trata de um anel,
recorde-se que a soma (ou a diferenga) de duas fung¢®es indefinida-
mente derivdveis ¢ uma func¥o indefinidamente derivdvel,tal come com
o produto acontece,
P6sto isto,ocorre preguntar:serd possivel definir em C (I}
uma multiplicac3o de modo que 8ste conjunto,com a adic8o que j4 14
definimos,se tome um anel,~um sbbre-anel do anel C(I) das fung¢Bes
continuas em {L} ? A resposta € negativa: prova-se que nfo € pog-
sivel definir uma multiplicacg8o de duas distribuig¢@es arbitrdrias de
ordef finita,que seja asscciativa e mantenha a regra de derivacHe do
roduto,~coincidindo no conjunto inicial,C(I),com o produto usual de
fungBes. Demonstraremos &ste facto capital mais adiante.
Convém recordar ainda outre importante conceito de Klgebra
abstracta: ¢_de mddulo sfbre um anel
Dado um anel A com elemento um,l e um conjunto E,diz-se que
E ¢ un A-mddulo,ou um médulo sbbre o anel Aguando tiverem lugar as
condig¢es seguintes:
l& - estd definida em E uma adig¥o,a respeito da qual E € um gru-
po comutativo<l);
2t - pode fazer-se corresponder a cada par (w,u),constituido por
um elemento ¢ de A e um elemento u de E,un elemento¢(.u de E,que se
chamard produto de ¢f por u,e de tal modo que se verifiquem as condi-
¢Oes seguintes:

I) (e +ﬁ)u "sxw“ﬂ'u (t€h; Per ; uek )
II) pt(usv) =pu +pt v (x€ h; ueE ; veE )
III) & (fu) = (tp) ou (K,(3€h ; u€E )
Iv) l.u=u (1€ A,elemento neutro da multipli-
cagdo de A )

Recordando as propriedades que encontrdmos para as opsera-
¢¥es definidas em C™(I) e C_(I),podemos resumi-las dizendo que:
¢™(I) é um anel comutativo,com elemento um(que € a funcHo constante,
f=2 1),e C,(I) é um grupo comutativo a respeito da adigdo de distri-
bui¢Bes que definimos, Tendo agora em vista as propriedades do
preduto,f T,de uma funglo indefinidamente derivével,\?,por uma dise
tribuic¥o de ordem finita,T,podemos resumir as propriedades indica-
das na pdg.66,dizendo: ceeenan

(1) Vd.ncta da pdg. seguinte.
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nQ_conjunto Cu(I) das distribuicBes de ordem finita sébre I & um
pddulo sbbre o anel C¥(I) das funcBes indefinidamente derivdveis
emI .

Em particular,&ste anel c¥(I) contém o corpo dos nimercs come

lexos,-mais precisamente: &ste corpo € isomorfo do corpo das funw-
¢Bes que se reduzem a constantes,s8bre I,o qual & uma parte de C¥{I},
evidentemente,

Ora,quando se considera um mddulo E s8bre um anel que € unm
corpo,K,~a nomenclatura muda: diz-se ent8o que E é um espaco vecto~
rial s8bre o corpo K. Os elementos de E passam a chamar-se vectores
os de K escalares, Um exemplo simples de espago vectorial € cons-
tituido pelos vectores do espago ordindrio a 3 dimensSes:8&sses vecw
tores formam evidentemente um espago vectorial s8bre o corpo R dos
nimeros reais.

Pois bem: de acdrdo com o que vimos,podemos em particular coxn
siderar C,(I) como um gspmgo vectorial s8bre o corpo complexoc. Cu,
como também se diz,um espago vectorial complexo. E € principalmen-
te a estrutura de gspaco vectorial de Cw(I) que nos ird interessar,

Antes de passar 4s aplicag¥es,observemos ainda o seguinte:
definiu-se o produto .T,de uma fungo indefinidamente derivével por
uma distribuiqlio,num mesmo intervalo I. E como definir o produto
Q.T;no caso de ser T uma distribuiglic de ordem infinita?

E fdcil vér que se pode ainda definir um
tal produto,de modo muito naturalmente
sugerido pela definigfo adeptalia no casc
das distribuigfes de ordem finita. Basta lembrar que T € determi-
nada pela famflia das suas restrigBes aos intervalos compactos cone
tidos no seu dominio I,e que essas restrigBes sHo distribuicBes de,
ordem finita no intervalo a que dizem respeitojisto €,se TE€ C.(I),

éd 7 a {TJ} ,com JC T compacto,e T;€0C,(I). Serd pois natural to-
mar como definigHo de produto {.T neste caso: \Y.T =?‘.€JTJ - P2 1onot:

Como T; é de ordem finite,sabemos o que é {;T; . "Prova-se
sem dificuldade que esta definiq¥o de produto {.T é aceitdvel,isto
é,que ;WJTJI é uma famflia compativel de distribuigBes associada
a0 intervalo I,-quer dizer,uma distribuigHo pertencente ao conjunto
C4(I),e que esta ¢ unlvocamente determinada, Verifica-se ainda que
© produto § .T assim coerentemente definido,goze de tédas as proprig
dades do produto,atraz estudado,de uma fung¢¥o indefinidamente deri-

¢pebeO©BDOOS

(1) Segundo alguns autores,chama-se simplesmente mddulo um grupo co-
mutative cuja operacfo fundamental tenha o nome de adicfo e seja
notada pelo sinal + , (Esta nota refere-se & pdg.anterior)

N
Nee e
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gdvel por uma distribuicie de ordem finita;mais ainda:prova-se que £

geterminado pelas condigfes I) e II} formuladas na pdg. 60 e pela
condig¥o de permutar com o5 operadores de restrigo,

Como aplicagdo do que dissemos,vamos agora deduzir uma fdérmula
que muito interessa para o Célculo Simbélico dos Electrotéenicos,no
caso simples de circuitos eléctricos de constantes concentradas. ¥
g férmula que nos dd o produto de uma func¢do indefinidamente derivd-
vel, ¥,;pela funglo 5 de Dirac e pelas respectivas derivadas. Propomo-
nos pois calculer cs produtes %/c;, gg‘;...e,«pé“‘*“),....

Convém observar préviamente um facto muito importante, Vimos
que,quando & distribuigiio T € uma fungfo continua,o produto Lf.'r coin-
cide com oproduto usual. Ora,hd distribuigdes que,n%o sendo fun¢Bes
continuas,séc no entanto funcdes localmente somdveis:tal & o caso da
fungdo de Heaviside,H(x)., Levanta-ss a quest#o seguinte:serd o pro-
duto de (¢ por uma fung¥o localmente somdvel,definido segundo o cri-
tério precedente,ainda coincidente com o produto usual? Vamos vér que
sim, Sabe-se que t&da a fungdo localmente somdvel se pode identi-
ficar com uma distribuigfio T que € a derivada de uma fungfio £ absolu-
tamente contfnua: T = Df , E uma fungfo absolutamente contfnua ad-
nite derivada no sentido usual,gudsi em todos os pontos.

Serd ento P .T ={.Df = D(Y ) -yt

Podemos derivar o produto tef no sentido usual "quési em te-
dos os pontos",obtendo nessas condigfes P.T = |p.Df = AEAd AR o
=.£f* . Concluimos que ({J.,T coincide com o produto usual das fune
¢8es le e T=f1

Pols bem: ac tentar calcular o produto (()é‘ ,observemos primei=
o que tudo que a distribuigﬁoé‘ é a derivada da fung¢fo localmente
somdvel de Heaviside,H. Portantp, %edz ¢.DH = D(xe H)- ((,r.i{

Ora,evidentemente ¢ vdlida a igualdade

Ho= Q)i + [9(x) - ¢lo} | .

Vejamos o s ignificade deste artificio de cdlculo. A passagem
de 0. para ' H diz-se mutilaco ou truncatura da fungHo {p : na ver-
dade, " =I g, para xo0 ¥

{ o,para x¢o

E claro que o grdfico da
funclo [tg(x)-?(o)] -H para x>0
Se obtém por uma translagdo vertical
de amplitude g (o) ,a partir do grd-
fico da fung¥o { H.
Mas a fung#o Y(x) - \((O)J . H € agora absolutamente conti{-
ua,pois que sé carece de derivada quando muito no ponto ¢ (conjunto
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de medida nula),sendo portanto derivdvel "qudsi em todos os pontos®,
Tende em vista as regras de derivag¥o de distribuig8es,e ¢
gacto de \.P (¢} sem uma constante,podemos escrever ent#o
D(?H} = \e(e)gﬂ- prH Ou seja, (?*,para X303

D(YH) =
(‘e ) {o ,para x<¢o

Quer dizer: o Msalto" na origem que se observa na fung¥o
H reflecte-se,ao derivar,na introdugfio da fungfo impulsiva ¥(o)
(se P(o)Fa).
Substituindo na precedente expressfo de tety ;
c{:Ja D(YH) - ‘{/’fH, a expressfo agora obtida para

D({ H),vem: ‘65 - ‘f(o}.g
Isto &,"o produto de uma funcfo indefinidamente derivdvel

¢ {x) por ﬁ ¢ igual so produto de @ pelo valor gue ¥ ix) assume
na origem".
Calculemos agora ‘Qé ', Temos

¢4 = (pd) - y1d =Dl @lo)d ) -y¢d=

Y

=P old -grlo)d ,
uma vek que,sendoy ' uma funglo indefinidamente derivdvel,é certa-
mente t@'gm (??(o)(fv: .

Quanto ao produto ‘eé\ ", temos ‘ .

€0 " = 0048 )-9d = 0 [ 9lo)d - ¢ (o] -[ (01 - ¢ (e1d |-

= lo)d - 2¢' (0} +qlo)d .

A semelhanca deste somatdrio com o desenvolvimento do quadra
do de um bindmio sugere escrever no caso geral,

1)
¢d (e pkeD) ikl (o) gin-k)

k=o
Esta férmula confirma-se,reciocinando por indugHo completa.
Trata~-se de uma férmula fundamental para as aplicag¢Bes que
iremos fazer do Cdlculo Simbdlico,nc caso simples de circuitos elés-
tricos de constantes concentradas.

Nota: Quando,na pdgina 70,se introdusiu o sfmbolo {;,pretende-
-se dasignar,como & dbvio,a restrigfio da fung¥o t? o ine-
tervaio J
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