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Vimos o que se entende· por "soman de dua.s d1stribuiç5es 
com o mesmo domínios E dissemos jd que o problema da definição 
do "produto" de duas distribuiç5as arbitr�rias d muito mais delica­
do: oportunamente se patenteard em que consistem,precisamente,as 
dificuldades de uma tal definiç!o,no caso geral, 

Certos casos partioulares slo_no entanto,de resoluçlo mui-
to mais simples. Por exemplo,o produto de um ndmero natural n 
por uma distribuiq8:o T define ... se a partir da ad1qlo,como se costu­
ma tazer em qualquer grupo aditivo: 

Sl.T lia T 
( n.T • (n-l)T + T para n-2,3, ••• 

Por outro lado' natural per o.T-o e (-n)T-.(nf). (1) 
Vamos ver qU&tmais geralmenteJé poss�vel definir o produto 

de uma funç!o indefinidamente deriv�vel por uma distribuição qual­
quer de ordem finita,segundo o princ!pio da conservaçlo das regras 
de c�lculo.(Como veremos,esta det1n1çUo inclui as anteriores como 
casos particulares). 

Ao definir a adiçlo de distribuiç5es,procuramos manter a 
regra da derivaçlo da soma;aiora,ao definir o produto em questlo, 
procuraremos manter a regra da derivaçlo do produto. 

Recordemos a deflniçlo de tttunçlo indefinidamente deriv�­
vel" num intervalo� � t�da tunçlo num4rica � (x) que admite deriva­
elas (necesshr1amente cont:Cnuas) 9.8 t6d,.s as ordens nêsse intervalo. 

' u  t;/J (n) "'II �, '(' ,00 •• , "\  , ••• 
Tínhamos j� considerado o conjunto Cn(l) das tunç6es D-!!-

�es continuamente deriv�v�t!,isto d,que admitem derivada cont:Cnua� 
atd h ordem nJinclu8iv�; , manifestamente v'11da a seguinte cadeia 
4e 1nc1u55e6: 

• • • • • • • • • • • • s 
(1) A d1stribuiçr!o nula (que representaremos ainda por .2)'Jevident�· 
mente,a função idênticamente nula. Cada distribuiçlo de ordem fini� 
ta, T=Dnf,admite como sim�trica,bbviamente,a distribuiçlo -T-D"(-f). 
Por sua vez,cada distribuiç!o de ordem infinita r- {TJi admite come? 
s1m4trica a distribuiç�o ... T = {"'TJ 1 . 
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Figunemos nUUl diagr.ama a incluslo sucessiva dos conjuntos 

A inter8ecçIO, �) Cn(I).de todos eates conjuntos ser� 
n-o 

ev14entementejo conjunto das tunç5es indefinidamente deriv�veis 
no intervalo I,que 4 natural representar por C�(I);temos pois 

c"jeI) .. nCn(I) 
n-o 

Por outro lado,j� t1nhamos definido o conjunto C�(I) das 
d1stribu1ç8es de ordem finita I,e verificado que se tem: co 

0'41(1) .t )Cn(I) , 
tl'o 

designando 0n(I),como se convenc1onou,o conjunto das d1stribuiç5ea 

de ordem·� n s6bre I • 

Em resumo: 0\11(1) 4 o conjunto das f'unç5es(indefinidamente 

der1v4ve1S) que admitem derivadas de t6das as ordens no !!ntido 
\\sual; C....,(I)tO conjunto das d1stribuiç5es de ordem tinita,as quais 
admitem der1vadae de t6das as ordens no sentido tormal. 

_ L 

Pois bemtpropomo .. ,nos resolver o seguinte problema: " asso­
ciar a cada tunçlo indefinidamente der1v�vel num intervalo I, 

� E. C (1),e ti cada d1stribuiçlo de ordem finita em I, T t. C�(I) 
uma distribuiçlo de ordem finitatque representaremos por �T,(se­
r' pois � r E. c (I) ) , e a que chamaremos "produto" de t.f por T, de 
modo que sejam verificadas pelo menos as seguintes condiçl>es: 

I} Se T , 'WlU\ tunçlo cont!nua. em I t entlo 'fT coincide com 
o produto de � por T, encarado no sentido usual; 

II) "regra de derivaçlo do produto": 
D ( � T) = \f Dr + ( D 'f ) ., T 

Para maior simplicidade de notaç5es.escreveremos daqui em 
diante �f em lugar de D tf • 

Vamos seguir,na reaoluçlo do problema enunc1ado,o mdtodo 
do problema resolvido -isto 4,: vamos aup�r que 4 poss!vel definir 
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uma correspondência: (�) T)� 'f! T nas referidas condiçfSes. 

Observe-se,antes de mais,que a condiçlo II) pode apresen­
tar-se com a forma: 

(II') 'f DT .:li D(�T}-�fT 
Comecemos po super que T é uma funçlo contínua: T=f,com 

f f C(I) Será ent�o � segundo (II'), 
tf Df • Ds (�f')-'€tr • 

Suponhamos agora que a distribuiçlo em causa,T,nlo , uma 
funçlo cont!nua�mas sim derivada duma funç!o contínua: T .. Df. 

A condiç!o (II') d� entao 

� D2t .. D(�.Dt) ... �tDr • D[D{<e_f)"''E'r] - lD(<eft)-ttttr] , 
uma vez que,sendo � indefinidamente deriv�vel em I,tSlllb4m o ser&' 
� ,o que permite eacrawer, (mudando em (II') � em '€'), 

�tD.t III D(�tf)-�t 
Ou ainda, 

'f D2t .. D2(�r} .. 2D('f't) +�f' 
O segtuldo membro faz lembrar o desenvolvimento· do quadra­

do duma diferença. 
Isto sugere a êxtenslo ao caso da derivada de ordem n: 

(1) 'fDnf lIII nn(fí) ... nDn-l(f'f) + (�)Dn-2(�ttt) ... . . .  +(_l)�(n)t, 
ou mais concisamente, n 

(19) �Dnf =t.b ... l)k(�) Dn-k(�(k).f') 
NUo sabemos ainda se esta genera11zaçlo , legítima: mas 

podemos tentar confirmá-la pelo método da ind�çlo completa. 
A r&rmula (1') , v�lida,evidentemente,para n-o: reduz-se 

ent�o h igualdade 
(2 ) 

Resta mostrar que,admittindo a sua validade para n,4 ain­
da verdadeira para n+1 

Ora,passa-se de n para n+l,recorrendo k propriedade II), 
que supomos válida (estamos a super o problema resolvido) ,e que 
d;!: 

fDn+1f .. D{f Dnr) - �fDnr. (3 ) 
pondo T .. nnr 

Tendo em vista (.3 ) , 4 agora r�cil deduzir a validade da 
t&rmula (iI) para o caso de n+l,supondo-a verdadeira para n: 
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o método é muito semelhante ao que permite justificar,por indução 
completa)a r6rmula do bin6miv de Newton. Empregam-se as conhe­
cidas relações entre os coeficientes binomiais: 

(�} + (k�l) � (�:i) 
Não vale pois a pena efectuar es·sa veriticaçUo final da 

induç�o,que é como que um decalque daquele raciocínio da ilgebra 
elementar. 

Em conclus�o: se o nosso problema � resoldvel,a soluç!o 
86 pode ser dada pela. f'6rmula 

n 
(1') tfDnf .�o( ... l)k (�) Dn ... k(�(k)f) , 

uma vez que,sendo TtCw(I),necess�riamente T � da forma T-D
n

r,e (�) 
dar4 então a expres�lo do produto -e T • \f». Dnf • 

O problema,a ser po�s!vel,s6 comporta aquela soluç�o. Mas 
precisamos,primeiro que tudo,averiguar se o produto de � por T=Dnr 
a que a t6rmula (14) conduz' un!voco,isto 4,se nUo depende da re­
presentaç!!o adoptada para T .(como derivada de ordem!l de f). 

Trata-se pois de demonstrar a unicidade do produto �.T de ... 
definido por (1').med1ante a representaclo de T como derivada de 
certa ordem de uma. funçUo contínua em I. 

Em pr�melro lugar,repare-se em que o 2A membro de (1') tem 
sentido. Na verdade,�(k},tunÇlo indefinidamente derivdvel (tal 
como 'e) é eont:!nuatass1m como t; o respectivo produto, tf{k)r,é 
pois um.a funçUo contínua. A oorrespondente derivada de ordem n-k, 
Dn ... k(� {k�r),é por�anto uma. distribuiç!o;ora,sendo evidenterllente (�) 
um nrlm�ro natural,o símbolo (�) Dn-k(�(k�r} representa uma distri­
bUiçf!o, como 6S viu no inicio desta liç!o J -e por conseguinte, o segun�' 
do membro de (j� , a soma de n+l distribuiç3es. 

Para ma10r comodidade de escrita,durante a demonstração, 

Convencionaremos representar o 22 membro de (lt)-que,como acabamos 
de vêr,' uma distribuiçlo,-pelo s!mbolo 

L�$n(f) 
Trata-se de um operador,dependente de � e n,que,a cada 

tunç!o contínua em I,f(C(I),faz corresponder uma distr1buiç�o de 
ordem finita em I. 

Podemos formular a definiç!!o deste operador por recorr�n-
eia: 
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t CO� as relaç5es (4) que iremos trabalhar, sempre que as­

ti.ver em cau.sa o operador L . n (r) .. 
Em primeiro lugar,��!�Cil reconhecer (por induçlo comple-

ta) que 
(S) L�tn(f+g) - L�tn(f} + L�.n(g) 

(Para n-o.�sta igualdade 4 manifestamente v�lida; e rdeil­
mente se prova que,admit1ndo a sua validade para n,esta persiste 
para n+l) 

Outra importante propriedade do operador L n(f) que vamos 
demonstrar 4 a seguinte: n �e r 4,pma runclo gue a�ite derivada 
cont�nua � leentl� 

Seguindo o m4todo da induçlo completa,comecemos por provar 
que a tdrmula 4 v�lida no caso n-l: (nlo hk lugar para o caso n-o 
evidentemente). Trata ... se de mostrar que,sendo f derivaível e fi 
oont!nua,se tem 

Lf,l(f) • L�,o(tt) • 

Recorrendo � segunda s relaçdes (4),com n-o,vem 

L�,l(t) • D L�tO(t) e Litto(!) 
Por hip&tese,fV existe e 4 cont:!nua;entlo,o produto � r 

pode derivar-se k maneira usual. 
Por outro lado. segundo o que j� vtmos,podemos escrever 

Portanto, 

L..ptO(f) .. '(>.t » 
L�t to(f)IIII�.t 

L�Jl(t) .. D ('f t) ... �tt .. �'t+�r' - �1i "'ti' 
A t&rmula 4 pois v'lida para n-l,uma vez que \fi' - L'fto(fl) 

Suponhamos agora que a igualdade (6) , v�lida para n;pro­
vemos que entlo subsiste para n+l • 

Voltando IA recorrer � 2& das relaç8es (4), 

Lftn+1Cf') • D L�tn(t) - L�'.n(f) , e observando 
que IA hipdtese da induçlo permite escrever 

L�ln(r) - L�.n_l(ff) 
L�'Jn(f). L�"n_l(r')tCOnClUimos que 

t�.n+l(t) .. D L�,n_l(tt) - L�t,n_l(r') 
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Ora,o 2� membro desta última igualdade,segundo a referida 

relaç�o (4),ntf.o e$ mais do que �,n(ff).. Ent!o,f'icou provado que 

Lf,n+l(f) = Lf,n(!'t} , 
e com isto,terminada a prova (por indução completa) da relação (6) 

Quer dizer: derllv�ndo � função f.n�o alteramos o valor do 
2perado.t L� n {f} se simultAneamente diminuir­
n de uma unIdade. 

Mais geralmente,sempre que a funç!o f admita derivada contt�u� 
(no sentido usual) at4 � ordem p inclusiv�,podemos escrever: 

Lf.n!il • \,n�p(i!P)) ,para n-p,p+l, .... n-l 

Com estes resultados,podemos empreender agora a demonstro! 
çlo da unicidade do produto '(> T .. 

Fomos hk pouco convidados a tomar como definiçlo do pro­
duto da funçlo �� CW(I) pela distribuiçlo 

T .. nnf t Cw(I) ,o 2A membro da igualdade 

�.Dnf .. �. (-l)k(k) Dn-kC�(k)f') ,ou seja,abreviando 

�"Dnf III L n(f) 
t.{', 

Queremos provar que esta. regra de multiplicaç!o de �por T 
4 un!voca,-isto �,que o resultado não depende da representa�� 
adoptada para a distribuição T Concretamente: sendo DMg outra 
representaçlo de T,e portanto nnf = Dmg • T ,queremos mostrar 
que Lf,n(i) • L�,m(g) • 

Ora, vimos já que � sempre poss!vel reduzir duas derivadas 
de ordens diferentes ã mesma pr.dem; em partic:ular,� possível es-
craver 

Por outro lado, sendo Dnt • nmg,sabe-se que existe um po­
lin&mio Pm+n de gráu interior a m+n:tal que 

:) Mr - ::lng • Pm+n ,ou seja F ... G .. Pm+n ou 
ainda: 



65 
Adoptando para T a representaç�o T = nm+nF,o produto da 

tf por T será (segundo a definição, cuja unicidade estd em cau.sa) 

L m+n(F) t(i, 
Mas, tendo em vista s. �ltima propriedade do operador 

L n(f) que estabelecemos,� fácil concluir que 
t' �f,m+n(F) = L�Jn{f) • 

Na verda.de�sendo F primitiva de ordem m de f.' uma fun­
ção J!! vezes continuamente derivável; a sua derivação sucessiva atê 
h ordem m reconduz à função f,e não altera o operador presente no 
l� membro da última igualdade,desde seja acompanhada da mudança de 
n+m em n+m-m=n; está pois aquela igualdade justificada. 

Por outro lado,e tendo em vista a distributividade do 
operador L\j),n(f') que at,raz estabelecemos (pág.62) ,podemos escrever 
sucessivamente: 

Lf1m+n(F) = L�in+m(G+Pm+n) = Lf,m+n{G)+Lf,n+m{Pm+n} 
Ora,sen�o o grau do polin6mio Pm+n inferior a m+n,pode� 

mos deriv�-lo m+n vezes1obtendo afinal a derivada (funçlo cont!nua� 
por ser constante) nula Sabe-se que essa derivaçlo m+n vezes 
repetida nUo altera o ttvalorU do operador,desde que simultâneamen .. 
te se mude m+n em m+n-{m+n} == o Isto é: 

Lt,Orn+n(Prn+n) &: L 0(0) 
{ , if" 

E � evidente que Lf,o(O) := foo == o,uma vez que �.o � o 
produto usual das funções contínuas '(' e o 

Temos pois apenas 

Uma. vez que 
bdmos de fazer permite 

Quer dizer: 

t�,m+n(F) == Lfsm+n(G) 
G :: � ng, um. raciocínio an�logo aos que aea .. 

(notando que nna == g)jescrever 

L�,m+n(G) == Lftm(g) 

Lf,m+n{F) =o fP(f) =o Lf,m(g} 
A dltima igualdade traduz a v.picida4� do produto �.Tt 

qUe procurávamos estabelecer.. l"Ias resta ainda saber se a d�f!-:. 
n..iclo dfJ p:I;:ody..l9. d� . .';ia ReJ.:.l3;.�u�l4.lli fnnr == Lf,n(f) satisfaz ou 
alo �s condiç5eê I) e II) ��igidas. 

Vamos ver que s:i.m .. 
Para vªr que a 1'" condiç�o � satisfeita, basta atender a 
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que,se T & uma função cont!nua,T é a derivada de ordem.2 de r,is ... 
to " T • DOr Ent!o,s nossa definição de produto d� 

'f T II!! ce_Dor - LcO,o(f) • '(I.r ,produto no sentido 
usualll> \ 

Quanto k condiçlo II) (permanência da regra de deriva­
ç!o do produto) ,trata-se afinal de provar que 

'ii tlnT .. D(tT) .. 't t"T .. 
Ora,T , a derivada de certa ordem de uma tunçlo cont!-

nua,f T = nnr .. 
Substituindo,fioa: 

f onn+l!, II D(f .nnf) ... t ' .Dnr .. 
Em termos do operador L� n{f) ,a dltima igualdade es-

crita assume a forma r' 
Lf,n+l(f) II DLf,n(f) - Lft,nCf) 

t,prec1eamente,esta a 2& das relaç�es (4),que nos ser­
viram para definir por recorrência aquela fam!11a de operadores 
(pq.62) " 

Q..noss9 problema est(pois resolvido,e.c9lo viaos.com ... 
Perta uma sd sol»;lo; a decorrepte das 19ualdad!, 

tp • T .. �. Dn.r II L f ' n ( r) 
Podemos at4 resumir as conclust$es da an'lise feita sob 

a torma. de 
TEOREMA" Hlx�.�e uma.e.�a s6.aplicaclo 

(� f T) �-". � e T 
SI CW(I)XCw(I) 1m Cw(I),9ue verifica as con-
S����! X) e II) �xigidas (pdg.60) 

g poss!vel provar ainda que o produto 'f.T verifica, 
a14m das condiç5es fundamentais I) e II)',outras propriedades mui .... 
to importantes;rereriremosas seguintes: 

(�' +r)T .�'T +1''1' 
�' (T+U) =�� T + �.u 
If ('+' T) -= <t.f't') QT 

1.T • T 
sendo � e � elementos arbitr'rios de C�(I),T e U elementos arbi-
trários de Cw{I) e sendo 1 a funçlo constante igual ao ndmero 1 
(funç�o indefinidamente der1vlÍvel,evidentemente). 

A verificaçlo destas importantes propriedades 4 qu�si 
imediata,salvo a da 3� (associatividade) que exige um raciocínio-
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de recorrência um pouco mais elaborado. (semelhante aliás ao 
que permitiu demonstrar a unicidade do produto �.T). 

• • • • • • • • • • 
Em particular,podemos definir o produto de um nrlmero 

complexo ç,( por uma distribuiç!o de ordem finita, T (� cla.ro que 
\'I. se identifica a. uma funç�o constante, 'fi (x) -o< : trata-se,ev! 

dentemente,de uma runç�o indefinidamente deriv4vel,com derivadas 
tedas nulas). 

Ora,sendo T = nnr,com f� C(I),teremos segundo a defini-
ç!o de produto adoptada, n 

IX .Dnr =� (-1) kCk) Dn-k( IX (k!r) 
Manifestamente,em todos os termos deste somat&rio cor­

respondentes a todo o valor de k>o,� O( (k)=o,isto é,todos os ter­
mos se anulam, excepto o primeiro;ricará pois 

ex .Dnr_ nn(cx r) • 

Quer dizer: mantém-se a conhecida regra de derivaçlo de 
runç�es: n a derivada do produto de uma funç!o por uma constante, 
é igual ao produto dessa constante pe�a derivada da funçlo", 

Em particular,se� rer um ndmero natural,n,isto ét� ·n� 
verifica-se que o produto nT (daquela forma definido) 

coincide com o que definimos no in!cio desta liçlo. 

.. . . . .. . .. . . . . . . . . 

t agora conveniente recordar aqui algumas propriedades 
de tlgebra abstracta,que permitem sistematizar melhor o que acaba 
de dizer-se .. 

Chama-se an,.� todo o conjunto A,onde estIo definidas 

duas operações - uma �diçlo e uma multiplicaerLo - com as seguintes 

propriedades: 



Adiç�q 
a) Sempre possível e uniforme; 

b) Associativa; 
c) Comutativa; 
d) Reversível,isto �,dados 

dois elementos � e � de A, 
existe sempre um elemento 
x€ A tal que a+x = b .. 
(Por outras palavras, a 
subtracçlo 4 sempre pos­
sível ) .. 
Em particular,existe um 
elemento,"elemento neutro",· 

que habitualmente s� de­
signa por 2,tal que ,para 
todo o a t A t a +0 = a .. 

MultiElicaç1iQ 

a) Sempre possível e uniforme;. 
b) Associativa; 

c) Distributiva,� esquerda e à 
direita,em relaç�o k adição: 

a(b+c) • ah + ac 
(a+b)c • ac + bc , 

para quaisquer a,b,c em A; 

Nlo se exige que a multiplicaçlo 
seja comutativa. 

Note-se que as propriedades da adiçlo em A podem resu� 
mir ... se dizendo que o conjunto A 4 um grupo comutativo (ou Abel:!!.­
ng) f respeito da adiçl� .. 

Quando a multiplicaçlo fel" comutativa,diz-se que A 4 um 
anel comutativo • • 1. I' • 

Nlo existe necessàriamente em A um elemento neu�ro da. 
multiplicaçt'!o�isto ',um elemento 1 tal que l,a == a.1 =: a,para to­
do ° a� A fi Quando um tal elemento existir,diz-se que A é um 
anel com elemento um-ou elemento unidade. 

__ I. 

Chama-se çorpo um anel A comutativo que verifique a se­

guinte condiQ�o suplementar: 
Dados dois elementos a,b S! A,com b;o,existe sempre um 

elemento x de A �al gue bx • a • 
Ft:l;C.eIDplo� • 

Um exemplo simples e tmportante de anel com�tativo , 
constituido pelo conjunto de tedas as funçtses cont:lnuas na recta 
inteira" Suponhamos definidas nêsse conjunto,que representare­
mos por C{R),8. adiçlo e a multiplicaçlo segundo a maneira usual. 

Imediatamente se reconhece que se trata efectivamente 
de um anel comutativo.nlo 4 por4m um corpo, como vamos vêr. Con­
sideremos,por exemplo,as funç6es senx e cosx; pertencem eviden­
temente a C(R). Existir� em C(R) uma tunçlo,f(x) ,tal que: 
cosx.f ( x) • senx? Nlo existe: a 801uçlo desta dltima equaçlo 4, 
como se sabe,a funçlo "tangente": f(x) • tgx,qU& nUa , co�ttnua 
em t6da a recta,e nlo pertence pois a C(R). 
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De modo mais geral,podemos dizer que C{I) ,qualquer que se ... 

ja o intervalo,I da recta1n�o � um corpo,embora seja sempre um anel 
comutativo: basta que uma função f(x)E.C(I) se anule num ponto do 
intervalo I,para que nlo exista 'e (x)( C(I) tal que f{x)� {x} =- 1) 
por exemplo ol Pela mesma razão, tamb�m ntlo é um co1"12o o conjunto 
cW(I) das funç5es indefinidamente deriváveis no intervalo I:é ape­
nas um .�llel cç]l'!g,�.Y.Q.", Para reconhecer que se trata de um. anel, 
recorde-se que a soma (ou a diferença) de duas funções indefinida­
mente deriváveis é uma função indefinidamente derivável, tal como com 
o produto acontece� 

Pôsto isto, ocorre preguntar: será possível definir em C,,) I) 
uma multiplicação de modo que �ste conjunto,cQm a adição que já l� 
defini,mos,se tome um anel,-um sÔbre .. anel do anel C(I) das funç5es 
contínuas em (�)? A resposta é negativa: prova-se que �� é�­
�í��l definir uma rl1ultiplicaoão de duas distribuições arbitrárias de 
ordem finita,que seja associativa e mantenha a regr� de deriva��g.� 
�rod�p',-coincidindo no conjunto inicial,C(I) ,com o produto usual de 
funç6es.. De:nonstraremoséste facto capital mais adiante .. 

Convém recordar ainda outra importante conceito de ilgebra 
abstracta� o de módulo sôbre um a.nel 1l0iii.... . .... • __ . , ........ l1li» •• 11'1'.... •• • _ ,  I __ 

Da.do um anel A com. elemento um,l e um conjunto E,�iz-se que 
E é tl.-n �:·�§sulo,ou !W .. �§sulo sôbre o anel Aquando tiverem lugar as 
condiç5es seguintes: 

lA ... está definida em E uma adicIQ,a. respeito da qual E é um gru­
po comutativo(l); 

2� ... pode fazer-se corresponder a cada par (c<,u),constituido por 
um elemento � de A e um elemento u de E,um elementooç6u de E,que se 
chamará Brodu� de «por u,e de tal modo que se verifiquem as condi­
ç5es seguintes: 

I ) (Q('" f.> ) u ,. O( u+ � U ( ot e A; (& E. A ; u e E ) 
II) CX(u+v) 1IIIp('U +(1 V (Q(EA; UEE ; ve.E ) 

III) ()( (�u) la (rtj\)., u ( G< , �EA ; u e E ) 
IV) leU a u (lE,A,elemento neutro da multipli ... 

caçlo de A ) 
Recordando as propriedades que encontrmos para as opera­

ç5es definidas em Cy,l(I) e C (I),podemos resumi-las dizendo que: w y,I 
C (I) é um gnel ��]llL��,�m. elemento �(que , a funçtto constant�, 
fs l),e CUI{I) 'um grupo comutativo a respeito da adição de distri-
buições que definimos. Tendo agora em vista as propriedades do 
produto,�T,de uma função indefinidamente derivdvel,�,por uma dis­
tribuiçtto de ordem finita)T,podemos resumir as propriedades indica­
das na p'g.66,dizendo: 

••••••• (1) Vdoncta da p'g. seguinte. 
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"O conjunto C#(I) das distrlbuiç�es de ordem fin�ta s6Fte I é �m 
m4dulo sabre o.anel �(I) das runç5es indef�nid���lte ª��iv�ve+� 
em I .. -

Em particular,êste anel 0""(1) contém o corpo dos ��ros coI!"" 
�exq�,-mais precisamente: êste çorpo é isomorfo do corpo das f��­
çt:5es que se reduzem a constantes,s8bre 1,0 qual é uma parte de CW(I») 
evidentemente. 

Ora,Q.uando s e  considera um m&dulo E s6bre �� anel que é um 
corpo,K,-a nomenclatura muda: diz-se entlo que E é um espa2�.yectq: 
rial sabre o corpo K. Os elementos de E passam a chamar-se vect9EA� 
os de K ,�c�lar!s. Um exemplo simples de espaço vectorial é cons­
tituido pelos vectores do espaço ordinário a 3 dimens5es:êsses vec­
tores formam evidentemente um espaço vectorial s6bre o corpo R dos 
números reais. 

Pois bem: de acerdo com o que vimos,podemos em particular con 
siderar �(I) como um eSRaco vectorial sabre o corpo cpmp�. Cu, 
como tamb4m se dl'fi,um ,sillgR yectqrial complexo" E é principalmen­
te a estrutura deespago y,ctor�al d, Cw(1) que nos ir� interessar. 

Antes de passar �s aplieaçees,observemos ainda o seguinte: 
definiu-se o produto �.T.de uma tunçlo indefinidamente deriv�vel por 
uma d1atribu1ç!o,num mesmo intervalo I. E como definir o produto 
�.TJno caso de ser'l' uma distribu1çlo de ordem infinita? 

-...L,. B! t4c11 vêr que se pode ainda definir um 
� .  � tal produto,de modo muito na.turalmente "'-..-"I-/" 

sugerido pela definiç(o adoptada no caso 
das distribuiç�es de ordem finita. Basta lembrar que T é determi­
nada pela tam:!lia das suas restriçl5es aos intervalos compactos con· .. 
tidos no seu dom:fnio I,e CLue essas restriç5es afio distribuiç5es de, 
ordem finita no intervalo a que dizem respeito;isto ê�se TtC�{I)t 
� T III iTJl ,com JCI compacto,e TJt.Cw(I). Serê'Í pois natural to­
mar como definiçlo de produto �. T neste caso: tp. T 1':& t t.tJT J}'" pg.. 7�tt<?Jii! 

Como TJ 4 de ordem finita,sabemos o que' <fJTJ <\ Prova-se 
sem dificuldade Clue esta def'iniQlo de produto croT , aceitável,isto 
',que l 'f'JTJ l 4 uma tam!11$. compat!vel àe distribuiç5es associada 
ao intervalo I.-quer dizer,uma distribuiQlo pertencente ao conjunto 
C,(1),e que esta 4 J.U}lvocamenjite det,erminada. Verifica-se ainda que 
o produto � .T assim coerentemente detinido,goze de tôdas as propri� 
dades do produto,atraz estudado,de uma funçlo indefinidamente deri-

. .. . . . . . . . . .. 
(1) Segundo alguns autores , chama-se simplesmente m&dulo um grupo co­

mutativo cuja operaqlo fundamental tenha o nome de adição e seja 
notada pelo sinal + • (Esta nota retere-se à p�g.anterior) 
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'Váve1 por uma distribu:i.ç�o de ordem finita;mais ainda: prova-se que � 
determinado pelas condiçõ�s I} e II) formuladas na pág. 60 e pela 
condição de permutar com os operadores de restrição. 

Como aplicaç::lo do que dissemos�vamos agora deduzir uma r&rmula 
que muito interessa para o Cálct::lo Simb61ico dos Electrotécnicos ,no 
caso simples de circulto� eléctricos dG constantes concentradas. � 
a r6rmula que nos dá o p'r.'oduto de 'Urna função indefinidamente deriviÍ­
"'el. 'f',pela função 5: de Dirac e pelas respectivas derivadas" Propomo-... . IJ I I ) nos pois calcular os produ.tos 'f' J J l.fJ 8" , $ " • � 1 'ti ê \ n , .... .. 110 

Convém observar pr�viamente um facto muito importante. Vimos 
que�quando a distribuiç�o T é,uma função cont!nua,o produto �.T coin­
cide com oproduto usual n Ora, há dis"l.�ribuiçôes que ,não sendo funç5es 
cont!nuas,sao no entanto �un�õ�� ��qalmep-tJi-pomáveis:tal � o caso da 
fUnção de Heavis1de,H{x). Levanta-se a questão seguinte:será o pro­
duto de � por uma funçlo localmente somável,detin1do segundo o cri­
t4rio precedente , ainda coincidente com o produto usual? Vamos v�r que 
sim. Sabe-se que t6daa. função localmente som�vel se pode identi­
ficar com uma distribuição T que � a derivada de uma tunç!o t absoly­
taente cont:tnua: T" Df . E uma funç!o absolutamente cont!nua ad­
mite derivada no sentido usualJsuási em todos os pontos. 

SertÍ entlo te • T • 'e to Df .. D ( 'f f) - 'f ' t 
Podemos derivar o produto �t no sentido usual nqu�si em te-

elos os pontos" ,obtendo nessas condiçfSes �. T :1:1 te.Df = 'f' f+ � tf_tff= 
=�.rr • Conclu�os que ��T coincide com o produto usual das fun­
ç{$es 'f e T-r t 

Pois bem: ao tentar calcular o produto �8,observemos primei­
ro que tudo que a distribuiç�Od e a derivada da funç!o localmente 
aomeível de Heav1side,Hb Portante) t'd == f �DH == D( 'f H} - �T .H 

Ora,evidentemente é válida a igualdade 
�H UI '{J(o)H + [tt' (x) - � (o) ] eH 

Vejamos o significado deste artifício de cdlculo. A passagem 
de \f. para '( II diz-se !!q��la�lq ou trun�j! da tunçr!o te: na ver-
d.�de, � 1 ftt>para X)O y H = \ . 

l o�para X(O 

g claro que o gráfico da 
t'unçt1o [�{x}- � (O)J eH para x>o 
Se obtém por ��a translação vertical 
de amplitude �(o)ta partir do gr4-
tico da funçtto t H. -"".!lo�----· -------

Mas a tunçUo [\f(X) - � (o)J .. H , agora absolutamente cont:t ... 

nua,pois que só carece de derivada quando muito no ponto � (conjunto 
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de medida nula)  , s endo portanto deriv�vel "qu�si em todos os pontos" . 

Tendo em vista as regras da derivação de distribuiç5es , e  o 
facto de 'f ( o )  sem uma constant e : podemos esc rever ent!o 

D (  � H }  = � ( o ) J  ... \f f EI  Ou seja ,  1 �' , para X) O ;  . D (� H )  SI o , para x(' o 
Quer diz er : o ttsalto " na origem que s e  obs erva na função 

f H  reflecte-se , 8.o derivar , na introduç!o da funçUo �pulsiva �{ o )Gt  
( se t' ( o ) ;lo ) • 

Substituindo na prec edente expre sstlo de �d, 
qlá .. D ('P  H )  - 'f t H ,  a express!o agora obt ida para 

D ( � H )  J vem : � J' = f (  o )  • J' 
Isto é 1 n.2._2rwO .. 9.Ut:o .d.e ... )�ru.ª,..1.,!nç!o indefip,.idamente deri v�vel 

�, ( x) por b é .;'gu�� ao �P'.çi��.9_d�· d' Eelo valor que *t' (x) as sum.e 
na 2ri&erq.ft .. 

Calculemos agora. t(( â f 1# Temos 
�d ' .. D ( t J ) - f , l  .. D (  'e ( o ) J ) - -(t -

81 � ( O ) &" ... '{J t ( o ) d' t 
uma vez que J s endo � t  uma runç �o indefinidamente deriv�vel J é c ert a­
mente t{> tJ til tft ( o lá  . 

Quanto ao produto � â' tt , temo s , • "'I 

� Ó �, =- D ( � Ô I ) .. \�'à I :  D ( 'f ( o )  ri - 'f I ( o lei J - [ lf '  ( o )J .. y'\ ( o )J J­
a V ( o )  J - 2 'f  ( o ) � + �  ( o )  (; fi 

A semelhança deste somat6rio com o desenvolvtmento do quadr� 
do de um binómio sugere escrever no caso geral , 

n 
�J ( n ) .� E-l )k (�) �( k)  ( o )  J'(n-k) 

Esta fÓrmula confirma .... se , racioc inando por induçf!o completa . 
Trata� 8e de uma t&rmula fundamental para as aplicaç5es que 

iremos fazer do Cálculo Stmb&lico t no caso s�ples de circuitos elée ­
tricos de constant es concentradas . 

Hot!= Qu��do , na pJgina 1O , se introduziu o s�bolo 'fJ ,pretende­
.. s e  designax' ) como , Óbvio ,a restriçlo da funçlo tfi ao in­
tervalo J e 
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