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�L�IPLIOAQ�O .QE DISTRIBUIçõES (conclus�ql 

g(LÇqW S.IM�dL.l.qQ DE ME! y�S.IDE { preliminares) 

6a. lição 

Conv'm acrescentar alguns complementos à teoria,expos­
ta na última 11ç�o,da multiplicaç�o de uma função indefinidamen­
te derivável por uma distribuição de ordem finita. 

Vill10S Que o produto de \U)'1a função 'fE. 0""'(1) por uma dis ... 

tribuiçlo T· DDr , com tE C(I) ,4 dado pela r&rmula 

Mas se repararmos na express!o do 2� membro, verifica­
mos que este continua a ter sentido,mesmo que fnlo seja lndef�­
���!!ente derivdvé+': basta que essa tunçlo possua derivada �­
�!a� at4 � ordem n. 

F�cilmente se reconhece que,med1ante aquela mesma r&r­
mula�se define uma ap11caçlo 

('EI ,1) � �IIT 
do produto cartesiano Cnel) x Cn(I) no conjunto Cn(I),-aplicaqão 
essa que coincide com a ault1p11caçlo usual quando '1' tar uma fun ... 

çlo cont!nua,e que$al� disso,veritica a regra da derivação do 
produto,(quando T fer de ordem inferior a n): 

D( 'f .'1') .. D 'fe'1' + feDT 
Aquela aplicaçlo pode pois chamar-se Brgduto da �sl� 

'(lE Cn(l) Rela d1s1frib�içlo '1'( Cn(l) • 

O que acaba de se dizer 4 v�lido qualquer que seja Q, 
e ass� temos efectuada uma pequena extensUo do produto �.T con­

siderado na liçl0 precedente. 
Podemos mesmo ir mais longe,introduzindo a noção de 

produto de uma funçlo por uma medida. Para definir conveniente­
mente este novo produto,de uma funçUo (contínua) t por uma medi­
da jV (definidas ambas,f e�inum mesmo intervalo I),consideremos 
o integral 

onde S designa um ponto qualquer de I • 
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g f'�cil reconhecer que esta funç!o E! de variaç�o limita ... 

da em cada intervalo comE!cto (contido em I) e,por conseguinte,& 
Rrimitiva de uma medida; por outras palavras,admite como derivada 
ainda uma medida,à qual,por definiçfio,se chamar' "produtofi da fun 
çlo contínua r pela medida �. Em r&rmula: 

t,.. DI 
Se ago�a t6r dada uma funçlo continuamente deriv'vel � , 

e uma medida � ,podemos definir o Eoduto de 'f Rela der! v�da. ç.� 
,. ,mediante a igualdade 

foD}t .. D(f.f)- 'f� · 

Na verdade,tudo Que figura no 2A membro tem j� um senti­
do preciso. 

E mais geralmente,podemos definir produto de uma tunçlo 
� ,continuamente deriv�vel at4 k ordem fi,pela derivada de ordem 

n da medida )4. 

Esta 4 uma generalizaçlo sens!vel da noçlo de produto 
f.T,def1n1do na 11çlo precedente apenas quando 

� � E C ( I) # T E Cw( I ) • 

Segundo este crit4rio,pod!amos justificar a r&rmula 
'fd l1li 'f (0)1 

ou,maie geralmente,a t&rmula 
�Ó (n) .lo(-l)k(�) <e(k)(o) J(n-k) ,n-o,l,2,. ..... 

mesmo na bip4tese em g�� � 4 n v!zes contlnuamente deriv4vel 
(contmua, portanto .se o-o) p sem ser necese4rio supor � indefinida­
mente deriv4vel. 

No entanto,quando se procurou generalizar aquela multi­
plicaçlo para al4m do limite a que chegÚ1os,surgem graves e atEÍ 
1nsuper'veie dificuldades. 

Numa �o�.! publicadf. nas Comptes Rendus de l'Académie de1! 
Jeiences,em Outubro de 19;4,L.Schwar�z apresenta��cerca do probl� 
ma da multiplicaçlo de distribuiç�es,um resultado negativo muito 
interessante,que vamos referir na essência. 

Começa por dizer que os t:!s1cos necessitam por vezes dar 
sentido a produtos t�is como 

, (I \ J <3 , • • • •  
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Ora,diz Schwartz,1sso n�o � poss!vel,sem renunciar a a1 

gUInaS propriedades da multiplicaç:llo habitual de funçaes. 
Concretamente,-� necess'rio renunciar � associat�vi�ad�,desde que 
se queira manter a regra de derivaçao do produto;e a coincidência 
dêste com o produto usual no espaço das funç5es cont!nuas. 
A prova desta asserçlo t'-la Schwartz analisando um exemplo bas­
tante simples. 

Consideremos a runç�o indefinidamente deriv'vel x;no 
campo das tunç5es admite uma invers� que é � na verdade,o 
produto de x por I i ' I,em qu�si todos os pontos. 
Mas (segundo vimos já) � nlo é uma distribuiçlo; corresponde a 

infinitas distribuiç5es,uma das quais é a que chamamos parte f�­
n�ta de i : 4 a derivada formal de loglxl 

Pr. i = D log 'xl 

Mas vamos ver que se tem ainda 
x.prl� = 1 , 

se quisermos que se mantenha a regra de derivaçlo do produto;e 
que no o&se das funç5es cont!nuas a noçlo de produto. coincida com 

a usua.l. 
Efectivamente,subst1tuindo Pf •. �- pelo seu valor, fica: 

x.D loglxl = D (x legtxf)-logfxl ; para 
calcular esta diferença de distribu1Q�es,conv� escrever a segun­
da sob a torma de derivada (da sua primitiva, que se pede calcular 
per partes) ; vir4 entlo 

x.D logJxt = D(x logfxl) � D{x loglx( - x) =Dx = 1 
Mais geralmente3' tácil ver que 

x{Pf .... �. + c J') = 1 t porque 

xePf i- = 1 (conforme vimos hh pouco); 
e x.cd II1II c.lx]x€o. e -,tende em vista a regra. de cálculo. do pro ... 
duto tf. J ,de uma funQ�o indefinidamente der! vável 'fi pela dis­
tribuiçlo J . (Final da dltima liçlo) 
(Assim ficou de passagem demonstrado que a distribuiçlo x admite 
lnr!nita� inyersas: isto. mOltra. qU& a. divislo em C�(I),quando � 
]9s�!ve�,nlo 4 MQiform,. O problema da d1vislo de uma distribui­
çUo por uma tunçlo indefinidamente derivável 4 de grande �portan 
cia,porqu.e mediante a. aplicaçlo da transf'ormaçlo de Fourier ti re-



75 
soluçlo de uma equação em derivadas parciais converte-se muitas 
�ezes no problema da divislo por uma funç!o indefinidamente deri­
v4vel} .. 

Para mostrar a impossibilidade de conciliaçlo da asso­

ciatividade do "produto" de duas distribuiç5es arbitr�rias com a 

permanência da regra da derivada do produto, basta observar que,a 
ter lugar a aseociatividade,deveria ter-se a igualdade seguinte: 

(Pf .. �" .x)d = pr- � '(x.$) 
Ora, o lA membro vale 1. J .. J ; no 2" membro t como se sabe, 

o tactor x. J vale Lx ]xA{ • 0 • .1 .. o • 

A igualdade anterior nlo pode pois ver1ficar-se,visto 

ser equivalente a er. oJo que 4 falso. 
1st' pois provado que nlo podemos definir o produto de 

duas distribuiç8es arbitrlrias de maneira que @sse produto coin­
cida com o produto usual no caso de t�ç6es cont!nuas,permaneça 

v�lida a regra de derivaçlo do produto,e seja associativa uma tal 
multip11caçlo,. 

Mas,restaria ainda saber se 4 poss!vel definir um produ­
to de distribuiç5es que n!2 seja aasociativo�mas verifique as res­

tantes condiç5es. A resposta,pelo menos em parte,já tinha sido 
dada. por Heinz K6nig numa comunicaçUo ao Congresso I.nternacional 

de !vlatemtÍticfi,reünido em Amsterdamjem Setembro de 1954,e publicada 
depois desenvolvidamente em 1955. Multiplikation von Distribu­
tionen., I),Math. Ânnalen,Bd.12S,p.420-452 

Vamos apresentar uma id�a muito sucinta deste importan­
te trabalho de H.KOnig. Começa por provar que,ampliando o con­

junto das d1stribuiç5es,CU(I)jcom a adjunçUo de novos entes � 
t�a�o!,� poss�vel definir o produto S.T de duas distribuiç5es 
arbitr�r1as,de modo que êste produto coincida com oproduto usual 
no conjunto das tunçees cont!nuas,e seja mantida a regra de deri-
vaçlo do produto. $implesmente,a multipllcaç!o ass im definida 
nUo 4 !"oc�ativ�,-como a11's o imp�e o exemplo apresentado por 
Sohwartz. 

Has,e resultado mais desconcertante de K6n1g 4 êste: � 
P08s!vel efectuar aquela ampliaçlo de infinitas maneiras �iversas, 
sem que as amp1iaçt5es correspondentes sejam isomorfas: h�,assim 
infinitas teorias da multiplicaçlo de dlstribuiç�es:nlo equiva­
lentes entre al,e sem que seja possível caracterizar uma amplia­
çlo que ,por assim dizer,seja m!nim� • 

Mio se sa,be mesmo se 4 possível fazer com que nãC'l ha:iª­
impliaçlo efectiva: a multiplicaçlo de distribuiçt5es (no sentidO 
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de K6nig) n110 exigiria entlo que se saísse do campo das distribui 
ç5es. F! um probl.ema em aberto. No estado actual da 
teoria de Kõnig,o produto de duas distribuições � pois um ente 
que j� ... �o � .• \:!lD! •• d�.�tribuiç!2.J em geral; ... em casos particulé:t.res po­
de todavia sê-lo. (1) 

Dada ti possibilidade já assinalada,da definiçlo de vá­
rias teorias nlo-equ1valentes da multiplicaçlo,pode acontecer que 
dadas duas derivadas de di. J(m) e dt(n),_o respectivo produto 
J(m).cJ(n) tenha um certo"valor" segundo uma daquelas teorias,e 
um "valor" diferent6Jsegundo outra teoria. 

Como,do ponto de vista matemático,nlo h4 razões para 
preferir esta ou aquela teoria da multiplicaçlo,-4 certamente de 
ac6rdo com as necessidades da Física te&rica que a esc81ha de uma 

teoria da multlplicaçlo de d1stribuiç5es deve ser feita. 
• • • • • • • • • • • • o • 

(1) Note-se que j' o produto de duas funç5es localmente somdveis, 
no sentido usual,pode nlo ser uma distribulçlo. Por exemplo, 
a f'unçlo l/JX. � localmente som'vel no intervalo lo, + te> [ e 

tem-se l/li .l/,Jx. 1111 l/x ,tunçlo esta que jd nUa' uma distri­
buiçlo naquele mesmo 1ntervalo,como se viu na 46 l1çlo. 
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Ser' conveniente começar por dar uma idea da maneira 
como o Eng.a Heavis1de aplicava k integraç!o de �quaçeses diferen 
ciais o m4todo simW11co,sem justif'1caçlo,isto 4,de modo apenas 
heur:!stico. 

Cons1deremos,por exemplo,uma equaçlo diferencial linear 
de 2A ordem de coeficientes constantes, 

af"+b,,'+c\(1II r • 

Nesta equaqlo � sup3e-se f uma tunçlo conhecida, e '-t a 

lunçlo inc&gnita. Pretende-se resolver uma tal equação,de 
modo que se ver1t1quem as condiç3es iniciais: 

'eCO) 
'f(O) 

Designemos por D o operador da derivaçlo; aquela equa­
çUo pode tomar entlo o seguinte aspecto: 

al)2 � ... bD � +0 'f. r 
Para concretizar ainda melhor,suponhamos que aquela 

equaçlo descreve a evoluçlo de um sistema t!sico,- por exemplo, 
de um circuito e14ctrico,signiticando entlo � (t) a quantidade 
de electricidade que se escoa num condutor entre o instante t=o 
e o instante t. 

-

Neste oaso,o que interessa 4 o f�turo,1sto 4,0 que 
acontece para t>o. Bastar4 entlo determinar,em vez de � ,a 

tunç!o f Ht�ue 4 a primeira amputada �ra a esquerda da origem: 

' '''. '  
, 

f /'ftpara t)O 

'fH .. 
....... o,para t<o 

o t 
Da! a 1dea de multiplicar os dois membros da equação 

diferencial por H: 
aoa'f .H+bD tfoH+C 'f.H .. iR (1) 

Notemos agora as seguintes consequências da regra de 
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,onde �� uma tunçlo indefinidamente de-

rivêÍvel: 

Pois bem: substltuindo,na equaçlo diferencial dada� 
Df.H e D2 �.H pelas express5es,obtidas no sistema a!lterior,e 
passando para o 2A membro daquela equaçlo diferencial os t�rmos 
em d e J' ,tica: 

aD2( 'f .H) ... b.D(V' H) + c(" IIH) ai 

u fH +(acl+bCo) J ... QCo J' 
E se abrevladamente representarmos o 2& membro desta 

..... 
igualdade por f,a equ8çlo dada assume por fim o aspecto 

aD2 (.q H) ... b • D ('f H) ... o ('I H) .. l ( 2 ) 
Esta idea de amputar a funçlo_� toi deveras interessan 

te: permitiu fazer entrar no 24 mem�ro,t.os pr&prios dadqs inici-
-!!! do problema. A11�s.t nlo � j�tem geral,uma funçlo,mas sim 

uma d1stribu1çlo. 
A14m desta idea,houve outra que causou certo escândalo, 

mas que nlo deixou de ser tamb4m deveras feliz nas suas consequ­
ências: consistiu em tratar o shtbolo D de derivaçlo como se fôs­
se UIIl s!mbglo y(,r,t,gq,5ujeito hs mesmas regras de cd:lculo apli-
c4ve1s aos ndmeros. Procuraremos mais ta�de justificar essa 
maneira de proceder. Vamos limitar-nos,por agora.a seguir o 

m4todo heur!st1co,e ver onde nos conduz,no estudo do exemplo mui 
simples que estamos analisando. 

Suponhamos entlo que se podem. aplicar ao símbolo D as 

regras de c6flculo v4lidas para os mimeros o A equaç!o (2) pode 
pOis tomar a forma: 

(aD2+bD+C)(� H) .. t , donde 

� H.. 1 _. l 
aD2+bD+c 

Como interpretar esta funçlo racional do operador D ? 
Consideremos a equaç�o a�+bx+c=o, que 4(como se sabe) a chama­
da eguaçlo caracter!st;.!.2J! da equaçtto diferencial dada. 



Suponhamos que �f� s�o as raízes dessa equaçlo. Sabe-se 
entlo poss!vel determinar dois números,jW e � ,tais que 

1 fi >! 
ax'í.+ b�+c 

"" -�-;. + x-fi 
( )  
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que 4. 

Esses ndmero$ podem calcular-se pelo m�todo dos coefi-
cientes 1ndeterminados�sendo /4 + � ,. o 

�) '-c/l- - -;-
Substituindo x por D em ambos os membros de (3),e aten­

dendo ao resultado obtido,(2t) assume o aspecto 

'fH. t. O( ; + -Iw f (2") 

Poder!amos fazer ainda 

"IJ - � D-a)( r • f 1 

Resta interpretar 

'fH • \(11+ '1'2 
fi -f)"" � r e �r. 

Neste ponto,Heaviside n!o hesitava em desenvolver aque­
las' funç5es em s'ries de potencias de D. Nlo precisaremos por�m, 
neste caso simples,de recorrer a tal processop-bastar-nos-k apli­
car o que se conhece já da teoria cl�ssica das equaç�es diferen-
ciais. Na verdade,as equa�5es (4) podem escrever-se com a 
forma _ 

D tfll -O(' lfl .Jr 
D <f2 ... � tf2 • -V r 

Trata-se de um sistema de duas equaç5es diferenciais 
lineares de lA ordem; aplicando as conhecidas r&�ulas resolventes 
(com constante arbitr�ria nula),obtemos: 

'fl(t) -,Je"[e->l.U.f(U) du 



Falta agora calcular estes integrais • 
... 

Nlo esqueçamos qu� t 4 dado pela ,oma 
f'H + (acl+bco)J�+ 8.°0/" 

na qual s& o la termo � uma tunçUo,e os restantes slo distribu1-
çtses. 

Temos, por exemplo, de calcula.r e -8lU .1 
Ora, segundo regra deduzida na 11çlo anterior,temos: 

EaIlU• S .. éO• J .. I . 
An�o,amente, 

.-cou. i. ao.i" * ( .... ulo.S. i+ct 

Depois,ao 1ntegrar,ser� natural tazer 

• , 

Tendo em conta todos estes factos.obtemos para �(t) e 
'('2(t) as express8es seguintes: 

'(1 (t I ., gt t li: "'JIU .f( uldu+aC1 + bco + III aco + ac l ] 
�(tl -)1 cft[l:.,u,t'U'Jdu+&ol + bco +"aoo + aol] 

E_tas express5es dedu�Gm-8e para t>o: por isso Mbsmo, 

no integral lct 
. ..... u .t(u) .H(u) du , j� suprimimos o factor R,es-
o crevendo s�plesmente 

lc:"" .t(u)du ; • e lIIeslllO nos t&rll108 que nIo centOla .r 
o 

Portanto,para todos 08 valores ele t)(),temos calculada 
, Hinq.4ID1talt �H,tendoem vista que fH III 'fl+ 'f2 • 

Pode estranhar-se a presença,nas express8es de 'fl e 

�2.da distr1buiçlo J ,que nlo estamos habituados a encontrar 
nos intesrais dasequaç3es diferenciais lineares de 2& ordem de 
coeficientes constantes. Essa anomalia 4 apenal aparente 
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ao calcular 'fl+ �2,aparece a soma (J.+ » )acod ,que � !l.l.!..+a vis­
to ser t + 'Y .. o, como se acentuou oportunamente. 

( A aparente complicaçAo,decorrente da introdução ded 
em f 1 e 'e 2,a.presenta certa semelhan<;a com o que se passa em ce!: 
tos c41culos onde intervt$m a unidade imaginiÍria !,que aliás de­
saparece no fim d@ss6$ cálculos. Sucede isso por exemplo com 
a resoluçlo alg�brica da equaçlo do 3Ja gr'u no chamado caso ir­
redutível precisamente neste caso,em que todas as raízes da 
equaçlo slo reais,os dois radicais cdbicos que figuram na fÓrmu­
la resolvente conduzem a três pares de ndmeros imagin'r1os con­

jugados,cujas somas s�o ndmeros reais.rafzes da equaçUo; assim, 
a unidade imagin�r1a interv4m como feliz expediente de cálculo, 
desaparecendo depois,sem deixar vestígio). 

Um facto decisivo a assinalar ainda 4 este: a funçlo 
�,def1nida pela soma das express5es encontradas para �l e �2' 
verifica efectivamente a equaç!o diferencial proposta,n!o 56 pa­
ra t>o como para t,o,s satisfaz tamb4m ka condiç�es iniciais. 
g mesmo a dnic, tunçUo que cumpre tOdas essas impos1ç�es. 

Quer dizer: o mêtodo,indubithvelmente,"d.í resultado". 

Mas seria insustentdvel permanecer indefinidamente,como Heavisi­
de e alguns seue sucessores,no campo heur!stico: hk que racioná­
lizar,sistematizar coerentemente o m4todo tIo felizmente encon­

trado. Quanto ks vantagens que êste mdtodo s!mbdlico apre.sen­
ta,slo ainda pouco evidentes: manifestamente,poderíamos ter che­
gado ao mesmo resultado sem recQrrer hs distribuiç�es & e J' 

Observe-se no entanto,desde jd o seguinte: 
lA) o m�todo 4 deveras c&modo e elegante; 
2A) devemos ter em conta que,quando em vez de uma s& 

equaç�o,se tiver de integrar um sistema de equa­
ç�es diferenciais (eomo,por exemplo,as que tradu­
zem em geral , o regime de um circuito el'ctrico), 
� entlo inevit�vel,muitas vezes,o uso da distri­

buiçlo J e suas derivadas. 

Justifiquemos agora a maneira de proceder de Heaviside, 
quanto ao operador D. Essa maneira de proceder , um caso 
particular de uma t4cnica muito geral,a que se d' o nome de c�l­
culo dos operadores lineares.ou �lculo operacional,ou �álcu�q 
simb&licojem cuja base se encontra o conceito de espaço vecto­
rial. -
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Dissemos j� (p�g.70) o que se entende por espaço vectQ 

rial sabre um corpo K. O primeiro exemplo que naturalmente se 

apresenta � do conjunto dos vectores do espaço tridimensional, 

que constitui um espaço vectorial sabre o corpo R dos nÚMeros 
reais. 

Um exemplo menos trivial � a potência cartesiana,Rn,do 

corpo dos nrlmeros reais. 
Considerando dois elementos arbitr�rios de Rn 

y � (Yl'Y2'···'Yn)' 
define-se soma de x � y mediante a igualdade 

x+y • (xl+yl'X2+y2' • • • •  'xn+Yn). 

g f�cil reconhecer que,a respeito da adiç�o assim defi­
nida,Rn � um grupo comutativo. Por outro lado,podemos definir 
a "multiplicaç!ott de um vector x( Rn por um "escalar" C)( E.. R,me­
diante a igualdade 

C(X = (c<xl,CtX2, • • •  ,oCxn ) , 

e verifica-se ent�o sem dificuldade que Rn � um espaço vectori-

!! sabre o corpo R dos ndmeros reais . Anàlogamente se reconhe 

ce que a potencia cartesiana de expoente n do corpo C doe n�me­

ros complexos,Cn,� um espaço vectorial s6bre o corpo dos nrlmeros 
complexos. 

Por comodidade de linguagem,tamb�m se chama a um es� 

paço vectorial sôbre o corpo dos n�eros reais,espaço vectorial 
�; a um espaço vectorial sÔbre o corpo dos nrlmeros complexos, 

espaço vetorial complexo. 

T�nhamos visto j� que o espaço Cn(I) das distribuições 
sObre I � um espaço vetorial complexo,-o mesmo acontecendo com 

o espaço Cw(I) das distribuições de ordem finita s6bre I. 
Quando tal acontece,-quer dizer: quando um sub-conjunto E' de 
um espaço vetorial E sObre um corpo K � por sua vez,a respeito 

das operações de E restringidas a E',um espaço vectorial sôbre 

K,diremos que Et �. um sub-espaço vectorial de E 
C",,(I} � pois um sub-espaço vectorial do espaço vecto­

rial complêxo c,(I}. An�logamente,e(I) � um sub-espaço vetto­

rial do espaço vectorial complexo e,(I). De um modo geral na 

sucess!o de inclust5es 
C, (I) ';)Cw( I):>C (I) ,:>Cn( I) ::lC�( I) 
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cada conjunto � sub-espaço vetorial do espaço vectorial complexo) 
precedente. 

• • • • • • • • • • • • • • 

Um outro conceito essencial para o que segue,� o de 
aplicaçlo linear de um espaço vectorial E num espaço vectorial 
F,ambos definidos sabre um mesmo corpo K. 

Diz-se que uma aplicaçUo I de E em F é uma 8Blicação li: 

D!![ quando se verificarem as condiç�es seguintes: 
I{u+v) .. i(u)+I(v) 
1(0( u) -e< .I(u) 

(aditividade) 

(homogeneidade), 

para quaisquer vectores 3! e ! de E, e qualquer escalar t>t E. K • 

Por exemplo,-uma aplicaçlo linear dê aJ em R2 
(Xl'X2.XJ) �( -1'Y2) 

4 definida pelo sistema de equaç�es 

Y1- aXl+b�+cx) 

Y2R dx1+ex2+fx) , 

onde a,b,c,d,e,f designam çf2nstantes reais. 
Prova-se mesmo que,inversamente,-tada a aplicação line­

ar de RJ em R2 4 necesshriamente definida por um sistema de equa­
Q�es daquela forma,sistema êsse que é caracterizado completamen­
te pela matriz 

(: : ;J 
As aplicaç5es lineares que mais nos interessa agora 

considerar slo as representadas pelo s!mbolo D de derivaç!o. 
Por exemplo,D representa uma aplicaçlo linear do espaço 01(1) 
no espaço 0(1) ,visto que se tem 

D{f'+g) = Df+Dg 
D(Q( r) .. 01 .Df , 

para quaisquer funç�es continuamente deriv4veis f e g,e qualquer 
ndmero complexo a( • 

Tamb4m o símbolo :J de integraçlo j� considerado t 

:) r • i:(tl dt 

representa uma aplicaç�o linear do espaço C(I) em si mesmo. 
g claro que D ainda representa uma aplicaçlo linear do 

espaço C�(1) em si mesmo,do espaço O,(I) em si mesmo,etc.;mas 
j� o operador� nlo 4 definido nestes espaços de distribuiç�es. 
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Dadas duas aplicações,m e 11 ,de um espaço vectorial E 

num espaço vectorial F (defini.das ambas sÔbre o mesmo corpo), 
chama-se � m+� das aplicações m e � à aplicação {tamb�m li­
near} definida da maneira seguinte: 

(!Ii+ �)u ... i!u+'fu (.!:,l;,qualq\ler vector de E) 
Assim adquire sentido,por exemplo,uma expressão como 

D+ :.t representa o operador assim definido em 01 {I} 
( D+:J } f = Df+ J r II 

Além do conceito de �diç�q,derine-se Eroduto de duas 
aplic&Q5es lineares,tal como se deiine produto de duas aplicaç5es 
quais,quer .. 

Sejam E,F,G três espaços vectorias sabre um mesmo corpo 
K. 

Seja 'V uma ap11oaçlo linear de E em F,e I outra apli­
caçlo,linear de F em G. Define-se entlo Er2du�o I� mediante a 

igualdad.e: 
(Io/)u SI I("u) 

sendo t�cil ver que I r ainda 4 1inet:r.:1I 
lt claro que o produto a.ssim definido nUo é em geral co ... 

mutativo. Basta ObSel"''ilar por exemplo que 
D) r� D 

Consideremos agora,em especial,a classe das aplicações 
lineares de um espaço vectorial,E,em si mesmo. Designemos por 
A (E) essa classe� Neste conjunto" (E) temos j� definidas 

uma adiç�o e uma m�ltiRl�F���,que,como � f�cil reconhecer,gosam 
das seguintes propriedades: 

1) A adiçlLé .. sempz;:e Eoss:ivel,unívoca,associativa,re-: 
�ersive�_� cq�uta�iva (grupo comutativo). 

2) A....mul tipliqa.çJ�o !f .�e�lpr.i? Eoss!vel, un:!voca e a�socia­
tiva (semi-grupo,geralmente não comutativo). 

3) A m��_�.�licação é distriçutiva a resEeito da adiçãp, 
h direita e àJ?$guerda,isto 4.tem-se: 

m (� + X.) 18 (I 'ti + I X, (1+ 't' ) X = I}( + 't' X , 
auaisguer,que sejam 

t''f,Xt(E). 
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Ora,como vimos na lição anterior, estas propriedades ex­

primem-se abreviadamente,dizendo que A (E) � um �n!l (relativa­
mente h adiçlo e h multiplicação ali definidas) 

Como a14m. disso existe em A (E) um elemento unidl!g�, is­
to 4,um elemento neutro da multiplicaçlo � direita e h esq�arda 
(o operador idêntico I,pois que se tem sempre I I • I I • I), 
diz-se mais precisamente que A (E) � um anel com elementos uni­
dade. 
-
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