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MULTIPLICACAQ DE DISTRIBUICOES (conclusfo)

CALCULO SIMBOLICO DE HEAVISIDE (preliminares)

62 ligsio

Convém acrescentar alguns complementos A teoria,expos-
ta na dltima 1i¢¥%o,da multiplicac8o de uma fung%o indefinidamen-
te derivdvel por uma distribuiqfio de ordem finita.

Vimos que o produto de uma funQEOsee.G“(I) por uma dige
tribuicgdo T = DPf , com fe C(I) ,§ dado pela férmula

@Dt =2 (-1)K(D) DO7K( (Kg)

Mas se repararmos na expressfo do 22 membro,verifica-
mos que este continua a ter sentido,mesmo que @ nfo seja indefi-
nidamente derivdvél: basta que essa funcgHo possua derivada con-
tinua até & orden n.

Fhcilmente se reconheéce gue,mediante aquela mesma fér-
mula,se define uma aplicacglio

(¢ T} iy le.'l'
do produto cartesianc C%(I) x Gn(I) no conjunto cn(I),-aplicaqao
essa que coincide com a multiplicaglio usual quando T £6r uma fune
¢%o continua,e que,além disso,verifica a regra da derivag¥o do
produto,(quando T £8r de ordem inferior a n):

D('().T) = Dy.T +¢.0T
Aquela aplicacg8o pode pois chamar-se produto da func8o
e C*(I) pela distribuiclio Te C,(I) .
0 que acaba de se dizer € vdlide qualquer que seja n,

e assim temos efectuada uma pequena extensfo do produto ?ur cone-
siderado na lig¥o precedente.

Podemos mesmo ir mais longe,introduzindo a nog¥oc de
produto de uma fun¢¥o por uma medida. Para definir conveniente-
mente este novo produto,de uma funcHo (continua) f por uma medi-
da /U (definidas ambas,f eyu,num mesmo intervalo I),consideremos
¢ integral

x
8(x) */ £(t) foae
e

onde ¢ designa um ponto qualquer de I ,
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E £4cil reconhecer que esta fung¢HBio € de variagHo limita-
da em cada intervalo compacto (contido em I) e,por conseguinte,é
primitiva de uma medida; por outras palavras,admite como derivada
ainda uma medida,d qual,por definig#o,se chamard "produto® da fup
¢o continua f pela medida M. Em férmula:

f)ka D3
Se agoya f8r dada umas func¢¥o continuamente derivédvel ¥,

e uma medida/M.,podemos definir o produto de ¢ pela derivada de
/4 ;mediante a igualdade

PoD M= DUGMI- M
Na verdade,tudo que figura no 22 membro tem j§ um senti-
do preciso.

E mais geralmente,podemos definir produto de uma funcio
Q),continuamente derivdvel até & ordem n,pela derivada de ordem

n da medida
QoM

Esta é uma generalizaclio sensivel da noglio de produte
¢.T,definido na ligHo precedente apenas quando

01
Segundo este critério,podfamos justificar a fdérmula

$d = ¢ (o)d

ou,mais geralmente,a férmule
0™ o E kB @(K) (o) $BK) po12,...,

mesmo na hipdtese em gue @ & n vezes continuamente derivdvel
(continua,portanto,se n=o),sem ser necessdrio supor Y indefinida-
mente derivdvel.

No entanto,quando se procurou generalizar aguela multi-
plicago para além do limite a que chegdmos,surgem graves e atéd
insuperdveis dificuldades.

Numa Nota publicada nas Comptes Rendus de l'Académie des
Sciences,em Outubro de 1954,L.Schwartz apresenta,icerca do proble
ma da multiplicag8io de distribuiglies,um resultado negative muito
interessante,que vamos referir na esséncia,

Comega por dizer que os fisicos necessitam por vezes dar
sentido a produtos tais como

éé" Sé" J\S\S""
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Ora,diz Schwartz,isso n%o & possivel,sem renunciar a al
gumas propriedades da multiplicag8o habitual de fungBes,
Concretamente,-é necessdrio renunciar i associatividade,desde que
se queira manter a regra de derivag8o do produto,e a coincidéncia
déste com ¢ produto usual no espag¢o das fung¢¥es continuas,
A prova desta asserg8o fd-la Schwartz analisando um exemplo bas-
tante simples,

Consideremos a fung¢8o indefinidamente derivdvel x;no
campo das fung®es admite uma inversa que & < na verdade,o

X

produto de x por ~%~ ¢ 1,em qudsi todos os pontos.

Mas (segundo vimos j{) ~§~ n¥o € uma distribuig¥o; corresponde a
infinites distribui¢Bes,uma das quais € a que chamamos parte fi-

nita de «%~ : € a derivada formal de log|x|

Pf~1- = D log|x|

Mas vamos ver que ge tem ainda
X Pfdm = 1,

se quisermos que se mantenha a regra de derivago do produtoe,e

que no caso das fungBes continuas a nogHo de produto coincida com
& usual.
1

Efectivamente,substituindo Pf-Z— pelo seu valor,fica:

x.D log|x}] =D (x logixi)-logix} ; para
calcular esta diferenge de distribuic¥es,conyém escrever a segun-
da sob a forma de derivada (da sua primitiva,que se pode calcular
por partes) ; vird ent¥o

x.D log)x| = D(x loglx]) - D{x logix| - x) =Dx =1
Mais geralmente,é f4cil ver que

x(Pf-—%c- +cd) =1 ; porque

x.an%- = 1 (conforme vimos hd pouco);

e x.cd = c.[x]fiou o ,tendo em vista a regra de cdlculo do pro-
dutote.g ,de uma fungHo indefinidamente derivdvel Y pela dis-
tribuicio 4 .(Final da $ltima lig¥o)

(Assim ficou de passagem demonstrado que a distribuigfo x admite
infinitas inversas: isto mostra que a divis¥o em Cq(I),quando €
possfvel,n¥o € uniforme. O problema da divisfo de uma distribui-
¢%o por uma fungBo indefinidamente derivdvel & de grande importén
Cia,porque mediante a aplicaglo da transforma¢¥o de Fourier a re-
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gsoluc8o de uma equagfo em derivadas parciais converte-se muitas

vezes no problema da divis#o por uma fungHo indefinidamente deri-~
vével).

Para mostrar a impossibilidade de conciliacg¥o da asso-
ciatividade do "produto" de duas distribui¢Bes arbitrdrias com a
permanéncia da regra da derivada do produto,basta ebservar que,a
ter lugar a associatividade,deveria ter-se a igualdade seguinte:

(Pf--g-':--.x)é‘a Pf-%c-(x.S)

Ora,o 12 membro vale 1.8 «4 ;no 22 membro,como se sabe,
o factor x.J vale [x]x&o = 0.d=o0 ,

& igualdade anterior nfo pode pois verificar-se,visto
ser equivalente a d = 0,0 que & falso,

Estd pois provado que n¥o podemos definir o produto de
duas distribuiqBes arbitrdrias de maneira que &sse produto coin-
cida com o produto usual no caso de fung¥es continuas,permanega
vdlida a regra de derivag¢¥o do produto,e seja associativa uma tal
multiplicaglo,

Mas,restaria ainda saber se € possfvel definir um produ-
to de distribuigles que nfo seja associativo,mas verifique as res-
tantes condig8es, A resposta,pelc menos em parte,jd tinha sido
dada por Heinz Kdnig numa comunicag8io ao Congresso Internacional
de iMatemdtica,reunido em Amsterdam,em Setembro de 1954,e publicada
depois desenvolvidamente em 1955. Multiplikation von Distribu~-
tionen, I),Math. Annalen,Bd.128,p.420~452

Vamos apresentar uma idéa muito sucinta deste importan~
te trabalho de H.K8nig. Comega por provar que,ampliando o con~
junto das distribuiq¥es,Cq(I),com a adjung¥o de novos entes abs-
tractos,é possivel definir o produto S.T de duas distribuig8es
arbitrdrias,de modo que &ste produto coincida com oproduto usual
no conjunto das fung¥es contfnuas,e seja mantida a regra de deri-
vaglo do produto. Simplesmente,a multiplicag¢¥o assim definida
nffo € associativa,-como alids o impSe o exemplo apresentado por
Sohwartz.

Mas,o resultado mais desconcertante de Kiénig & &ste: ¢
Possivel efectuar aquela ampliagfic de infinitas maneiras diversas,
Sem que as ampliag8es correspondentes sejam isomorfas: hd,assim
infinitas teorias da multiplicaqfo de distribuic¢Bes,nfo equiva=-
lentes entre si,e sem que seja possivel caracterizar uma amplia-
¢%0 que,por assim dizer,seja minima ,

Ndio se sabe mesmo se & possfvel fazer com que nac haja
ampliacHo efectiva: a multiplicagfo de distribuig®es (no sentido
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de K8nig) n¥o exigiria entfo que se safsse do campo das distribui
¢Bes. E um problema em aberto. No estado actual da
teoria de Ksnig,o0 produto de duas distribuicBes € pois um ente
que Jjé4 n¥o € uma distribuicfBio,em geral;-em casos particulares po-
de todavia s&-lo,!%)

Dada a possibilidade j4 assinalada,da defini¢8o de vé-
rias teorias n&o-equivalentes da multiplicagHo,pode acontecer que
dadas duas derivadas de d, Jim) o Jin ? ,~0 respectivo produto
5 m J n) tenha um certoMvalor® gegundo uma daquelas teorias,e

um "valor® diferente,segundo outra teoria.

Como,do ponto de vista matemdtico,nfic hd razSes para
preferir esta ou aquela teoria da multiplicagfio,~é certamente de
ac8rdo com as necessidades da Ffsica tedrica que a esc8lha de uma
teoria da multiplicag8io de distribuiqgBes deve ser feita.

¢eHsoceeeadeoe

(1) Note-se que jd o produto de duas fungBes localmente somdveis,
no sentido usual,pode nlio ser uma distribuig¥o. Por exemplo,
a fungfio 1A/X € localmente somdvel no intervalo Lo,*- wl e
tem-se 1A% 1/A/X = 1/x ,fungfo esta que j4 n¥o € uma distri-
buic¥o naquele mesmo intervalo,como se viu na 48 liglo,
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ou
CALCULO OPZRACIONAL

Serd conveniente comegar por dar uma idea da maneira
como o Eng.2 Heaviside aplicava & integracfo de equacBes diferen
ciais o método simbdlico,sem JustificagHo,isto &,de modo apenas
heur{stico.

Consideremos,por exemplo,uma equaglo diferencial linear
de 2& ordem de coeficientes constantes,

a~€"+b “Q' toyQe £ .

Nesta equaglio,suple-se f uma fung#io conhecida,e @ a

fungfo incdgnita, Pretende-se resolver uma tal equago,de
modo que se verifiquem as condi¢8es iniciais:

plo) = ¢,

W(o) = ¢y

Designemos por D 0 operador da derivagfo; aquela equa-

¢8o pode tomar ent8o ¢ seguinte aspecto:
aD?p +bDQ+cyp= £

Para concretizar ainda melhor,suponhamos que aquela
equag8io descreve a evolugHo de um sistema fisico,- por exemplo,
de um circuito eléctrico,significando entfo @ (t) a quantidade
de electricidade que se escoa num condutor entre o instante t=o
e o instante t.

Neste caso,oc que interessa & o futuro,isto &,0 que

acontece para ty>o. Bastard entfio determinar,em vez de ¥ ,2
funcfio ? H,que é a primeira amputada para a esquerda da origem:
¢ P,para t)0
gu -
PP o,para t<o
b
o} t

Daf a idea de multiplicar os dois membros da equacglc
diferencial por H:

aD?19 H+bD Hee W.H = £H (1)
Notemos agora as seguintes consequéncias da regra de
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yonde Y é uma funglo indefinidamente de-
rivével:

(D (§H) = DgH +y.DH = D p.H + ¢, d=

) DQH+\0(0)J D?H+c§
Dz(\(’H) = I)2 JH + ap& R J = p? ¥ H+c13 +c§

\ {uma vez que \Q(o) = cl)

Pois bem: substituindo,na equag¢fo diferencial dada,
DY¢.He p? ¢.H pelas expressfes,obtidas no sistema anterior,e
passando para ¢ 22 membro daquele equaglio diferencial os termos
emd e 3 ,fica:

aD®(@ .H) + b.D(Y H) + c(y .H) =
= fH +(acy+be, )d + ac, d’

E se abreviadamente representarmos o 282 membro desta
igualdade por f,a equaglio dada assume por fim o aspecto

aD*(@ H) + L.D(YH) + c(YH) = £ (2)

Esta idea de amputar a funglo %’foi deveras interessan
te: permitiu fazer entrar no 22 membro, f os préprios dados inici-
ais do problema. Alids,f nfo € jd,em geral,uma fungfio,mas sim
uma distribuigéio,

Além desta idea,houve outra que causou certo escéndalo,
mas que n#c deixou de ser vambém deveras feliz nas suas consequ-
8ncias: consistiu em tratar o sfmbolo D de derivaglio como se fés-
se um simbolo numérico,sujeito bs mesmas regras de cdlculo apli-
cdveis aos numeros. Procuraremos mais tarde justificar essa
maneira de proceder, Vamos limitar-nos,por agora,a seguir o
método heurfstico,e ver onde nos conduz,no estudo do exemplo muj
simples que estamos analisando.

Suponhamos ent8o que se podem aplicar ao sfmbolo D as
regras de cdlculo vélidas para os ndmeros. A equacgHo (2) pode
pois tomar a forma:

(aD®+bD+c) (P H) = T , donde

H ---é-—---§ 2t
‘Q aD®+bD+c (z1)

Como interpretar esta fungHo racional do operador D ?
Consideremcs a equaglo ax2+bx#c=o, que é{como se sabe) a chama-
da equaclo caracteristica da equaglo diferencial dada.
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Suponhamos que glf/% sHo as raizes dessa equag¥o. Sabe-se que €

ent¥o possivel determinar dois nimeros, /l e Y ,tais que

;! LM P
ax“+bx+e X 3 x-/3

(3)

Esses ndmeros podem calcular-se pelo método dos coefi-

cientes indeterminados,sendo
/[44"\’“0

feoays - -

Substituindo x por D em ambos os membros de (3),e aten-
dendo ao resultado obtido,(2') assume o aspecto

/ﬂ - -
VH'-D:—;f-b-b%f (27)
Poderfamos fazer ainda
fa‘fl

- {4)
£ =9

= i

Vird ento

Wi =¥+ ¢, (2111)

Resta interpretar ~§g:; E‘ e "3%75'2 .

Neste ponto,Heaviside nflo hesitava em desenvolver aque-
las fun¢Bes em séries de potencias de D. NYo precisaremos porém,
neste caso simples,de recorrer a tal processo,-bastar-nos-i apli-
car o que se conhece j§ da teoria cldssica das equag8es diferen-
ciais, Na verdade,as equagSes (4) podem escrever-se com a

forma -

Dip, -[Sip, =VF
Trata-se de um sistema de duas equagles diferenciais

lineares de 1* ordem; aplicando as conhecidas férmulas resolventes
(com constante arbitrdria nula),obtemos:

Y (t) = e“jte""u.?(u) du
/ °



t
() ﬂve‘*“je'ﬁ“.?(u; du

1

Falta agora calcular estes integrais,
N%o esquegamos que f é dado pela soma
fH + (acy+be )J+ ac°5
na qual sé o 12 termo ¢ uma funqﬁo e 08 restantes s¥o distribui-
¢8es.
Temos,por exemplo,de calcular e *%,d

Ora,segundo regra deduzida na liglo anterior,temos:

e 8 - ded

Andlogamente,

e"'@u. J‘” 9005- _aé-“u (Q#u)oos' J-PUJ

Depois,ao integrar,serd natural fager

/ir.duau ; /:f'.du-J ,

Tendo em conta todos 8stes factos,obtemos para ‘f(t) e
Y’z(t) as expressBes seguintes:

Pylt) sp& [/e'&“.f(u)dw-acl + be, +oac, + ac JJ

Bit) =y %%@t [l/e"f?“.r(u)dmacl + be, +@Bac, + acoé‘]
o

Estas expressfss deduzem-se para t»0: por isso mesmo,
no integral t
/e"““,f(u).ﬂ(u) du , j€ suprimimos o factor H,es-

© crevendo simplesmente

t
/ e'““.t(u)du } © 0 mesmo nos termos que nflo contém é\
°

Portanto,para todos os valores de t>o,temos calculada
§ "incdgnita" YH,tendo em vista que PH = )+ 0, .

Pode estranhar-se a presenga,nas expressSes de , e
‘32,da distribuiglo 3 yque n#o estamos habituados a encontrar
nos integrais das equagBes diferenciais lineares de 28 ordem de
coeficientes constantes, Essa anomalia 4 apenas aparente
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ao calcular \?l-l- @,,aparece a soma ( M+ Y )acoJ ,que € nula vis-
to ser M+ Y = o,como se acentuou oportunamente.

( A aparente complicaglio,decorrente da introducgio de:;
em ‘(le ¢ 5, apresenta certa semelhanga com o0 que se passa em cer
tos cdlculos onde intervém a unidade imagindria i,que alids de-
saparece no fim désses cdlculos. Sucede isso por exemplo com
a resolugfio algébrica da equagfio do 32 grédu no chamado caso ir-
redutf{vel precisamente neste casc,em que todas as rafzes da
equag8io sHo reais,os dois radicais cubicos que figuram na férmu-
la resolvente conduzem a trés pares de nimeros imagindrios con-
jugados,cujas somas sfo ndmeros reais,rafzes da equago; assim,
a unidade imagindria intervém como feliz expediente de cédlculo,
desaparecendo depois,sem deixar vestigio).

Um facto decisivo a assinalar ainda € este: a fungfo
0 ,definida pela soma das expressBes encontradas para %& e s,
verifica efectivamente a equacfio diferencial proposta,ndic sé pa-
ra t>o0 como para tgo,e satisfaz também hs condigBes iniciais,

E mesmo a ¥nica fungfio que cumpre t8das essas imposig8es.

Quer dizer: o método,indubitdvelmente,"dd resultado".
Mas seria insustentdvel permanecer indefinidamente,como Heavisi-
de e alguns seus sucessores,no campo heuristico: hd que raciona-
lizar,sistematizar coerentemente o método t¥o felizmente encon-
trado. Quanto 4s vantagens que &ste método simbdlico apresen-
ta,s8o ainda pouco evidentes: manifestamente,poderfamos ter ghe-
gado ao mesmo resultado sem recorrer as distribui¢des 3 e &

Observe-se no entanto,desde j4 o seguinte:

12) o método € deveras cdmodo e elegante;

22) devemos ter em conta que,quando em vez de uma sd
equagldo,se tiver de integrar um sistema de equa-
¢¥es diferenciais (como,por exemplo,as que tradu-
zem em geral,o regime de um circuito eléctrico),

é ent¥o inevitdvel,muitas vezes,o uso da distri-
buiglo 5 e suas derivadas.

Justifiquemos agora a maneira de proceder de Heaviside,
quanto ao operador D. Essa maneira de proceder é um caso
particular de uma técnica muito geral,a que se d€ o nome de cdl-

culo dos operadores lineares.ou cdlculo operacional,ou cflculo
simbdlico,em cuja base se encontra o conceito de gspage vecto-

rial.
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Dissemos jd (p4g.70) o que se entende por espago vecto
rial s8bre um corpo K. O primeiro exemplo que naturalmente se
apresenta € do conjunto dos vectores do espago tridimensional,
que constitui um espago vectorial s8bre o corpo R dos nimeros
reais.

Um exemplo menos trivial & a poténcia cartesiana,Rn,do
corpo dos nimeros reais,

Considerando dois elementos arbitrdrios de R"

X = (xl;xz,ooo’xn)
y= (YI:Y2,---:Yn);

define-se soma de x com y mediante a igualdade

X+y = (xl+yl 1 Xo¥tYayeeee ;xn"'yn) .

E fdcil reconhecer que,a respeito da adic8o assim defi-
nida,Rn é um grupo comutativo. Por outro lado,podemos definir
a "multiplicag¢¥o" de um vector x¢ R? por um "escalar" o« ¢ R,me-
diante a igualdade

X = (X, 0 Xpy0ee,00Xp),

e verifica~se ent#o sem dificuldade que R® ¢ um espaco vectori-
al s8bre o corpo R dos nimeros reais. Andlogamente se reconhe
ce que a potencia cartesiana de expoente n do corpo C dos nmime-
ros complexos,C”,é um espago vectorial s8bre o corpo dos nimeros
complexos.

Por comodidade de linguagem,também se chama a um es-
pago vectorial s8bre o corpo dos nimeros reais,espaco vectorial
real; a um espago vectorial s8bre o corpo dos nidmeros complexos,
espago vetorial complexo,

T{nhamos visto j& que o espago Cn(I) das distribuig8es
sébre I € um espago vetorial complexo,-o0 mesmo acontecendo com
o espago C,(I) das distribuigBes de ordem finita s8bre I.

Quando tal acontece,-quer dizer: quando um sub-conjunto E' de

um espago vetorial E s8bre um corpo K € por sua vez,a respeito
das operagBes de E restringidas a E',um espago vectorial s&bre
K,diremos que E' € um sub-espaco_vectorial de E

Cu(I) € pois um sub-espago vectorial do espago vecto-
rial compléxo Cy(I). Andlogamente,C(I) ¢ um sub-espago vetto-
rial do espago vectorial complexo CV(I)‘ De um modo geral na
sucess¥o de inclus8es

Cy(I)DC,(I)DC(I) 5C™(I)5c™(I)
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cada conjunto & sub-espago vetorial do espago vectorial complexo)
precedente,

Um outro conceito essencial para o que segue,é o de
aplicacHo linear de um espago vectorial E num espago vectorial
F,ambos definidos sébre um mesmo corpo K,

Diz-se que uma aplicagfo © de E em F € uma aplicacg¥o li-
near quando se verificarem as condig¢8es seguintes:

G(urv) = @F(u)+d(v) (aditividade)
Bed u) =ox,8(u) (homogeneidade),
para quaisquer vectores u e v de E,e qualquer escalar™ €K ,
Por exemplo,-uma aplicagfo linear de R3 em R?

(xl:x23x3) S—1 -loYZ)

é definida pelo sistema de equagBes

¥ ax1+bx2+cx3
Yo dx1+ex2+fx3 ;

onde a,b,c,d,e,f designam constantes reails.
Prova-se mesmo que,inversamente,-t8da a aplicagfio line-

ar de R3 em R2 é necessiriamente definida por um sistema de equa-
¢Ses daquela forma,sistema 8&sse que € caracterizado completamen~

te pela matriz
a8 b ¢
d e f

As aplicag¢Bies lineares que mais nos interessa agora
considerar sf#io as representadas pelo sfmbolo D de derivagfo.
Por exemplo,D representa uma aplicagfo linear do espago Cl(I)
no espago C(I),visto que se tem
D{f+g) = Df+Dg
D{ct £) = & ,Df ,
para quaisquer fung¢Bes continuamente derivdveis £ e g,e qualquer
mimero complexo o .
Tambén o sfmbolo J de integraglio j§ conmsiderado,

b4
Jf = /f(t) dt
c

representa uma aplicag¥o linear do espago C(I) em si mesmo.

E claro que D ainda representa uma aplicag$o linear do
espago qM(I) em si mesmo,do espaco C,(I) em si mesmo,etc.;mas
jé o operador.J'ggg é definido nestes espagos de distribuigles.
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Dadas duas aplicag8es,? e $/,de um espago vectorial E
num espago vectorial F {definidas ambas s8bre o mesmo corpo),
chama-se goma @+ das aplicagBes & ey % aplicag¥o (também 1li-
near) definida da maneira seguinte:

(T+ yu = Turyu {u,qualquer vector de E)
Assim adquire sentido,por exemplo,uma expresséo como
D+ Y representa o operador assim definido em Cl(I)
(D+y )£ = DE+YE
Além do conceito de adigHo,define-se produto de duas
aplicagdes lineares,tal como se define produte de duas aplicaglies
quaisquer.

Sejam E,F,G trés espagos vectorias s8bre um mesmo corpo

felara

Seja Y uma aplicaglio linear de E em F,e ¥ outra apli-
caglo,linear de F em G. Define-se ent¥o produto ¥y mediante a
igualdade:

(Bylu = Blyu)
sendo fdcil ver que 8y ainda é linear,
E claro que o produtc assim definido nfo € em geral coe
mutativo, Basta observar por exemplo que
DY #YD
Consideremos agora,em especial,a classe das aplicag8es
lineares de um espago vectorial,E,em si mesmo. Designemos por
A (E) essa classe, Neste conjunto A (E) temos j4 definidas
uma adigfo e uma multiplicac¥o,que,como € fdeil reconhecer,gosam
das seguintes propricdades:
1) A adicto é sempre possivel ,univoca,associativa,re-
versivel e comutativa (grupo comutativo),
2) A multiplicac8o € sempre possfvel,unfvoca e associa-
tiva (semi-grupo,geralmente n#o comutativo).
3) A multiplicac8io é distributiva a respeito da adigHo,
b direita e b esquerda,isto €, tem-se:
B(y+X) = By+ B, (B+y) A= EX+Y K,

3, ¥, XEE.

guaisguer gue se ,jam
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Ora,como vimoes na liglo anterior,estas propriedades ex-
primem-se abreviadamente,dizendo que A (E) é um anel (relativa-
mente % adig#io e & multiplicagfio ali definidas)

Como além disso existe em A (E) um elemento unidade,is~
to é,um elemento neutro da multiplicagfic & direita e 2 esqusrda
(o operador idéntico I,pois que se tem sempre & I = I & = @),
diz-se mais precisamente que A (E) & um anel com elementos uni-

dade,
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