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C1LCULO SIMBdLICq (continuaç!o) 

7A lição 
No final da dltima liç!o,tínhamos verificado que a 

classe A(E) das aplicaçfSes lineares de um espaço vectorial E 
em si mesmo � um anel com elemento um .  -

Mas,podemos definir sabre @ste anel mais uma operação: 
a de produto, oe !S, de um escalar qualquer Of. é K por um operador 
qualquer if.1\ (E). A sua def.'iniçlo pode ser dada da maneira 
seguinte: 

(o( 11) • (u) .. oe (I ( u» • 
designando y um vector qualquer de E. 

Ora observa-se que,a respeito da adição j� definida 
em A (E) e da multiplicaçf!o agora definida,de um elemento dêste 
conjunto por um escalar, ,,(E)' um espaço vectorial sabre 
o corpo K. E mais ainda: , v'lida a propriedade seguinte: 
"dados dois escalares � � l3,tem-se 

(t(I)«(\'V) • (o(�)(f�) ." Esta propriedade pode ser reconhecida muito fhcilmen­
te,tendo em conta o facto de as aplicaç�es lineares permutarem 
com os escalares. 

De um m9do geral,diz-se que um anel A 4 uma �lgebra 
s8bx:e qm. corpo K,se o conjunto A,a14m da estrutura de anel,pos­

sue tamb4m a estrutura de espaço vectorial sabre K (a respeito 

da mesma adiçlo a que se refere a estrutura de anel de A),e se 

� v�lida ainda esta outra propridade: 
(ex x)( � y} .. (Q � )(xy) , 

para quaisquer x,yE A e quaisquer escalares C!< , � e K. 
(Em vez de "4,lgebra sabre um corpo",tamb'm se diz 

"sistema hiper-complexo sabre um coraQ") 
Podemos pois dizer que a classe das aplicaç�es linea­

res de um espaço vectorial E em si mesmo � uma 'lgebra sôbre o 

corpo dos escalares de E • Mas � uma dlgebra em que se ve­
rifica mais esta propriedade: "existe um elemento unidad�,isto 
" um elemento neutro da multiplicaçlo definida no anel A (E)". 

Esse elemento operador idêntico,!; tem-se com efeito: 
m.1 • I.m == IR • (Vd.Nota péÍg.87) 

No que segue,importa dar sentido ao s�bolo !n,potên­
eia de expoente inteiro nlo-negativo de um operador�. É o 

que se consegue muito fhcilmente a partir da multiplicação de­
finida no anel j\ (E) ,mediante o seguinte esquema de recorrência: 
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Imediatamente se reconhece que mm.mn• mm+n,bem como ou­
tras propriedades da potência que nlo exijam comutatividade. 

Ali�s,repare-se desde j� em que duas potências do mes­

mo operador s!o sempre comut�veis entre si • 

( Definidas por anàlogo esquema de induç�otj� anterior­
mente tínhamos trabalhado com as potências Dn e Jn dos operado­
res de derivaçlo e integraç!o,D e ) ) . 

Pois bem,as operaçees definidas na �lgebra I\{E) per­
mitem atribuir um sentido preciso a um polin&m10 em m,isto �,a 
uma expres slo do tipo 

.n n-l . .0 ao· +all +'··+&n_l*+an- , 
onde os ail K slo escalares,e n 4 um ndmero inteiro n!o-negati-

VOe 

Uma tal expresslo define,manifestamente,um det�rmiI).ado 
operador , 0/ ,pertencente ainda a A (E). Este operador, 'f ,diz­
-se ,unclo racional 1nteiL! do operador I. 

Para maior simplicidade de notaçlo,podemos identificar 
an com o operador an�O,atendendo a que ;0 4 o operador idêntico; 
isto ',podemos escrever 

anB &n·lo • 

Corresponde isto a identificar todo o escalar O( com o 
operador da forma C( I .  De acerdo com esta convençAo,podemos 

passar a representar o operador idêntico pelo pr&prio algarismo 
1. Em tudo o que segue,ao falarmos de "polin&mio num ope­
rador I" aubentendemos que se trata dum polin&mio em ! de coe­

ficientes escalares,isto �,duma express!o do tipo atr�s indica­
do. [lt claro que se podem ainda considerar polin&mios em m 
cujos coeficientes slo operadores quaisquer,eleméntos de A(E)J. 

• • • • • • • • • • • • • • • 

Nota referente h p�gina anterior 

Tudo o que vamos dizer sobre funçtses dum operador Ifl\(E) 
aplica-se,mutatis mutandis,a funç6es dum elemento duma �lgebra 
qualquer com elemento unidade, (Um primeiro exemplo n�o trivial 
de �lgebra que,historicamente,se apresentou para al�m do corpo 
complexo,foi a �lgebra dos guaterniees de Hamilton). 
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Das propriedades com que axiomhticamente caracteriza­

mos uma álgebra,podemos deduzir propriedades dos polinÓmios em 

m,que s�o id�nticas a propriedades dos polinómios usuais numa 
vari�vel. Podemos,em particular,adicionar e multipli-
car polinómios D�_mepm� operador,como se faz habitualmente� 
(Tratando-se de polinómios em dois operadores diferentes,m e�, 
nao necessàriamente comutáveis,� claro que desta n�o-comutabi­
lidade decorrem diferenças operatórias sensíveis em relação h 
regra habitual de multiplicação de polinómios,por ex.). 

Suponhamos,por exemplo,que se trata de "multiplicar" 
os polinómios am2+bm+c e mm+n . 

Aplicando as propriedades de distributividade v�lidas 
na �lgebra A (E) ,temos imediatamente: 

(am2+bl+c)(ml+n) • (am2)(mm)+(am2).n+(bm)(mm)+(bm).n+c(mJ)+cn 

Podemos alterar ainda o aspecto dos cinco primeiros 
termos dest� somat&rio,tendo em vista os axiomas de uma �lgebra; 
por exemplo, 

(am2)(mm) • (am)m),pela dltima propriedade 
assinalada na axiom4tica de sistema hiper-complexo (p�g.86);pe­
la mesma razIo se tem c(ml) • (om)m,visto que identific�os o 
escalar c ao operador cI. Efectuando todas essas simplifica­
çfSes ,chegamos k express!o seguinte para o produto dos dois po­
lin&m10s em I: 

(am2+bm+c) (mm+n) • amm3+anm2+bmm2.bnm+cmm+cn = 

= amI3+(an+bm)m2+{bn+cm)m+cn • 

(Esta reduçao final dos termos semelhantes é lícita, 
de acOrdo com a distributividade v41ida na estrutura de espaço 
vectorial de /\ (E) ) E assim se chega, em qualquer caso, ao pro­
duto,usualmente calculado,de dois polin6mios � variável,-que, 
neste caso toma o valor mo 

Como se reconhece pelo resultado,�uas funçeses racio­
!lflis inteiras de .. um mesrp.o qEerador lin*far são sempre comutá:'Z�:Í:ê< 

Quanto à adiç�o de dois polin6mios num mesmo operador 
l1nearttudo decorre tamb�m da maneira usual. 

Ficam assim legitimados o emprêgo e as regras de cál­
culo com tunç5es racionais inteiras de operadores lineares,que 
apliquem um espaço vectorial E em si mesmo. 

Passam,�m particular,a ter sentido preciso s!mbolos 
como n2-4 ou n2+1,designando D o operador de derivação. 



89 
O primeiro,por exemp10,� um operador cuja incidência 

sôbre uma funç!o (duas vezes deriv�vel) r 4 traduzida pela igual­
dade seguinte: 

(D2-4)f = n2r-4r • 

E tem significado preciso tamb�m igualdades como: 

D2_4" (D+2)(D-2) 
02+1 = (D+1)(D-i) 

Como interpretar,agora,�inversa de uma funç!o racional 
inteira de um operador linear, 1 

n Mn-l a m +a1% + • • •  +a o n 
? 

t necess�rio,antes de mais,definir com precistto o que 
se entende por inverso de WD operador m E.A (E) 

so -
Dado um,operador I,diz-se que um operador �� um inver­

( daquele ) à direita,se fÔr m f = 1 (operador idêntico) 
Por sua vez, diz-se que um operador X � um inverso 

(de I) à esquerda,se X .m ., 1 
Pode acontecer que um operador possua inversos � esquer­

da e à d�reita: prova-se antUo fàcilmante que slo necesshriamen-
te igp.ais. Neste caso,representa-se por ,-1. (2) 

Diz-se por sua vez,que I 4 entUo um operador rev�rs!vel. 
Verificam-se portanto,para todo o operador reversível 

I,as igualdades: 

m-�I .. m.I-1 .. 1 
Estas detiniç�es,e parte das propriedades que vamos de­

duzir,estendam-se mutatis mutandis,n�o sd a qualquer �lgebra com 

elemento unidade,mas at� a qualquer semi-grupo multiplicativo 
com elemento unidade.(l) 

ali I ��s vajamos agora como se caracteriza um operador m 
revers!vel,atendendo a que4uma ap1icaç�o do conjunto E em si mes­

mo 

(1) Chama-se semi-grupo multinlicativo todo o conjunto em que � 
definida uma operaç�o ��mpre poss!ve1,un!yoca e �s50ciativa,de­
signada por ttmultiplicaç!ott. 
(2) �sse inverso bilateral dnico,e chama-se a m-1inverso de m. 
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A cada elemento xe E corresponde ,mediante I, um elemen­

to,Y = I{x) ,tamb�m de E. Suponhamos agora que,inv.ersamente, 

� dado arbitrhriamente o elemento y em E e se procura um elemen­
to xE E que verifique a igualdade y = I{x) Se um tal elemen­
to .! existe e se I � revers!vel,viréÍ,aplicando l-I aos dois mem ... 
bros daquela igualdade 

;-l(y) = (1-1m)(x) = x 

Portanto,se x existe s6 poderéÍ ser 1-1(y). Mas,qual� 
quer que seja y � E,o elemento m-l(y) existe em E e verifica a 

referida igualdade,pois que 
ai [gr-l(x) J = (m.m-l)(x) = x 

Em conc1uslo: !! I � revers!vel,existe,para cada ele­

mento y S! E.um e um s6.elemento x � E tal que I(x) = y 
Como se sabe,exprime-se est a últtma circunstância,dizendo que 
I 4 uma aplicaçlo biunívoca do conjunto E sabre si mesmo. 
Reciprocamenté, � féÍc1l ver que, se DI ·4 uma tal aplicaçlo, então � 
reversível. Em resumo: 

Um operador I E (E) �revers!ve1,§!,e s6 se,� uma aEli­
caglo biun!vocado conjuntq E sabre si mesmo, (1) 

De resto,4 bem fdcil ver que o inverso dum operador li­
near ainda 4 linear, 

Registemos,desde jéÍ,a seguinte propriedade: "o produto 
de dois operadores revers!veis 4 tamb4m um operador revers!velt 
e tem como inverso o produto dos inversos aos factores por or-

" dem inversa; em f&rmula: 

(1))') -1 • ,,-l.m-l 
A verificaçlo 4 tmediata;basta invocar o associativi­

dade da multiplicação para reconhecer a legitimidade das tran­
siç�es seguintes: 

m.�(t-l.l-l) • m(�.�l).I-l = m.I-1 = 1 
e an)}'logamente 

(r-1.m-l)(i.'f) .'Y-�m-l.m}'t' -1 . 
Estamos agora habilitados a tratar o problema da divi-

slo de operadores. Podem precisar-se at4 duas modalidades de 
divis�o: a divislo � direita de um operador! por um operador�) 
isto 4,a pesquisa de um terceiro operador. r. tal que '\' f'=m ; 

. . . . . . � . . . . . 
(1) Os operadores revers!veis tambtim se dizem regulares e os 

operadores nlo revers:!vais,singu1ares 
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e a divis!o h esguerda ,de m por �,isto 4,a procura de um ope­
rador.ó. tal que A "t'= m 

1! cl,aro que, sendo 'tJ reversível, qualquer daquelas di vi­
sões � de muito féÍcil execuç�o: basta tomar P ='t-�I, A =1 't',-� 

Por outro lado) � rãc iI provar que ,�I e "fi sao comutá-
veis e � 4 revers!vel,sã9 ainda comutáveis m ��-l Na ver-

dade,temos sucessivamente,aeendendo às hip6teses, 

li "fi-I = (1' -111)( m i1) = r-1 ('r �) y-l= 't -1 (I "f) r -1= 
=1' .... l.üHy.y ... l) =1'-1.1 

Isto �: o� quocientes � direita e � esquerda de m por 
y J f,-l. I e m r-1 , são igua�s. Podemos enUlo (jlt que nenhuma 
ambiguidade subsiste) representar qualquer daqueles quocientes 
por 

e chamar quociente 
lar podemos passar 

I de I por 'r' ao operador -. Em particu-
a escrever lr em vez diY 'r-lo 

AgoraJjá 4 possível precisar como se trabalha com 

urracç5es" cujos termos slo operadores lineares. 
Uma propriedade que desde já podemos demonstrar diz 

respeito ao RrodutR de fracQ�es: 
"Suponhamos que ml) fI' 12» '(2)> slo operadores comu­

táveis dois a dois, e que t1 e f2 s!o revers!veis. Ent�o 

dades: 

11 12 11.12 
�· �· r..·t 

" 

Isto 4: persiste a regra usual do produto de fracç5es. 
A demonstraçlo decorre da seguinte sequência de igual-

Em particular, verifica-se ainda a propriedade funda-
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mental das fracçt'Ses num�ricas: multiplicando ambos os termos de 
uma fracg!o por um mesmo operador,a fracção obtida representa 
ainda o mesmo operador que a primeira. Sbmente, exige-se 
agora que o operador pelo qual se multiplicam os dois termos da 
fracção seja um operador reversível. 

_"1 Sejam 1., 't" r' operadores comut�veis '1dois a dois, sendo 
'f e I reversíveis. Tem-se bbviamente .� = I te então 

• Estd pois demonstrada a 

propriedade da invariância atr4s referida. 
A !2m! de rracç�es ( cujos termos slo operadores linea­

res) pode obter-se por uma regra an�loga à usual,mas com as res­
triçtSes co.nsignadas no enunciado seguinte: 

"sejam Il,D2' 'f operadores comutdveis dois a dois, e 

seja � reversível; entlo 
" 

Esta igualdade 4 imediata consequ@ncia da distributi­
vidade h direita (ou à esquerda) v",lida na dlgebra 1\ (E): na 

verdade� 

Por tim assinalemos mais outra coincidencia (devida­
mente condicionada ) com as regras de cálculo usuais,para frac­
ç!:Ses: 

"Se I, '/I, r slo operadores comut�veis dois a dois, e 'f 
� revers!vel,entlo 

ti .. 

Efectivamente, 
r = r . -7 entlo, 

T1 :iii: r li'! r'V+M , + � • ....L:..:t" + ...!!- • --. ........ »t .... 

)J �. 't' �i 

Podemos agora definir funç�o racional de qualquer ope­
rador linear. Consideremos uma função racional qualquer, 
� ___ ,da vari�vel x. Sabe-se que esta fracçlo se pode de-
M\x1 compor,de maneira unívoca,do modo seguinte: 
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-Itit- =- Q(x) + n��J - , 

designando Q(x) um polinómio em x,e R(x) um polinómio de grdu 
inferior ao de M{x}. (Por outras palavras,-sendo � uma 

fracçtto pr&pria). 
Se M(I) , um operador revers!vel,tem sentido o símbolo 

que resulta do lA membro,substituindo x por I: 
, 

uma vez que (segundo vimos jd:) N{m) e M(6),funçtses racionais in­
teiras do mesmo 9perador I,s!o operadores comut�veis. 

E entlo, 

-mt- · Q(I) + -am-
M_s,resta averiguar se M(I) � na verdade um operador 

I§�ers!vel,e como invertê-lotem tal hipótese. 
Para tanto reeordemos a cldssica decomposiçlo de uma 

frac·çl.o racional própria numa soma de faacçtses simples. Se far k1 kp )iI( x) • ao( x-OCl) ••••• (x-dp) , 
sendo k1 •••• ,kp,respectivamente.os gr�us de multiplicidade de 
Ot' l' • ••• J Cip' temos sempre a possibilidade (un!voca) de calcular 
constantes Ai,j tais que 

R(x) t Ai•l 
M(x) ·W ( X-ot· 1 

+ • • • •  + A. k J., ;'k ) (x-ot.) l J. 

Se existirem todos os operadores (I- O( i) -1 (i=1, 2, • • ,p) 
rhcilmente se reconhece que � lícito substituir em ambos os 
membros daquela igualdade x por I,obtendo-se um processo de c�l­
culo do operado. � 

� (basta atender ks regras de c�lculo 
anteriormente estabelecidas ) 

Por outras palavras: a possibilidade de exprimir o ope­
�ador fracciondrio -ati+- por meio da f&rmula que resulta da 

precedente substituindo x por 1,- est� condicionada apenas pela 
hipcltese de os operadores ii-O( 1 t • ••• t 1- Otp serem reversíveis. 
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�ste � um facto important!ssimo,cujo alcance aumenta em virtude 
do facto seguinte� � verdadeira,sob forma mais geral a afirma-
çfio recíproca. Isto é,prova-se fàcilmente que,se M(�) é um 
operador revers!vel,então todos os operadores m-�i são reversí­
veis tamb�m,e a precedente f6rmula de decomposiç�o , válida. 

Estamos pois red�zidos a inquirir em que condições é 
revers!ve+. o operador !Q-Ofi,designandoO<i um escalar (do corpo 
K dos escalares do espaço vectorial E). 

Segundo resultado �eral já obtido,I-Oti será reversí­

vel quando,e 56 quando,definir uma aplicação biunívoca de E sÔ­
pre si mesmo. Por outras palavras: para I-�i; ser um opera­
dor revers!vel,� necessário e suficiente que , para todo o vector 
v€ E exista Um e um s6 vector uE, E tal que 

( 1- O( i) u m V j 
ou aindatl-Q(i d reversível quando e 5d quando,para todo o ele­
mento ve E t a equaçlo em u t 

lu - Ca( i U la: V 

admitir uma e uma s6 soluçUo (pertencente a E). 
De um modo geral,chama-se conjuntp resolvente de um 

operador !D ao conjunto dos escalares À tais que I ... À 4 reversí­
vel • -

o complementar deste conjunto no corpo K dos escala­

res (que umas vezes ser' R,ma5,com maior frequência,ser� o cor­

po complexo C) diz-se o espectro do operador I. Este � portan­
to o conjunto dos escalares À para os quais .!l!2 � reversível o 

operador ã); .. ,\. (Q conceito de ttespectro" de um operador linear 
é de frequente emprêgo em Mecânica Quântica,donde ali�s prov�m 
o uso do voc�bulo nespectro" na acepQ�o indicada). O resultado 
anterior pode pois formular-se agora nos seguintes termos: 

Qondiçlo neces@..�rjª,. � ... suficiente Rara que exista o 

o per,! dor � � que as raízes do polin6mio J).1(?1i 1 
pertençam � todas ao. conjunto resolvente de «t,. 
ou,-o que ê o mesmo.-n!o pertençam ao espectro deste 
mesmo operador. 

É essa pois uma condiç!o necess4ria e suficiente pa­
ra ser v41ida a r&rmula de decomposiç�o atr's indicada,-que foi 
usada por Heaviside no caso de ser m o operador D da derbraç�o. 

Impõe-se portanto averiguar qual � o espectro do ope-
rador D. 
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Segundo a definiç!o,� o conjunto dos escalares )\ tais que � 
� revers!vel o operador D- Â 

Para fixar ideas,suponhamos que D opera no espaço das 
funç3es indefinidamente deriv�veis num intervalo. EntUo,o ope­
rador D-À ser�tPor definição,revers!vel,quando e sd quando,para 

toda a funç!o indefinidamente deriv�vel f,existir outra tunç�o 
� nas mesmas condiç3es,-e uma sd-tal que 

\ 

(D- t\) '\' = t ,ou seja, 

D�- À'f= f 
Isto �,tomando arbitrhriamente a tunçlo f no conjunto 

das tunç3es indefinidamente deriv�veis,a equaçlo diferencial 

Df-À�· f 
deve ter uma,e uma sd,soluçlo (em 'f). Mas aquela equaçUo 
diferencial � linear de 1. ordem,e pode pois resolver-se segun­
do a conhecida td'rmul.a 

<e (x) • ,;.x!a:-lIt!(tl dt + c.e À x • 

designando C uma constante arbitr�ria. Portanto,o que sucede 
4 que,para cada tunçUo t,nlo encontramos apenas Ym! tunçUo 'f, 
�as sim uma infinidade de tunç3es que satisfazem h condição 

(D- ,\) 'f = r 
E isto,qualquer que seja À i quer dizer,-o operador D-À nunca � 
revers!vel. O espectro do operador D da derivaçlo 4 portanto 

todo o corpo dos escalares.: o conjunto resolvente de D � vazio. 

Mas,como pode entlo existir uma tunqUo racional do Op! 
rador D. -ª1n1_? Uma tal funqUo carece sempre de significado, 
... 4 o que � parece inferir-se das consideraçt)es feitas. 

Ali�s , j' no caso A ·0, nlo h' uma sd tunçUo � tal que 
D'f • f: pelo contr'rio,sabe-se que para uma tunçUo f,existem 
infinitas primitivas, � ,diferindo entre si por uma constante. 

E a mesma multiplicidade de soluç3es surge,ao encarar 

o caso simples de f • o; viria entlo a equaçlo diferencial ho­
mog�neat 

D 'f-À�. o, 
cujas soluç�e8 sabemos serem todas as tunç3es inclui das na r6r-
mula 

t.f (x) • C e),.x , onde C designa uma constan-
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te arbitr�ria. 

Isto mostra-nos jd que êste estado de coisas subsiste 
no espaço das distribuiç�es,uma vez que a runç�o idênticamente 
nula,f� 0,4 tamb4m uma distribuiçao,a distribuiç!o nula. 

Estamos pois, aparentemente , perante uma total condena-
ç!o do m4todo simb&lico. ��s esta grave dificuldade pÔde ser 

superada,recorrendo h idea da escola de Heaviside que consiste 
em efectuar a truncatura ou amputaçUo da funç!o �f ,multiplican­
do-a pela funç!o H de Heaviside. 

y �H 

o x 

Passa-se ent!o ao caso oposto: 

o espectro do operador D torna­
-se vazio,ou seja,o conjunto re­
solvente do operador D abarca to­
do o corpo dos escalares. Veremos 
isso em pormenor na próxima 1i-
ç!o. 

E oportuno ainda apresentar a noção de valor Rr&� 
de um operador linear. (Como designaç6es alternativas para "va­
lor pr&prio" de um operador, usam-se tamb�m as locuç�es fla,llto-va­
l2!:. e "valor caracteristicolf). 

Dado um operador m,diz-se que um escalar À d um valor 
�r&prio daquele operador,se existir pelo menos um vector ufo 
tal que 

IU-Àu • o ,ou seja, 
mu lIit ,\ u • 

Por outras palavras: diz-se que À 4 um valor pr&prio 
do operador m,quando existir pelo menos um vector UFO (em E) 
tal que aplicar ma u equivale a multiplicar y pelo escalar À • 

Resulta alids imediatamente que,se existe um vector 
!! naquelas condiç�es,h� uma infinidade de vectores que tambdm 
as satisfazem: slo todos os vectores colineares com u,CX u,com 
O( E K. Na verdade,& igualdade 

m(� u) - A (O( u) lfJ o 

� v�lida para todo o CXe. K, desde que se verifique a condição 
m(u) - À U II: o • 

Como afinal a equaçao 

(m .. A)u - o 
admite uma infinidade de soluç�es na hipótese de À ser um valor 
pr&prio de " , concluimos q,ue o operador 1- A nlo � reversível. 
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Então,todo o valor pr6prio de um operador � pertence 

ao espectr.Q de i6. Mas a rec:tproca n�o! �, em geral verdadeira. 

Todavia,nas espaços vectoriais a um nrlmero finito de 
dimensõesJ� v�lida a recíproca da conclusão precedente,isto �, 
o conjunto dos valores pr6prios de um operador linear coincide 
com o espectro deste operador. Podemos como se sabe,(l)limi­
tar a nossa an�lise ao caso da potencia cartesiana do corpo K. 
Em particular,consideremos o caso concreto do espaço vectorial 
real a 2 dimens5es,R2• Vejamos que então o espectro � cons­
tituido pelos valores pr&prios. 

Suponhamos que se trata de uma matriz quadrada de 2A 
ordem (2) , 

Temos ent!o a considerar o operador ):1- À ; não esque­
çamos que A representa o operador À. I, sendo I o operador 
idênti,co 

SerlÍ pois 

.. fa.J\ \. C 

Os valores de A para os quais a matriz escrita em 

liltimo lugar 4 revers:!vel formam o conjunto resolvente do ope .. 
radar M. 

Mas dizer que esta matriz' revers!vel,equiyale a di­
zer que a aplicaç!o linear que ela define � biun!voca,e aplica 
R2 sObre If. 

Quer dizer: o operador M- À d reversível 8e,e 56 se, 

para cada par de ndmeros reais (Yl'Y2)'0 sistema { 11 .. (a- À )xl+bx2 
12 • cx1+(d- X )� 

• • • • • • • • • • • • • • • 

(1) um espaço vectorial a n dimens3es sObre um corpo K � iso­
morfo ao espaço Kn• 
(2) Forma por que se pode representar todo o operador linear 
I que aplique R2 em si mesmo. 
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nas inc&gnitas xl e x2,admite apenas uma e uma s& soluçlo. 

Ora,condiç!o necessdria e suficiente para que isso 
aconteça � que se trate de um sistema de Cramer,isto �,que o 
determinante 

�eja diferente de zero. 

a-À 
c 

Por outras palavras: os pontos do conjunto resolven­
te de M slo os ndmeros � que nlo anulam aquele determinante. 

Portanto, os pontos do espectro de M slo os valores de À que 
anulam aquele mesmo determinante. Mas esses valores de À 
slo justamente os valores pr&prios do operador M. 

Na verdade, dizer que À � um valor pr6prio da matriz 
M 4 dizer que existe pelo menos em R2 um vector u=(xl'X2>IO, 
cujas componentes verificam o sistema 

o • (a- À )xl+bx2 
o • cx�+{d- 1\ )� 

Ora,para este sistema homog4neo possuir soluções al�m 
da nula d necess�rio e suficiente que seja 

b I • o 
d-À 

Fica assim assegurado que o espectro de M d consti­
tuido pelos valores pr&prios de M. Isto que se viu para ma­

trizes de 2& ordem,permanece v�lido para as matrizes reais de 
ordem �,isto 4,a identificação do espectro de um operador li­
near com o conjunto dos valores próprios dêsse operador d le­
gítima em todo o espaço Rn• 

(O c41culo de funçees racionais de matrizes � feito 
segundo as normas indicadas anteriormente,tendo em vista a de­
composição em fracçees simples que referimos) 
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