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CALCULO SIMBGLICO

(continuagHo)

7% liglo

No final da dltima lic#%o,tfnhamos verificado que a
classe N (E) das aplicagBes lineares de um espago vectorial E
em si mesmo € um anel com elemento um.

Mas podemos definir s8bre 8ste anel mais uma operac3o:
a de produto, X ¥,de um escalar qualquer o & K por um operador
qualquer Be A(E). A sua definic8o pode ser dada da maneira
seguinte:

(cx 8).(u) =x(8(u)) ,
designando u um vector qualquer de E,

Ora observa-se que,a respeito da adigfo j4 definida
em A (E) e da multiplicag8io agora definida,de um elemento déste
conjunto por um escalar, A (E) é um espago vectorial s8bre
¢ corpo K. E mais ainda: £ vdlida a propriedade seguinte:
"dados dois escalares & ¢ ﬁ3,tem-se

(x B (PY) = )@Y .7

Esta propriedade pode ser reconhecida muito ficilmen-
te,tendo em conta o facto de as aplicag8es lineares permutarem
com 0S escalares.

De um modo geral,diz-se que um anel A ¢ uma 4lgebra
s8bre um corpo K,se o conjunto A,além da estrutura de anel,pos-
sue também a estrutura de espago vectorial s8bre K (a respeito
da mesma adig8o a que se refere a estrutura de anel de A),e se
é vdlida ainda esta outra propridade:

(@ x) (By) = (@f)(xy) ,
para quaisquer x,y€ A e quaisquer escalares c,(,@é K.

(Em vez de "4lgebra sSbre um corpo",também se diz
“sistema hiper-complexo s8bre um corpo')

Podemos pois dizer que a classe das aplicagBes linea-
res de um espago vectorial E em si mesmo & uma 4lgebra sbbre o
corpe dos escalares de E , Mas ¢ uma 4lgebra em que se ve-
rifica mais esta propriedade: "existe um elemento unidade,isto
é,un elemento neutro da multiplicag¢¥o definida no anel A (E)",

Esse elemento operador idéntico,I; tem-se com efeito:

§,I = 1.2 =28, (Vd.Nota pdg.87)

No que segue,importa dar sentido ao sfmbolo &",potén-
cia de expoente inteiro n8o-negativo de um operador ¥. Eo
que se consegue muito fhcilmente a partir da multiplicacfo de-
finida no anel A (E),mediante o seguinte esquema de recorréncia:
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3" 1l. fig (n=1,2,3.....)

Imediatamente se reconhece que & .3"= §m+n,bem como ou=
tras propriedades da pot&ncia que n¥o exijam comutatividade,

Alids,repare-se desde j4 em que duas poté&ncias do mes-
mo operador sfo sempre comutdveis entre si ,

(Definidas por andlogo esquema de indugHo,jé anterior-
mente tfnhamos trabalhado com as poté&ncias D" e jn'dos operado~
res de derivaglo e integrag%o,D e JY).

Pois bem,as operagBes definidas na 4lgebra N (E) per-
mitem atribuir um sentido preciso a um polindmio em 3,isto €,a
uma expressfo do tipo

n n-1 o
+ *y0et +
a2 +a, B voota, qB+a B° ,

onde os a€ K sfio escalares,e n & um ndmero inteiro n¥o-negati-
VO,

Uma tal express8o define,manifestamente,um determinado
operador, { ,pertencente ainda a A (E). Este operador, Y ,diz-
-gse funcfo racional inteira do operador B.

Para maior simplicidade de notagHo,podemos identificar
a, com o operador anﬂp,atendendo a que 2° 4 o operador idéntico-
isto &,podemos escrever

a,= an.§° .

Corresponde isto a identificar tode ¢ escalar & com o
operador da formaex I . De ac8rdo com esta conveng#o,podemos
passar a representar o operador idéntico pelo prdprio algarismo
1. Em tudo o que segue,ac falarmos de "polindmio num ope-
rador &" subentendemos que se trata dum polindmio em ® de cos-
ficientes escalares,isto €,duma expressfio do tipo atrds indica-
do. E claro que se podem ainda considerar polindmios em B
cujos coeficientes s¥o operadores quaisquer,elemeéntos de /\(E)J,

Nota referente & pdgina anterior

Tudo o que vamos dizer sobre fung®es dum operador B€n(E)
aplica-se,mutatis mutandis,a fun¢¥es dum elemento duma 4lgebra
qualquer com elemento unidade, (Um primeiro exemplo n¥o trivial
de 4lgebra que,historicamente,se apresentou para além do corpo

complexo,foi a 4lgebra dos guaternifes de Hamilton).
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Das propriedades com que axiomdticamente caracteriza-
mos uma 4lgebra,podemos deduzir propriedades dos polindmios em
¥,que s¥%0 idénticas a propriedades dos polindmios usuais numa
varidvel, Podemos,em particular,adicionar e multipli-
car polindmios num mesmo operador,como se faz habitualmente.
(Tratando~se de polindmics em dois operadores diferentes,® eV,
n¥o necessiriamente comutdveis,é claro que desta n¥o-comutabi-
lidade decorrem diferengas operatdrias sensiveis em relacgfio &
regra habitual de multiplicac¢8o de polindmios,por ex.).

Suponhamos,por exemplo,que se trata de "multiplicar®
os polindmios al®+bl+c e mB+n .

Aplicando as propriedades de distributividade v4lidas
na {lgebra A (E),temos imediatamente:

(a8%+bl+c) (mB+n) = (aB?) (mB)+{ad?).n+(bB) (mB)+(bB) .n+c(mT)+cn

Podemos alterar ainda o aspecto dos cinco primeiros
termos deste somatdrio,tendo em vista os axiomas de uma 4lgebra;
por exemplo,

(aﬁz)(mﬁ) = (am)§3,pela Yltima propriedade
assinalada na axiomdtica de sistema hiper-complexo (pdg.86);pe-
la mesma raz8o se tem c(m@i) = (em)®,visto que identificdmos o
escalar ¢ ao operador ¢I, Efectuando todas essas simplifica-
¢Bes,chegamos & expressfio seguinte para o produto dos dois po-
linémios em &:

(aB2+bB+c) (mB+n) = amB +and+bmd<+bnd+cmd+en =
= am§3+(an+bm)§2+(bn+cm)§+cn .

(Esta redug¥o final dos termos semelhantes € licita,
de acSrdo com a distributividade vdlida na estrutura de espaco
vectorial de A(E)) E assim se chega,em qualquer caso,ao pro-
duto,usualmente calculado,de dois polindmios numa varidvel,-que,
neste caso toma o valor 8.

Como se reconhece pelo resultado,duas fun¢B8es racio-
nais inteiras de um mesmo operador linear sfo sempre comutdveis

Quanto & adig#o de dois polindmios num mesmo operador
linear,tudo decorre também da maneira usual,

Ficam assim legitimados o emprégo e as regras de cdl-
culo com fungBes racionais inteiras de operadores lineares,que
apliquem um espago vectorial E em si mesmo.

Passam,em particular,a ter sentido preciso sfmbolos
como D2—h ou D2+1,designando D o operador de derivagdo.
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O primeiro,por exemplo,é um operador cuja incidéncia
sébre uma fungfo (duas vezes derivdvel) f € traduzida pela igualw
dade seguinte:

(D%-4)f = DPE-Lf .
E tem significado preciso também igualdades como:

D2l = (D+2)(D-2)
D%+1 = (D+i)(D-1)

Como interpretar,agora,a inversa de uma funcg8o racional
inteira de¢ um operador linear,

?
Qﬁnl veota

+al n

¥ necessdrio,antes de mais,definir com precisfic o que
se entende por inverso de um operador BEA(E)

Dado um,operador ¥,diz-se que um operador wié um inver-
so (daquele) & direita,se fér

2y =1 (operador idéntico)
Por sua vez,diz-se que um operador X € um inverso

(de ®) & esquerda,se
! X.0=1

Pode acontecer que um operador possua inversos A esquer-
da e & direita: prova-se entfo facilmente que s%o necessiriamen-
te iguais. Neste caso,representa-se por &

Diz-se por sua vez,que ¥ ¢ entfo um operador reversivel.

Verificam-se portanto,para todo o operador reversivel
$,as igualdades:

p~ls = 2,27l =2

Estas defini¢8es,e parte das propriedades que vamos de-
duzir,estendem-se mutatis mutandis,n¥o sé a qualquer 4lgebra com
elemento unidade,mas até a qualquer semi-grupo multiplicativo
com elemento unidade.

Mas vejamos agora como se caracteriza um operador ¥
reversfvel,atendendo a que“uma aplicac%o do conjunto E em si mes-
mo

(1) Chama-se semi-grupo multiplicativo todo o conjunto em gue ¢
definida uma operac¥o sempre possivel,unfvoca e associativa,de-
signada por "multiplicacg8o",

(2) &sse inverso bilateral ¥nico,e chama-se a oy

inverso de 8.
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A cada elemento x¢ E corresponde,mediante &,um elemen-

to,y = 8{x),também de E, Suponhamos agora que,inversamente,
4 dado arbitririamente o elementc y em E e se procura um elemen-
to x€ E que verifique a igualdade y = ¥(x) Se um tal elemen-

to x existe e se & £ reversfvel,vird,aplicando 5~1 a0s dois mem-
bros daquela igualdade
o-(y) = (271B)(x) = x
Portanto,se x existe sd poderd ser E'l(y). Mas,quale
quer que seja y @ E,o elemento ﬁ'l(y) existe em E e verifica a
referida igualdade,pois que

a[etx ] = @ahx = x

Em conclusfio: se & & reversivel,existe,para cada ele-
mento y de E,um ¢ um sd,elemento x de E tal que ¥(x) = y
Como se sabe,exprime-se esta dltima circunsténcia,dizendo que
% & uma aplicacHo biunfvoca do conjunto E s8bre si mesme.
Reciprocamente,é fdcil ver que,se ¥ € uma tal aplicag¥o,ent®oc é
reversivel. Em resumo:

Um operador & € (BE) & reversfvel,se,e sé se,é uma apli-
cacio biunfvoca do conjunto E s8bre si mesmo, (!

De resto,é bem fécil ver que o inverso dum operador li-
near ainda € linear,

Registemos,desde j4,a seguinte propriedade: "o produto
de dois operadores reversfveis € também um operador reversivel,
e tem como inverso o produto dos inversos 2o0s factores por or-
dem inversa? em férmula:

@yt -y-tol
A verificaq¢¥%o ¢ imediata;basta invocar o associativi-
dade da multiplicag8o para reconhecer a legitimidade das tran-
si¢Bes seguintes:

2oy (p ety = alyeyt) et - gt -
e anhlogamente
(yiahey) =yieloy -1.

Estamos agora habilitados a tratar o problema da divi-
s8o de operadores, Podem precisar-se até duas modalidades de
divis8o: a divis$o X direita de um operador ¥ por um operador ¥,
isto 4,a pesquisa de um terceiro operador, [',tal que Y T1'=3 ;

s0s0co0edos o

(1) Os operadores reversiveis tambdm se dizem regulares e os
operadores n¥o reversiveis,singulares



91

e a divisfo A esquerda,de & por'YJ,isto é,a procura de um ope-
rador /A tal que AVY=T

E claro que,sendo W reversivel,qualquer daquelas divi-
s8es ¢é de muito fd4cil execug¥o: basta tomar I --\'f'l.'ﬁ, A =3 Y'%

Por outro lado,é fécil provar que,se & e V¥ s8o _comuté-
veis e Y € reversivel,sfio ainda comutdveis & 94771 Na ver-
dade,temos sucessivamente,atendendo &s hipdteses,

Byt = (Y yh =y Hys y ey ey y i
=ytarpyh =yl
Isto &: os quocientes & direita e & esquerda de @ por
yf, ’l.ﬁ e ﬁ\y“l,sao iguais. Podemos ent¥%o (j4 que nenhuma

ambiguidade subsiste) representar qualquer daqueles quocientes
poer

o)

Y
e chamar quociente de & por‘Y’ao operador 2 . Em particu-

lar podemos passar a escrever -—=- em vez de Y l.

Agora, jéd € possivel precisar como se trabalha com
“fracgBes” cujos termos s¥oc operadores lineares,
Uma propriedade que desde j£ podemos demonstrar diz
respeito ao produto de fracqg¥es:
"Suponhamos que ﬁl,\{i,nz,\fé,sao operadores comu-
tdveis dois a dois,e que Yy e Y, sfo reversiveis. Ent8o

3, &, g,.8,
Yo n n

Isto é: persiste a regra usual do produto de fracgSes.
A demonstracg8o decorre da seguinte sequéncia de igual-

u - -
L2 . 5y YTty ) Bpm By yp) T, -
YooY, 2,8,

"ﬁ‘ﬁt( ")hln--—--—-
1:82+1Y1-Yo "X

dades:

E fécil reconhecer que &, comuta com (Yl lle“lﬂril‘fgl
Basta atender a que,comutando I com tyl,também & comu-
ta com \ril e Y sl)

Em particular,verifica-se ainda a propriedade funda-
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mental das frac¢8es numéricas: multiplicando ambos os termos de
uma fracg¢¥o por um mesmo operador,a fracgfo obtida representa
ainda o mesmo operador que a primeira. Sdmente,exige=-se
agora que o operador pelo qual se multiplicam os dois termos da
frac¢c¥o seja um operador reversivel.

Sejam &, \, (" operadores comutdveis dois a dois,sendo

p e i reversfveis, Tem~se dbviamente ‘%r = 1 ,e entfo
2.8, —;} = .ﬁi; - Estd pois demonstrada a
t Y r Y7

propriedade da invarifncia atréds referida.

A soma de fracgBes (cujos termos sfo operadores linea-
res) pode obter-se por uma regra andloga & usual,mas com as res-
tri¢8es consignadas no enunciado seguinte:

"sejam §,,B,, ¥ operadores comutdveis dois a dois,e

seja ¥ reversivel; ent¥o
LR 2
Yy oy Y
Esta igualdade € imediata consequ8ncia da distributi-
vidade & direita (ou & esquerda) v4lida na 4lgebra A(E): na
verdade,

L

-1

RS R N T AR

Por fim assinalemcs mais outra coincidencia (devida-

mente condicionada) com as regras de cdlculo usuais,para frac-
¢Bes:

"Se &,Y, " sfo operadores comutdveis dois a dois,e ¥

¢ reversivel,entfo
r-.-..g...m.n
¥ b 4

Efectivemente,
r=r.l;ent§o,
v
M. 2. Ty, 8 [we
Y VY Y

Podemos agora definir func8o racional de qualquer ope-

Tador linear. Consideremos uma fun¢8o racional qualquer,
,%jx ,da varidvel x. Sabe-se que esta fracg¢fo se pode de-
X

compor,de maneira unfvoca,do modo seguinte:
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St - a0 + FE-,

designando Q(x) um polindmio em x,e R(x) um polindmio de grdu
inferior ao de M(x). (Por outras palavras,-sendo —%%f%— uma
fracgfo prdpria).

Se M(&) € um operador reversivel,tem sentido o sfmbolo

que resulta do 12 membro,substituindo x por &:

una vez que (segundo vimos j4) N(&) e M(&),funcBes racionais in-
teiras do mesmo ¢perador &,s8o operadores comutdveis.

E entéflo,
- - am + B

Mas,resta averiguar se M(&) é na verdade um operador
reversivel,e como inverté-lo,em tal hipdtese.

Para tanto recordemos a cldssica decomposic¢¥o de uma
fracgBo racional prépria numa soma de fracg#es simples. Se f6r

k
M(x) = a0 (x0q) teu.s(x-ct) P,

sendo kl,...,kp,respectivamente,os grdus de multiplicidade de
Hqyenee, q'p,temos sempre a possibilidade (unfvoca) de calcular
constantes Ai 4 tais que

»

%P A A A
-—ELxL.i (—;—i-‘-l'nnﬂnu—-j;&g— + ....+——j:-&l-<-;—g )
= e Of

M(x) (x4 )2 (x-04)

Se existirem todos os operadores (Q-cxi)'l (i=1,2,..,p)

fhcilmente se reconhece que € lfcito substituir em ambos os
membros daquela igualdade x por @,obtendo-se um processo de c4l-

tulo do operadoz
RIT (basta atender &s regras de cdlculo

anteriormente estabelecidas)
Por outras palavras: a possibilidade de exprimir o ope-~

rador fracciondrio R(&E
—mfx}— por meio da férmula que resulta da

Precedente substituindo x por &,- estd condicionada apenas pela

hipdtese de os operadores B=Xy,e00e,B- 0 seren revers{veis.
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Este € um facto importantfssimo,cujo alcance aumenta em virtude
do facto seguinte: € verdadeira,sob forma mais geral a afirma-
c¥o recfproca. Isto é,prova-se ficilmente que,se M(Z) & um
operador reversivel,ent8o todos os operadores §~°¢i s¥o reversi-
veis também,e a precedente férmula de decomposigfio é vdlida.

Estamos pois reduzidos a inquirir em que condig8es €
reversivel o operador m-cwi,designandocxi um escalar (do corpo
K dos escalares do espago vectorial E),

Segundo resultado geral j{ ob’cido,ﬁ-mi serd reversi-
vel quando,e sé quando,definir uma aplicac8o biunivoca de E s6-
bre si mesmo. Por outras palavras: para ﬁ-axi; ser um opera-
dor reversivel,€ necessdrio e suficiente que,para todo o vector
ve E exista um e um sé vector ug E tal que

(B-of;)u = v 3
ou ainda,8- o; € reversivel quando e sd quando,para todo o ele-
mento v€ E,a equag8o em u,
gu -&gu =y

admitir uma e uma sé solug8o (pertencente a E).

De um modo geral,chama-se conjunto resolvente de um
operador ¥ ao conjunto dos escalares A tais que 8- A &€ reversi-
vel .

0 complementar deste conjunto no corpo K dos escala-
res {que umas vezes serd R,mas,com maior frequéncia,serd o cor-
po complexo C) diz-se o espectro do operador 8., Este € portan-
toc o conjunto dos escalares A para os quais n¥o £ reversfvel o
operador &= A, (0 conceito de "espectro" de um operador linear
¢ de frequente empr8go em Meclnica Qué&ntica,donde alids provém
o usc do vocdbulo "espectro" na acepgfo indicada)., O resultado
anterior pode pois formular-se agora nos seguintes termos:

Condiglio necessdria e suficiente para gue exista o
operador R’Ef ¢ gue as rafzes do polindmio M(®)
pertencam H todas ao_conjunto resolvente de @,
ou,-o que é o mesmo,-nflo pertencam ao espectro deste

mesmo operador.,

E essa pois uma condig¢Ho necessdria e suficiente pa-
ra ser vdlida a férmula de decomposig¥o atrds indicada,-que foi
usada por Heaviside no caso de ser & o operador D da derivagéo.

ImpBe~se portanto averiguar qual é o espectro do ope-
rador D,
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Segundo a definig¥0,4 o conjunto dos escalares A tais que nZo
é reversfvel o operador D- A

Para fixar ideas,suponhamos que D opera no espago das
fungBes indefinidamente derivdveis num intervalo., Ent#%o,0 ope-
rador D- A serd,por definigfo,reversfvel,quando e sé quando,para
toda a fun¢fo indefinidamente derivdvel f,existir outra fung#o
\p nas mesmas condigdes,-e uma sé-tal que

(D-A\) ¢ = £ ,ou seja,

Dy- )\tea f
Isto é,tomando arbitririamente a fun¢8io £ no conjunto
das fung¢®es indefinidamente derivdveis,a equag8o diferencial
D{-A\p- £
deve ter uma,e uma sd,solugfo (amx? )e Mas aquela equag¢Ho
diferencial € linear de 1% ordem,e pode pois resolver-se segun-
do a conhecida férmula

X
@ (x) = e'\x/e'/\ Cr(t) dt + C.oM X .
o]

designando C uma constante arbitrdria. Portanto,o0 que sucede
é que,para cada fungfo f,n%o encontramos apenas uma fung#o \e,
mas sim uma infinidade de fungBes que satisfazem & condiglo

(D-.A)te = {

E isto,qualquer que seja A ;quer dizer,-o operador D- A\ punca ¢
revers{vel. O espectro do operador D da deriva¢¥o € portanto
todo o corpo dos escalares: o conjunto resolvente de D € vazio,
Mas,como pode entfo existir uma fung¥o racional do ope
rador D, _R(D) ? Uma tal funglo carece sempre de significado,
-é o que parece inferir-se das consideragSes feitas.
Alids, j€ no caso A =0,n%o hd uma sé fung¥o Y tal que
D¢ = £: pelo contrdrio,sabe-se que para uma fung¥o f,existem
infinitas primitivas,tp ydiferindo entre si por uma constante.
E a mesma multiplicidade de solug8es surge,ao encarar
o caso simples de f ¥ o; viria entfo a equaglio diferencial ho-

mogénea,
D%-A?‘O,

cujas solugBes sabemos serem todas as funcBes incluidas na fdr-
nula

W(x) =¢C x yonde C designa uma constan-
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te arbitrdria.

Isto mostra-nos jd que 8ste estado de coisas subsiste
no espago das distribuig8es,uma vez que a fungfio id&nticamente
nula,fs o,€ também uma distribuic¢fo,a distribuig¢%o nula.

Estamos pois,aparentemente,perante uma total condena-
c¥o do método simbdlico. Mas esta grave dificuldade péde ser
superada,recorrendo & idea da escola de Heaviside que consiste
em efectuar a truncatura ou amputaco da fungfo %ﬁ,multiplican-
do-a pela fungfio H de Heaviside.

Passa-se ent8o ao caso oposto:
y @H o espectro do operador D torna-
/’,,/*“'“*"’ -se vazio,ou seja,o conjunto re-
p solvente do operador D abarca to-
-Lp" do o corpo dos escalares. Veremos
= % isso em pormenor na prdéxima li-
¢c8o.,

E oportuno ainda apresentar a nogfio de valor prdnrio
de um operador linear, (Como designag¢Bes alternativas para "va-
lor prdprio" de um operador,usam-se também as locuc¢8es "auto-va-
lor e "yalor caracteristico").

Dado um operador &,diz-se que um escalar A ¢ um valor
prdorio daquele operador,se existir pelo menos um vector ufo
tal que

fu-Au = o ,ou seja,

Bu ";‘u o

Por outras palavras: diz-se que A & um yalor prdprio
do operador &,quando existir pelo mencs um vector ufo (em E)
tal que aplicar & a u equivale & multiplicar u pelo escalar A

Resulta alids imediatamente que,se existe um vector
u naquelas condig¢®es,hd uma infinidade de vectores que também
&s satisfazem: s#o todos os vectores colineares com u, ¢ u,com
o€ K. Na verdade,a igualdade

B(otu) =Alxu) = o
é v4lida para todo o € K,desde que se verifique a condig#o
B(u) ~=Au=o0.
Como afinal a equaglo
(Z-A)u = o
admite uma infinidade de solug®es na hipdtese de A ser um valor
préprio de @i,concluimos que o operador - A nfo ¢ reversivel.
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Ent%o,todo o valor prdprio de um operador ¥ pertence
ao_espectro de &. Mas a reciproca nfio é,em geral verdadeira.

Todavia,nas espagos vectoriais a um nimero finito de
dimens8es,é vdlida a recfproca da conclusfo precedente,isto &,
o conjunto dos valores prdprios de um operador linear coincide
com o espectra deste operador, Podemos como se sabe,(l)limi-
tar a nossa andlise ao caso da potencia cartesiana do corpo K.
Em particular,consideremos o caso concreto do espaco vectorial
real a 2 dimensﬁes,Rz. Ve jamos que ent¥o o espectro € cons-
tituido pelos valores prdprios.

Suponhamos que se trata de uma matriz quadrada de 2@

]

Temos ent#o a considerar o operador M- A ;n¥o esque-
camos que A représenta o operador A.I,sendo I o operador

idé&ntico .
1 0
I=
0 1.
Serd pois

el k10

¢ 0 c d-

ordem,

Os valores de A para os quais a matriz escrita em
Yltimo lugar € reversivel formam o conjunto resolvente do ope~
rador M,

Mas dizer que esta matriz € reversivel,equivale a di-
zer que a aplicago linear que ela define € biunfvoca,e aplica
R? s6bre R?.

Quer dizer: o operador M-\ € reversivel se,e sé se,
para cada par de numeros reais (yl,yz),o sistema

¥, = (a= A )xy+bx,

(1) um espago vectorial a n dimens®es sébre um corpo K & iso-
norfo ao espago K?,

(2) Forma por que se pode representar todo o operador linear
€ que aplique R™ em si mesmo.
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nas incdgnitas Xy € X,,admite apenas uma e uma sé soluglo.
Ora,condig#o necessdria e suficiente para que isso
acontega & que se trate de um sistema de Cramer,isto &,que o
determinante
a=A b
c d-A

seja diferente de zero.

Por outras palavras: os pontos do conjunto resolven-
te de M s¥o os ndmeros A que n#o anulam aquele determinante.
Portanto,os pontos do espectro de M s#o os valores de A que
anulam aquele mesmo determinante. Mas esses valores de A\
sfo justamente os valores prdprios do operador M,

Na verdade,dizer que A & um valor préprio da matriz
M € dizer que existe pelo menos em R% um vector ua(xl,xz)fo,
cujas componentes verificam o sistema

o = (a= A )X, +bx,
o= cxl+(d-/\ )X,

Ora,para este sistema homogéneo possuir solugBes além
da nula ¢ necessdrio e suficiente que seja

a= A b
¢ d-A

= 0

Fica assim assegurado que o espectro de M € consti-
tuido pelos valores prdprios de M. Isto que se viu para ma-
trizes de 2& ordem,permanece v4lido para as matrizes reais de
ordem n,isto &,a identificag¥io do espectro de um operador li-
near com o conjunto dos valores préprios d&sse operador € le-
gitima em todo o espago R,

(0 cdlculo de fungSes racionais de matrizes & feito
segundo as normas indicadas anteriormente,tendo em vista a de-
composic¥3o em fracg¢¥es simples que referimos)
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