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c.KLCULO SDiBdLICO (conti.nuação) 

Vimos na dltima liç�o que,tanto no espaço da� distri
bu1ç6es como no espaço das funç�es indefinidamente deriváveis 
num intervalo,o operador de derivaç�o não � reversível. Mais 
geralmente, vimos que o operador D-). não � reversível, qualquer' 
que seja () escalar ).. ,"'0 que equivale a dizer que o espectro 
do operador D abarca todo o plano da variável complexa. 

Mas se nos limitarmos,por exemplo,às distribuições 
que são nulas h esquerda da origem,já esta dificuldade desapa
rece. 

Mais precisamente: consideremos um intervalo I, ao qu···· 
aI seja inte�ior a origem. Convencionaremos representar por 
r- a parte negativa de I,e por I+ a parte positiva de I. 
piremos que uma distribuiç!o sôbre I � nula � eSquerda da.pri
gem,quando a sua restriç�o a I- & a funçlo idênticamente nula 
Anhlogamente,diremos que uma distribuiç�o de domínio I � � 
à direita da origem,se a sua restriçl!1o a r+ 'llrunção nula. 

+ Convencionaremos representar por Cr.(I) a classe das 
d1stribuiç�es de domínio I.que sUo nulas h esquerda da origem, 
e por Cj(I) a classe das que s!o nulas à direita da origem. 
Análogas notaç5es podem adoptar-se para o espaço das distribui� 
ções de ordem finita em I. 

t f!Ícil ver que qualquer dos conjuntos C� e C;(I) é 
um sub-espaço vectorial do espaço vectorial complexo C1(I); e 
o mesmo se pode dizer para o espaço das distribuições de ordem 
finita em I. 

Vamos mostrar que o operador D j� � �vers!v�! em 

qualquer destes sub-espaços. 
Suponhamos dada uma distribuiç!o T em I,e procuremos 

determinar uma distribuiçlo S de dominio I,cuja derivada seja 
T: 

D S == T, 
sendo a11�s T e S distribuiç5es nulas à esquerda da origem. 

Comecemos por super T de ordem finita: ser� então 
T = nnf ,sendo tE, C(1). 

g r4cil ver entlo que. tomando 
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x 

:1f a Lf(tl dt I S .. Dn:J f, onde 

S � uma distribuiç�o que satisfaz � condição imposta. Quer di
zer: nn J f � uma Erimitiva de T. Vamos ver que & a dnica. 

Suponhamos que havia duas distribuições,Sl e S2,defi
onidas em I,nu1as � esquerda da origem,tais que 

Daqui viria 
D(Sl-SZ) = o 

mas das distribu1ç6es,seria 

31-S2 = C , 

e ent!o,por um dos axio ... 

designando C uma funç!o constante em � o intervalo I. Mas, 
como,� esquerda da origem,Sl e S2 são nulas,deve ser C=o,- e, 

portanto, Sl=32 

Em conc1us!o: a cada distribuiçO!o T de ordem finita, 
de domínio I,nula � esquerda da origem corresponde uma e uma 

sd distribuiç!o S nas mesmas condições,cuja derivada � T. 
Podemos pois escrever 

S :: n-1T t 

uma vez que o operador D �,nestas condiç6es, revers!vel. ! 
podemos identificar o inverso com �tD-l= � Podemos at� 
escrever em vez de n-1T, lc x 

Teu) du • 

o 

t claro que num tal simbolismo,o sinal de integral 
não tem o sentido habitual. De resto,j� assinal�os a impossi
bilidade de falar,no caso geral,em valor de uma distribuição 
T num ponto �,-e o s�mbolo T{u) n!o tem pois um sentido preci
so. Adoptando aquela notaç!o,temos apenas por objectivo ten
tar manter o mais poss!vel o simbolismo habitual; mas não deve 
perder-se de vista que a semelhança q�e apresente porventura 
com a notaç!o usual � apenas de forma,e o seu emprêgo 56 se 

justifica por motivos de comodidade. 

O que se fez pressupunha que T era uma distribuição 
de ordem finita em I. Mas se T rdr de ordem infinita,a con

clus�o � a mesma:bastar�,para tanto,considerar os intervalos 
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compactos contidos em I e aos quais a origem � interior. A 
restrição da distribuiç!o em causa a um dêsses intervalos � uma 
distribuiç!o de ordem finits,e isto permite chegar h mesma con

clusão. 
Vamos agora,mais geralmente,tentar inverter o opera

dor D- Ol ,sendo oe um escalar qualquer. Isto�, vamos tratar de 
resolver a equação em S, 

(D-O()S = T , 

sendo T uma distribuiç!o em I nula � esquerda da origem,e deven
do ser tamb�m S uma distribuiç!o em I nula h esquerda da origem .. 

Trata-se da equação diferencial 

DS .. IX S = T 

Ora,podemos resolver este novo problema de modo an�12 
go ao pracedentemente seguido , fazendo uma simples mudança de va ... 
rit!val,que corresponde afinal ao m�todo da variação das constan
tes arbitr&rias. 

Bastar� escrever 
�x S = e tU t 

s�ndo U uma distribuição a determinar de modo que a equação di
f'�renc�al dada se verifique. 

t f�cil reconhecer quetqu�lquer que s�ja a distribui. 
ç!o S,pode esta sempre exprimir-se daquela forma,para o que bas
tar� tomar U = e-C<x.S • (Na verdade,como e-O< x � uma função in 
definidamente deriv�vel,podemos multiplic'-la por qualquer dis-
tribuiç�o). Substituindo agora na equação dada,obtem-se, 
depois de efectuadas as devidas simplificaç�esJ 

otx T e .DU =: , 

donde se deduz,por multiplic� 
(o que 4 sempre l!cito) 

-t;:ICX ) de ambos os membros por e 

DU ... e-O< x. T 
t imediato que,sendo T nula h esquerda da origem, 

tamb4m o produto e-O< � 4 nulo à esquerda da origem. Trata-se 
então de determinar uma distribuição nula h esquerda da origem, 
U,que verifique a �ltima equação escrita. Estamos pois no ca

so anterior: dentro de C; ( I ) ,determinar uma distribuição cuja 
derivada d conhecida. 

Sabe-se jLÍ que existe uma e uma sd distribuição na ... 

quelas condiç�es: a distribuição U = D-l.e-�Xrtque pode escre-



ver-se ainda sob a forma L:-o< tT(t)dt 

Ser' entao 

S Q aO! x l:-� tT(t)dt -L':t·(X-tlT(tldt 
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Ora,esta forma(l)que demos h soluçr1o permitiréÍ dar
lhe uma interpretaç�o dt1l. 

Podemos resumir a anéÍlise feita nos seguintes termos: 

dada uma distribuiç�o T,nula h esquerda da origem,existe 
.Ym� e tm!a sd distribuiçao S,também nula h esquerda da origem, 
que verifica a cond1ç�o (D-CX)S = T ,qualquer que seja o escalar 

� .  Quer dizert-o operador D-CX 4 sempre reversível,qualquer 
que seja o escalar O( 

A situaç�o é exactamente oposta h que se nos depa
rou no final da dltima liçlo: agora,o espectro do operador D 
reduz-se ao conjunto vazio,todos os pontos do plano complexo 
são pontos do conjunto resolvente. 

E pode escrever-se,precisamente: 

1l�D(' T -lo':t.<X-tlT(tldt 

Podemos a114s dar h expressao do 2� membro outra 
forma especialmente dtil,mediante o recurso ao conceito Erodu
�o de cO�Eosic!Q. 

Dadas duas runç�es contínuas f e g,chama-se produ
to d��çm�osiclo de r por g à direita da origem à funç�o de x 

rx j f(x-t)g(t)dt 
- o  

• • • • • • • • • • • • • • • • • 

(1) Para reconhecer a. legitimidade da transformação efectuada, 
basta observar que o s!mbolo lXOt(X t) e - T(t)dt representa 
o resultado das duas o 
seguintes operaçees: 1) achar a primitiva de e�(x-t)T(t)� 
so���çerando t como xar14vel independente e x �mo c9.nst�n
!!; 2) substituir,no final,t por x. g claro que,nestas con� 

diç�es,e�x se comporta na primeira operaç!o como um factor 
constante que permuta portanto com n-1• 
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Abreviadamente uma tal funç�o representa-se pelo s!m-

(t M g) (x) 
Este conceito generaliza-se imediatamente ao caso em 

que g , uma distribuiç�o nula � esquerda da origem e f uma fun
ção indefinidamente jeriv�vel. (Veremos oportunamente que se 

generaliza mesmo ao caso em que r e g s!o duas distribuiç�es n� 
las h esquerda da origem e ainda a outros casos). 

Tendo em vista propriedades bem conhecidas do inte
gral,� r�ci1 reconhecer que o produto de composiç�o � comutati
vo,associacivo e distributivo.(Disto ainda trataremos,em porme
nor,mais adiante). 

De momento,� a associatividade que nos importa uti-
lisar. 

Podemos agora reconhecer que a r&rmu1a a que tínhamos 
chegado se pode escrever 

e � agora 
1 

1 T == eOl"X )f T ri-oe 
rdc!l determinar o resultado da ap1�caç�o do operador 

a uma àistribuiç!o T. Na verdade-,temos sucessiva
mente 

___ l=--� T • __ 1_ 
(D-Q( )2 D-� ( 1 T) .. eOlx M (eQ{ x iof T) = 

D- Ct 

= (eO< x '* eCl( x ) * T , sendo esta rlltima 
transitividade legitimada pela associatividade j� referida do 

oex c:wx produto de composiçlo. Resta calcular e 
. * e 

Segundo a derinição,ser� 

eO< x .. e�X =1 :0< (x-t) .eOi tdt = /0:0( Xdt _ x..eO! x 

Portanto, 

1 T = (x.eO(x) _ T 
(D-(jI( ) 2 

Raciocinando agora por induç!o,pod!amos estabelecer 
a t&rmula seguinte, que generaliza e resume as anteriores: 

n-1 J, T • ( x eOf x) * T (1) 
(D-O< )n (n-1) ! 
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Uma vez provado que o espectro do operador � se reduz 

ao conjunto vazio, (isto �,assegurado que o conjunto resolvente 
de D � todo o plano da vari�vel c omplexa ) segue-se (de acordo 
com o que se viu na liç!o anterior) que estd definida t6da.a 
tunclo racional do operador D. Para explicitar a respectiva -

definiçlo,bastard aplicar a f&rmula de decomposiçlo aditiva que 
indiclÍmos.om ttf'racçtses simples" do tipo A1j 

(D� Oli l j  
Como os Aij slo constantes num�ricas,a funçlo racio

nal de D, .-l.ti.D..L 
� I reduz-se a um somat&rio de combinaç�es li-

neares de operadores do tipo 

cia sabre qualquer distribuiçlo T se 
a f&rmula (1) ante�1or. 

----1---n ' cuja incidên

det'Pm�l de �c6rdo com 

Estd assim resolvido completamente o problema das fun
Çeas racionais do operador D. Podemos formular' o resultado sob 
a forma do seguinte 

Teorema: tt Quando o operador D 4 restringido ao espaço 
C ; (I}das distribuic3es nulas k, esquerda da 
origem,o espectro de O re�uz-se ao 'conjunto 
yaz10.tt(em particular,D fica reversível). 
E daqui resulta que fica automkticamente de

firida Qualquer funclo racional do operador 
D i) . . 
_e. 

'Podemos at� di.zer que as f'unçe5es r�cionais de D formam 
um corpo,-isto 4,podemos trabalhar com elas,aplicando todas as 
regras que slo vdlidas num corpo. ( 2 ) 

• • • • • • • • • • • • • 

(1) Nlo esquecer que.segundo convençlo anterior,ao falar de 
funçees racionais do operador D,se su?entende sempre que 

os coeficientes slo $$calares,isto � , ndmeros (reais ou 
complexos). 

(2) Pode mesm� d�monstr.r�8e,fhcilmente que o corpo das fun
çtses racionais de D 4 isomorfo ao corpo das funç3es ra� 

cionais duma vari�vel num�rica x. (cf. A.ctSAR DI FREITAS, 
"Sur les distributions qui interv�enent dans le calcul 

symbolique 'des �lectrotec�iciens" ,Rev.Fac.Ci@ncias·,Lisb�a, 
2· stirie A., vol. 3 (19S4-S5) , pg. 95-128) • 
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Neste facto reside o sentido Rreciso da afirmacAo n, licito tra
tar o poperador D como se fôsse um s!mboio num�ricon 

Manifestamente,resultados análogos subsistem para C;(1). 

A�tes de mostrar como estes resultados inteI'V8mno méto
do simbólico de int�graç�o de certas equações difereiciais,con

vem registar ainda algumas fórmulas,rlteis na prática,que dizem 
respeito ao produto de composição de uma função .indefinidamente 

derivável pela função impulsiva I e as suas derivadas. 
. 

. 

Seja 'f (x) uma f;.tnç�o indefinidamente derivável.. P! 
então fácii reconhecer que 

ce (x) � J == <f( x) .H (.x) 
Em geral, teremos a seguinte fórmula: 

(Deixa-se a verificação,como exerc!cio,ao cui4ado do 
leitor) 

Na 'prática, acontece frequentemente que os termos em J
e suas derivadas,desaparetem,ficando apenas em jô'go a parte fun
cional do 29. membro, (_l}n 'f-(n) H 

Importa não perder de vista que os resultados até ago
ra obtido� dizem respeito a distribuiç5es nulas h esguer�a da 

origem. 

Ora, vimos anteriormente que o proeesso de "truncaturaU 

de funções adoptado pela escola de Heaviside (qD��i�titipli

car cada função pela função H(x) de Heaviside) conduz a substi

tuir funções arbitrárias por funções �las h esquerda da origem. 
Impõi-se pois averigu�r quais sfto as distrlbuiçtJes pa

ra ,a� quais tem efectivamente sentido êsse processo de trunca
tura,-do ponto de vista que interessa ao Cálculo Simb&lico. 

Trata-'se de definir o produto de T por H. Ora,H 4 uma 

funçao localmente som�vel,-mas est' longe de ser indefinidamen
te deriv�vel. Este facto parece obrigar T a ser tamb'm uma fun
ç�o. Obrigaria, na verdade,segundo a teoria do produto aqui. 
exposta.(Pág.59 e seguintes}; se T )"11$" 4'1'>- .,:-:� funç!!$ry {:::.!!.4s, 
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indefinidamente derivdvel) o produto TR n�o tem sent:Lda"segundo 
aquela teoria. Mas j� advertimos (p�g.75) que h4 diversas teo-
rias da multiplicação �e distribuições. Assim,vamos dar um 

sentido ao produto T.Ripara o fim especial que temos em vis'ta .. 
De acordo com o conceito a adoptar,o produto T.H ter� sentido 
quando a distribuiç!o T se reduzir a uma função localmente SO� 
m�vel à esguerda dá origem. E,nestas condições seréÍ,por defi
'niçlo, 

T.H = T - \f ' 
de,signando por tf a i'unclo localmente som�vel assim definida: 

J, To 
'f. 1 I+ em 

Estamos a sup�r que a restriçlo de T a I- 6 localmen
te somlÍvel. . , Se subtrai�mos a T a funç!o 'E> , definid� naquelas 
con<;iiç�es,obtemos ,uma clistribuiçlo que 6. nula à esquerda da ori
gem,e que nlo difere de T à direita. Ora,ni:sto consiste preci
samente a truncatura.Cl) 

Analisemos o que se passa com. as derivadas. Para is
so ,suponhamos que a funçlo t(J (isto 6, T, A esque'r:da da origem) 
admite derivadas no' intervalo I- at�' à ordem n,a que a14m dis
so tanto a funç!o � como essas derivadas têm limite lateral à 
esguerda da origem. Isso implica portanto 

'f(O-) .. T{o"') 
�\ ( 0-) • T� o'" ) 

• • • • • • • • • • • • 

in) (o·) = T(n) (o·) 

Posto isto,consideremos a funç!o 

(1) Poder!a�os ainda ampliar esta definiç!o; mas j;1 nos 4 lar
gamente suficiente. 
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y 

o x 

lt evidente que a f'unç�o �l assi,m obtida � cont!nu,ª 
em todos os pontos. l! mesmo absolutamente contínua, porque 
admite derivada em todos os pontos,�xcepto (quando muito) na 

or'igem. 

Podemos pois derivar 

T.H = T .. 'fl+ '(> (o-)H '� 

obtendo-se a igualdade(l) 

Vejamos agora qual o significado de 
ImedÍ'atament� se reconhece que 

{DT(X) 

'f�(X) .. 

o 
+ em I 

Ent�o,segundo a definiç�o que adoptdmos de produto 
de uma distribuiç:o por H,� 

DT .. f�· (DT). H 

portanto a igualdade precedente pode escrever-se sob a forma 

que 4 a r&rmula 'que resolve o,problema das relações entre as 
operaç�es de derivaQ�o e de �runcatura de distribuiçtses 

. , . ... ' .... . ��' . .  
, (1) Observe-se que 'fl,der1vada de uma runç�o absolutamente 

continua.' uma derivada no sentido usual 
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O problema an�logo para as derivadas seguintes' � ago� 

ra de t4cil resoluç!o. Para a 2& derivada da truncátuFa !H, 
por exemplo,bastar�. aplicar duas Vezes o resultado anterior,o 
que déÍ 

n2(TH) .. (D2T).H + '(" (0-) J + 'P (o-) J
t 

\ 

Ejdum modo geral,obt�rn-se por induç!o a t&rmula seguin-
te: 

Esta t&rmula jd era usa4a (para o caso de ser T uma 

funç!o) pela esçola de Heaviaide,mas precisava de ser aqui jus
tificada,porque,na realidade,� utilizada o mais das vezes na 

hip&tese de s�r T uma distribuiç!o. 
Poderia 81i45 deduzir·se a mesma r&rmula em condiç�es 

ainda mais gerais,mas isso n!o teria interêsse para o fim em 
vista •. 

Vamos novamente analisar a aplicag!o. ,do m�todo simb6'
lico,-começando pelo caso de uma equaç�o diferencial linear de 
ordem n,de coeficientes constantes: 

(l) 

Repare-se em que T � aqui uma distribuiç!o conheci?a, 
à qual se imp�i apenas a seguinte condiç!o: no intervalo I
reduz-se a uma func�o localmente som4vel& Ssta condiç!o po_' 
daria ser ainda mais ampla: de qualquer modo,observe-se a que 
distância j" estamos da t'eoria c14ssica das equaç5es diferen
ciais ! 

Pretende-se achar uma distribuiçlo S que verifique a 

equação diferencial dada,(l).e ainda satisfaça hs condiç5es 
iniciais seguintes: 
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designando co.e1, ••• ,on4'1 constantes arbitrlÍrias. Quer dizer: 

n�o são impostos os valo�es da distribuiç�o ing&gnita e das 
suas derivadas na origem,mas sim os respectivos limites late
rais à esquerda da. origem .. 

Pode compreender-se,mesmo a-pr.iori,que isto seja �-
cessário. Consideremos por exempl0,o caso de um circuito 
el�ctrico: pode muito bem acontecer que haja na origem dos tem
pos um "salto",uma brusca variàç�o,tomando para inc6gnita a in
tensidade da corrente num dado ramo. 

Se (em certas circunst�ncias,erectivamente ocorrentes) 
a intensidade da corrente apresentar uma brusca variaçto na or1�, 
gem,··que sentido taria ralar de. valor da inc6gnita na origem? 
Certamente ��phum: mas tará sentido falar de limite à esguerd� 
da origem ! 

Portanto,as con�içtses iniciais (do tipo que adoptd
mos) resumem,por assim dize·r, t·ada a "hist&ria�do sistema cuja 
evoluçao � descrita pela equaçlo diferencial dada. 

Aplicamos agora o processo d.a truncatura. Para· isse 
será c6modo esCrever a equaç!o óada sob a forma abr�viada se

guinte: 

P(D)S - T t 

designando por peD} o po11n&mio operacional 

(Como se sabe,ao.polin&mio P(x) = aoxn+ •• • +an 

chama-se polin&mio característico da equaçlo diferencial dada, 
no caso cl�ssico das tunç6es). 

·Para efectuar pois a truncatura (ias distribuiç3es· 
conhecida e inc&gnita,T e S respectivamente,o que h� a fazer é 
multiplicar ambos os m�mbro3 da equaçlo P(D)S - T por H,o que 
dar" 

(runs J H - T.8 

Utili·zando ea sentido inverso as r&rmulas· hà pouco 
deduzidas para truncatura das derivadas sucessivas de TH,� fá
cil ver que se chega ao seguinte resultado: 
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sendo 08 "3"i combinaçtses lineares das constantes iniciais; 

( i • 1,2, • • • •  ,n-l) 

E j' agora se reconhece bem o seguinte: se existe uma 

d1stribuiçlo 5 que verifique a equaçlo diferencial dada e satis·,. 
taça as condiçCes iniciais dadas,o produto SH s& pode ser o que 
decorre da igualdade seguinte: 

g claro que 1 
Ptb) , uma funçlo racional do operador 

D. Para explicitar a sua incid@ncia s8bre uma distribuição,bas
tar� decompor o polin&mio caracter:!stico P{x) em factores 11-
neareste aplicar a t&nnula de decomposiç�o aditiva em fracçe5es 
simples como toi oportunamente indicado. 

Resta saber se existe de facto ·uma distribuição S 
satisfazendo a todas as exig@nc·ias apontadas. 

Para esta demonstraclo de existência,conv�m conside-
rar a tunçlo HM 

• l-H • Poremos entUo,Ror deriniç�o! 

'raM• T - TH 

Daqui resulta que 

T(H+H*) • TH + TH* • T 

Depois,deduzem-se r&rmulas an�logas que dtto,no caso. 

geral. 

(Comparar com a tdrmula da p�g. 108) 
Para obter a soluçUo da equaçtto diferencial dada � 

esquerda da origem,conv4m multiplicar ambos os membros da equa-
ç lo dada. p' ( D) • S • T t 



por HK,o que dd a equaçao seguinte: 

( P ( D) .8 -\ HK M 
.. T.H 

III 

� 6bvio 
.,J 

'� que TH serç1 uma distribuiç�o � � direita 
da origem •. 

Podemos a.gora proceder de maneira amíloga b. de hã pou.
co com HN ; e entao a. parte negat.iva SH- da inc&gnita S ,resul
tare:{ da equaç�o 

quer d"izer, ser� 

SHM .. 1 
P(D) 

Tinhamos hã pouco 

SH .. 1 
P(D) 

encontrado 

n--1 

fTH 
� 

+L-
L i-1 

... 

ai J (1) I 
-! 

Convencionaremo(� representar por S2 e Sl' respecti va

mente:08 segundos membros das duas dl timae igualdades escritas. 
Quer'dlzer,verificam ... se as igualdades seguintes: 

P(D)Sl .. TH , P(D)S2 .. TH M 

Somando ordenadamente,e atendendo a qu� P(D) é um 

operador linear,vem: 

Portanto, Sl+82 4 de tacto uma soluç!o da equaçao di
ferencial propostá, 

P(D)S = T 
,Restava agora ver se S = 81+52 verifica de facto as 

condiçt5es iniciais,. A maneira melhor de fazer essa verificação 
� mostrar k-Rriori que 51+82 satisfaz na verdade ks condiçtSes 
iniciais dadas,. 



112 
(Recorrer �s fórmulas' resolventes e verificar por substituiç�o 
ulterior que as condiçtSes iniciais sg{o satisfeitas pela diE.�ri-
buiç!o 3l+S2 seria mu�to mais laborioso ) Ng{o faremos por�m 
aqui essa verifica.ç!{o, ali�s simples, para n!o alongar demasiedo 
a exposiçlo. Not�-se entretanto o seguinte: 

A t'cnica usada para a determinaç�o de SH e SH* mos
tra que a soluçlo da equaclo P{D)S = T que verifica as condiç�es 
�p'iciais consideradas só pode ser 31+.32- .. SR + SR*. 
Assim,a14m de existência de soluçlo,fica provada a sua unicidade, 
uma vez que lhe sejam impostas as referidas condiçtSes iniciais. 
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Passemos agora ao caso dos sistemas de equaç5es dife
renciais. Antes de abordar a aplicaçt!o do mt!todo simb6íico em 

tal caso,conv�m recordar .como se apresentam os sistemas de aqui! 
ç3es diferenciais lineares de coeficientes constantes no estudo 
de circuitos el�ctricos de constantes concentradas. 

O caso mais simples que se apresenta � o de um circui
to fechado stmRl�s,isto ',com,uma s6 malha,na qual supomos exi� 
tir uma lorca electromotriz E.funç!o do tempo,uma resi��ênci� 
�_hmica Rtum coeficiente de auto-induçt!o L,e um conde�sador,de 

s.aEacidade C. 

Sabe-se que a intensidade I(t) de corrente num tal 
circuito satisfaz h equaç!o diferencial seguinte: 

L dI + RI + 'Q't 

supondo fixado um sentido positivo no circuito,por exemplo,o 

sentido contrdrio ao dos ponteiros do relógio. 
Observe-se que o integral ali escrito representa a 

quantidade de electricidade acumulada no condensador at� ao 
instante t. Dividindo-o pela capacidade C,obtemos a diferença 
de potencial,oposta a E,entre as duas armaduras do condensador. 
Por outro lado,a corrente I introduz no circuito,em virtude da 
a�to-induçt!o L,uma tens�o interna oposta a E e igual,em cada 
instante,a L �� • Ob�erve�se por �ltimo que a intensidade I 
� positiva ou negativa,conforme a corrente circúla no sentido 
positivo ou negativo; e que a tenslo externa E,em cada instan
te,' positiva ou negativa conforme a diferença de potencial en

tre os extremos (polos) da parte externa do circuito � positi
va ou negativa a respeito do sentido fixado). 
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Este·4 o caso mais simples·de equaç!o repr�sentativa 
do regime de um circuito el�ctrico: 111a5 jaí s� t,rata,como 'se v�p 
de uma equ�ç�o que nao � diferencial,-� uma equaç!o de 'tipo mais 
complica<;io,!ntegro-diferencial,uma vez que comporta,al�m de uma 

derivada,um integral. 
a uma eq_. 

t por�m t�cil reduzir aquela equaç!ôl�irerential: bas-
ta tomar como inc&gnita a guantidade.Q de electricidad@ armaze-

,nada no acumulador at� ao i�stante t,isto �,desde - at� t. 
Como ent�o·se tem I • � ,a equaçao íntegro-diferencial escri
ta assume o aspecto seguinte: 

L d2�, + R � + -1- Q • E 
dt dt C 

Trata-se agora de uma equaç!o diferencial linear de 2& 
ordem de coefi:eientes constantes. 

Temos ali�s de acrescentar uma eondiç�o inici!i1:rque 
consiste em fixar a quantidade de electricidade existente no 

condensado2 no instante o; seja Qo (Observe-se que � flÍcil 
trabalhar t�b�m com a equação íntegro-diferencial a que chega
mos hh pouco,sem transitar para uma equaç10, puramente diferen
cial em nova variéÍvel ) . 

. . . \ \ . . . . . . . 

Passemos agora ao casO mais gera.l: suponhamos que s� 
trata de um circuito mais compl.icado.,com v�rias malhas,e at', 
eventualmente,desconexo;lsto �,constituido por cnrcuitos sepa
rados,embora associados por meio de indução mrltua (caso dos 

transformadores ) .. Podemos ter mais de uma força electromotriz 
exercida em cada um dos ramos dêste cirçuito: p que hh a fazer 
então � çonsiderar as diferentes malhas,e atendendohs leis de 
Kirchott,deduzir da! equaçl!$es diferenciais. I! I18.nifestamente 
indispens�vel que essas equaç�es sejam independentes: hh ent�o 
que seguir um crit4rio de esc6lha das malhas de maneira a obter 
equaç3es independ,entes. Um dos processos mais pr�ticos consis
te em considerar as chamadas correntes de malhas. , 

Suponhamos o circuito esquematizado num plano. Chamare-
mos ent!o c�lulaa ka �alhas m!ntmas,isto �,hs malhas que n�o 
contêm outras menores t e atribuiremos a cada c.41ula uma çorrente 
!ict!cia,de forma tal que num ramo com� a duas c�lulas,a cor-
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rente real seja a som.a das duas tict!clas que l�.passam •. c.om o 

devido sinal .. (Para iSlo,h' sempre que fixar um s.entido pOS"itlvo 
de percurso,-por exemplo,o sentido contr�rio ao dQmovtmento 
dos ponteiros de um r81&g10). Entlo .. teremos Jt a certeza de que 
as equaç8e·s que se obtiverem slo de tacto independentes. 

Ilustremos com um exemplo o que se acaba de dizer.(Fi
gura junta). 

Numeremos as malhas,ateotando do respectivo !ndice as. 

intensidades· correspondentes. quanto hs t6rças electromotrizes, 
resist@noias e tens8es,poderemo.8 adoptar a convençlo seguinte: 
quando um mesmo emamento pertencer a duas m.alhas,ut11is,remos 
dois !nd1ces,correspondentes kQuelas duas malhas,(Ass1m,pOr 

exemplo,aparecerd uma oapacidade 012; na ma�ha 2,k qual perten
ce exclusivamente,situa-ae outra capacid.ade,C2.etc). Obs�rve
-se que entre a •. malhas 3 e 4 se exerce uma 1nd.uçlo mdtua;que 
designaremos por M)4. 

Vejamos,por exemplo,o que nos d� a malha 1: 

designando por E1 a força electromotriz da �. c41ula. 
A 26 malha dd,(designando por 'a a respectiva terça 

electromotriz) 



R13 ( I3-I1 ) + R)I) + �23 �:I3-12 ) 

Na 46 malha , obt emos 
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Uma vez determinadas , me d iant e o s istema de 4 , eq�aç�es  
!nt egro� dite�enc iais a que cheg�os , as int ens idades I1 , I2 , I 3 ,  
14 em funç lo do tempo , ficaremos a conh.ec er o regime do c ircuito 
desc onexo que estivemos a analisar . Aquele s is t ema de equa
ções integro-diferenc iai s pod e  ser tratado directamente pelo 
m�todo simb&lico . 

' Mas pode tamb4m ser subst ituido por outro sistema de 
equaç�es diferenc iais lineares de 2& ordem de coefic ientes con.s 

tantes . 
De um modo mais ge·ral , iremos estudar a int egraçt!!o de 

um s istema de equa��es diferenc iais lineares de co efic ient es 
constantes . E veremos tamb�m c om exemplo s  concret o s  q,ue ·s e 

torna aqui j� inevit�vel o emprego das distribuiç�es : e s t as 
de ixam de ser apenas instrumento c&modo , aparec em mesmo como in
dispens�veis para o estudo correcto do s fen&menos .  
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