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CALCULO SIMBOLICO (continuagHo)

82 licH3o

Vimos na ltima ligH8o que,tanto no espago das distri-
buig¢Bes como no espa¢o das fung¥es indefinidamente derivdveis
num intervalo,o operador de derivagfo nao é reversfvel. Mais
geralmente,vimos que o operador D- A n#o é reversfivel,qualquer
que seja b escalar A ,-0 que equivale a dizer que o espectro
do operador D abarca todo o planc da varidvel complexa.

Mas se nos limitarmos,por exemplo,is distribuicBes
que s¥o nulas & esquerda da origem, jd4 esta dificuldade desapa-
rece,

Mais precisamente: consideremos um intervalo I,ao gu-
al seja interior a origem. Convencionaremos representar por
I a parte negativa de I,e por I’ a parte positiva de I.
Diremos que uma distribuic#o s8bre I & nula ¥ esquerda da ori-
gem,quando a sua restrigfio a I° € a fungHo idénticamente nula
Anklogamente,diremes que uma distribuigfe de domfnio I € nula
4 direita da origem,se a sua restrigHo a 1% &%unc¥o nula,

Convencionaremos representar por C%(I) a classe das
distribuic8es de domfinio I,que s%o nulas & esquerda da origem,
e por c;(I) a classe das que s#o nulas & direita da origem,
Andlogas notagles podem adoptar-se para o espago das distribui-
¢8es de ordem finita em I.

E fdcil ver que qualquer dos conjuntos CE e Cx(I) €&
um sub-espago vectorisl do espago vectorial complexo Cy(I); e
o mesmo se pode dizer para o espago das distribuig8es de ordem
finita em I.

Vamos mostrar que o operador D jd € reversfvel em
qualquer destes sub-espagos.

Suponhamos dada uma distribuig¥o T em I,e procuremos
determinar uma distribui¢¥o S de dominio I,cuja derivada seja
T:

DS =T,
sendo alids T e 8 distribuig¢Bes nulas i esquerda da origem.
Comecemos por supér T de ordem finita: serd entfio
T = DPf,sendo fe C(I).
B fdeil ver entfo que,tomando
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X
s = D"y f, onde If =/f(t) dt ,
(o}

S € uma distribuigfio que satisfaz 3 condicf%o imposta. Quer di-
zer: Dnjf ¢ uma primitiva de T. Vamos ver que € a dnica.

Suponhamos que havia duas distribuigaes,sl e S5,,defi-
nidas em I,nulas 3 esquerda da origem,tais que

DS; = DS, = T
Daqui viria
D(8,-8,) = o ; e entHo,por um dos axio-
mas das distribuic¢8es,seria
81“82 = C )

designando C uma fung¢8o constante em todo o intervalo I, Mas,
como,l esquerda da origem,sl e 82 s8o nulas,deve ser C=o0,- e,
portanto, 5,=3,

Em conclus8o: a cada distribuig8o T de ordem finita,
de domfnio I,nula % esquerda da origem corresponde uma e uma
sé distribuig8o S nas mesmas condi¢Bes,cuja derivada & T.
Podemos pois escrever

s =p-lr |
uma vez que o operador D é,nestas condig¢8es,reversivel, B
podemos identificar o inverso com :I,D'la Y Podemos até
escrever em vez de D‘lT, X
//T(u) du .
0

E claro que num tal simbolismo,o sinal de integral
n¥o tem o sentido habitual. De resto, jé4 assinaldmos a impossi-
bilidade de falar,no caso geral,em valor de uma distribuiglo
T num ponto u,-e o simbolo T(u) n¥o tem pois um sentido preci-
30, Adoptando aquela notag¢¥o,temos apenas por objective ten-
tar manter o mais possfvel o simbolismo habitual; mas nZo deve
perder~-se de vista que a semelhanga que apresente porventura
com a notag¥o usual & apenas de forma,e o seu emprégo sé se
Jjustifica por motivos de comodidade.

0 que se fez pressupunha que T era uma distribuigfo
de ordem finita em I. Mas se T £fér de ordem infinita,a con-
clusfo & a mesma:bastard,para tanto,considerar os intervalos
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compactos contidos em I e aos quais a origem € interior. A
restric¥o da distribui¢fo em causa a um d8sses intervalos € uma
distribuic¢8o de ordem finita,e isto permite chegar 2 mesma con-
clusfo.

Vamos agora,mais geralmente,tentar inverter ¢ opera-
dor D- ¢x ,sendo o um escalar qualquer. Isto &,vamos tratar de
resolver a equaglio em S,

(D-x)8 =T ,

sendo T uma distribuig8io em I nula % esquerda da origem,e deven-
do ser também S uma distribuig#o em I nula 3 esquerda da origenm.
Trata-se da equagfio diferencial

DS «x S =T

Ora,podemos resolver este novo problema de modo andlg
go ao precedentemente seguido,fazendo uma simples mudanga de va-
ridvel, que corresponde afinal ao método da variac¥o das constan=-
tes arbitrdrias.,

Bastard escrever

s = &*u ,

sendo U uma distribuig¥o a determinar de modo que a equagfo di-
ferencial dada sz verifique.

E f4cil reconhecer que,qualquer que seja a distribuie
¢%o0 S,pode esta sempre exprimir-se daquela forma,para o que bas-
tard tomar U = e”**,5 , (Na verdade,como e ** & uma fungfo in
definidamente derivdvel,podemos multiplic4-la por qualquer dis-
tribuig¥o) . Substituindo agora na equag¥8o dada,obtem-se,
depois de efectuadas as devidas simplificacg8es,

e**pu =1,

donde se deduz,por multiplices » de ambos os membros por e” > X

(c que é sempre lfcito)
DU « e~ ™%,

E imediato que,sendo T nula % esquerda da origem,
também o produto e"**T £ nulo % esquerda da origem. Trata-se
ent¥o de determinar uma distribuig¥o nula 3 esquerda da origem,
U,que verifique a dltima equag¥o escrita. Estamos pois no ca-
so anterior: dentro de C;(I),determinar uma distribuicso cuja
derivada € conhecida.

Sabe-se jé que existe uma e uma sd distribuic¢¥o na-
quelas condigBes: a distribuig8o U = D'l.e“°‘xT,que pode escre-
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ainda sob a forma

ver-ge 2
/e"‘X"‘T(t)dt
(o]

Serd entfo

X X
S = &% /e'f’*tT(t)dt =/e°((x"t)'1‘(t)dt;
(o) 0

QOra,esta forma(l)que demos & solucf%o permitird dar-
lhe uma interpretacfo dtil,
Podemos resumir a andlise feita nos seguintes termos:

dada uma distribuig8o T,nula & esquerda da origem,existe

uma e uma sd distribuigfo S,também nula & esquerda da origem,
que verifica a condig¥o (D~&x)S = T,qualquer que seja o escalar
x « Quer dizer,-o operador D-oX € sempre reversivel,qualquer
que seja o escalar &

A situagfo € exactamente oposta & que se nos depa-
rou no final da ¥ltima lig¥o: agora,o espectro do operador D
reduz~-se ao conjunto vazio,todos os pontos do plano complexo
s8o pontos do conjunto resolvente.

E pode escrever-se,precisamente:

X
"T%“; T '/ed(x-t)T(t)dt
Q

Podemos alids dar & express¥o do 22 membro outra
forma especialmente Ytil,mediante o recurso ao conceito produ-
te de composicHo.

Dadas duas func¢Bes contfnuas f e g,chama-se produ-
to_de composic8o de £ por g & direita da origem & func¢fo de x

4

/f(x-t)g(t)dt
/o

806G SGODPDLIBBSOOBSLQOEOAEDS

(1) Para reconhecer a legitimidade da transformagfo efectuada,

basta observar que o sfmbolo [%
1 /ea(x"t)‘l'(t)dt representa
)

o0 resultado das duas
seguintes operagBes: 1) achar a primitiva de éx(x't)T(t)f
considerando t como varidvel independente e x como constan-
te; 2) substituir,no final,t por x. E claro que,nestas con=
diqﬂes,e°‘x se comporta na primeira opera¢do como um factor
constante que permuta pertanto com p~1,
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Abreviadamente uma tal func8o representa-se pelo sfm-

(£ » g)(x)

Este conceito generaliza-se imediatamente ao caso em
que g € uma distribuigBio nula & esquerda da origem e f uma fun-
¢¥o indefinidamente ierivédvel. (Veremos oportunamente que se
generaliza mesmo ao caso em que f e g s#o duas distribuicgfes nu
las & esquerda da origem e ainda a outros casos),

Tendo em vista propriedades bem conhecidas do inte-
gral,é fdcil reconhecer que o produto de composic#o é comutati-
vo,associacivo e distributivo.(Disto ainda trataremos,em porme-
nor,mais adiante),

belo

De momento,é a associatividade que nos importa uti-
lisar,

Podemos agora reconhecer que a férmula a que tinhamos
chegado se pode escrever

R

e € agora fdcil determinar ¢ resultado da aplicag#o do operador

1 a uma distribuigsio T. Na verdade,temos sucessiva-
(D-x )é mente

12Ta_-!‘-—-(_-g'--'1‘)=e~x*(e°‘x*'r)=
(Deo¢ ) Deo¢ D- o

= (%% e™* ) % T, sendo esta Yltima
transitividade legitimada pela associatividade j4 referida do
produto de composico, Resta calcular ¢™ ¥ % ¢™%*
Segundo a definigHo,serd

x X
e X 5 o X =/e°‘(x“t).e°'tdt. =/e°'xdt - x.ecxx
o o

Portanto,

——_-L—T T = (x.e“x) » T
(D=cx )

Raciocinando agora por indugHo,podfamos estabelecer
a fdrmula seguinte,que generaliza e resume as anteriores:
n-1

..._.l_-.-_'p-(-——--’-‘-—-—eqx)*T (1)
(D-tx ) (n-1)!
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Uma vez provado que o espectro do operador D se reduz
ao conjunto vazio,(isto &,assegurado que o conjunto resolvente
de D 4 todo o plano da varidvel complexa) segue-se (de acordo
com o que se viu na lig¥c anterior) que estd definida t6da.a
func8o racional do operador D. Para explicitar a respectiva
definig¥o,bastard aplicar a fdérmula de decomposig¢¥o aditiva que
indicdmos,em "fracg¢Bes simples" do tipo Ayg

(- 1)

Como os Aij sfo constantes numéricas,a fungfo racio-

nal de D
' g ; reduz-se a um somatdrio de combinagBes li-

neares de operadores do tipo 1
ycuja incidén-

o\
cia sdbre qualquer distribuicgfo T se det&?ﬁing de acérdo com
a férmula (1) anterior,
Estd assim resolvido completamente o problema das fun-
¢8es racionais do operador D. Podemos formular o resultado sob
a forma do seguinte

Teorema: " Quando o operador D & restringido ao espaco
C q(I)das distribuicSes nulas b esquerda da
origem,o0 espectro de D ;eduz-seiag conjunto
vazio."(em particular,D fica reversfvel).
E_daqul resulta gue fica automdticamente de-

fi%ida.gualguer func8o racional do operador
D. '

‘Podemos até dizer que as fun¢8es racionais de D formam
um gorpo,-isto 4,podemos trabalhar com elas,aplicando todas as
regras que sfo vdlidas num corpo.(2
(1) N%o esquecer que,segundo convenc¢8o anterior,ao falar de

fun¢Bes racionais do operador D,se subentende sempre que
os coeficientes s¥o escalares,isto &,ndmeros (reais ou
complexos),

(2) Pode mesmo demonstrar-se,ficilmente que o corpo das fun-
¢8es racionais de D 4 isomorfo ao corpo das fung8es ra=-
cionais duma varidvel numérica x. (cf. A.CESAR DE FREITAS,
"Sur les distributions qui intervienent dans le calcul
symbolique des électrotecniciens",Rev.Fac.Ci&ncias,Lisbéa,
2% sériec A,vol.3(1954=55),pg.95-128),
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Neste facto reside o sentido preciso da afirmac8o né 1fcito tra-

tar o poperador D como se £8sse um simbolo numérico"
Manifestamente,resultados andlogos subsistem para C;(I).

Antes de mostrar como estes resultados intervémno méto-
do simbdlico de integrac#o de certas equagBes diferemciais,con-
vem registar ainda algumas fdérmulas,dteis na prdtica,que dizem
respeito ao produto de composig8o de uma fung¢#o indefinidamente
derivdvel pela fung#o impulsiva d e as suas derivadas,

Seja @ (x) uma fungfio indefinidamente derivdvel. E
ent¥o fdcil reconhecer que

Plx) % d = (x)H(x)

Em geral,teremos a seguinte férmula:

"P (x) » Stn) = (*l)n ‘e(n)ﬁ _‘,k% _l)k(n) ,?(n-k)‘;(k—l)

(Deixa-se a verificagfio,como exercicio,ao cuidado do
leitor)

Na ‘prdtica,acontece frequentemente que 0s termos em cf
e suas derivadas,desaparetem,ficando apenas em jégo a parte fun-
cional do 2¢ membro, (-1)% gf_n H

Importa n¥o perder de vista que os resultados até ago-
ra obtidos dizem respeito a distribuig8es nulas 3 esquerda da
origem,

Ora,vimos anteriormente que o proeesso de "truncatura"
de fung¢Bes adoptado pela escola de Heaviside (qnév%m mﬁit1p11~
car cada fung¢8o pela fung¥o H(x) de Heaviside) conduz a substi-
tuir fungBes arbitrdrias por fung¢¥es nulas b esquerda da origem.

Imp8i-se pois averiguar quais sfio as distribuic¢Bes pa-
ra as quais tem efectivamente sentido &sse processo de trunca-
tura,-dc ponto de vista que interessa ac C4lculo Simbdlico.

Trata-se de definir ¢ produto de T por H. Ora,H € uma
fung¢fo localmente somdvel ,-mas estd longe de ser indefinidamen-
te derivdvel. Este facto parece obrigar T a ser também uma fun-
c¥o. Obrigaria na verdade,segundo a teoria do produto aqui.
exposta.(P4g.59 e seguintes); se T n%n 2~ o funcBn (21ids,
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indefinidamente derivdvel) o produto TH n¥%o tem sentido,segundo
aquela teoria. Mas j4 advertimos (pdg.75) que hd diversas teo-
rias da multiplicag8io de distribuiges. Assim,vamos dar um
sentido ao produto-T.H,para o fim especial que temos em vista.
De acordo com o conceito a adoptar,o produto T.H terd sentido
quando a distribuicso T se reduzir a uma func#8o localmente so-
mdvel & esguefda da origem. E,nestas condig¢Bes serd,por defi-
nig¢lo,

TIH = T - \e Y
designando Qor'qﬁ a func#o localmente somdvel assim definida:
T em I
| o em I

Estamos a sup8r que a restrigfo de T a I” € localmen-
te somdvel. ' Se subtrairmos a T a funglo ¢ ,definida naquelas
condi¢Bes,obtemos ‘uma distribuic¥o que € nula & esquerda da ori-
gem,e que n¥o difere de T & direita. Ora,nisto consiste preci-
samente a truncatgra.(l)

Analisemos o que se passa com as derivadas, Para is-
s0,suponhamos que a funglo (? (isto é,T,é esquerda da origem)
admite derivadas no intervalo I~ até % ordem n,e que além dis-
so tanto a fungHo \e como essas derivadas t&m limite lateral &
esguerda da origem. Isso implica portanto

@(0") = T(o™)
‘Q‘(c’-) = ™o™)

(n) (o') - T(n) (07)
Y
Posto isto,consideremos a fungdo

Pr=¢r PT)E

(1) Poderfamos ainda ampliar esta definicHo; mas jd nos & lar-
gamente suficiente,
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e S

te(o")§ |

o X

E evidente que a fung¥o 0, assim obtida é continua
em todos os pontos. ¥ mesmo absolutamente contfnua,porque
admite derivada em todos os pontos,excepto (quando muito) na
origem,

Podemos pois derivar

T.H=T - k()l-r \Q(O')H y
(1)

obtendo-se a igualdade
D(TH) = (DT - ) + xp(o")&

Ve jamos agora qual o significado de %9E(xj.
Imediatamente se reconhece que

DT(x) em I~
Pr(x) =

+
(o) em I

Ent¥o,segundo a definig¥o que adoptdmos de produto
de uma distribui¢%o por H,é

DT - ) = (DT).H ;
portanto a igualdade precedente pode escrever-se sob a forma

D(TH) = {DT).H + \?(O')J,

que € a fdrmula que resolve ¢ problema das relacBes entre as
operagfes de derivacHo e de gruncatura de distribuigles

eposeeoRsOac e

(1) Observe-se que y@l,derivada de uma func#o absolutamente
contfnua,é uma derivada no sentido usual
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O problema andlogo para as derivadas seguintes ¢ ago-
ra de fdcil resolucHo. Para a 2& derivada da truncatura TH,
por exemplo,bastard aplicar duas vezes o resultado anterior,o
que d{

D2(TH) = (0PT).H + @' (07} 4 + P (0TS

E,dum modo geral,obtém-se por induc¢fo a férmula seguin-
te:

pP(1H) = (091).H + 90" Wom) ' +..ie p (07) § (071

Esta fdrmula j€ era usada (para o caso de ser T uma
func¢¥o) pela escola de Heaviside,mas precisava de ser aqui jus-
tificada,porque,na realidade,é utilizada o mais das vezes na
hipétese de s&r T uma distribuicgZo.

Poderia alifs deduzir-se a mesma férmula em condigBes
ainda mais gerais,mas issc nfo teria interésse para o fim em
vista,.

Vamos novamente analisar a aplicagfo..do método simbd-
lico,-comegando pelo caso de uma equagfo diferencial linear de
ordem n,de coeficientes constantes:

(1) aD%S+a;D""}s+,.,+a _,Ds+a S = T

Repare-se em que T € aqui uma distribuig¥o conhecida,
4 qual se imp¥i apenas a seguinte condig8o: no intervalo I~
reduz-se a uma funcfo localmente somévels Esta condig¥o po-:
deria ser ainda mais ampla: de qualquer modo,observe-se a que
disténcia j4 estamos da teoria cldssica das equa¢8es diferen-
ciais !

Pretende~se achar uma distribuig¢¥o S que verifique a
equag8o diferencial dada,(l),e ainda satisfaga 3s condigBes
iniciais seguintes:
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S(O-) = Oo,s.(o-) = cl ,..,....,S‘pql)(o.‘) = cn-l

designando ¢, ,Cy,ss.,C, 1 COnsStantes arbitrdrias., Quer dizer:

nfo s8o impostos os valores da distribuicgBio ingdgnita e das
suas derivadas na origem,mas sim os respectivos limites late-
rais & esquerda da origem,

Pode compreender-se,mesmo a-priori,que isto seja ne-
cegsdrio. Consideremos por exemplo,o caso de um circuito
eléctrico: pode muito bem acontecer que haja na origem dos tem~
pos um "salto",uma brusca variagfo,tomando para ineégnita a in~
tensidade da corrente num dado ramo,

Se (em certas circunsténcias,efectivamente ocorrentes)
a intensidade da corrente apresentar uma brusca variag¢fo na ori-
gem,-que sentido faria falar de valor da inedgnita na origem?
Certamente nenhum: mas fard sentido falar de limite & esquerda
da origem ! "

Portanto,as condig¢Bes iniciais (do tipo que adoptd-
mos) resumem,por assim dizer,t8da a'histdriamdo sistema cuja
evoluclio € descrita pela equacfio diferencial dada.

Aplicamos agora o processo da truncatura. Para issc
serd cdmodo escrever a equaglo dada sob a forma abreviada se-
guinte:

P(D)S = T ,

designando por P{D) o polindmio operacional

ao-Dn + es000@ o_+an_lD +an

(Como se sabe,ao polindmio P(x) = aox.ni-...ivan

chama-se polindmio caracteristico da equagfio diferencial dada,
no caso cldssico das fungBes).

‘Para efectuar pois a truncatura das distribuicg8es
conhecida e incdgnita,T e S respectivamente,o que hd a fazer €

multiplicar ambos os membros da equag8io P(D)S = T por H,o que
dard

r
Lp(ms} H = T.H
Utilizando em sentido inverso as férmulas hi pouco

deduzidas para truncatura das derivadas sucessivas de TH,¢ £é-
cil ver que se chega ao geguinte resultado:



-l ) 110
P(D)(SH) = TH +‘§;35357 T,

sendo os “bi combinag¥es lineares das constantes iniciais;

J1 " 8Cna1-1*31%n.g2 0 *8005.1%

( i = l,2,....,n—l)

E j4 agora se reconhece bem o seguinte: se existe uma
distribuic¥c S5 que verifique a equagfo diferencial dada e satis-
faga as condi¢8es iniciais dadas,o produto SH sd pode ser o que
decorre da igualdade seguinte:

P P L

E claro que "F%ﬁT' € uma fung¥o racional do operador

D. Para explicitar a sua incidéncia sébre uma distribuigfo,bas-
tard decompor o polindmio caracterfstico P(x) em factores li-
neares,e aplicar a férmula de decomposig¢¥o aditiva em fracgSes
simples como foi oportunamente indicado.

Resta saber ge existe de facto uma distribuig¥o S
satisfazendo a todas as exiglncias apontadas.

Para esta demonstracfo de existéncia,convém conside-
rar a funglo B = 1-H ., Poremos entHo,por definicfo:

H = T - TH

Daqui resulta que
T(H+¢H™) = TH + TH® = T

Depois,deduzem-se fdrmulas andlogas que d¥o,no caso.
geral,

Dk(TH) = (DKT) CH*‘ \e(k.l)(Q”)g “es0ees™ \e(o-) 30(‘-1)

(Comparar com a fdérmula da pdg. 108)

Para obter a solug¢lio da equagHo diferencial dada &
esquerda da origem,convém multiplicar ambos os membros da equa-
¢%o dada, P(D).S =T,
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por H',0 que d4 a equagfio seguinte:

[P(D).s | 8" = T
a !

E Sbvic que TH® serd uma distribuigfio pula & direita
da origem,

Podemos agora proceder de maneira andloga & de hh pou-
co com H” ; € ent8o a parte negativa SH™ da incdgnita S ,resul-
tard{ da equagfo

n-1

P(D) (SH") = T.4" ‘{éibi (1)

H

quer dizer,serd

o]
P

r Y i
SH* = p(;) ETH“ -5 5 J~‘i{§

Tinhamos hi pouco encontrado

n-1
adne .
1 z (1)
SH = — TH + % Zj

e d

t.

Convencionaremo: representar por 82 e Sl,respectiva~
mente:08 segundos membros das duas ltimas igualdades escritas,
Quer ‘dizer,verificam-se as igualdades seguintes:

P(D)S, = TH , P(D)S, = TH"

Somando ordenadamente,e atendendo a que P(D) & um
operador linear,vem:

P(D)(8,+8,) = T(H+H") = T .

Portanto, S,+S, & de facto uma solugHo da equacHo di-

ferencial proposta
' P(D)S =T \

Restava agora ver se S = 81*32 verifica de facto as
condig8es iniciais., A maneira melhor de fazer essa verificagéo
¢ mostrar J-priori que Sl+82 satisfaz na verdade is condig¢8es
inicials dadas,’
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(Recorrer is fdrmulas resolventes e verificar por substituig#o
ulterior que as condig¢8es iniciais s%o satisfeitas pela disori-
buig8o Sl+S2 seria muito mais laborioso) N#%o faremos porém
aqui essa verificag¥o,alids simples,para n¥o alongar demasizdo
a exposig8o. Note-se entretanto o seguinte:

A tdcnica usada para a determinacfio de SH e SH mos-
tra que a solucfo da equacHo P(D)S = T que verifica as condicSes
iniciais consideradas sé pode ser Sy*S, = SH + SH"a

Assim,além de exist@ncia de soluglo,fica provada a sua unicidade,

uma vez que lhe sejam impostas as referidas condig®es iniciais.
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Passemos agora ao caso dos sistemas de equagBes dife-
renciais, Antes de abordar a aplica¢¥%o do método simbdlico em
tal caso,convém recordar como se apresentam os sistemas de equa
¢8es diferenciais lineares de coeficientes constantes no estudo
de circuitos eléctricos de constantes concentradas.

0 caso mais simples que se apresenta é o de um circui-
to fechado gimples,isto é,com uma sé malha,na qual supomos exis
tir uma forga electromotriz E,func¥o do tempo,uma resisténcia
dhmica R,um goeficiente de auto-induc%o L,e um condensador,de
capacidade C,

Sabe-se que a intensidade I(t) de corrente num tal
circuito satisfaz % equagHo diferencial seguinte:

/t
L%—%—+RI+-%«/I(5)% = E
L0

supondo fixado um sentido positivo no circuito,por exemplo,o
sentido contrdrio ao dos ponteiros do reldgio.

Observe-se que o integral ali escrito representa a
quantidade de electricidade acumulada no condensador atZ ao
instante t. Dividindo-o pela capacidade C,obtemos a diferenga
de potencial,oposta a E,entre as duas armaduras do condensador.
Por outro lado,a corrente I introduz no circuito,em virtude da
auto-indug¢¥o L,uma tens$o interna oposta a E e igual,em cada
instante,a L ~%%— . Observe-se por dltimo que a intensidade I
¢ positiva ou negativa,conforme a corrente circula no sentido
positivo ou negativo; e que a tens#o externa E,em cada instan=-
te,é positiva ou negativa conforme a diferenga de potencial en-
tre os extremos (polos) da parte externa do circuito € positi-
va ou negativa a respeito do sentido fixado).
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Este 4 o caso mais simples de equagHo representativa
do regime de um circuito eléctrico: mas jé se trata,como ‘se vé&,
de uma equac¥o que n¥o € diferencial,~4 uma equagfo de tipo mais
complicado,fntegro-diferencial,uma vez que comporta,além de uma
derivada,um integral,

a uma eq.

E porém fdeil reduzir aquela equac¥oYdiferential: bas-
ta tomar como inedgnita a quantidade Q de electricidade armaze-
nada no acumulador at€ ao instante t,isto &,desde - até ¢,
Como ent8o-.-se tem I = -%%— ,a equacfo Integro-diferencial escri-
ta assume o aspecto seguinte:

)
149 ,p 9, 1 g.g
dt dt C

Trata~se agora de uma equag¢8io diferencial linear de 22
ordem de coeficientes constantes.,

Temos alids de acrescentar uma condigHo inicial,que
consiste em fixar a quantidade de electricidade existente no
condensadoz no instante o; seja Q (Observe-se que € fécil
trabalhar também com a equacBo fntegro-diferencial a que chega~
mos hi pouco,sem transitar para uma equa¢fo puramente diferen-
cial em nova varidvel).

scablesccses

Passemos agora ao caso mais geral: suponhamos que se
trata de um circuito mais complicado,com vdrias malhas,e até,
eventualmente,desconexo;isto &,constituido por cnrcuitos sepa-
rados,embora associados por meio de indugfio mitua (caso dos
transformadores). Podemos ter mais de uma forga electromotriz
exercide em cada um dos ramos d&ste circuito: p que hd a fazer
ent¥o & considerar as diferentes malhas,e atendendo 3s leis de
Kirchoff,deduzir daf equag®es diferenciais. E manifestamente
indispensdvel que essas equa¢Bes sejam independentes: hh ent%o
que seguir um critério de esc8lha das malhas de maneira a obter
equag8es independentes. Um dos processos mais prdticos consis-
te em considerar as chamadas correntes de malhas.

Suponhamos o circuito esquematizado num plano. Chamare-
mos ent¥o células ds malhas mfnimas,isto €,h4s malhas que n%o
cont&m outras menores,e atribuiremos a cada célula uma corrente
fictfcia,de forma tal gque num ramo comum a duas células,a cor-
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rente real seja a soma das duas fictfcias que 14 passam,com 05
devido sinal.(Para isso,hd sempre que fixar um sentido positivo
de percurso,-por exemplo,o sentido contrdrio ac do movimento
dos ponteiros de um reldgio)., Ent8o.teremos J€ a certeza de que
as equac8ies que se obtiverem s¥o de facto independentes.

Ilustremos ¢om um exemplo o que se acaba de dizer,(Fi-
gura junta),

Numeremos as malhas,afectando do respectivo fndice as.
intensidades correspondentes; quanto 4s férgas electromotrizes,
resist8ncias e tensBes,poderemos adoptar a convenglo seguinte:
quando um mesmo edemento pertencer a duas malhas,utilisaremos
dois indices,correspondentes tquelas duas malhas,(Assim,por
exemplo,aparecerd uma capacidade Cy,; na majlha 2,4 qual perten-
ce exclusivamente,situa-se outra capacidade,cz.etc)o Observe-
-3¢ que entre as.malhas 3 e 4 se exerce uma indug¢fo mdtua,que
designaremos por MB&'

j ' V&%AN y l
Iy |
By, | Q i /{énl‘

Ry

23

{} g

I
E, . V/I-;\O = 3%
| l

I
i

Ve jamos,por exemplo,o que nos d4 a malha 1:
N t
-

degsignando por El a forqa_electromotriz da 1% célula,
A 2& malha d4,(designando por E, a respectiva férga
electromotriz)
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t t t
o,7 [Ty 4%+ 5 [T 4 JCEB (I-I5) 4= E,

léoc - o ;Qo

Da andlise da 3% malha,deduzimos

t .
Ry4(I3=I;) + RyIy + %, /(13-12) Y + Iygpe + My —gpt—o

Na 4& malha,obtemos
dI dI
Ly, e * My e * BT, 7 0

Uma vez determinadas,mediante o sistema de 4 equagfes
Integro-diferenciais a que chegdmos,as intensidades 13,1514,
Ih em func8o do tempo,ficaremos a conhecer o regime do circuito
desconexo que estivemos a anelisar. Aquele sistema de equa-
¢8es integro-diferenciais pode ser tratado directamente pelo
método simbdlico.

‘Mas pode também ser substituido por outro sistema de
equag8es diferenciais lineares de 2& ordem de coeficientes cons-~
tantes,

De um modo mais geral,iremos estudar a integracg8o de
um sistema de equac¢Bes diferenciails lineares de coeficientes
constantes, E veremos também com exemplos concretos fue se
torna aqui j4 inevitdvel o emprego das distribuig8es: estas
deixam de ser apenas instrumento cdmodo,aparecem mesmo como in-
dispensdveis para o estudo correcto dos fendmenos.
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