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CJ(LCULOSIMBdL,ICO 

9. liçlo (1) 
Resofux�o de sistem!§ de.e9ua�6es diterenciai� 
lineares de coeficientes constantes 

r , •• _ l 

Antes de apor4ar o estudo dos sistemas de equações 
diferenciais lineares.conv($m fazer uma referência a uma outra 
forma de Cllculo simb61ico,ainda nUo considerada nas lições an­

teriores. 
o cllculo das funçt5es racionais do operador D gue 

f'o1aqui anteriormente estabelecido tem como principal objecti­
vo a integraçlQ de equaQt5es diferenciais lineafes de coeficien­
tes constantes,olt de sistemas de tais eq,uaçfSestcom dados inici ..... 

ais a satist'az�r. 
Mas,como se sabe,muitas vezes interessa conh�cer não 

O integral que verif'lç:a determinadas condiç3es iniciais,-mas 
sim o integral geral . Vamos ver que o Clleuio Simbólico pode � 

em parte,ser modificado de modo a permitir ,obter, directamente o 
integral geral duma equaç!o QU, dum $1stema. Para isso façamos 
algumas consideraç�es de ordem geral. 

Dada uma ap11caç�o Ide um conjunto E num conjunto 
F t chama-se }.magem inversª pomp1eti\ de um elemento a t F ao con­

junto de todos el�entos x de E que s!o transformados em � por 
meio de Ii,-.isto ,,o con-junto de todos os elementos x( E tais que 

m.(x) .. a 

A �agem inversa completa de ! designa-se pelo s!m­
bolo ,(-l)(a) 

•• ' • • • • • •  $ ••••• 

(1'') Para um estudo pormenorizado dos assuntos que vão ser trata,,,, 
dos nesta liç!o,pode consultar-se uma memdria de ANTdNIO 
CgSAR DE FREÍTAS,a publicar oportunamente na Revista da 
Faculdade de Ciências de Lisb8a e na qual se estabelecem 
v�rios dos resultados aqui expostos. 
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Vê-se assim que,em geral,o s!mbolo 1(-1) representa 
um operador R.,lur!voco, que a c ada ele.mento a E F faz correspon­
de� uma pàrte de E. 

Suponhamos agora que E e F sao espaços vectoriais Sô­
bre um mesmo corpo K; e que I e � s!o aplicaç5es lineares de 
E em F 

Define-se a � dem ( -l ) com 1"(-1) mediante a igu-
aldade: 

em que o 22 membro representa o conjunto de todos os elementos 
que se óbt�m somando cada um dos elementos do conjunto .(-l}(x) 
com cada um dos elementos do conjunto. �(-l)(�) 

An�logamente,o produto por um escalar ·k pode definir ... 
-se do modo seguinte: 

Exemplifiquemos com o ope�ador D definido no conjun­
to de todas as distribuiç5es. 

Seja T uma distrib�içtto qualquer. 
O s!mboloD( .. l)T represent.a evidentemente a totalida­

de das distribuiç5es,S,tais que DS == T .  Quer dizer,n ( -l)T 
representa o conjunto de todas as llt.Lmitivas de T 

Suponhamos que T :;II Dnr, COtll r€-. c (I). Entao uma primi­
tiva de T será 

designando por c um ponto qualquer do intervalo I. 
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Qualquer outra primitiva· de T obtém-se a partir daque-
la,por adiçr10 de uma constante. 

Ora o integral entre � e 2f de uma distribuição não �t 
em geral,def'inido: no entanto,para manter tanto quanto poss:!vel 
as notaç6es a qUê estamos habituados,convencionaremos represen­
tar pela notação 

uma das primitivas de T,escolhida arbitrhriamente. Assim,o con·� 

junto de todas as primitivas de T será 

j�(t) dt + C , 

designando C'uma constante arbitréÍria. 
Outra convenção que convém adópt�r por vezes é a se­

guinte: quando nlo haja perigo de confusão,em lugar do s!mbo:J,.o 
�(-l) poderá usar-se o símbolo +. No lQ · dêst es símbolos, 
o expoente .:! colocado entre par�ntesis lembra explicitamente 

que possivelmente c operador m nlo é revers!vel,e portanto o 

inver�o de m nlo. existe (eventualmente) como operador unívoco II 

Todaviare sempre que .isso nlo suséite conruslo,usar­
-se-d o smbolo T para. significar o mesmo que o s:!mbolo ai("'�) 

Record�os agora que o cdlculo das f�J�e� racionais 
de um operador D,repre�entadas por fracç�es � g ,cujos ter­
mos silo polin&mios em D,-recordemos que êsse cálculo foi estGl� 
belecido bn�camente no caso em que o operador D se restringe, 

por ex�mploJao espaço das distribuições nulas h eSquerda da 
or1gem.ou nulas h direita da origem. Ainda pode,aliêÍs,esta­

belecer-se êsse c�lculo noutros casotS,no� quais se possa asse­

gurar a reversibilidade do ·operador D-c:t , qualquer que seja o· 
e'scalar o< Vimos tamb'm que o · cálculo dessas funç5es ra­

cionais do operador D se faz mediante uma r&rmula muito simples0 
Pois bem: no c�so particular em que o n�erador,P(D}, 

.se reduz a uma constante,P(p) = k,e �& nesse caso,a r6�ula 
que �tilizámos (para c�lculo das f'unç5es racionais de D, em 

CiO:) ou 0;(1) ) ,continua a ser v�lida.mesmo quando D,� defini ... 
do no espaço �e todas as distribuiçtses,desde que se adoptem as 

convenç�es preced�ntos. 



Para aplicar essa t&rmula,precisamos 
duz o stmbolo (D- �)(-l) ao incidir sÔbre uma 
ou seja,qual , o significado de 

1 D.;..oc • T 
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sabe� a que con­
distribuição T, 

Trata-se do conjunto de todas as distribuições S que 
verificam acondiçlo diferencial seguinte: 

DS - o( S .. T 

Raciocinando agora como no caso anterior,(8& lição) 
chega-se thcilmente k 'concluslo de que o integral geral desta 
equaçlo em S " 

s . •  I"x j:.'" tT(tl dt + C e"'t 

gesta urria expresslo bem conhec:ida da teoria cl�ssica., 
-mas temos. de dar sentido ao in.tegral indefinido ali presente: 
representa,como se sabe,Ym! primitiva da distribuiqlo e-wtT(t), 
na qua.l se substitui t por�. Ora.,raciocinando como no rllti­
mo dia ,podemos dar ainda hquela expresslo a forma 

s j:",(X.tlTltl dt + C e""X 

Mais geralmente,o s!mbolo 
conjunto.de todas as d1stribuiQt.5es 
S da forma 

1 T representa o 
(D_ot)n 

crx QlX dt+C16 +C2xe · + ••• ê.�e 

n-l o!x 
••••• +Cnx e 

des$,gnando Cl'02' ••• • ,Cn constantes· arb1tr�rias. (Tal como na li·· 
ç!o anterior�o s!mbolo de integral est.!Í a indicar uma primiti­
vaçlo em o�dem a t,seguida duma substituiQ�o de t por x) 

E,tinalmente,sendo v.!Ílida aquela r&rmula {como fàcil­
mente se verifica por induqlo} podemos reconhecer que o inte= 
gral gsm de uma equaç!o diferencia� linear de coeficientes. 
constantes P(D)S • T 
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4 dado pe�a r&rmula 

em que Cij (i.1, • • • •  ,Pi j=-1, • • • •  ,r,) são constantes arbitréÍrias 

[-Basta utilizar a decomposição de _p�l"(DM}­
simples 

... 

r;. 4. 

� j=l ] 
em fracç5es 

o 2A somat&rio da expressão geral déÍ todas as distri-

Sf; P (D )(-1)'f isto ti J 

-p_ �. 
. 

2.. �. Cij xJ eO';. x 
i=1 j=l 

,4-como logo se reconhece 

-o iqtegral geral da ê9uac!o homog�nea P(D)S =- o 

associada à equaç!o inicial,integra1 êste gue coincide com o 

gue � fornecido pelo m�todo cléÍssico para eguaç3es diferenciais 

ordinlrias. --

Observe-se pois este facto importante: na passagem da 
teoria das functses Rara a teoria das distribuic5es.o integral 

�ral da�uaç!o homog4nea não se modifica! Trata-se,& claro, 
de equaç5es homog4neas de coeficientes constantes,mas êste.f'�c­
to foi mesmo demonstra.do por Schwartz para as equações diferen­
ciais lineares cujos coeficientes slo funç5es indefinidamente 
derivlÍveis. 

!8se f!acto deveras importante � ,consequência do axio­
ma D"3 das distribuiç6es,segundo o qual,se far DT = o,a dis­
tribuição T reduz-se neces�hri�ente a uma constante: T = C. 
Daqui já tínhamos inferido que,se a deriyada de ordem n de uma 

distribuiç!o � nula,essa distribuiçlo 4 um polin&mio de gr<!u 
inferior a!'H agora chegamos bastante mais longe. 

Uma vez mais ressalta a importancia decisiva do axio­
ma D"3,na est-ruturaçUo da Teoria das Distribuições. 
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Posto isto,podemos tratar dos 

sistemas de equações diferenciais lineares de cóefiç,i�n",: 
tes constantes .. 

• 

(1) 

'Dd-se êste nome a todo o sistema de equaçtses do tipo 

Pll(D)Sl+P12(D)SZ+············+Pln(D)Sn .. T1 

P21(D)Sl+P22(D)S2+·�········+P2n(D)Sn .. �2 

•• � •• � •• • • • • • • •• • • • • •  � • • •  � • •  c • •  9 • • • •  �" • • • • •  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . � . . . . .  

sendo T1J,T2,�·:.,Tm diE;ltribuiçl3es cophecidas,Sl,S2, . . .  ,Sn dis­
t�ibuiçeses .inc&snitas ,.8 P ij(D) polin&mios em D de coeficientt�s 
escalares. ('"constantes") • 

' 

g claro que podemos,abreviadamente,tepresentar o sis­
tema anterior sob a forma 

(i-i,2, .. . . ,m). 

Para abordar o estudo de tais sistemas,conv�m estabe­
lecer desde j4 umprinc�Rio de eguivalência de grande utilidade. 

Suponhamos o sistema precedente escrito sob a forma 
condensada seguinte 

{i=1,2, • • •  ,m} 

o princípio de equivalência pode ent:1o;enunciar-se: 

O, si.stema dado � e9uiva�ellte §o gue se obt�rn .... �1;!.b . .§"t�­
.tuindo uma eguaç,!o - Ror �eemElota de ordem i - pela 
eguac!o 

designando Q(D) � qualquer polin&mio de derivaç!o e �od�ndo 
ser 'k = 1,2, •••• ,m 
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A equivalência dos dois aistemas,-o inicial e o assim 

obtido,-decorre imediatamente das seguintes observações:, 

a) se existe um sistema de distribuiçaes (Sl'S2'$&,Sn)' 
que verifique o lA sistema de equações ela verifi .. · 

ca ta.mb�m a p:recedente equaç!Q ( "' ) , porque torna 
\ 

Xi igual a TiJ� Xk igual a Tk,e verifica portanto 

o 2Q sistema. 

�) por sua veztpodemos regressar do 2� sistema ao ini� 
ctal,por uma operaçlo perfeitamente aniÍloga,que 
consiste em somar a ambos os membros da equaçtto d� 
ordem. !,ordenadamente,os dois membros da equaç!o. 
de ordem k (equaç5es consideradas no 2A sistema)r� 
multiplicadas por -Q(D). 

Portanto,toda a soluç!o do 2� sistema.� solução ainda 
do sistema dado e os dois si$temas s!o,de tacto,equivalentes. 

. . . . . � . . . . . . 

Ao estudar o sistema. 
n 
� Pi�(D)Sj • Ti (i-l,2" • • •. ,m), 

podemos desde j' supor que pelo menos um dos coefieientes de. $1 
& diferente da zero; se·todos êsses coeficientes rôssem nulos, 
a inc&gnita S1 n�o existiria �o sistema dado. Mediante even­

tual reordenaçlo das equaçf5es J podemos sempre sup6r que êsse coe· .. 

ficiente nlo nulo de SI (cuja existência e�t� assegurada) 4 pra. 
cisamente o que figur� na 1& equaçlo: ser�,entlo, Pl1(D) I o. 

(Quer. dizer,Pl1(x) �Io , polin&mio idênticamente nulo) 
Vamos agora ver que,aplicando o princ!pio de eguiva­

lâl'}c� (de sistemas) anteriormente referidO,' pos�!vel substitui!� 
o sistema dado po� um outro sistema (equivalente) ,em q�e são �­
!op todos os coeficientes de S1 nas restantes equaç8es,-i.sto �, 
consegue-se eliminar SI em todas as outras equaç�es. Supondo 
que jA slo todos nulos êsses restantes coef�cientes deS�-nada 
mais 4 preciso fazer; mas se hd um nlo-nulo,podemos ent�o supôr, 
sem quebra de generalidade,que ttgura na 2& equaçUo;P21(D) r o; 
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pod.enios mesmo sup6r que o grlÍu de Pll (x) � superior ou igual ao 

� P2l(x). (Se assim não r6sse,bastaria trocar os indices das 
equações para a situaç�o ser a que admitimos ) � 

Podemos ent�o c.eterminar o quociente,Ql ( x ) ,e o resto, 
R 1 (xl ,do polinÓmio PIl (x) pelo polin6mio P2l (x). Sabemos j� 
que as regras usuais de c�lculo para os polin6mios se mantêm 
para os polin&mios'em D: então,se aos dois membros da 1& equação 
do $istema adicionarmos,orden�damente,os dois membros da 2A equa­
ção,multiplicados por -Ql(X) ,obtem-se uma equação em que o coe­

ficiente de 81 4 R1(0). 
Na verdade, tendo em vista que 

efectuando as operaç5es indicadas sabre as equações 

obtem-se a equaç!o 

Pll(D)Sl+······· • Tl 
P21(D)5l+······· • T2 t 

Quer dizer: substituimos deste modo a l� equaç�o por 
outra,cujo coeficiente de 51 tem certamente grlÍu inferior ao 

que apresentamos naquela. Agora,procedendo para o par d� 
equaçesea obtidas como para o anteripr e assim sucessivamente, 
iremos necesshriamente cair num resto nulo,�porque estamos afi­
nal a. seguir o m�todo do alfnritmo de Euclides ("das divis�es 
sucessivas"). O dl timo p� lindmio nlo nl,llo que se obtém é o 

m.d.c. dos dois primeiros: por conseguinte,no final,uma das equa­
ç5es ter� coeficiente nlo-� J1J de 51,enquanto na outra êsse coe­

ficiente ficard nulo. 
Coloquemos a lI. db...lsas equaçtses (onde 81 persiste) ,em 

l� lugar. Trab�lhando agora com esta "nova" equaçlo e com a 3!1. 
do sistema . 'dado ,de maneira anlÍloga se <D nsegue anular o çoefic i·· 
ente de 31 numa delas; e procedendo assim sucessivamente, acaba­
remos certamente por eliminar 51 de todas as equações excepto 
�,que colocamos em lR. lugar. 

Pod� acontecer que,ao proceder daquele modo,se tenham 
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eliminado automàticamente S2,S3, • • •  ;Sn em todas as outras equa­

ções,isto �,se tenham reduzido a zero todos os respectivos coe-
ficientes. Se isso acontecer j� n�o seria preciso ir mais 
longe na nossa anéÍlise. Porém,se assim não fôr,podemos sempre 
admitir-(hparte eventual reordenaçllo das inc6gnitas) que um dos 
coeficientes que ain.da não s�o nulos � o de 32 na 21. equação. 
Raciocinando então p�ra as restantes equaç3es como fizemos pa­

·ra o sistema inicial, chega-se h conclusão de que se pode eli-
minar 32 em todas elas menos numa. Aplicando êsteprocesso 
sucessivamente às véfrias inc6gnitas restantes,chegaremos por 
�im a. um sistema do seguinte tipo: 

(2) 

Qll(D)Sl+Ql2(D)S2+····+Qlp(D)Sp+.···+Qln(D)Sn • Tl 

.. Q22tD)S2+ • •  ··+Q2p(D)3p+····+Q2n(P)Sn • T2 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . � . . . . . . . . . . . . 

o I; T m 

Apr�sença,no final dêste esquema,das equaçtses O" Tp+l' 
••• • � o = Tm,corresponde h hip&tese possível (j� assinalada) em 
que,a partir de certa ordem,se eliminem automhticamente as 

inc6gnitas restantes em todas as equaç�es que faltasse ainda 
considerar. 

Bem entendido,- isso pode tamb�m não acontecer; � o 
caso em que p = m,- caso em que tais equaç�es não aparecem. 

(E pode tamb�m acontecer que m=n). 
$uponbamos m>p S� porventura uma das distribui-

ç��s Tp+1, • • • •  ,Tm não fôr nula,a correspondente equação ( em que 
essa distribuiçlo aparece igualada a zero) d impossível: e como 

o sistema em que tal equação imposs!vel figura � equivalente ao 

sistema inicial,êste ser� tamb�m.um sistem.a i-mpossível. 
Se asstm n�o f8r,isto &,se todas as distribuiç�es Tp+1, 

• • • •  ,Tm forem nulas,aquelas �ltimas n-p equaç�es do sistema (�) 
8110 tlidentidadest9,não têm pois interêsse no que toca b. resolução 
do sistema. 'Este caso cprresponde a haver no sistema dado 
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n-p equaç8es dependentes das restantes,que autom�ticam�nte o 

processo de reduçlo que.pr4ticamos el�inou. (Por ex. ,no caso 
de circuitos el�ctricostse tivesse havido um,engano e se tives­
se escrito uma equaç!o dependente das outras,-pelo processo es­
tudad.o tal equaçlo s$ria eliminada). 

Sendo n;> p,passam-se as inc6gnitas Sp"'l' ••• ,Sn para 
os segundos membros e arbitram-se os seus "valores": o sistema 
ter� assim uma origem suplementar de indeterminaçlo. 

Volvendo agora k hip6tese m >p,suponhamos que as rll­
timas m-p "equaç5e's s�o igualdades triviais que se suprimem,e 
que j� se passaram para os s�gunr;los membro.s das p equaç8es sub­
sistentes as inc&gnitas Sp+l •• • •  'Sn. Designemos ent�o por 
T� ••. • ,T; oS raspectivos segund.os membros. 

Ne$tas cirounst4nc1as,a liltima equaçlo ficar� a ser 

Trata .... ti pois de uma ,guaelo difergncial linear num! 
3d inc&gni\!1 Ora,9ste caso jd foi estudado: podemos determinar 
o integral. geral respectivo pela t&rmul$ j,{ apontad$. [começ ...... 
r!amos por calcular as ra!zea da equaçló Qpp .·x) ..• o J e efectuar 
a d.ecompos1çlo de Qpp(X) em factores lineares; etc - obtendo 
finalmente a totalidade das solu.Qtses Bp ,mediante a r&rmula es­
tabelecida (pllg.121)]. 

Depois ,prossegue-se na resoluçlo do sistema, subst.uin­
do,na penl.Üt1ma equaçlo dêste,Sp pela sua expresslo jd obtida, 
e isolando no lA membro o termo em Sp_l: ficamos a$sim com uma 
equaç!o d1terenc�al linear na dnica 1nc&gnita Sp_1,equaçlo que 
sabemos integrar,-e assim,por reoorrência,acabamos por obter 

as express8es gerais dé tOdas as 1nc&gnitas,express�es essas 
queconst1t.uem o .1ntegri� geral do sistema dado. Ficamos a 
conhecer ao mesmo tempo o nWnero d.e constantes arbitr�rias:.iri" 
depeDdente� que contém aquele integral geral. Por exemplo,a 
dltima equaçlo 

apresenta no seu integral geral,constantes arbitrdrias em nú­
mero igual 
De um modo geral,designemos 

ao grliu do polin&mio Qpp(x}. 
por � 1 o gr'u do polin&mio Qii (x) li 
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Com esta notaç!o,o ndmero de constantes arbitr�rias 

presentes no integral geral da equação de ordem 'p é J4
p

i.ser;i 

t p':'l .. o nlimero de constantes que o integral geral da equáção 

de ordem p-1 cont�m,etc,n.;. totalidade,é certamente 

'0 rtrlmero de constantes arbitr�rias que figuram no integral ge­
'ral do. sistema d�do. 

Repare-se tamb�m neste facto importante: é que se fôr 
efectivamente n>p.o integral geral do

. 
sistema dado dependerás. 

nUo s&mente daquelas constantes arbitr�rias .. mas também de n-p= 
$ . . 

distr1buiç3es arbitrárias ,Sp+l' • • • ,3.n• 
Estcí assim esclare,cido inteiramente o problema da de­

termiMaçtto do integral geral. 

De res�o é sabido que,em geral,o c�lcul0 do integral 

é um problema de resolução mais f'�cil do que os problemas que 
se lhes seguem: determinação da solução que verifica certas C0n 
diçt5es,-condições inicia:ts,ou (problema mais qel'icado ainda) as 
chamadas condições nos limites. 

No caso · do sistema estudado, 

n 
"'" P . .  (D)S. := T. L.. �J - J J. j=l 

(1=l,2z· • •  ,n) 

uma vez determinado o integral geral, se ressem dat�as condições 
iniciais,podíamos determinar as const�ntes de modo que aquelas 
condiç3es se verificassem. Mas isto,no 

, , 

sistema de equações de penosa resolução. 

eatura de que já fizemos uso permite-nos 

modamente ao resultado,como vamos ver. 
Suponhamos que é dado o sistema 

caso geral, iaria um 

Ora, o método da 1nm .... 
chegar muito mais ch-

�om as condiç5es iniciais definidas do modo seguinte: 

designemos por mi o maior dos gr<Íus dos polin6mios Pij{x) , 

para i -1,2, • • •  tm; hs soluções do sistema são impostas as con-



diç3es iniciais seguintes: 

e designando sik) a derivada de ordem k da distribuição inc&­
gnita,Si lO 

Quer dizer: :imp5eflul�ae os limites li esquerda da ori­
gem das incqgni tas, e das suas derivadas at� c erta ordem;. (Sup5e .. ' 

... se que � esquerda da origem,as distribuiç6es Ti se reduzem a 

funç�eslocalmente som�veisJcom derivadas at� uma ordem conve­

niente,se tal rar necess�rio). 

Mas desde logo surge uma questão bastante delicada, 
que muito deu que pensar: � que aquelas condiç6es iniciais em 

geral D!2 podem ser independent�!J,-nlo podem ser fixadas arb:L­
trhriamenteo 

Suponhamos que se aplica o jd referido m�todo da 
tnmqatur,.!: multiplicam-se ent.�o ambos 0$ membroa de cada uma 

das equaç5es do sistema por R,o que permite ,passar a um siste ... 

�na da forma: 
-

lIlI T. J. 

-sendo Ti a soma de Ti com uma combinaç�o linear de derivadas 
de J ,co7;lforme se viu na última liç!l{o. Procedendo como fOi 
indica.do,podemos determ:J.nar as distribuiçt5es SjH. 

An�logamente,poder!amos agora multiplicar h direita 
as eqúaçr5es do .sistema dado por H* [ =l-H] ,para determinar a· 

parte negativa de cada inc&gnita,SjH* 
Represen�emos enttto,de um modo geral,por S� a expres­

slo obtida para SjH,e por 81- a expressão obtida para SjH�. 
t :r4d.l yer�racioc1nando como na dltima liçfJ:o ,que 

as distribuiç5es 

(j=l.2, • •• tn) 

constituem uma soluÇãO dú ,,:d .. �c-�n'!� d�nt"l �m�!:t pnõt? Q�"''>''I-4- O""''''' 

tai� distribuiç6es .nlo verifiquem a$ condiqtses inic1ais se -estian 

for.em dadas arbitrkriamente� e isto,mesmo no caso em que 
m=n=p • 
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Como determinar �-prior1 as relações obrigat�r1as en­

tre as condiç�es iniciais? � o que vamos ver agora,limitando­

-nos,para maior .simplicidade,ao caso e� que os polin&mios de 
derivaç�o sUo de gr�u n�o superior a 2,-que � o caso dos sis­
temas de equaç�e$ da electrotecnia. 

Isto �)vamos supor que 

sendo ai'j t bl.' .,c.. constantes (escalares) conhecidas. . . J J.J I. 

Então,prova-se que,aplicando o jd referido Qrlnc!pi2 
dç eguival�J.lcia,4 sempre possível substituir o sistema prop?s­
to por um sistema da forma 

(i-1, • • •  À ) 

(e=.Jt�l, • • •  ,m) 

e sendo diferente de zero o determinante 

(Este determinante sup5i-se constituído pelas A 
linhas de coeficientes de n2 nas primeiras ). eq�aç5es do sis­
tema (3); pelas�-À linhas de coeficientes de D presentes nas 

� - À equaç6es seguintes do mesmo sistema,e pelas m-l' linhas 
de coeficientes de inc&gnitas presente� nas restantes equações) 

Obt�m-se pois um sistema formado por um certo nrlmero 
de equaç�es diferenciais gue s!o efectivamente de 24 ordem e 

gue n�o P2dem reduzir-se a eguac5es de certa ordem inferiot; 
um certo ndmero de equaç3es diferenciais que s�o apenas de l� 
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grdezq,e por fim,equaç3es de ordem o,isto �,equaçt5es �el'amente 
!il,�db:r1calli 

Como conseguir este resultado na pr�tica? Súponha­
mos dado o sistema inicial: procuremos suprimir D2 numa das 
equaçt5es. Bastard somar ordenadamente aos dois membros de uma 

delas.os do1s membros de outra multiplicados por uma constante 
conveniente,{um es�alar). E pode a�� acontecer que,ao tentar 
suprimir D2 para um dos coeftcientes,desapareça em todos os ou-

tros. De qualquer modo,htÍ que fixar o facto seguinte: em. 

geral,no p�oblema em causa (quando réterente.a circuitos el�c-
. . 

trilcos) nlo � neces$2Írio efectuar derivaç{Ses,basta empregar co-
mo factores ��er2�,e não po11n&mios em D. (Nos casos. que se 
apresentam concretamente em problemas de Electrotecnia,parece 
estar mesmo demonstirado j� que ntulCa 4 preciso,para o fim apon­
tado,empregar derivaç5e$). 

Repar� ... se por'm em que pode acontecer,em particular, 
ser'Ã-mtiato ',que todas as equaçt5es sejam efectivamente de 2:" 
ordem,sem que seja possível-baixar essa ordem. 

Entlo o sistema dir-se-� irredutível. Quando m=n, 

isso acontece em particular quando o determinante constituido 
pelos coeficientes de 02 para todas as inc6gnitas � diferente 
de zero. � entt110 indtil 'tentar o abaixamento de ordem das 
equaçt$es: n�o se consegu:1rêÍ substituir equaç}lo alguma por outra 
de ordem inferior. � ali�s êsse o caso mais simples: p�ra 
resolver o sistema dado,bastar' aplicar a regra de Cramer,tra� 
tando D como um símbolo num�rico. 

E em tal caso a�. constantes gue fi",guram nas condiç5�� 
iniciais :eo�e� el}t�o ser 12ert'eitamenlie arbitréÍrias. 

Voltemos ao caso geral: $uponhamos que ,depois de fei­
tas as poss!veis reduç�es de ordem,existe pelo mepo§ uma equa­
ç!o diferenci.l de l� ordem no sistema: 

Entlo,se considerarmos os limites h esquerda da ori­
gem de Sj e de Tk,êsses limites devem bbviamente verificar aqu� 
la mesma equaçlo,isto ,= deve ter-se 
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Designando por.O ji e por Cjo,·respectivamente ,os limi­
tes S�(o-) e Sj(o-),as condiç�es a que estes sao obrigadOR es­
crevem-se; 

i:� j=ll �j Cji ... Ckj C jo ] 

Quer dizer se as diatribuic3es Sj'" verificam de fac­
��-º s1s�ema'dado8necesskr1amep�e ocorrem as precedentes rela­
s,§.�.� (4) entre os valgres Cji .L.Q.jo dos limites laterais das- in ... 
��&�itas é su�s derivadas, II1s limites nlo podem pois ser in� 
geI?�ndentes � verificam aquela.!)A .. À. egvaçf)es de condic!o. 

Suponhamos agora que, sendo m> n, hk pelo menos uma 

equaçlo algébriçA CequaQ!o diferencial de ordem .0); ent!o u.1ta 
r�l,.ç�o a -ve�1r1car necesskriamente pelgs l·imites das inc6gnitas 
ª.j � esgu�rda da origem seÚ 

n 
--

de:': cej Sj(O·) • T�(o") j*l 
Haver' 8.ssim,poistno caso geral,mais m-�relações 

obrigat&rias entre os dados iniciais .. 
Prova-se que as relaçe5es indicadas entre as constan­

tes ocorrentes nas condiq�es iniciais slo independentes e s�o 
��çi!S aquelas que se devem verificar. Isto i ,.-prova-se que se 

as constantes iniciais torem tomadas de modo a verificarem-se 
aquelas relaç5es,entlo as express�es que obtivermos para as in­
cóg�itas Sj pela ap11caçlo do m'todo exposto verificam de fac­
to,.a14m do sistema dado,as respectivas condições iniciais. 

MIo faremos aqui a demons�raçlo do que acaba de afi! 
mar-sei o que se disse , suficiente para aplicar pràticamente o 

m'todo simbÓlico tl integraçlo de sistemas de equaçe5es diferen­
ciais do tipo estudado.(l) 

Segundo o crit4rio hk pouco reter1do,obtêUl-se todas 
as relaçtS'es que devem condicionar os dados inic iais ,relações es ... 

'sas que slo sempre independentes. Posto isto, a resoll,.lção do 
sistema' f'cil: pode fazer-se pelos m4todos habituais,tratan­

do D como símbolo num4rico,-depols,' claro,de ter efectuado a 
•••••••• o· •• 

(l) Cf .mem&ria c'itada de A.C'sar qe Freitas,a publicar oportuna­
mente 



1 32 
truncatura das inc&gnitas para introduz ir nas equaçtSes os d�dos 
inic iais • 

• _ L ....-

Pelo que s e  dis s e , �  j á  possível aval iar quanta comodi­
dade adv'm do re curso ao m�todo simb&lico no c aso estudado . � 
t.ambém íllei.l rec onhecer ti sua enorme vantagem em relaç!o ao em­
prêgo da transt'ormaçlo de Laplac e :  at � porque este método exige 
restriç5es severas s8pre os segundo s membro s das equaç f5e s , e  afi­
nal de c ontas nlo justifica em nada o que s e  faz ao apl icá:-lo . 
Quer dizer : seguindo tal m4todo , aplica-se  a transformaçlo de 
Laplac e ( qu�ndo isso 4 possível ) aos do i s  membros de c ada equa­
j�!o em c ausa , acham- se as soluç5es regre s s ando das imagens aos 
originais , e  proc ede�se depo i s  k substituiçlo dessas soluções 
nas equaçeses dadas , para v e r  se se trata efect ivament e de solu­
q5es , .e se slo verificadas as respectivas condiç�és inic iais . 
Em res�o-o processo nUo , de modo algum fundameptado . [Poderia 
at' reputar- s e . preterível o �so do m'todo de Heavi s idê conf ina­
do ao seu aspect� heur!st ico , -que os repetidos êxitos da expe­
riênc ia tornavam digno de. "confiança" J . 

Pelo contr�rio p podemos t er a certez a  de que , proced�n-. 
do como foi indicado , chegaremos ks soluç5es do sistema dado , sen ... 

do c erto ainda que tais sO,luçtSes verificam as condiçtses inic i­
ais correspondentes . A$sOC iada a e sta segurança � h� que toc ar 
ainda. no m'todo s1mb&lico . B.  sua s impl ic idade de aplicação ·efec­
tiva , o  seu aspecto "pr4t1co" .  

Ser' agora intere s sant e M9 strar que a intervenção das 

distribuiç6es ( na integraçlo de . s i s t emas de equaçtses dif�ren­
c. iais lineares ) nlo se traduz apenas em maior �omodidade , a  qual 
oferece ali�s ainda um aspecto dec is ivo que importa menc ionar : 

na apl icaçlo do m'todo exposto ; podemo s empregar polin&mios de , 
g!rivac!o quantas vezes 9uize�ojà , s em preocupaçUo re strit iva 

alguma , porque as distr1buiçtses slo sempre deriv'veis ;  s e  s e  t ra:" 
tas s e  de funçtses ( ,snicas que intervêm no m'todo cllÍss ico da 
transfo rmação de Laplace ) , s eriam nec essdrias prec auç õ es perma­
nent e s  no que toca � derivabil idade das funçtses em c ausa at' h 
ordem nec es slÍria . 

. 

Pode mostrar-se que a intervenç!o das distribuiç5es n!o 
, aqui apenas um recurso de comodidade , - ,"" , em c ertos c asos im-
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B���c1qd!vel , neste sentido : h� fen&menos cuja interpretaçlo c or-
recta s& pode ser feita por meio das distribuiçees . 

Ji t ínhamos visto exemplos d�sse facto no c aso part i­
cular da distribuiçlo � ; mas o mesmo caso pode . ocorrer com de-
rivadas de � Vamos estudar um ex�mplo concréto , no caso s im-
ples de � c ircuito el�ctrico . 

Seja a aasoc iaçlo magn4t1ca de c ircuitos :  
, 

J p; t�.J� 
J 

W i �  10/ 
Ri R2 

As leis de Kirchhoff dlo neste 'caso , tomando para inc�­
,nitas 'as carias Ql , Q2 J em vez elas respectivas intensidades Il , . 

12 

j ( L1D2+R1D ) Ql+MD2Q2 • E 

l Ml)2Ql+ ( L2D2+R2D+ + ) Q2 · 0  

Se o determinante 

L·' 1 M 

ter diferente de z ero o sistema 4 irredut!vel : nlo � pos s ível 
substitui-lo por um outro equivalent e , em que uma das equaç5es 
seja , por ex" de lA ordem e a outra de 2& ordem .  Portanto , nêste 
eas9 .9� dados inic iais podem ser inteiramente arbitréÍrios .. e ,  _ 

,�a ve!. introduzidos no sistema pelo pro c e s so da truncatura . a  
roso�uclo pga. fazer-se . por ex. , pela resra de Cramer . 

Mas suponhamos agora que se  tem 
L1L2 _ M2 • o 

(Diz-se neste caso que a ind",t!ncia mdtua � l?!rfe�tal * 
Suponhamos al�m disso que as res istênc ias Rl , R2 � 

desprez'yeis : 
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Entlo , adic ionando orderladament e ,  a ambos os memb�o s da' 

2A equaç!o !llult ipl ic ado s por M1 , o s da lA equaçllo multiplicàdo s 
por -L2 , vem o sistema equivalent e 

q�e l' nlo pode reduzir-se �ai sJ supondo Ll�O e O , 00 
A segunda eq�açlo mo stra que t em de s er t nec es s�riament e 

L20 Q2 ( 0· )  a_ -,;t ..... EJ o- ) 
e 4 esta , arinal , a  dnica condiç�o a impOr aos dados inic iai s : o s  

restantes valores Ql ( O- )  , I1 ( o· ) , I2 ( o" )  , podem s er arbitrário s . 
A resoluçlo poderia po is faz er- s e  muito simplesmente , introdu­
zindo estes dadq�, no s istema por trunc atura . 

Coloquemo-nos agora no caso extremamente s impl e s  em 
que os ,referidos valores inic i�is sfio nulo s  e se tem E=o , para 
t < o Entlo serd tamb�m Ql == R2 == o para t � o ( sistema em re .. 

})OUSO para t <:  o ) e a  resoluçrio faz-se  imediat amente : 

L20 
Q2 :3 .. -1\r E 

Suponhamos que t nu� dado instante , p . ex .  na origem , a  
for9a electro-motriz E ap�esenta um salto , Entlo o mesmo acoQ 
t. ec erá com . ,as cargas Ql e Q2 '; Des�e_roodo , as int ens ida�e s  

�� -DQl , I2-DQ2 ��:rlo comJlOp.��es impul s ivas (mdlt.�plos de $ )  , 

Las respect ivas deriVlid�" t D�Ql , D2Q2 , gue figyram nas eguaçtses 
Efeced�ntes conteria mrlltiRlos-9� J' . 

Note- s e  ainda que , em c erto s casos ( parasitas de dura­
çlo muita curta , anulamento brusco duma c orrente por meio dum 
inte'rruptor » etc . etc . ) s e  apre s entam naturalmente fo rças e l e c t ro ­
motrizes com car�ct er impuls ivo . 

Um outro exemplo s imples � o do c ircuito f igurado no 
seguint e esquema : 
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Nlste caso , a  1& célula d� uma equaçlo algébrica e a 

2& �a -tuaqlo diferenc ial de 2. ordem: 

f + (Ql-Q2 ) .. E 

, LD2Q2+RDQ2+ + ( Q2-Ql ) .. o' 

g t�cil ver que este sistema j� est' reduzido k for­
' ma CU ( p4& .12� ) .. 

Basta notar que 4 diferente 4e z ero o daterminante 

+ 

L 

1 · 0  

o 
. +  

( SUpOMOS C finito ) .  
Neste caso os va:"ores inic iais devem satisfazer h � e ­

gu1nte condiçlo 
Ql ( O· )  - Q2 ( o· )  • CE ( o- )  

A resoluçlo do sistema , agora muito flc il . A carga 
Ql pode ,apres entar saltos , s e o mesmo aconte c er a E .  

De resto , em caso s  mais complicados ,  a re'soluçlo dum 
s i stema pelo m4todo geral atrds indicado obriga a derivar v�­
rias vezes termos conhec ido s , o que , se houver' ,  por exemplo , sal­
tos nest es �os , introduz derivadas de distribuiç5es de Dirac . 

• • • • • • • • • • 

Ve jamos ainda como trabalhar �irecy'��nte c om as 
equaç6es da electrotecnia sob a forma int egro- diferenc ial , toman­

do como inc&gnitas as intens idades e nUo as quant idades de elec-
tricidad.e . Basta cons iderar o caso dum circuito com uma 

s& lIalha : 
LD! + RI + +j�( � }d b • E ,  

- O<)  
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n que. ·tamb4m s e  pode ,screver ( prov1sbriamente ) sob a i'QrJI1a .: 

LDI+RI++ Q .. E 

Ora � f'�eil reconhecer que 

'- (t 
'QtI - Q ( o- )  

L 
IH ( 'e ) d � • coH + 0-1 ( IH )  I 

o 
Entlo a equaçlo ( o< ) as sumir� · a forma equi-

ou abreviadamente 
-�( IH )  .. E 

onde R • LD + R ... +D-l (resistência s imbef11ca ) . g claro. que t. 

a part ir deste ponto ,. se pode trabalhar com D segundo· as regras 
u;suais de c"lcu10 " E an�logamente para 98 sistemas . 

Esta foi uma primeira ap11caqlo , mu1to 1Ilo4esta , c1o caí1-
culo simM11co : at4 aqui , trabalhamos exclusivamente com tunçGes 
racionais do operador f). Mas podem apresentar- se problemas em 

que nUa baste a consideraçlo daquelas. fuftçeses elementares de D .  
Por exemplo , -a integraçlo de certas equaçtSes em derivadas par­
c iais . 

-
Suponhamos que se trata da equaçlo 

d 2 cp  
_ 2 �· .  o �  p- k c t  " 

equaçlo homog4naa do tipo :e�:r:ab&lic.2.  o e  desta f'orma , por exemplo , 
a equaçlo da propagaçlo do c alor , num caso particular) . 

Podemo s pensar em int egraí- la , enc&l;'ando apenas x como 
v·a.ri�vel , e cons iderando t como um parâmetro . Representemos 
por D a derivaclo em ordlm a t .  A equaçlo dada assume entlo 
a forma 
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t� rat a.ndo D como um s !mbolo numérico . Ent!o , pas samos a 't,er não 
��á uma equaç!lo em derivadas parc iais , mas s im uma equag!o dife-
renc i:al-ordindria . O int egral gerai desta equaç!o determinar-
,,,, s e - ia pois , resolvendo a "equag lo c aract er:!st i c a" 

::;eria. 

x2_ k2 'D :III o �  
Como as" ra! z e s "  desta 510 !kfl}, aquele integral geral 

hJ .. e�D kx C + e- t/õ kx C T 1 2 ' 
onde C1 e C2 des ignam funç 5ea arb�tr'rias do parlmetro t . ( ainda 

poder!amos exprim1r � em s eno s e cossenos hiperb&l icos ) . 
i � . 

Em conclua.o : procedendo formalmente como se x fas s e  

a dnica varil:Ível , e tratando portanto D como s !mbolo numérico , 
somo s naturalmente conduzido s a trabalhar com " funç�es trans-

c endentes" de D , tais como e-YD kx 

Levanta- se pois o problema de fundamentar em bases 
lbgic amente s egurás o c�lculo do operador D para �ertas funç5es 
anal :!t icas , que j' nUo s�o .apenas funç�es rac ionais . 

Ora , para iSSO , '  nec e s s�rio reco rrer h transformaç!o 
de Laplac e , mas de mane ira muito diferente da cl's � ica : ser' a 
transformaçl� de Laplac e tratada mediant e a teoria . das distri­

búições , e  num sent ido bastant e · diverso . Este assun'ljo ser� pos­
s :!velmente abordado no final de stas liçeses ·. 
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