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CALCULO SIMBGLICO
96 lico (1

ResolugHo de sistemas de equagtes diferenciais
lineares de coeficientes constantes

Antes de abordar o estudo dos sistemas de equagBes
diferenciais lineares,convém fazer uma referéncia a uma outra
forma de Cd4lculo simbdlico,ainda nfic considerada nas ligBes an-
teriores,

0 célculo das fun¢Bes racionais do operador D que
foi aqui anteriormente estabelecido tem como principal objecti-
vo a integrag¥o de equag8es diferenciais lineares de coeficien-
tes constantes,ow de sistemas de tals equaglBes,com dados inici-
ais a satisfazer,

Mas,como se sabe,muitas vezes interessa conhecer nfo
o integral que verifica determinadas condig¢8es iniciais,-mas
sim ¢ integral geral. Vamos ver que o C4leulo Simbdlico pode,
em parte,ser modificado de modo & permitir obter directamente o
integral geral duma equa¢lo ou dum sistema, Para isso facamos
algumas considera¢Bes de ordem geral.

Dada uma aplicagfio & de um conjunto E num conjunto
F,chama-se imagem inversa completa de um elemento a¢ F ao cone-
junto de todos elementos x de E que sfo transformados em a por
meio de &,-isto &,0 conjunto de todos os elementos x€ E tais que

B(x) = a

A imagem inversa completa de a designa-se pelo sfm-
bolo ﬁ('l)(a)

26090286089 06¢ 6D

(1) Para um estudo pormenorizado dos assuntos que vdo ser trata-
dos nesta lig#o,pcde consultar-se uma memdria de ANTONIO
CESAR DE FREITAS,a publicar oportunamente na Revista da
Faculdade de Ci8ncias de LisbBa e na qual se estabelecem
vdrios dos resultados aqui expostos.
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Vé-ge assim que,em geral,o sfmbolo g{-1) representa
um operador glurivgco,que g cada elemento a¢ F faz correspon-
der uma parte de E,

Suponhamos agora que E e F sfo espagos vectoriais sb-
bre um mesmo corpo K; e que & e Y sHo aplicag¢gBes lineares de
EemF

Define-se a soma ge 51 com ‘V('l) mediante a igu-
aldade:

{§(~l)+ xv(-l)} (x) = Q("l)(x) +\Y('1)(x) ,

em que o 22 membro representa o conjunto de todos os elementos
que se obt&m somando cada um dos elementos do conjunto B('l)(x)
com cada um dos elementos do conjunto. H’('l)(x)

Andlogamente,o produtc por um escalar k pode definir-
~-se do modo seguinte:

[k.m“l)} (x) = 8071 (kx) .

Exemplifiquemos com o operador D definido no conjun-
to de todas as distribui¢8es,

Seja T uma distribuigHo qualquer,

0 sfmbolo,D('l T representa evidentemente a totalida-
de das distribuicg8es,S,tais que DS = T , Quer dizer,D("l)T
representa o conjunto de todas as primitivas de T

Suponhamos que T = an,com f€ C(I). Ent% uma primi-

tiva de T serd
X
S = DY //f(t) dt
¢

designando por ¢ um poento qualquer do intervalo I.
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Qualquer outra primitiva-de T obtém-se a partir daqze-
la,por adig8o de uma constante.
Ora o integral entre ¢ e x de uma distribui¢Zo n%o €,
em geral,definido: no entanto,para manter tanto quanto possivel
as notacg8es a que estamos habituados,convencionaremos represen=-

tar pela notagHo
%
/T(t) dt

uma das primitivas de T,escolhida arbitririamente., Assim,o con-
junto de todas as primitivas de T serd

x
/T(t) dt + C ,

designando C'uma constante arbitrdria.

Outra conveng¥o que convém adoptar por vezes € a se~-
guinte: quando n¥o haja perigo de confus8io,em lugar do simbolo
ﬁ('l) poderd usar-se o simbolo —%- . No 12 .déstes sfmbolos,

o exposnte =1 colocado entre paréntesis lembra expllcitamente
gque possivelmente o operador & nfo € reversfvel,e portanto o
inverso de & n%o existe (eventualmente) como operador unfvoco,

Todavia,e sempre que isso n8lo sustite confusfo,usar-
-se~-4d o simbolo —g~ para significar o mesmo que o simbolo 5(”%)

Recordemos agora que o cdlculo das fung®es racionais
de um operador D,representadas por fracg¢8es —z{%i- ,cujos ter-
mos s¥o polindmios em D,-recordemos que 8&sse cdlculo foi esta-
belecido tnicamente no caso em que o operador D se restringe,
por exemplo,ao espago das distribui¢Bes nulas & esguerda da
origem.ou nulas & direita da origem. Ainda pode,alids,esta~
belecer-se &sse cdlculo noutros casos,nos quais se possa asse-
gurar a reversibilidade do operador D-et ,qualquer que seja o-
escalar & Vimos também que o cdlculo dessas fung8es ra-
cionais do operador D se faz mediante uma férmula muito simples.
Pois bem: no caso particular em que o numerador,P(Dj,
se reduz a uma constante,P(D) = k,e s nesse caso,a férmula
que utilizdmos (para c4lcule das fung¥es racionais de D, em
Cq(I) ou C;(I) ) ;continua a ser vdlida mesmo quando D. € defini-
do no espago de todas as distribuig¢Bes,desde que se adoptem as
convengles precedentcs.
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Para apllcar essa fdrmula,preclsamos saber a que con-

duz o sfmbolo (D- a) 1) a0 incidir s6bre uma distribuig%o T,
ou seja,qual € o significado de

1
Do T
Trata-se do conjunto de todas as distribuigBes S que
verificam & condig¥o diferencial seguinte:

DS «~of S = T

Raciocinando agora como no caso anterior,(8& ligHo)
chega~se fhcilmente & conclusfic de que o integral geral desta

equaclo em S €
x
S = e"‘x/e'“f"r(t) dt + ¢ ¥

E esta uma expressfo bem conhecida da teoria cldssica,
-mae temos de dar sentido ac integral indefinido ali presente:
representa,como se sabe,uma primitiva da distribuigfo e““tT(t),
na qual se substitui t por x. Ora,raciocinando como no dlti-
mo dia,podemos dar ainda hquela express¥o a forma

x
S T//éx(x't)T(t) dt + ¢ &%

Mais geralmente,o sfimbolo 1 T representa o
conjunto .de todas as distribuicSes (D-xt)
S da forma

ne-l
= —i———l-— w(x‘t)T(t) t‘i’c e +C xe *00'9039
{n=1)! 1 2

- [~
,,...+cnxn la x

designando Cy,C5,+.+.,C, constantes arbitrdrias.(Tal como na li-
c%o anterior,o simbolo de integral estd a indicar uma primiti-
vag8o em ordem a t,seguida duma substituigfio de t por x)
E,finalmente,sendo vdlida aquela férmula (como fhcil-
mente se verifica por indug¢#o) podemos reconhecer que o inte-
gral geral de uma equag8o diferencial linear de coeficientes

constantes
P(D)8S = T
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é dado pela férmula

em que Cij {i=1,.¢..,p; J=1,....,r;) sHo constantes arbitrdrias

*Basta utilizar a decomposigfo de —7%57- em fracg8es

simples
p X; A
1 tﬁ’ i%. ,j=l (D-o" _)
&
0 25 somatdrio da expressfo geral d€ todas as distri-
buigBes

se p(df ) 7isto &,

T, .
:g: :2? Cij xJ ¥ ,é-como loge se reconhece
i=1 j=1

-0 integral geral da equacHo homogénea P(D)S = o
associada ¥ equag¥o inicial,integral &ste que coincide com o

que ¢ fornecido pelo método cldssico para equacBes diferenciais
ordindrias.

Observe-seé pois este facto importante: na passagem da
teoria das func8es para a teoria das distribuic8es,o integral
geral da equac¥o homogénea n¥o se modifica! Trata-se,é claro,
de equa¢¥es homogéneas de coeficientes constantes,mas 8ste fac-
to foi mesmo demonstrado por Schwartz para as equagdes diferen-
ciais lineares cujos coeficientes s8o fun¢8es indefinidamente
derivdveis.

B8de facto deveras importante €,consequéncia do axio-
ma D"3 das distribuig¢8es,segundo o qual,se fér DT = o,a dis-
tribuicBio T reduz-se necessiriamente a uma constante: T = C,
Daqui j€ tinhamos inferido que,se a derivada de ordem n de uma
distribui¢¥o & nula,essa distribui¢Zo € um polindmio de grdu
inferior a n; agora chegamos bastante mais longe.

Uma vez mais ressalta a importancia decisiva do axio-
ma D"B,na estruturag¢8io da Teoria das DistribuicBes.
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Posto isto,podemos tratar dos

sistemas de eguag&es diferentiais lineares de coeficien~
tes constantes.

Dd-se &ste nome a todo o sistema de equagBes do tipo

Pll(D)Sl*Plz(D)Sz"'.o ao e oo .+Pln(D)Sn = Tl

le(D)sl+P22(D)82+cvatasoooo*Pzn(D)Sn = Tz
(1)

900008 E00L0E60000P000CE00EPsCEOCEOODOOIGEOSEGS

!'“C...lﬁ..t.lt'.‘hl'.o‘l.."..l‘..‘ll.l.v

Pm1(D)81+Pm2(D)Sz*¢60000.1.0+Pmn(D)Sn = Tm

sendo Ty,T,,. .,T, distribuicBes conhecidas,8;,5,,...,5, dis-
tribuigBes incdgnitas,e Pij(D) polindmios em D de coeficientes
escalares, ("constantes"),

E claro qus podemos,abreviadamente,representar o sise
tema anterior sob & forma

S8y =1y (1w1,2,..0m).
31

Para abordar o estudo de tails sistemas,convém estabe-
lecer desde j4 um prinefpio de equival8ncia de grande utilidade,
Suponhamos ¢ sistema precedente eserito sob a forma
condensada seguinte
X, =Ty (i=1,2,¢..,m)

0 princfpio de equival@ncia pode entfo,enunciar-se:

Q_gistema dado ¢ eguivalente ao gue se obtém,substi-
tuindo uma equac8o - por exemplo,a de ordem i - pela
equactio

xi‘.’Q(D)xk = Ti"'Q(D)Tk (o)

designando Q(D) wm qualquer polindmio de derivag¥o e podendo
ser k = 1,2,,404,m
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A equival8ncia dos dois sistemas,-o inicial e o assim
obtido,~decorre imediatamente das seguintes observagdes:.

a) se existe um sistema de distribuigles (81’32""Sn3'
que verifique o l2 sistema de equagdes ela verifi-
ca também a precedente equaglo (o ),porque torna
Xi iguél aTy,e Xk igual a Tk,e verifica portanto
o 22 sistema,

b) por sua vez,podemos regressar do 22 sistema ao inie
cial,por uma operaglo perfeitamente andloga,que
consiste em somar a ambos os membros da equag¥o de
ordem i,ordenadamente,os dois membros da equaclo.
de ordem k (equag8es consideradas no 2% sistema)),
multiplicadas por -Q(D).

Portanto,toda a solugfo do 22 sistema € solug¥o ainda
do sistema dado e os dois sistemas s¥o,de facto,equivalentes.

LI B R L L BB ]

Ao estudar o sistema

n
g Py (D)S5 =7y (i=1,2,...,m),

podemos desde j4 supor que pelo menos um dos coefieientes de S
¢ diferente dec zero; se todos &sses coeficientes f6ssem nulos,
a incdgnita Sy ndo existiria no sistema dado. Mediante even-
tual reordenagdo das equagBes,podemos sempre supSr que 8sse coe-
ficiente n#o nulo de Sl (cuja.existéncia estd assegurada) € pre-
cisamente o que figura na 1& equagfio: serd,ent¥o, Pll(D) # o.
(Quer. dizer,Py,(x) n¥o é polindmio idénticamente nulo)
Vamos agora ver que,aplicando o principio _de egquiva-
18ncia (de sistemas) anteriormente referido,é poss{vel substituir
o sistema dado por um outro sistema (equivalente),em que s%o nu-
los todos os coeficientes de S, nas restantes equagles,-isto &,
consegue=-se eliminar Sl em todas as outras equagBes. Supondo
que jé sfo todos nulos &sses restantes coeficientes de‘Sﬁrnada
mais € preciso fazer; mas se h{ um n%o-nulo,podemos ent3o supdr,
sem quebra de generalidade,que figura na 2% equaglio;P,, (D) # o;
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podemos mesmo supSr que o _grdu de Pll(x) ¢ superior ou igual ao
de Pyy(x). (Se assim n¥o fésse,bastaria trocar os Indices das
equag¥es para a situag¥o ser a que admitimos).

Podemos ent¥o ceterminar o quociente,ql(x),e o resto,
Rl(x},do polindmio Py (x) pelo polindmio P,y(x). Sabemos j4
que as regras usuais de cdlculo para os polindmios se mantém
para os polindmios'em D: ent%o,se acs dois membros da 1% equagc
do sistema adicionarmos,ordenadamente,os dois membros da 2& equa~
¢Ho,multiplicados por -Ql(x),obtem-se uma equag¥o em que o coe~
ficiente de 5, & R,(D).

Na verdade,tendo em vista que

Pll(D) - QL(D)°P12(D) = ﬂl(D):

efectuando as opera¢8es indicadas s8bre as equagdes

Pll(D)Sl"'ovosono = Tl

le(D)Sl+aooo|co = Tz ’

obtem-ge a equag&o

El(D)slf.,oboooact‘ a Tl-ql(D)TZ

Quer dizer: substituimos deste modo a 12 equagHo por
cutra,cujo coeficiente de S; tem certamente grdu inferior ao
gue apresentamos naquela. Agora,procedendo para o par de
equag¥es obtidas como para o anteripr e assim sucessivamente,
iremos necesshriamente cair num resto nulo,-porque estamos afi-
nal a seguir o método do algoritmo de Euclides ("das divis8es
sucessivas") ., 0 dltimo p-1lindmio n¥o nulo que se obtém & o
m.d.¢. dos dois primeiros: vor conseguinte,no final,uma das equa-
¢Bes terd coeficiente n¥o-: ul> de Sj,enquanto na outra &sse coe-
ficiente ficard nulo.

Coloquemos a 1l& ds.sas equag8es (onde S, persiste),enm
12 lugar. Trabalhando agora com esta ™nova" equagfo e com a 32
do sistema‘dado,de maneira anfloga se m nsegue anular o coefici
ente de S, numa delas; e procedendo assim sucessivamente,acaba-
remos certamente por eliminar S, de todas as equagBes excepto
uma,que colocamos em 12 lugar,

Pode acontecer que,ao proceder daquele modo,se tenham
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eliminado automiticamente 82,83,,..,Sn em todas as outras equa-
¢Bes,isto é,se tenham reduzido a zero todos oS respectivos coe-
ficientes, Se isso acortecer j4 n#o seria preciso ir mais
longe na nossa andlise. Porém,se assim n¥o f6r,podemos sempre
admitir- (bparte eventual reordenag8o das incdgnitas) que um dos
coeficientes que ainda n¥o sfo nulos € o de S, na 2% equagdo.
Raciocinando ent8o para as restantes equac¢8es como fizemos pa-
ra o sistema inicial, chega-se & conclusfo de que se pode eli-
minar S2 em todas elas menos numa, Aplicando &ste processo
sucessivamerite s vdrias incdgnitas restantes,chegaremos por
fim a um sistema do seguinte tipo:

{ Qll(D)S'l*le(D)Sz'h...+le(D)Sp+....+Q1n(D)Sn - Tl
WRp2dD) 8ot et tQy (DS #e i 4Qy (D)) = Ty

) 2 80 0080 ¢ ¢80 0OFEOARE0 NS OLSEELEDOPINELEOSODOONOCOO DO

Qpp(D)sp+o € 5+Qpn(D)sn = Tn

A presenga,no final dé&ste esquema,das equagles o= T +1?
sessy 0 = T ,corresponde % hipdtese possfvel (j4 assinalada) em
que,a partir de certa ordem,se eliminem automiticamente as
incdgnitas restantes em todas as equag¢8es que faltasse ainda
considerar,

Bem entendido,- isso pode também n¥o acontecer; € o
caso em que p = m,- caso em que tais equagBes n3o aparecem,

(E pode também acontecer que m=n).

Suponhamos m > p Se porventura uma das distribui-
¢Bes Tp+l"""Tm nfo fér nula,a correspondente equag3o (em que
essa distribuiq¢¥o aparece igualada a zero) ¢ impossivel: e como
o sistema em que tal equagZo impossfvel figura é equivalente ao
sistema inicial,&ste serd também um sistema impossivel.

Se assim n¥o fér,isto €,se todas as distribuicBes Toel
’

+eeq, T, forem nulas,aquelas yltimas n-p equac¥es do sistema (2)
s¥o "identidades",n%o t&m pois inter&sse no que toca i resolugfo
do sistema, ‘Bste caso cprresponde a haver no sistema dado
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n-p equac8es dependentes das restantes,que automdticamente o
processo de redugHo que priticamos eliminou. (Por ex.,no casc
de e¢ircuitos eléctricosgse tivesse havido um engano e se tivese
se escrito uma equagHdo dependente das outras,-pelo processc ese
tudado tal equacg¥o seria eliminada).

Sendo nd p,passam-se as incdgnitas Sp+l""’sn para
0s segundos membros e arbitram-se os seus "valores®": o sistema
terd assim uma origem suplementar de indeterminacHo.

Volvendo agora & hipdtese m >p,suponhamos que as dl-
timas m-p 'equag8es sfo ilgualdades triviais que se suprimem,e
que jd se passaram para oS segundos membros das p equacBes sube-
sistentes as incdgnitas Sp+l""’sn‘ Designemos ent3o por
T: ,...,T;'os raspectivos segundos membros,

Nestas circunsténcias,a dltima equag8o ficard a ser
o

p(PISp = Tp

Trata-se¢ pois de uma gguaclio diferencial linear numa
3d incdgnita! Ora,este caso j4 fol estudado: podemos determinar
o integral geral respectivo pela férmula jd abontada. [}Comeqa~
riamos por calcular as rafzes da equagHo Qppéx)~= 0,e efectuar
a decomposig¢lio de Qpp(x) em factores lineares; etc - obtendo
finalmente a totalidade das solug8es Sp,mediante a férmula es-
tabelecida (pég.lZl)].

Depois,prossegue-se na resolugfo do sistema,substuin-
do,na peniltima equagfo deste,sp pela sua expressfo j€ obtida,
e isolandc no 12 membro o termo em S _,: ficamos agsim com uma
equaglo diferencial linear na dnica incdgnita Sp_l,equaqﬁo que
sabemos integrar,-e assim,por recorréncia,acabamos por obter
as express8es gerais de t8das as incégnitas,expressBes essas
que constituem o integral geral do sistema dado. Ficamos a
conhecer ao mesmo tempo o nimero de gonstantes arbitrdrias ine-
dependentes que contém aquele integral geral., Por exemplo,a
dltima equag¥o

.
(D)Sp T

pp p

apresenta no seu integral geral,constantes arbitrdrias em ni-
mero igual ao grdu do polindmio pr(x).
De um modo geral,designemos por‘/ﬂi o grdu do polindmio Qii(x)°
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Com esta notag¥o,0 ndmero de constantes arbitrdrias
presentes no integral geral da equag¢#io de ordem p é./“p;seré
y“pﬂll° ndmero de constantes que o integral geral da equdcHo
de ordem p-l contém,etc,nu totalidade,é certamente

/Ni*,,é*....+,*%

o ridmero de constantes arbitrdrias que figuram no integral ge-
‘ral do. sistema dado.,

Repare-se também neste facto importante: € que se f£8r
efectivamente n>p,o integral geral do_sistema dado dependerd,
nfo sdmente daguelas constantes arbitrdrias,mas também de n-p
distribuicBes arbitrdrias,S ,j,«.-;S,.

Est{ assim esclarecido inteiramente o problema da de-
terminag8o do integral geral.

De resto € sabido que,em geral,o cdlculo do integral
¢ um problema de resolugfio mais fdcil do que os problemas que
se lhes seguem: determinag¢¥o da solug¥o que verifica certas cep
dig8es,-condi¢Bes iniciais,ou (problema mais delicado ainda} as
chamadas condic8es nos limites.

Ne caso- do sistema estudado,

Il : r
Z Plj(D)SJ = Ti (i=1,2;...,n)
J=1

uma vez determinado o integral geral,se féssem dadas condig8es
iniciais,podfamos determinar as constantes de modo que aquelas
condigBes se verificassem, Mas isto,no caso geral, laria um
sistema de equacBes de penosa resolugfio. Ora,o método da trun-
catura de que jé fizemos uso permite-nos chegar muito mais cd-
modamente ao resultado,como vamos ver,

Suponhamos que € dado o sistema

¢}
2 Fi(D85 = T
=]

com as condig®es iniciais definidas do modo seguinte:
designemos por m; o maior dos grdus dos polindmios Pij(x) ,
para i =1,2,...,m; &s solugBes do sistema sHo impostas as con-
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di¢8es iniciais seguintes:

S§k3(0°) = CipiSendo i=1,2,,..,m
k.l,z,uoo,mi

e designando Sgk) a derivada de ordem k da distribuig¥o incd-
gnita,S;.

Quer dizer: implemese os limites 4 esquerda da ori-
gem das incégnitas,e das suas derivadas até certa ordem:(SupBe~
~-3e que & esquerda da origem,as distribuicBes T; se reduzem a
func¢8es localmente somdveis,com derivadas até uma ordem conve-
niente,se tal f8r necessdrio).

Mas desde logo surge uma quest¥o bastante delicada,
que wmuito deu que pensar: é que aquelas condigBes iniciais em
geral n8o podem ser independentes,-nfio podem ser fixadas arbi-
trariamente.

Suponhamos que se aplica o jJd referido método da
truncatura: multiplicam-se ent8o ambos os memdbros de cada uma
das equagBes do sistema por H,o que permite passar a um siste-
ma da formas:

n N L4
;Pij(.n)(sjm =T,

sendo ¥i a soma de T; com uma combinag¥o linear de derivadas
de Jx,conforme se viu na dltima ligHo. Procedendo como foi
indicado,podemos determinar as distribuic8es SjH.

Andlogamente,poderfamos agora multiplicar & direita
as equagBes do sistema dado por ial ==1-H] ,para determinar a
parte negativa de cada incégnita,SjH’

Representemos ent8o,de um modo geral,por S% a expres-
s8o obtida para SjH,e por Sg a express¥o obtida para SjH#i

¥ £4cil wer.raciocinando como na Yltima lic¢Ho,que
as distribuic8es

steg? (3=1,2,...,n)
J j R 4 ’

constituem uma sOLuGEO WU sicioma dadn <mas nnde acAntonan -
tais distribuicBes nflo verifiquem as condigBes iniciais se estas
forem dadas arbitrhriamente: e isto,mesmo no caso em que

m=n=p ,
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Como- determinar &-priori as relacSes obrigatdrias en-
tre as condicfes iniciais? E o que vamos ver agora,limitando-
~-nos,para maior simplicidade,ao caso em que os polindmios de
derivac¥o s¥o de grdu n%o superior a 2,-que é o caso dos sis-
temas de equagBes da electrotecnia,
Isto é,vamos supor que

= 2,
sendo aij'bijicij constantes (escalares) conhecidas,
Ent8o,prova-se que,aplicando o j4 referido princfpio

de equival@ncia,é sempre possfvel substituir o sistema pPropos-
to por um sistema da forma

4 0 2
[ Z (a; jD°+b, sDrey )85 = Ty (i=1,... \ )
J=1
o 0
(3) = (byyDrey )84 = Ty (k= A+, ... M)
j=1
n :
ja

e sendo diferente de zeroc o determinante
aij
bkj

Cej

(Este determinante sup®i-se constituido pelas A
linhas de coeficientes de D° nas primeiras A equagBes do sis-~
tema (3); pelas/h-)‘ linhas de coeficientes de D presentes nas
,)‘-»A equacBes seguintes do mesmo sistema,e pelas mjﬂ linhas
de coeficientes de incdgnitas presentes nas restantes equagfes)

Obtém-se pois um sistema formado por um certo ndmero
de equag8es diferenciais gque s¥o efectivamente de 22 ordem e

gue nd8o podem reduzir-se a equaclBies de certa ordem inferior;
un certo ndmero de equacBes diferenciais que s¥o apenas de 12
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erdem,e por fim,equagBes de ordem o,isto &,equag8es meramente
algébricas.

Como conseguir este resultado na prédtica? Suponha-
mos dado o sistema inicial: procuremos suprimir D® numa das
equac8es. Bastard somar ordenadamente aos dois membros de uma
delas,os dois membros de outra multiplicados por uma constante
conveniente, (um eséalar). E pode até acontecer que,aoc tentar
suprimir D2 para um dos coeficientes,desapareca em todos os ou=
t10s, De qualquer modo,h{ que fixar o facto seguinte: em
geral,no bgoblema em causa (quando réferente a circuitos eléde-
tricos) n%o € necessdrio efectuar derivagBes,basta empregar co-
mo factores ndmeros,e nfo polindmios em D, (Nos casos que se
apresentam concretamente em problemas de Electrotecnia,parece
estar mesmo demonsfirado j4 que nunca é preciso,para o fim apon-
tado,empregar derivag8es).

Repare-se porém em que pode acontecer,em particular,
ser A =m,1sto €,que todas as equagBes sejam efectdvamente de 2&
ordem,sem que seja possivel. baixar essa ordem,

Entfo o sistema dir-se-4 irredutfvel. Quando m=n,
issc acontece em particular quando o determinante constituido
pelos coeficientes de D? para todes as incdgnitas & diferente
de zero. ¥ ent%o indtil tentar o abaixamento de ordem das
equacBes: nfo se conseguird substituir equagfo aiguma por outra
de crdem inferior. ¥ alids &sse o caso mais simples: para
resolver o sistema dado,bastard aplicar a regra de Cramer,tra-
tando D como um simbolo numérico.

E em tal caso as constantes que figuram nas condigBes

iniciais pgdeﬁ ent¥o ser perfeitamente arbitrdrias.
Voltemos ao caso geral: suponhamos que,depois de fei-

tas as possfveis redugBes de ordem,existe pelo menos uma equa=
¢lo diferencial de 1& ordem no sistema:

n
=1 '

Ent%o,se considerarmos os limites 34 esquerda da ori-
gem de Sy e de T,,8sses limites devem dbviamente verificar aqug
la mesma equagfio,isto &: deve ter-se
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3241—-["1{3 s‘j(o")wkJ Sj(o")} = T (07)

Designando por Cji e por cjo,respectivamente,os limi-
tes S’ (o ) e Sj(o ),as condigBes a que estes s#o obrigados es-
crevem»se

(1) Bfogy Cy5 b ey i) = Tylo")

Quer dizer ge as distribuicBes sj.verificam de fac-
to o sistema:dado.necesshriamente ocorrem as precedentes rela-
g8es (L) entre os valores C i g_g jo dos limites laterais das_in-

cdenitas e suas derivadas, Tais limites n#o podem pois ser in-

dependentes: verificam aguelas/“-)seggagges de condicHo.
Suponhamos agora que,sendo m> n,hh pelo menos uma

equac8o algébrica (equagfo diferencial de ordem o); ent8o uma
relac¥o a verificar necesshrismente pelos limites das incdgnitas
§; 3 esguerda da origem serd

n
@ﬂ.

‘5; Cej j(o ) = T (0™)

Haverd assim,pois,no caso geral,mais m- M relacBes
obrigatdrias entre os dados iniciais.

Prova-se que as relagBes indicadas entre as constan-
tes ocorrentes nas condig8es iniciais sH8o independentes e s¥o
tédas aquelas que se devem verificar. Isto é,-prova-se que se
as constantes iniciais forem tomedas de modo a verificarem-se
aquelas relag8es,entfc as express8Bes que obtivermos para as in-
cdgnitas S, pela aplicagBo do método exposto verificam de fac-
to,além do sistema dado,as respectivas condig8es iniciais.

N¥o faremos aqui a demonstrag8o do que acaba de afir
mar-se; o que se disse & suficiente para aplicar pridticamente o
métode simbdlico & inte%raqao de sistemas de equag¥es diferen-
cials do tipo estudado. 1

Segundo o critéric hd pouco referido,obt8u-~se todas
&8s relag¥es que devem condicionar os dados iniciais,relagles es-
sas que sf%o sempre independentes. Posto isto,a resolugHo do
gsistema € fdcil: pode fazer-se pelos métodos habituais,tratan-
do D como simbolo numérico,-depois,é claro,de ter efectuado a

[0 I 2 RN Y N ]

(1) cf.meméria citada de A.César de Freitas,a publicar oportuna-
mente
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truncatura das incdgnitas para introduzir nas equag8es os dados
iniciais, ‘

Pelo que se disse,é j4 posafvel avaliar quanta comodi-
dade advém do recursc ao método simbdlico no caso estudado. E
cambém f4cil reconhecer a sua enorme vantagem em relagfo ao eme
prégo da transformac8o de Laplace: até porque este método exige
restricfes severas s6bre os segundos membros das equag¢fes,e afi-
nal de contas n8o justifica em nada o que se faz ao aplic4-lo.
Quer dizer: seguindo tal método,aplica-se a transformagfio de
Laplace (quando issoc € possivel) aos dois membros de cada equa-
%o em causa,acham-se as solu¢les regressando das imagens aos
originais,e procede-se depois 4 substituiglBo dessas solug¥es
nas equag¢les dadas,para ver se se trata efectivamente de solu-
;0es,e se sfo verificadas as respectivas condig¢Bes iniciais.

Em resumo-o processo ndo é de modo algum fundamentado. [Poderia
até reputar-se. preferivel o uso do método de Heaviside confina-
do ao seu aspecto heur{stico,-que os repetidos &xitos da expe-
riéncia tornavam digno de."confianqa"} .

Pelo contrdrio,podemos ter a certeza de que,proceden-
do como foi indicado,chegaremos is solugBes do sistema dado,sen-
do certc ainda que tais solug8es verificam as condig8Ses inici-
ais correspondentes. Agsociada a esta seguranqa,hh que focar
ainda no método simbdlico,a sua simplicidade de aplicagfio efec-
tiva,o seu aspecto "prdtico".

Serd agora interessante mostrar que a intervancHo das
distribuic8es (na integrag¥o de sistemas de equagBes diferen-
ciais lineares) nHo se traduz apenas em maior comodidade,a qual
oferece alids ainda um aspecto decisivo que importa mencionar:
na aplicagfio do método exposto,podemos empregar polindmios de
derivacg8o guantas vezes guizermos,sem preocupaglo restritiva
alguma,porque as distribuicBes sfo sempre derivdveis; se se tra-
tasse de fun¢Bes (dYnicas que intervém no método cléssico da
transformacfio de Laplace),seriam necessdrias precaucdes perma-
nentes no que toca & derivabilidade das funcgBes em causa até &
ordem necesséria, ‘

Pode mostrar-se que a interveng¥o das distribuic®es ni3o
¢ aqui apenas um recurso de comodidade,-é,em certos casos im-
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prescindfvel ,neste sentido: hi fendmenos cuja interpretaglo cor-
recta 86 pode ser feita por meio das distribuigBes.

J€ t{nhamos vistoc exemplos d8sse facto no caso parti-
culayr da distribuiglio g£ ; mas o mesmo caso pode ocorrer com dee
rivadas de 5£ Vamos estudar um exemplo concreto,no caso sime
ples de um circuito eléctrico.

Seja a asaoqiaqao magnética de circuitos:

i
| A J, M J
-+l
E AW <
Ry Ry
As leis de Kirchhoff d¥o neste caso,tomando para incd-

gnitas ‘as cargas Ql,Qz,em vez das respectivas intensidades Il,
I
2

c

i
al

1

(1,D%+R,D)Q,+MD%Q, = E
MDAQ +(1D%4RDe - )Q, = 0

Se o determinante

1 M ,
= Lle - M~
‘M L2

£8r diferente de zero o sistema ¢ irredutfvel: nfo € possivel
substitui-lo por um outro equivalente,em que uma das equag8es
seja,por ex,,de 1A ordem e a outra de 28 ordem, Portanto,néste

cas0,08 dados iniciais podem ser inteiramente arbitrdrios e.
uma vez introduzidos no sistema pelo processo da truncatura,a
regsoluclio pode fazer-se,por ex,.pela regra de Cramer.

Mas suponhamos agora que se tem

2
(Diz-se neste caso que a indut@ncia mdtua € perfeita).
Suponhamos além disso que ag_resisténcias Rl,R2 sfo

desprezdveis:
Rl = R2 = 0
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Entfio,adicionando ordenadamente,a ambos os membros da-

2% equag8o multiplicados por Ml,os da 12 equac¢¥o multiplicados
por -L,,vem o sistema equivalente

2 2
LlD Q1+MD Q2 = B

T~ Q =-L,E

que j€ nfo pode reduzir-se mais,supondo L;fo e C # oo
A segunda equagfio mostra que tem de ser,necessiriamente

- L,C -
Qy(07) == g E(0")

e € esta,afinal,a Unica condigfio a imp8r aos dados iniciais: os
restantes valores Q;(o”),I;(0”),I,(0o7),podem ser arbitrérios.

A4 resolug¥o poderia pois fazer-se muito simplesmente,introdu-
zindo estes dados no sistema por truncatura,

Coloquemo~nos agora no caso extremamente simples em
que os referidos valores iniciais sHo nulos e se tem E=o,para
t<o Ent%o serd também Ql = R2 = 0 para t<o (gistema em re-
pouso _para t<€o ) e a resolugfo faz-se imediatamente:

L,C
Q = - —j—E

N ='«ﬁ;- (0"%E + L,CE)

Suponhamos que,nun dado instante,p.ex. na origem,a
Fforga electro-motriz E apresenta um salto, Ent8o o mesmo acon
tecerd com_.as cargas Q; e Q. Deste modo,as intensidades

;1=DQ1,128DQ2 teréio com onente; impulsivas (mﬁlt@glos de<§),

e_as respectivas derivadas,D Ql ,D Qz,gue figuram nas equacBes
precedentes conterfio miltiplos de by v

Note-se ainda que,em certos casos (parasitas de dura-
¢80 muita curta,anulamento brusco duma corrente por meio dum
interruptor,etc.etc.) se apresentam naturalmente'forqas electro-
motrizes com cardcter impulsivo.

Um outro exemplo simples € o do circuito figurado no
seguinte esquema:



135

Néste caso.a 12 célula df uma equagfo algébrica e a
22 uma seguaglo diferencial de 2& ordem:

'%" (Ql'Qz) = B
102Q,+RDQ,+ —F- (Q,=Q)) = ©
K fdcil ver que este sistema j4 estd reduzido i for-

ma (3) (pdg.129).
Basta notar que € diferente de zero o daterminante

+ -+
-k
L o

(Supomos C finito).

Neste caso os va.ores iniciais devem satisfazer & sc-

guinte condigo
Q;(07) = Qa(07) = CE(o07)

A resolugHio do sistema € agora muito f4cil. A carga
Q, pode apresentar saltos,se o mesmo acontecer 2 E.

De resto,em casos mais complicados,a resolug¥o dum
sistema pelo método geral atrds indicado obriga a derivar vé-
ries vezes termos conhecidos,o que,se houver,por exemplo,sal-
tos nestes  ormos,introduz derivadas de distribuig¢des de Dirac,

Vejamos ainda como trabalhar directamente com as
equac¢Bes da electrotecnia sob a forma integro-diferencial,toman-
do eomo incdgnitas as intensidades e n¥o as quantidades de elec-
tricidade, Basta considerar o caso dum circuito com uma

sé malha: t
LDI + RI + %-/I('t)d‘a-n,
>
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o que também se pode ¢screver (provisdriamente) sob a forma

LDI+RI+~_3(-;- Q=&

Ent8o,se f8r I(o”) = ¢, ,efectuando a truncatura,vem

() LD(IH) + R(IH) + —4~(QH) = EH + Loy &
Ora € fdcil reconhecer que
t
QH = Q(o07) -/IH(E)d'\S =cH + D'l(m);.
(>

ponde Q(e”) = Cpe Ent#o a equag#o (&¢) assumird a forma equi-
valente

_ 1 el : o
LD(IH) + R(IH) + =§=D""(IH) = EH + Lcyd - —g~ H

tu abreviadamente
R(IH) = E

onde R = LD + R *-%vﬂ°l (resisténcia simbdlica). E claro que,
& partir deste ponto,se pode trabalhar com D segundo as regras
usuals de cdlculo., E anhlogamente para os sistemas.

Esta fol uma primeira aplicagfio,muito modesta,do cdl-
culo simbdlico: até aqui,trabalhamos exclusivamente com fungSes
racicnaies do operador D. Mas podem apresentar-se problemas em
qué nio baste a consideraglio daquelas fung8es elementares de D.
Por exemplo,-a integraglic de certas equa¢fes em derivadas par-
ciais,.

Suponhamos que se trata da equagHo

_qu .2 JQiﬁ',
%’”"at o

b 4

equacfo homogénea do tipo parabdlico.(E desta forma,por exemplo,
2 equag8o da propagaglo do calor,num caso particular).

Podemos pensar em integréd-la,encarando apenas x como
varidvel,e considerando t como um parfmetro. Representemos

por D a derivacfo em ordem a t. A equag¥o dada assume entfo

a forma
2
e L TS
dx )
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tratando D como um simbolo numérico. Ent%o,passamos a ter n¥o

Jd4 uma equag¥o em derivadas parciais,mas s$im uma equaglio dife-

rencial-ordindria. O integral geral desta equago determinar-
~se~id pois,resolvendo a "equacHo caracterfstica"
X%+ K2 D = o,

Como as"rafzes" desta sfio <kVD,aquele integral geral
seria ]

vD -
G- kxcl+eﬁ)'kxcz’

onde C, e Cy designam fung¢8es arbitrdrias do parfmetro t.(ainda
poderfamos exprimirtJ em senos e cossenos hiperbdlices).

Em conclusfo: procedendo formalmente como se x f8sse
a Unica varidvel,e tratando portanto D como sfmbolo numérico,
somos naturalmente conduzidos a trabalhar com "fung¢8es trans-
cendentes® de D,tais como e-Vﬁ‘kx

Levanta-se pois o problema de fundamentar em bases
idgicamente segu?és o cdlculo do operador D para certas func8es
analfticas,que j4 nf%o sfo apenas fung¥es racionais,

Ora,para isso,é necessqrio recorrer i transformagfic
de Laplace,mas de maneira muito diferente da cléssica: serd a
transforma¢#o de Laplace tratada mediante a teoria.das distri-
bui¢Bes,e num Sentido bastante ‘diverso. Este assunto serd pos-
afvelmente abordado no final destas lig8es.,
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